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ВЛИЯНИЕ ВОЛНОВОДА С ТВЕРДЫМ УПРУГИМ ДНОМ 
НА ДИФРАКЦИЮ ИМПУЛЬСНЫХ ЗВУКОВЫХ СИГНАЛОВ 
НА ИДЕАЛЬНЫХ И УПРУГИХ ТЕЛАХ 
Объект и цель научной работы. Описан метод мнимых источников и мнимых рассеивателей применительно 
к задаче дифракции импульсных звуковых сигналов на аналитических и неаналитических телах (идеальных и упру-
гих), помещенных в волновод не с традиционным (жидким или идеальным), а с твердым упругим дном. 

Материалы и методы. В основе теоретического подхода лежит известный метод мнимых источников, до-
полненный автором мнимыми рассеивателями. Для импульсных звуковых сигналов метод нормальных волн ока-
зывается неприемлемым, т.к. он опирается на фазовую скорость распространения сигналов, а импульсы, как сгуст-
ки энергии, могут распространяться только с групповой скоростью, которая присуща методу мнимых источников 
и рассеивателей. 

Основные результаты. Вычислены два варианта импульсов, отраженных от мягкого сфероида, помещенного 
в плоский волновод: с идеально жестким дном и с твердым упругим дном. При этом показано, что отраженные 
импульсы первого типа испытывают полное внутреннее отражение от твердого упругого дна, из-за чего модуль 
коэффициента отражения у них равен единице, т.е. такой же, как для абсолютно твердого дна. Дано решение задачи 
дифракции звуковых импульсов (с помощью метода интегральных уравнений) на упругом неаналитическом рассеи-
вателе, находящемся в плоском волноводе с твердым упругим дном. При этом такой рассеиватель был произвольно 
ориентирован относительно границ волновода. 

Заключение. При изучении задач распространения и отражения импульсных сигналов в плоском волноводе нужно 
использовать метод мнимых источников и мнимых рассеивателей. Замена твердого упругого дна на абсолютно твердое 
дно вполне допустима для тех источников, импульсы от которых при падении на упругое твердое дно испытывают 
полное внутреннее отражение. Принятая модель метода мнимых источников и мнимых рассеивателей допустима для 
первых отраженных импульсов в волноводе с твердым упругим дном. 

Ключевые слова: рассеиватель, вытянутый сфероид, мнимый источник, дифракция, упругое твердое дно, 
граничные условия, фазовая скорость, групповая скорость. 
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EFFECT OF WAVEGUIDE WITH SOLID ELASTIC BOTTOM 
UPON DIFFRACTION OF PULSE ACOUSTIC SIGNALS 
ON PERFECT AND ELASTIC BODIES 
Object and purpose of research. This paper describes the method of imaginary sources and scatterers in application 
to the diffraction problem for acoustic pulse signals on analytical and non-analytical bodies (perfect and elastic) put into the 
waveguide not with conventional (fluid or perfect) but with solid elastic bottom. 

Materials and methods. The theoretical approach is based on the known method of imaginary sources to which the 
author added imaginary scatterers. For pulse acoustic signals, the method of normal waves is unacceptable because it relies on 
the phase velocity of signal propagation, and the pulses are bunches of energy, so they can only propagate with group velocity, 
i.e. the core notion of imaginary sources and scatterers method. 
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Main results. The calculations were performed for the pulses reflected from a soft spheroid put into a plane waveguide 
with two variants of bottom: perfectly rigid and solid elastic. It is shown that in the first case reflected pulses undergo com-
plete internal reflection from the solid elastic bottom, so their reflection factor is 1, i.e. the same as for absolutely rigid bot-
tom. The paper solves, through the method of integral equations, the diffraction problem for acoustic pulses on an elastic 
non-analytical scatterer put into a plane waveguide with solid elastic bottom. The scatterer had arbitrary position with re-
spect to waveguide boundaries. 

Conclusion. Propagation and reflection of pulse signals in plane waveguide should be studied as per the method of imagi-
nary sources and scatterers. Solid elastic bottom can be substituted by alsolutely rigid one if the pulses of sources, falling onto 
elastic solid bottom, undergo complete internal reflection. The adopted model of imaginary sources and scatterers is acceptable 
for first reflected pulses in the waveguide with solid elastic bottom. 

Key words: scatterer, oblong spheroid, diffraction, elastic solid bottom, boundary conditions, phase speed, group 
velocity. 
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Хорошо известно [1], что импульсный звуковой 
сигнал, как сгусток энергии, распространяется 
с групповой скоростью. Это обстоятельство вы-
нуждает нас использовать метод мнимых источни-
ков при изучении временных характеристик им-
пульсных сигналов, рассеянных различными тела-
ми, помещенными в плоский волновод [2–7]. При 
этом спектральные характеристики импульсов, 
имеющие дело с непрерывными гармоническими 
сигналами, могут исследоваться с помощью метода 
нормальных волн [8]. 

Обратимся к знакомой задаче дифракции им-
пульсов на сфероидальных телах в плоском вол-
новоде [2–4, 7], сохранив на верхней границе 
условие Дирихле, размеры волновода и располо-
жение точечного источника и рассеивателя отно-
сительно границ, заменив только идеально твер-
дую нижнюю границу на упругое изотропное дно. 
Физические параметры подстилающей нижней 
среды будут соответствовать упругому изотроп-
ному дну, но по своим значениям они весьма 
близки к параметрам трансверсально-изотропной 
осадочной породы – крупного темно-серого алев-
ролита [9]. Скорость продольной волны в таком 
материале составит 4750 м/c, скорость поперечной 
волны – 2811 м/c. При использовании и в этом 
случае метода мнимых источников нужно ввести 
коэффициент отражения V для каждого из источ-
ников [10]. При отображении источников относи-
тельно верхней границы они, как и раньше [2–7], 
будут менять знак на противоположный, что со-
ответствует изменению их фазы на π. Извест-
но [10], что в методе мнимых источников гранич-
ные условия строго не выполняются ни на одной 
из границ волновода даже в случае идеальных 
граничных условий Дирихле и Неймана. Для 
лучшего выполнения этих условий в дифракцион-
ных задачах [2–7, 11] были введены мнимые рас-
сеиватели путем зеркального отображения отно-
сительно границ. Точно также введем мнимые 
рассеиватели и в нашей задаче и сравним после-
довательность отраженных импульсов [2, 3, 11] 
в случае идеальных границ и при наличии в вол-
новоде твердого дна. 
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Рис. 1. Вытянутый сфероид в плоском волноводе 
с твердым упругим дном 
Fig. 1. Oblong spheroid in plane waveguide 
with solid elastic bottom 
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В [10] показано, что метод мнимых источни-
ков применим и в том случае, когда коэффициент 
отражения V является функцией угла падения вол-
ны от источника относительно нормали к границе. 
В нашем случае этот угол будет определяться вза-
имным положением источника (действительного 
или мнимого) и рассеивателя (действительного 
или мнимого), на который падает волна от данно- 
го источника. Так как приемник совмещен с дей-
ствительным источником Q, то последователь-
ность отраженных импульсов будет определяться 
количеством и амплитудами отраженных сигналов 
(от различных рассеивателей), имеющих одинако-
вое время распространения от источников до рас-
сеивателей и от рассеивателей до точки Q. Пара-
метры волновода, положение действительного 
источника Q (совмещенного с приемником) и дей-
ствительного рассеивателя сохраним неизменными 
по сравнению с [2, 3, 11]: L = 1000 м, H = 400 м, 
действительный источник Q и действительный рас-
сеиватель находятся на глубине 200 м, рассеиватель 
в виде идеально мягкого вытянутого сфероида име-
ет соотношение полуосей c/d = 10 (c = 0,279 м), 
а его ось вращения направлена перпендикулярно 
плоскости рис. 1. Формула для коэффициента от-
ражения V0N, где N – номер источника, дана в [10]. 
Для вычисления первых пяти отраженных импуль-
сов нам нужны следующие коэффициенты отра-
жения: V03 в направлении на первый (действитель-
ный) рассеиватель 01, V05 в направлении на второй 
(мнимый) рассеиватель 02, V06 в направлении на 
этот же второй рассеиватель. В результате не-
сложных расчетов с помощью [10] получаем: 
V03 = 0,9989 + i · 0,0633; V05 = 0,9989 + i · 0,0633; 
V06 = 0,6238 + i · 0,7897. Все три коэффициента полу-
чились комплексными, что означает полное внут-
реннее отражение на границе «жидкость – упругое 
твердое дно», вследствие этого модули всех трех 
коэффициентов отражения равны 1,0, а веществен-
ные части первых двух коэффициентов близки 
к +1,0, что характерно для границы «жидкость – 
абсолютно твердое дно». Полученная в результате 
расчетов последовательность из первых пяти отра-
женных импульсов представлена на рис. 2. 

Сравним ее с последовательностью импуль-
сов на рис. 3 для идеальных границ [2, 3, 11]: 1-й 
и 4-й импульсы рис. 2 полностью совпадают с 1-м 
и 2-м импульсами рис. 3, что же касается 2-го, 
3-го и 5-го импульсов рис. 2, то в случае идеаль-
ных границ и симметричного расположения дей-
ствительных источника и рассеивателя относи-
тельно границ волновода, они компенсируются 

другими отраженными импульсами, т.е. 2-й, 3-й 
и 5-й импульсы рис. 2 наглядно показывают раз-
личие в последовательности отраженных импуль-
сов при замене абсолютно твердого дна на упру-
гое твердое дно. 

Опираясь на полученное решение, рассмотрим 
более общую задачу дифракции импульсного зву-
кового сигнала на упругом рассеивателе неанали-
тической формы в виде конечной цилиндрической 
оболочки, дополненной двумя полусферическими 
оболочками (рис. 4), и в волноводе с упругим твер-
дым дном (рис. 5), используя метод интегральных 
уравнений [11–16]. Отметим, что подобную зада- 
чу можно решить и с помощью других методов, 
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Рис. 2. Нормированная последовательность 
первых пяти отраженных импульсов в волноводе 
с твердым упругим дном 
Fig. 2. Normalized sequence of the first five reflected pulses 
in waveguide with solid elastic bottom 
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Рис. 3. Нормированная последовательность 
первых трех отраженных импульсов в волноводе 
с идеальными границами 
Fig. 3. Normalized sequence of the first three reflected pulses 
in waveguide with perfect boundaries 



А.А. Клещёв 
Влияние волновода с твердым упругим дном на дифракцию импульсных звуковых сигналов на идеальных и упругих телах 

108 Труды Крыловского государственного научного центра, 2(384)/2018 

в частности метода граничных элементов [15, 17], 
метода Т-матриц [18], метода потенциала [19], ме-
тода конечных элементов [20], метода функций 
Грина [21]. На первом этапе решим задачу дифрак-
ции гармонической волны на такой оболочке. 
Плотность материала оболочки – ρ1, коэффициенты 
Ламе – λ и μ. Оболочка заполнена внутренней жид-
кой средой с плотностью ρ2 и скоростью звука C3 
и помещена во внешнюю жидкую среду с плотно-
стью ρ0 и скоростью звука C0. На оболочку падает 
плоская волна с давлением pi в ней под углом Θ0 

и с волновым вектором k


(рис. 4). 

Исходным в данном случае, как показано в [11–
16], является интегральное уравнение, имеющее 
смысл обобщенного принципа Гюйгенса, для век-
тора смещения ( )u r

   упругой оболочки: 

[ ]{ }ˆ( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ,
S

u r t r G r r u r n r r dS r¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= -òò å
           

,r VÎ
  (1) 

где ˆ( ) ( )t r n T r¢ ¢ ¢=
    – вектор напряжения; 

ˆ ˆ ( ) ( )n n r n r¢ ¢ ¢ ¢ ¢º =
    – единичный вектор внешней по 

отношению к S нормали; ( )T r¢
  – тензор напряже-

ний изотропного материала; ( ; )G r r¢
   – тензор пере-

мещений Грина; ( ; )r r¢å    – тензор напряжений 
Грина; если r

  относится к точке поверхности S, 
то в левой части будет ( ) / 2.u r¢

   
Вектор смещения ( ),u r

   тензор напряжений 
( ),T r
  тензор перемещений Грина ( ; )G r r¢

   и тензор 
напряжений Грина ( ; )r r¢å    связаны между собой 
следующими соотношениями [11, 16]: 

( ) ( ) ( ),T r I u r u uλ μ= Ñ + Ñ + Ñ
    

 (2) 

где ;L TI I I= +  2( ) / ;LI = ÑÑ Ñ  0;L TI I× =  
2[ ( )] / ,TI I= -ÑÑ Ñ  IL и IT – продольный и попе-

речный единичные тензоры для оператора Га-
мильтона ;Ñ  

[ ]( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ;r r I G r r G r r G r rλ μ¢ ¢ ¢ ¢= Ñ + Ñ + Ñå         (3) 

{2
2 2( ; ) (1/ 4 ) ( | |)tG r r k Ig k r rπρ ω¢ ¢= - +

     

[ ] }1 2( | |) ( | |) ,g k r r g k r r¢ ¢ ¢+Ñ - - - Ñ
     (4) 

где k1 и k2 – волновые числа продольной 
и поперечной волн в материале оболочки; 

2 2( | |) exp( | |) / 4 | |g k r r ik r r r rπ¢ ¢ ¢- = - -
     

 – функ-
ция Грина. 

Второе интегральное уравнение представляет, 
по сути, интеграл Кирхгофа для дифрагированного 
давления pΣ(P1) во внешней жидкой среде [7, 28]: 

{ [ ]1 1 0 0( ) ( ) ( )( / ) exp( / )
aS

C P p P p Q д дn ikr rΣ Σ
¢= - -òò  

[ ] }2
0 0 0 1exp( / ) ( ) 4 ( ),a iikr r un dS p Pρ ω π¢- +

  (5) 

где pΣ(P1) = pi(P1) + ps(P1); ps(P1) – рассеянное дав-
ление в точке P1; C(P1) – численный коэффициент, 
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Рис. 4. Упругая оболочка в форме конечного 
цилиндра с полусферами 
Fig. 4. Elastic shell (finite cylinder with 
hemispheres) 

Рис. 5. Неаналитический рассеиватель 
в волноводе с твердым упругим дном: 
Ист. – источник; Рас. – рассеиватель 
Fig. 5. Non-analytical scatterer in waveguide 
with solid elastic bottom: Ист. – source; Рас. – scatterer 
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равный 2π, если P1ÎSa, и 4π, если P1 вне Sa; Sa – 
внешняя поверхность оболочки; Q – точка внешней 
поверхности оболочки. 

Для давления p2(M1) во внутренней жидкой 
среде в точке M1 получается третье интегральное 
уравнение: 

{ [ ]1 2 1 2 3 3( ) ( ) ( )( / ) exp( ) /
bS

C M p M p Q д дn ikr r¢ ¢= -òò  

[ ] }2
3 3 0exp( ) / ( ) ,bikr r u n dSρ ω ¢-

   (6) 

где Qʹ – точка внутренней поверхности оболочки; 
1

1
1

4 , если вне
( ) ;

2 , если
b

b

M S
C M

M S

π
π

ìï= í
Îïî

 

Sb – внутренняя поверхность оболочки. 
К интегральным уравнениям (1), (5) и (6) до-

бавляются граничные условия на внешней (Sa) 
и внутренней (Sb) поверхностях оболочки: 
1) на обеих поверхностях оболочки отсутствуют 

касательные напряжения: 

0;
a

i S
τ =  0;

b
i S

τ =  1, 2;i =  (7) 

2) нормальное напряжение σnʹ на внешней поверх-
ности оболочки равно дифрагированному дав-
лению pΣ, а на внутренней – давлению p2: 

;
a

n S
pΣσ ¢ =  2 ;

b
n S

pσ ¢ =  (8) 

в силу условий (7) и (8) вектор напряжения 
( )t r¢
   в уравнении (1) равен 

( ) ;
aS

t r p nΣ
¢ ¢=

    2( ) ;
bS

t r p n¢ ¢=
    (9) 

3) нормальная компонента вектора смещения не-
прерывна на границах оболочки: 

2
0

2
2 2

(1/ )( / )
.

(1 / )( / )
a

b

n S

n S

u дp дn

u дp дn

Σρ ω

ρ ω

¢

¢

ü¢= ïï
ý
ï¢= ïþ

 (10) 

Подставляя интегральные уравнения (1), (5), (6) 
в граничные условия, получим систему уравнений 
относительно неизвестных функций pΣ, p2 и компо-
нент вектора смещения u

  на обеих поверхностях 
оболочки. Для численного решения системы инте-
гральных уравнений они заменяются квадратурны-
ми формулами, а на обеих поверхностях оболочки 
выбирается сетка узловых точек наподобие того, 
как это было сделано для идеальных неаналитиче-
ских рассеивателей [11, 12]. 

Интегралы в граничных условиях будут двух 
типов: с изолированной особой точкой и рассмат-
риваемые в смысле главного значения. Способ вы-
числения интегралов второго типа описан в [11]. 

Найденные таким образом характеристики от-
ражения гармонического сигнала с частотой ν поз-
воляют определить спектральную функцию отра-
жения SS(2πν), а с ее помощью путем применения 
преобразования Фурье мы получаем временную 
функцию отраженного импульса ΨS(tʹ) [22]: 

2

0

1( ) Re (2 ) (2 ).i t
S St S e dπνΨ πν πν

π

¥
+¢ = ò  (11) 

Подобным образом, используя спектральные 
характеристики отражения упругих тел сферои-
дальной формы [11, 23–26], мы можем вычислить 
последовательности отраженных импульсов в вол-
новоде с упругим твердым дном и для них. 

В результате проведенных исследований сдела-
ем следующие основные выводы: 
1) при изучении задач распространения и дифрак-

ции импульсных сигналов в плоском волноводе 
нужно использовать метод мнимых источни- 
ков, поскольку импульсы, как сгустки энергии, 
распространяются по любому направлению 
(в том числе и вдоль оси волновода) с группо-
вой скоростью, не превышающей скорость зву-
ка, а именно на групповую скорость опирается 
метод мнимых источников; 

2) замена твердого упругого дна на абсолютно 
твердое дно вполне допустима для тех источ-
ников (действительного и мнимых), волны от 
которых при падении на упругое твердое дно 
испытывают полное внутреннее отражение; 

3) принятая нами модель мнимых источников 
и мнимых рассеивателей вполне допустима (из-
за полного внутреннего отражения), по крайней 
мере, для вычисленных первых пяти отражен-
ных импульсов в плоском волноводе с твердым 
упругим дном. 
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