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ВЗАИМНАЯ ИНДУКТИВНОСТЬ КОАКСИАЛЬНЫХ КОНТУРОВ 
И ИХ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 
Объект и цель научной работы. Коаксиальные токоведущие элементы являются составной частью многих 
электротехнических устройств, включая трансформаторы, реакторы и различные электромеханизмы, характеризуемые 
индуктивными параметрами и электродинамическими взаимодействиями. Объектом исследования являются тонко-
слойные прямоугольные и цилиндрические катушки, входящие в состав нагрузочных устройств, предназначенных для 
швартовных испытаний мощных генераторных агрегатов судовых электростанций. Основной целью исследования 
является анализ и расчет электродинамических сил, возникающих в соленоидальных элементах нагрузочных 
устройств, для принятия мер конструктивного характера по исключению возможных разрушений в процессе испыта-
ний, являющихся непременной составной частью швартовных испытаний судовой электростанции. 

Материалы и методы. Оценка электродинамических сил основана на расчете взаимной индуктивности в вы-
бранной конструкции с привлечением аппарата специальных функций в случае определения сил на крайние витки со-
леноидов. 

Основные результаты. Содержат оценку сил, которые следует учитывать при выборе конструктивных испол-
нений соленоидов нагрузочных устройств. 

Заключение. Результаты исследования могут быть использованы и для других аналогичных приложений. 

Ключевые слова: коаксиальные контуры, взаимная индуктивность, электродинамические силы, соленоиды 
нагрузочных устройств. 
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Определение взаимной индуктивности для конту-
ров различной конфигурации и характера взаимно-
го расположения является важной задачей при про-
ектировании токоведущих частей электротехниче-
ских комплексов и вспомогательного электрообо-
рудования. Относящиеся к ним вопросы оказыва-
ются в поле зрения соответствующих специалистов 
и научных работников. При этом неизбежно обра-
щение к имеющимся справочным руководствам, 
к числу которых следует отнести, прежде всего, 
справочные книги [1, 2], монографию [3], а также 
монографии [4, 5], где рассмотрены электродина-
мические силы. 

Для нахождения взаимной индуктивности пря-
моугольных коаксиальных контуров, показанных 
на рис. 1, можно воспользоваться выражением 
(3.13а) в [5] для взаимной индуктивности двух па-
раллельных прямолинейных проводников. 

Тогда, с учетом обозначений на рис. 1, взаим-
ная индуктивность M между двумя одинаковыми 
соосными прямоугольными контурами будет опре-
деляться по выражению 
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Выражение (1) может быть преобразовано 
к виду 
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Выражение (2) совпадает с выражением (4-39) 
в [2], если принятые здесь обозначения заменить 
на следующие: 
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Тогда, в полном соответствии с (4-39), в [2] 
будем иметь: 
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При ℓ1 = ℓ2 = ℓ для двух одинаковых квадратных 
контуров, в соответствии с (2), взаимная индуктив-
ность M равна: 
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При h2 << ℓ2 для Mкв можно записать с некото-
рым приближением: 
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Рис. 1. Прямоугольные коаксиальные контуры 
с параллельными сторонами ℓ1, ℓ2 и с расстоянием 
между плоскостями h 
Fig. 1. Rectangular coaxial circuits with parallel sides ℓ1, ℓ2 
and h distance between the planes 
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Выражение (4) по первым трем членам совпа-
дает с (4-47) в [2]. 

Выражение (4) без последнего члена приведено 
в [3] с учетом замены обозначения h на rw и в пред-
положении, что rw << ℓ. 

Для правильных шестиугольников в [2] в при-
нятых здесь обозначениях в приближении h << ℓ, 
где ℓ – сторона коаксиальных шестиугольников 
(ℓ = ℓш), записано выражение для взаимоиндуктив-
ности (формула 4.48 [2]) в виде 
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В случае одного и того же периметра для квадрата 
и шестиугольника, когда ℓш = 2/3ℓкв, будем иметь: 
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Тогда, при ℓкв /h = 10 в круглых скобках, в (4) 
и в (6) получаем соответственно 1,629 и 1,805, а при 
ℓкв /h = 20 – 2,272 по (4) и 2,468 по (6). 

Для квадратных контуров со стороной ℓ сила 
взаимодействия в направлении h может быть полу-
чена дифференцированием выражения (3) по h на 
основе нахождения производной энергии Wм маг-
нитного поля по координате [4] в виде 
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Сила имеет характер притяжения. Вместе с тем, 
по формуле (16) в [6], полученной для силы притя-
жения между двумя одинаковыми прямоугольными 
контурами с током i1 = i2 = i на основе векторно-
параметрического описания отрезков линейных 
проводников при условии замены ℓ21 на ℓ1, ℓ22 на ℓ2 
и соответственно h1 = (ℓ1

2 + h2)1/2 и h2 = (ℓ2
2 + h2)1/2, 
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При ℓ1 = ℓ2 = ℓ сила притяжения для квадратных 
контуров с током не будет отличаться от выраже-
ния (7). В случае квадратных контуров в приближе-
нии h2 << ℓ2 имеем: 
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Заметим, что при ℓ = h из (7) получается следу-
ющий результат: 
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Здесь следует отметить несовпадение с число-
вой дробью, приведенной в примере, записанном 
в [5]. Указанную в [5] числовую дробь в виде 
(3 2 2) / 2-  следует заменить на дробь в выра-
жении (10). 

i

w витков

i

Рис. 2. Фрагмент обмотки соленоида с током i  
и с числом витков w 
Fig. 2. A fragment of solenoid winding with current i 
and coil number w 



G. Tsitsikyan 
Mutual inductance of coaxial circuits and their electrodynamic interaction 

     ФГУП «Крыловский государственный научный центр» 73 

В качестве иллюстрации применения преды-
дущих соотношений рассмотрим соленоиды 
нагрузочного устройства с водяным охлаждением, 
предназначенные для испытаний генераторных 
агрегатов судовой электростанции. Нагрузочное 
устройство для испытаний генератора мощностью 
1200 кВт имеет четыре основные ступени нагрузки 
по 300 кВт, составляющие каждая 25 % от номи-
нальной мощности. Испытания проводятся с по-
следовательным увеличением нагрузки от 25 % 
через 25 % до 100 %. Предусмотрена также 10 % 
перегрузочная ступень, которую здесь рассматри-
вать не будем. На рис. 2 показан фрагмент одно-
слойной обмотки соленоида с током i. Соленоиды 
трехфазной ступени соединены в звезду, и при 
напряжении 400 В по ним может проходить ток 
до 600 А при cosφ = 0,8. 

Периметр витков такого соленоида составляет 
около 1 м. Исходя из предположения, что силы 
взаимодействия (силы притяжения) между витка-
ми при одинаковом расстоянии между ближайши-
ми витками (порядка 0,01 м) для случаев круговых 
витков и витков квадратной формы равновеликого 
периметра достаточно близки, о чем будет ска- 
зано позднее, примем сторону квадратного витка 
ℓкв = 0,25 м. Тогда, в соответствии с (9), получим 
следующую оценку для близлежащих витков: 
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При переменном токе i = Imsinωt получаем, 
в соответствии с предыдущим выражением: 
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где I – действующее значение, принимаемое рав-
ным 600 А. 

Отсюда f = 6,9 Н как для постоянной состав-
ляющей, так и для амплитуды переменной со-
ставляющей. 

При удвоении значения h, т.е. для расстояния 
между следующим соосным витком в однослойной 
обмотке, когда h = 2·10–2 м, в соответствии с (9) 
получаем 3,28 Н, а при утроении – уже 2,06 Н. Та-
ким образом, на крайний виток слоя будет действо-
вать притягивающее усилие в 12,5 Н или 1,3 кГ 
только при учете трех ближайших витков. 

Однако для многовитковых соленоидов такой 
подход к определению сил, действующих на край-

ние витки, не является оптимальным. Известны 
выражения для определения сил на виток от соос-
ного соленоида в целом, основанные на публика-
ции [7]. Для записи этого выражения рассмотрим 
рис. 3, в котором расстояние от середины соленои-
да до крайнего витка, на который воздействует сила 
от соленоида, обозначено как h. Тогда, на основа-
нии [7], сила, действующая на виток при протека-
нии тока i, будет равна: 
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Q1/2 – сферические функции Лежандра второго рода 
с полуцелым индексом с аргументами g1 и g2. 

Допуская, что R1 ≈ R2 = R, получим: 
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Пусть теперь число витков в слое в двух- 
слойной конструкции соленоида равно w2 = 43, 
2s = 0,35 м, h = s + Δs и Δs = 0,01 м, где Δs – рассто-
яние по оси между соседними витками. Примем 
R = 1 м/2π≅ 0,159 м. Расчетное выражение для силы 
на крайний виток в слое получает вид 
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Выразим Q1/2(3,563) через полные эллиптиче-
ские интегралы K и E: 
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Действительно, согласно 8.13 в [8], связь функ-
ции Q1/2(z) с полными эллиптическими интегралами 
записывается следующим образом: 

[ ]
1
21/2

2 2 2( ) 2( 1) .
1 1 1

Q z z K z E
z z z

æ ö æ ö
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Поэтому Q1/2(3,563) = 2,359K(0,662) – 3,021E(0,662). 
Тогда, в соответствии с табл. 17.1 в [8], имеем: 

(0,662) 1,802K @  и (0,662) 1,381.E @  

В итоге для Q1/2(3,563) получаем следующее 
численное значение: 

1/2 (3,563) 4,251 4,172 0,079.Q = - @  
Теперь, используя выражение для Q1/2(1 + Δz), 

когда |Δz| ≤ 0,5, а именно [9], 

1/2

31 2 38(1 ) ln 1, 2274 ,
2 8

z z
Q z z

z

Δ ΔΔ Δ
Δ

+ é ùæ ö+ê úç ÷+ = - +ç ÷ê úè øë û
 

найдем для Q1/2(1,002)@2,843, а для разности 
Q1/2(1,002) – Q1/2(3,563) – значение 2,764. 

Теперь, при действующем значении тока 
I = 600 A, для постоянной составляющей силы f= по-
лучим: f= = –4π·10–7·0,36·106·19,534·2,764@–24,43 Н 
или –2,5 кГ. Знак минус означает, что сила притя-
гивает виток. Учет второго слоя при том же числе 
витков и радиусе, весьма незначительно отличаю-
щимся от радиуса внешнего слоя, приведет к удво-
енной оценке силы на каждый из крайних витков 
в двухслойной конструкции, т.е. к 5 кГ, а на кон-
структивные элементы, удерживающие крайние 
витки, до 10 кГ. В то же время следует принимать 
во внимание и переменную составляющую, которая 
в определенные моменты времени будет доводить 
общее усилие до 20 кГ. 

Усилия будут восприниматься диэлектриче-
ским каркасом соленоида при условии закрепления 
витков в пазах конструктивных элементов, в так 
называемых гребенках, во избежание смещения 
витков и коротких замыканий, и на это обстоятель-
ство следует обратить особое внимание. 

В завершение вернемся к вопросу о допустимо-
сти замены круглого витка квадратным витком 
и наоборот при условии равновеликости перимет-
ров. С этой целью используем приближение [2]: 

2 4
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1 31
4 128
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где ξ = h/2R (рис. 4). 
Для силы притяжения витков найдем (Прило-

жение П1): 

2
кр 0

3 ln 0,217 .
8

R h R h
f i

h R h R
μ

æ ö
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è ø

 (13) 

Если в формуле (9) осуществить подстановку 
ℓ = πR/2 исходя из равновеликости периметров, 
то будем иметь: 
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кв 0 2

2 4 2 .R h
f i

h R
μ

π π

æ ö
ç ÷@ - -ç ÷
è ø

 (14) 

Положим в (13) и в (14) R/h = 10. Тогда из (13) 
и (14) соответственно получим 

2
кр 0 9,892f iμ@ ×  и 2

кв 0 9,306,f iμ@ ×  

т.е. значения сил в обоих случаях при R/h ≥ 10 
будут близки. 

R2 R1

h

s s
w2

w1=1

Рис. 3. Соленоид высотой 2s и один соосный виток 
Fig. 3. Solenoid with height of 2s and one coaxial coil 

R R

h

Рис. 4. Два соосных круговых контура радиуса R 
с расстоянием h между ними 
Fig. 4. Two round coaxial circuits of radius R  
with distance h between them 
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Аналогичные соображения относительно несу-
щественной зависимости коэффициентов самоин-
дукции от формы плоских контуров при условии 
равновеликости периметров имеются в [3]. 

Приложение 
Annex 

Выражение для взаимной индуктивности коакси-
альных круговых контуров (рис. 4) в [2] записано 
в виде формулы (5-17), дифференцированием кото-
рой по h при малых ξ = h/2R получим: 
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 (П.1) 

Здесь минус показывает, что с увеличением h ко-
эффициент Mкр уменьшается. Умножая на i2, полу-
чаем для силы притяжения выражение (13). 
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