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Введение
Основной причиной отказа оболочечных конструк-
ций, находящихся под гидростатическим давлением, 
является, как правило, потеря устойчивости тонко-
стенной обшивки. В связи с этим практика проекти-
рования корпусов глубоководных подводных объек-
тов заставляет обращаться к различным вариантам 
подкрепления оболочек. К числу наиболее исполь-
зуемых следует отнести подкрепление поперечным, 
или клетчатым продольно-поперечным, или пере-
секающимся диагональным набором таврового или 
П-образного профилей. Такие конструкции могут 
оказаться весьма рациональными для корпусов глу-
боководных объектов из полимерных композитных 
материалов (ПКМ). Однако реализация подобных 
проектов наталкивается на ряд порой непреодоли-
мых технологических трудностей из-за специфики 
структуры и процессов переработки ПКМ.

Как известно, наиболее экономичным и техни-
чески оправданным способом переработки ПКМ 
в конструкции является метод намотки. В данном 
случае подходящей формой конструкции являются 
оболочки вращения. С этих позиций наиболее при-
емлем шпангоут, выполненный в виде замкнутого 
тороида кругового, эллиптического или овального 
поперечных сечений (рис. 1). Создание тороидаль-
ных оболочек из армированных пластиков, как пока-
зывает практика, оказывается технологически более 
простой и менее энергозатратной процедурой, чем 
создание конструкции шпангоутов таврового или 
П-образного профилей.

Исследований, направленных на изучение рабо-
тоспособности тороидов в составе цилиндрических 
оболочек, не проводилось – имеются лишь резуль-
таты изучения деформирования замкнутых торои-
дальных оболочек при внутреннем или наружном 

давлении. Отсутствие расчетов устойчивости торои-
до-шпангоутов в составе корпуса и рекомендаций по 
выбору его конструктивных элементов делают тему 
этой работы актуальной.

Постановка задачи
Рассматривается круговая цилиндрическая оболочка 
постоянной толщины, подкрепленная регулярно уста-
новленными шпангоутами равной жесткости (рис. 2). 
Оболочка (2) загружена всесторонним гидростатиче-
ским давлением рн. Шпангоуты выполнены в форме 
тороидов (1), внутренняя полость которых заполнена 
рабочей средой под давлением рв. Значение давления 

Рис. 1. Поперечные сечения 
тороидо-шпангоутов

Рис. 2. Схема нагружения подкрепленной 
цилиндрической оболочки
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может изменяться пропорционально величине внеш-
ней нагрузки рн. Шпангоуты (1) жестко соединены  
с обшивкой (2). 

Материал обшивки цилиндрической оболочки 
является линейно-упругим, и оси симметрии его 
упругих свойств совпадают с координатными осями. 
Материал тороидо-шпангоутов является линейно- 
упругим трансверсально изотропным.

В основу исследований местной и общей устой-
чивости положена физически и геометрически ли-
нейная теория ортотропных оболочек [1].

Анализ местной устойчивости
Математическая модель, описывающая местную 
устойчивость обшивки цилиндра между шпангоу-
тами, представляет собой уравнения нейтрального 
равновесия в частных производных и граничные ус-
ловия, учитывающие характер защемления торцевых 
сечений. Она не зависит от вида и формы шпангоутов 
и, следовательно, может быть применена для анализа 
локальной устойчивости цилиндрических оболочек, 
подкрепленных любым образом. Поэтому известные 
зависимости, определяющие критическую нагрузку 
неподкрепленной цилиндрической оболочки, спра-
ведливы при одинаковой заделке торцов на торои-
до-шпангоутах управляемой несущей способности.

Например, может быть использовано следующее 
выражение для теоретической критической нагрузки 
при всестороннем обжатии ортотропной цилиндри-
ческой оболочки [2]:

( )

( )

1
кр 2 2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
0,5 1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (1) 

 
Здесь и ниже введены следующие обозначения:
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h, l – толщина и длина присоединенного пояска 
обшивки; R – радиус срединной поверхности обо-
лочки; E1, E2, μ12, μ21 – модули упругости и коэффи-
циенты Пуассона материала присоединенного по-
яска обшивки в осевом и кольцевом направлениях;  
a – коэффициент ортотропии; G12 – модуль сдвига 
в плоскости срединной поверхности; m, n – число 
полуволн и волн в осевом и кольцевом направлениях 
соответственно.

Переходя к трансверсально изотропной оболоч-
ке μ12 = μ21 = μ, E1 = E2 = E= 2(1+μ)G12, получим следу-
ющее выражение для определения pкр, совпадающее 
по структуре с формулой Мизеса:
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Зависимости (1) и (2) получены в предположе-

нии о безмоментности и отсутствии разгружающего 
влияния подкрепляющего набора на докритическое 
напряженно-деформированное состояние, которое 
определяется цепными напряжениями, равными
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В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 
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 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 
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Из сопоставления (1) с (3) следует 
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Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 

После подстановки в (4) выражений (1) и (3)  
с учетом значений коэффициентов 0

2k  и 0
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лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 
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стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 

( )
0

0 0 0, , 1, 2i
i i i

hpRk u k i
h pR


 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 

( )

( )

1
ткр 0 2 0 2

т1 т2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
k k n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (3) 

Из сопоставления (1) с (3) следует 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 2
1 2

т.кр кр0 2 0 2
т1 2т

0 2 2
2т.кр
0 2 2

кр 2т

1
;

1

1 2 1 /
.

1 2 1 /

k k n
p p

k k n

k np
p k n









+ -
¢ ¢=

+ -

¢ + -
=¢ + -

 (4) 

Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 

После подстановки в (4) выражений (1) и (3)  
с учетом значений коэффициентов 0

2k  и 0
2тk  получим 

т.кр

кр

2 2 2 2
12

2 2 2 2
12

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2 1,

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2

m m

m m

p
p

chu u shu un n
sh u u

chu u shu un n
sh u u

  



  


¢
=¢

+
+ - - - -

+= ³
+ +

+ - - - -
+

 

где ( )
( )

т 2 cos 2
1

2 sin 2
ch u u

u sh u u



-

= +
+

 – параметр Папковича; 

( )
в 2

2
н 1

1 2
1 0,52 1

p E h k
p E k








 
-

=
-+

 – параметр внутрипо-

лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 

 

В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 

( )
0

0 0 0, , 1, 2i
i i i

hpRk u k i
h pR


 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 

( )

( )

1
ткр 0 2 0 2

т1 т2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
k k n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (3) 

Из сопоставления (1) с (3) следует 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 2
1 2

т.кр кр0 2 0 2
т1 2т

0 2 2
2т.кр
0 2 2

кр 2т

1
;

1

1 2 1 /
.

1 2 1 /

k k n
p p

k k n

k np
p k n









+ -
¢ ¢=

+ -

¢ + -
=¢ + -

 (4) 

Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 

После подстановки в (4) выражений (1) и (3)  
с учетом значений коэффициентов 0

2k  и 0
2тk  получим 

т.кр

кр

2 2 2 2
12

2 2 2 2
12

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2 1,

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2

m m

m m

p
p

chu u shu un n
sh u u

chu u shu un n
sh u u

  



  


¢
=¢

+
+ - - - -

+= ³
+ +

+ - - - -
+

 

где ( )
( )

т 2 cos 2
1

2 sin 2
ch u u

u sh u u



-

= +
+

 – параметр Папковича; 

( )
в 2

2
н 1

1 2
1 0,52 1

p E h k
p E k








 
-

=
-+

 – параметр внутрипо-

лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 

 

В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 

( )
0

0 0 0, , 1, 2i
i i i

hpRk u k i
h pR


 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 

( )

( )

1
ткр 0 2 0 2

т1 т2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
k k n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (3) 

Из сопоставления (1) с (3) следует 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 2
1 2

т.кр кр0 2 0 2
т1 2т

0 2 2
2т.кр
0 2 2

кр 2т

1
;

1

1 2 1 /
.

1 2 1 /

k k n
p p

k k n

k np
p k n









+ -
¢ ¢=

+ -

¢ + -
=¢ + -

 (4) 

Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 

После подстановки в (4) выражений (1) и (3)  
с учетом значений коэффициентов 0

2k  и 0
2тk  получим 

т.кр

кр

2 2 2 2
12

2 2 2 2
12

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2 1,

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2

m m

m m

p
p

chu u shu un n
sh u u

chu u shu un n
sh u u

  



  


¢
=¢

+
+ - - - -

+= ³
+ +

+ - - - -
+

 

где ( )
( )

т 2 cos 2
1

2 sin 2
ch u u

u sh u u



-

= +
+

 – параметр Папковича; 

( )
в 2

2
н 1

1 2
1 0,52 1

p E h k
p E k








 
-

=
-+

 – параметр внутрипо-

лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 

 

В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 

( )
0

0 0 0, , 1, 2i
i i i

hpRk u k i
h pR


 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 

( )

( )

1
ткр 0 2 0 2

т1 т2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
k k n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (3) 

Из сопоставления (1) с (3) следует 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 2
1 2

т.кр кр0 2 0 2
т1 2т

0 2 2
2т.кр
0 2 2

кр 2т

1
;

1

1 2 1 /
.

1 2 1 /

k k n
p p

k k n

k np
p k n









+ -
¢ ¢=

+ -

¢ + -
=¢ + -

 (4) 

Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 

После подстановки в (4) выражений (1) и (3)  
с учетом значений коэффициентов 0

2k  и 0
2тk  получим 

т.кр

кр

2 2 2 2
12

2 2 2 2
12

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2 1,

1 sin cos1 2( 1) / 4(1 0,5 ) ( 1) /
2 sin 2

m m

m m

p
p

chu u shu un n
sh u u

chu u shu un n
sh u u

  



  


¢
=¢

+
+ - - - -

+= ³
+ +

+ - - - -
+

 

где ( )
( )

т 2 cos 2
1

2 sin 2
ch u u

u sh u u



-

= +
+

 – параметр Папковича; 

( )
в 2

2
н 1

1 2
1 0,52 1

p E h k
p E k








 
-

=
-+

 – параметр внутрипо-

лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 

 

В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 

( )
0

0 0 0, , 1, 2i
i i i

hpRk u k i
h pR


 = - Þ = = , где u – пара-

метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
ческой нагрузки в сторону увеличения за счет вариа-
ции начального докритического напряженно-деформи-
рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  

В зависимости (1) члены в знаменателе перед 
фигурной скобкой характеризуют влияние началь-
ного докритического напряженно-деформирован-
ного состояния на величину критической нагрузки, 
причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
поля напряжений в обшивке цилиндра, вызванного 
внутриполостным давлением в тороидо-шпангоутах. 
С учетом изложенного формула (1) принимает сле-
дующий вид: 

( )

( )

1
ткр 0 2 0 2

т1 т2

4
12 21

4 2 2 4
12 21 21

2 24 2 2 2
2

/
1

(1 )

(1 ) 2

( 1) 1 .
12

m

m

m m

m m

E h Rp
k k n

a
a n an
g

h c n a n
R



  

    

 

¢ = - ´
+ -

ì
ï
ï -ï´ +í é ùï ê ú+ - - +ï ê úï ë ûî

üïé ù+ + - + - ýê úë ûïþ

 (3) 

Из сопоставления (1) с (3) следует 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 2
1 2

т.кр кр0 2 0 2
т1 2т

0 2 2
2т.кр
0 2 2

кр 2т

1
;

1

1 2 1 /
.

1 2 1 /

k k n
p p

k k n

k np
p k n









+ -
¢ ¢=

+ -

¢ + -
=¢ + -

 (4) 

Здесь коэффициентами 0
1k , 0

2k  и 0
т1k , 0

2тk  учиты-
ваются цепные напряжения в обшивке цилиндра  

в докритическом состоянии, подкрепленного шпан-
гоутами таврового и тороидального профилей соот-
ветственно. Поскольку тороидо-шпангоуты располо-
жены в поперечных сечениях цилиндра, то их жест-
кость не оказывает влияния на цепные напряжения  
в осевом направлении, изменяются лишь кольцевые 
цепные напряжения. Характер изменения последних 
показан на рис. 3. 

Анализ диаграмм (рис. 3) и зависимости (4) сви-
детельствует о повышении местной устойчивости  
с ростом внутреннего давления в тороидо-шпангоу-
тах, т.к. коэффициент 0

2тk  стремится к нулю и может 
поменять знак на обратный (рис. 3). Для относи-
тельно коротких оболочек (u < 0,6) возможно исклю-
чить явление местной многоволновой неустойчиво-
сти путем управления величиной давления в полости 
тороидо-шпангоутов, т.к. кольцевые цепные напря-
жения в докритическом состоянии являются растя-
гивающими. 
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 – параметр внутрипо-

лостного давления; δ, R0, Fт – толщина, радиус кри-
визны и площадь поперечного сечения тороидо-
шпангоута соответственно; Eφ, Eθ, μφ, μθ – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материала то-
роидо-шпангоута в направлениях параллели и мери-
диана; 0/k r R=  – геометрический параметр торо-
идо-шпангоута; r – радиус срединной поверхности 
тороида. 

 

В действительности исходное равновесное со-
стояние оценивается с учетом жесткости шпангоутов 
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метр Бубнова, характеризующий относительную 
длину оболочки; β – параметр Сегаля, характеризу-
ющий относительную жесткость шпангоутов. Для 
цилиндрической оболочки с поперечным набором, 
нагруженной всесторонним давлением, коэффици-
енты цепных напряжений принимают значения 

( ) ( )0 0
1 2, const 0,5; , 1 при 2, 0k u k u u  = = < £ > . 

В связи с этим возможно изменение величины крити-
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рованного состояния. Поэтому формулы (1) и (2) 
должны быть модифицированы следующим образом.  
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причем член 2

10,5  – осевое цепное напряжение 0
1 ,  

а член (n2 – 1) — кольцевое цепное напряжение 0
2 .  

Следовательно, эти члены дополняются коэффици-
ентами, отражающими изменение докритического 
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Рис. 3. Изменение коэффициента кольцевого 
напряжения цилиндрической оболочки  
с тороидо-шпангоутами при β = 1,5

На рис. 4 представлены результаты численно-
го эксперимента, на котором показана зависимость 
изменения критической нагрузки цилиндрической 
оболочки, подкрепленной тороидо-шпангоутами, от-
несенной к критической нагрузке такой же оболочки, 
но традиционного архитектурного типа, от параметра 
Сегаля β и относительной величины внутреннего дав-
ления в тороидо-шпангоуте pв/pн. Из анализа результа-
тов следует существенное (до 25 %) повышение мест-

d.A. bardadim, A.yu. salomatov, v.s. yakovlev 
buckling of cylinder shells stiffened with toroid frames of regulated rigidity
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ной устойчивости с ростом относительной величины 
внутриполостного давления в тороидо-шпангоутах 
до приемлемого уровня (pв/pн < 6) и незначительное  
(до 2 %) – с увеличением параметра Сегаля.

Таким образом, установка тороидо-шпангоутов 
регулируемой жесткости повышает местную устой-
чивость цилиндрических оболочек глубоководных 
объектов без увеличения их материалоемкости.

Анализ общей устойчивости
Исследование общей устойчивости традиционно 
сводится к интегрированию уравнений нейтрального 
равновесия конструктивно и физически ортотропной 
изначально напряженной оболочки, свободно опира-
ющейся на концевые переборки. Изгибная жесткость 
шпангоутов распределяется равномерно по дли-
не шпации. Теоретическая критическая нагрузка 
в этом случае определяется по формуле, аналогич-
ной по структуре зависимости, предложенной проф.  
В.Т. Томашевским [2]:

Рис. 4. Местная устойчивость обшивки корпуса 
с тороидо-шпангоутами при u = 0,8 и k = 0,075 
относительно такой же обшивки корпуса  
традиционной архитектуры  
при прочих равных условиях

Рис. 5. Нагружение тороидо-шпангоута  
реактивным усилием
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где αm = mπR/L  – параметр относительной длины 
полуволны образующей в закритическом состоянии; 
L – длина подкрепленной цилиндрической оболочки; 
I – момент инерции сечения шпангоута совместно 
с присоединенным пояском.

Придерживаясь такой же методологии, выпол-
ним распределение по длине шпации жесткости 
тороидо-шпангоутов с учетом их предварительной 
напряженности от внутреннего давления [3]. C этой 
целью тороидо-шпангоут представим как полое 
кольцо с круговым поперечным сечением, загружен-
ное внутренним давлением pв и внешним распреде-
ленным по периметру реактивным усилием, равным 
P2н = lpн   (рис. 5). Момент инерции тороидо-шпанго-
ута с присоединенным пояском равен 
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С учетом различия упругих характеристик мате-
риалов пояска и тороида, а также преднапряженно-
сти тороидо-шпангоута приведенная жесткость на 
его изгиб составит [4]
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 – параметр преднапряжен-

ности, характеризующий изменение изгибной жест-
кости тороидо-шпангоута вследствие внутриполост-
ного давления; Rн.о – радиус кривизны нейтральной 
оси системы «присоединенный поясок – тороидо-
шпангоут», определяемый выражением 
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Введем понятие радиуса инерции системы «при-
соединенный поясок – тороидо-шпангоут» – 
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. Тогда выражение 

(6) примет следующий вид: 
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Поскольку обшивка тороида достаточно тонкая 

( 0,3
r

£ ), то квадратичным членом в выражении ра-

диуса инерции можно пренебречь по сравнению  
с единицей, делая ошибку в безопасную сторону. 

Приведенный момент инерции шпангоута  
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тельные жесткости стенки и свободного пояска соот-
ветственно. 

На рис. 6 показано соотношение радиусов инер-
ции тш

^

 шпангоутов тороидального и таврового 
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шпангоут», определяемый выражением 
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Введем понятие радиуса инерции системы «при-
соединенный поясок – тороидо-шпангоут» – 
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(6) примет следующий вид: 
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Поскольку обшивка тороида достаточно тонкая 

( 0,3
r

£ ), то квадратичным членом в выражении ра-

диуса инерции можно пренебречь по сравнению  
с единицей, делая ошибку в безопасную сторону. 

Приведенный момент инерции шпангоута  
Т-профиля может быть представлен в виде  
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тельные жесткости стенки и свободного пояска соот-
ветственно. 

На рис. 6 показано соотношение радиусов инер-
ции тш

^

 шпангоутов тороидального и таврового 

профилей. Из рисунка следует, что радиус инерции  
в полной мере характеризует конструктивную эф-

фективность шпангоутов различных форм, выпол-
ненных из ПКМ различной структуры. Чем больше 
его значение, тем рациональнее и выше жесткость 
шпангоута при прочих равных условиях. В частно-
сти, тороидо-шпангоут конструкционно эффектив-
нее по сравнению с тавровым профилем только при 
жесткости, превосходящей жесткость присоединен-
ного пояска (β < 0,5). 

Теоретическая критическая нагрузка в этом слу-
чае определяется по формуле, аналогичной по струк-
туре (5), с той лишь разницей, что вместо изгибной 
жесткости шпангоута следует ввести приведенную 
жесткость ( )пртшEI  тороидо-шпангоутов с учетом их 

преднапряженности, вызванной внутренним давле-
нием, т.е.  

( )

1
1

т.кр 2 2

4
1 2

4 2 1 2 2 4
2 2

тш 2 2
2
пр

1

0,5 1

(1 )
[( ) 2 ]

( 1) .

m

m

m m

E hRp
n

a
a g n an

n
E l R

EI

h



  
   

-

-

¢ = ´
+ -

ì -ï´ +í
+ - - +ïî

üï+ - ý
ïþ

. (8) 

Переходя к трансверсально изотропному мате-
риалу, получим зависимость, совпадающую по 
структуре с известной формулой акад. В.В. Новожи-
лова: 
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Заменим в формуле (8) приведенную жесткость 

во втором члене квадратных скобок, ответственном 
за изгиб шпангоутов, ее развернутым выраже-
нием (7) и получим окончательную зависимость, 
определяющую теоретическую критическую 
нагрузку цилиндрической оболочки, подкрепленной 
тороидо-шпангоутами, при m = 1 
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Из сопоставления соответствующих зависимо-
стей (5) и (8а), определяющих теоретическую нагруз-
ку цилиндрических оболочек, которые подкреплены 
шпангоутами таврового профиля и тороидо-шпанго-
утами, следует, что последние имеют более высокую 
устойчивость и меньшую массу при равных геоме-
трических размерах сечения шпангоутов. Для под-
тверждения этого был проведен численный экспе-
римент, результаты которого представлены на рис. 7.

Установлено, что влияние концевых опор (пере-
борок) существенно лишь для относительно более 
коротких оболочек (в сравнении с использованием 
традиционных шпангоутов таврового или П-образ-
ного профилей) (рис. 8).

Для подкрепленных цилиндрических оболочек 
средней длины и относительно длинных оболочек 
общая устойчивость с достаточной точностью мо-
жет быть оценена по критической нагрузке пред-

Рис. 7. Изменение критической нагрузки общей 
устойчивости от внутреннего давления  
при R/L = 0,50

Рис. 8. Изменение критической нагрузки общей 
устойчивости от относительной длины оболочки  
и параметра тороидо-шпангоута

напряженного трансверсально изотропного торои-
до-шпангоута с присоединенным пояском, которая 
определяется по модифицированной формуле Леви, 

1 0 :R
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Зависимость критической нагрузки (9) от геоме-
трического параметра тороида k и соотношения дав-
лений pв/pн представлена на рис. 9. В расчетах с ошиб-
кой в безопасную сторону принималось Rн.о = R .

Из анализа результатов численного эксперимен-
та следует:
• значение критического давления зависит не 

только от геометрии, жесткости тороидов, но 
и от внутреннего давления в их полости;

• с повышением внутреннего давления в полости 
тороида критическая нагрузка возрастает, что 
равносильно увеличению жесткости сечения то-
роида;

• для каждого значения геометрического параме-
тра k существует такая величина внутреннего 
давления, при которой критическая нагрузка 
устремляется в бесконечность. Однако следует 
иметь в виду, что величина отношения давлений 
ограничена свойствами применяемых материа-

*
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<  лов и не может быть более
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Рис. 9. Изменение критической нагрузки  
общей устойчивости от внутреннего давления  
при α1 = 0

Рис. 10. зависимость изменения критической нагрузки оболочки с тороидо-шпангоутом,  
отнесенной к такой же, но со шпангоутом Т-профиля, от относительной жесткости (а)  
и внутреннего давления (б) при k = 0,075; l/r = 5; d/R = 0,1; ĥ = 1,10; βs = 0,25

В соответствии с разработанными математиче-
скими моделями выполнен сравнительный анализ 
общей устойчивости идентичных цилиндрических 
оболочек из ПКМ, подкрепленных тороидо-шпанго-
утами и шпангоутами таврового профиля 

( тшо.кр
кр

о.кр

p
p

p^

¢
= ¢ , где тшо.крp¢  и о.крp¢̂  – критические 

нагрузки тороидо-шпангоута и шпангоута Т-про-
филя соответственно). Геометрические параметры 
Т-профиля приняты рациональными согласно реко-
мендациям [5]. Результаты численного эксперимента 
(рис. 10) свидетельствуют о следующем: 

 

• общая устойчивость оболочек с тороидо-шпан-
гоутами превосходит устойчивость оболочек со 
шпангоутами таврового профиля при наличии 
двукратного и более превышения внутриполост-
ным давлением внешней нагрузки pв/pн > 2 (рис. 
10б) во всем диапазоне изменения значений па-
раметра относительной жесткости β;

• при отсутствии внутриполостного давления 
тороидо-шпангоуты предпочтительны только 
в тех случаях, когда их жесткость превосходит 
жесткость оболочки, т.е. при параметрах β < 1 
(рис. 10а);

• относительная величина критической нагрузки 
тороидо-шпангоутов pкр слабо изменяется (не 
более 5 %) с возрастанием параметра относи-
тельной жесткости в диапазоне β > 1 (рис. 10а)

• при трехкратном превышении внутриполостным 
давлением величины наружной нагрузки крити-
ческая нагрузка оболочек, подкрепленных торои-
до-шпангоутами, на 20–30 % больше, чем нагруз-
ка оболочек с тавровым профильным набором. 

Выводы
1.  В работе развиты аналитические модели для ис-

следования устойчивости подкрепленных торои-
до-шпангоутами оболочек из ПКМ.

2.  Получены аналитические зависимости, опреде-
ляющие критические нагрузки местной и общей 
устойчивости цилиндрических оболочек, подкре-
пленных тороидо-шпангоутами, с приемлемой 
погрешностью для проектных исследований.

d.A. bardadim, A.yu. salomatov, v.s. yakovlev 
buckling of cylinder shells stiffened with toroid frames of regulated rigidity
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3.  Определены рациональные соотношения кон-
структивных параметров тороидо-шпангоута 
и оболочки, при которых достигается наиболь-
ший эффект несущей способности по критерию 
устойчивости.
Исследование выполнено в рамках совместной 

программы НИР Научно-исследовательского инсти-
тута спасания и подводных технологий ВУНЦ ВМФ 
«ВМА» и Института проблем машиноведения РАН.
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