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Введение
Создание новых материалов с исключительными 
свойствами и разработка технологий для их получе-
ния требуют не только передовой эксперименталь-
ной базы, но и точных математических моделей, опи-
сывающих сложные физические процессы. Одним 
из способов модификации и уточнения моделей со-
временных и перспективных технологических про-
цессов является учет таких явлений, как связанность 
различных взаимодействующих между собой физи-
ческих полей. Примером такой связанности является 
модель термоупругой диффузии, в которой рассма-
тривается взаимодействие механических, тепловых 
и диффузионных полей.

Также при моделировании высокоинтенсивных 
технологических процессов необходимо принять во 
внимание тот факт, что реализация большинства из 
них сопровождается значительными деформация-
ми, мощными тепловыми потоками, высокими ско-
ростями нагрева и переноса массы на поверхности 
материала. В таком случае возникает необходимость 
не только в учете связанности, но и в рассмотрении 
конечных скоростей распространения тепла и веще-
ства в исследуемой среде. Введение ненулевых вре-
мен релаксации и учет связанности полей позволяют 
создать более точную и устойчивую математическую 
модель для описания такого рода технологических 
процессов, как ионная имплантация, диффузионная 
пайка, термоводородная обработка, наращивание 
пленок на различных подкладках и т.д.

Из сказанного выше можно сделать вывод об ак-
туальности проблемы построения моделей связан-
ных физических процессов, что подтверждается ра-
ботами отечественных [1–10] и зарубежных [11–18] 
ученых в этой области.

Необходимо учесть, что в основе многих ранее 
решенных задач термоупругой диффузии лежит ги-
потеза о бесконечной скорости распространения теп-
ла и вещества [1–4, 6–10]. Для передовых технологи-
ческих процессов, связанных с мощными тепловыми 
и диффузионными потоками, а также высокими тем-
пературами, имеет место нарушение этих гипотез  
[5, 11–14, 16–18].

В работе рассматривается одномерная неста-
ционарная задача термоупругой диффузии для од-
нородного многокомпонентного полупространства 
с учетом ненулевых времен релаксации. Физико-ме-
ханические процессы, протекающие в условии по-
верхностных механических, тепловых и диффу-
зионных воздействий, описываются с помощью 

локально-равновесной модели связанной термоупру-
гой диффузии, включающей уравнения движения 
упругой среды, теплопереноса и массопереноса. На-
чальные условия приняты нулевыми.

Решение ищется в интегральной форме, пред-
ставляющей собой свертку по времени функций Гри-
на и граничных условий. Для нахождения функций 
Грина используются преобразование Лапласа по вре-
мени и синус-, косинус-преобразования по коорди-
нате. В результате преобразований трансформанты 
искомых функций выражаются как рациональные 
дроби относительно параметра преобразования Ла-
пласа, а их оригиналы находятся с помощью извест-
ных теорем и таблиц операционного исчисления. 
Обращение синус-, косинус-преобразований произ-
водится численно. Такой подход позволяет свести 
к  минимуму использование численных алгоритмов 
и проанализировать полученные функции Грина.

Постановка задачи
Рассматривается одномерная нестационарная задача 
термоупругой диффузии для однородного N-компо-
нентного полупространства, ограниченного поверх-
ностью x1 = 0 (Оx1x2x3 – прямоугольная декартова 
система координат), с учетом ненулевых времен 
релаксации. Одномерные физико-механические 
процессы в среде описываются локально-равновес-
ной моделью связанной термоупругой диффузии  
[5, 8, 11–14, 16–18] (штрих обозначает производную 
по безразмерной пространственной переменной x, 
а точки – производные по безразмерному времени τ), 
включающей
•	 уравнения движения упругой среды, теплопере-

носа и массопереноса:
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•	 граничные условия:
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•	 начальные условия:
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В (1)–(3) и далее используются безразмерные 
величины (при одинаковом начертании размерные 
величины обозначены звездочкой):
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где t  – время; 1x  – декартова координата; 1u  – ком-
понента вектора перемещений; L  – характерный 
размер полупространства; q  – номер компоненты 
вещества в составе N-компонентной среды; 

( ) ( ) ( )
0

q q qn n = -  – приращение концентрации;  
( )
0

qn  и ( )qn  – начальная и актуальная концентрации; 

Tt  – время тепловой релаксации; ( )qt  – время диф-
фузионной релаксации; 1111C  – упругая постоянная; 
  – плотность; 11b  – температурная постоянная, ха-

рактеризующая тепловые деформации; (q)
11  – коэф-

фициенты, характеризующие объемное изменение 
среды за счет диффузии; (q)

11D  – коэффициент само-

диффузии; ( )qm – молярная масса; R  – универсаль-
ная газовая постоянная; *

0T T = -  – приращение 
температуры; T  и 0T  – актуальная и начальная тем-
пературы; 11  – коэффициент теплопроводности; 

( )q  – коэффициент активности; 0c  – удельная теп-
лоемкость при постоянных концентрации и дефор-
мации. 
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где t  – время; 1x  – декартова координата; 1u  – ком-
понента вектора перемещений; L  – характерный 
размер полупространства; q  – номер компоненты 
вещества в составе N-компонентной среды; 
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среды за счет диффузии; (q)

11D  – коэффициент само-

диффузии; ( )qm – молярная масса; R  – универсаль-
ная газовая постоянная; *

0T T = -  – приращение 
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пературы; 11  – коэффициент теплопроводности; 

( )q  – коэффициент активности; 0c  – удельная теп-
лоемкость при постоянных концентрации и дефор-
мации. 

Алгоритм решения
Решение задачи (1)–(3) представляем в виде [2, 3, 9, 10]
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где ( ),ikG x   ( ), = 1, 2i k N +  – функции Грина за-

дачи (1)–(3). Они являются решениями задач, вклю-
чающих в себя уравнения (1), начальные условия (3) 
и следующие граничные условия: 
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где ( )   – дельта-функция Дирака; ik  – символ 
Кронекера. 

Применим к (1)–(3) преобразование Лапласа по 
времени (s – параметр преобразования, индекс «L» 
обозначает трансформанту): 
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Далее редуцируем полученную краевую задачу  
к задаче с однородными краевыми условиями. С этой 
целью полагаем 
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где функции  ,   и q  задаются следующим обра-
зом [2, 3, 9]: 
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Тогда для функций L ,U  L  и L
q  получаем сле-

дующую задачу с нулевыми граничными условиями: 
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Применяем к полученной системе синус-, коси-
нус-преобразования Фурье [2, 3, 9]: 
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где ( ),ikG x   ( ), = 1, 2i k N +  – функции Грина за-

дачи (1)–(3). Они являются решениями задач, вклю-
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Тогда для функций L ,U  L  и L
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С.А. Давыдов, А.В. Земсков. Распространение одномерных связанных термоупругодиффузионных возмущений  
в изотропном полупространстве с учетом ненулевых времен релаксации	
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нус-преобразования Фурье [2, 3, 9]: 
 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

S
1 1

L LS

0L LS

C
2 2

C
2 2

L LC

L LC

L LC

L LC

, ,
1, , sin d ,

, ,

, ,

, ,

, ,1
, ,

, ,

, ,

q q

q q

q q

F x s F s

U x s U s x

u x s u s

F x s F s

F x s F s

x s s

x s s

x s s

x s s



  








  

  

  

  

¥

+ +

ì üì ü
ï ïï ïï ï ï ï=í ý í ý

ï ï ï ï
ï ï ï ïî þ î þ

ì üì ü
ï ïï ï
ïï ï
ïï ï
ïï ï
ïï ïï ï ï=í ý í ý

ï ï ï
ï ï ï
ï ï ï
ï ï ï
ï ï ï
ï ï ïî þ î

ò

0

cos d .x 
¥

ï
ï
ï
ïï
ï
ï
ï
ï
ï
ïþ

ò

 (8) 

После этого, с помощью соотношений (6) и (7), 
переходим к системе алгебраических уравнений от-
носительно трансформант искомых функций LS ,u

LC , LC :q  

( )

( )

LS LC LC L
1 1

1

LS LC LC
2

1

L L
1 2

3 LS 2 LC LC
2

2 L L
1 2

2 ,

2 ,

2 ,

N

u q q
q

N

T q q
q

T

q q q q

q q

k u b f

b s u k s

s b f f

u M k

f f

    

    

 

    

 

=

=

+

+

- - =

+ + =

= -

+ - =

= -

å

å
 (9) 

где 
( )
( )
( )

2 2
1

2
2

2
2

, = ;

, = ;

, = .q q q

k s s

k s s

k s s D

 

  

  +

+

+

+

 

Решая систему (9), находим 
2 2

L L L L L L
1 2

1 1
2

L L L
2,

1

; ;

.

N N

k k k k
k k
N

q q k k
k

u G f G f

G f





+ +

= =

+

+
=

= =

=

å å

å
 

Здесь ( )L L ,ik ikG G x s=  – трансформанты Лапласа 
функций Грина (индекс «F» обозначает трансфор-
манту синус-, косинус-преобразования), 

( )

( )

( )

L LF
1 1

0

L LF
2 2

0

L LF
2, 2,

0

1 , sin d ,

1 , cos d ,

1 , cos d ,

k k

k k

q k q k

G G s x

G G s x

G G s x

  


  


  


¥

¥

¥

+ +

=

=

=

ò

ò

ò

 (10) 

где 
 

( )
( ) ( )

( )
( )

LF

2,LF
2,

,
1,2 ,

,

,
;

,

ik
ik

q k
q k

q

P s
G i

P s

Q s
G

Q s







+

+

= =

=

 (11) 

( )
( )

2 6
1 2

1 1

2 2
12

21 2

;

N N

u T q p qp
q p

N q q T q q q q u
q

q q q

P k k b b s s M

s M k b M b

k

    

      
 

  

= =

=

= + - +

é ù+ + -ê ú+ ê ú
-ê úë û

å å

å
 

 
( )

( )

11 2

5

1 1

3

1 2

2

2

2 ;

T u

N N

q p qp
q p

N q q T q q u q q
q

q q q

P k b b s

s M

s M b M b

k

  

  

    
 

 

= =

=

= + +

+ +

é ù+ + -ê ú+ ê ú-ê úë û

å å

å

  

 

( )

2
12

1

1, 2 2

3

1

2 ;

2

2 ;

N

u q q q
q

q q u q q

N

p qp
p

P b M

P k s b

s M

    

    

 

=

+

=

æ ö
ç ÷= - +ç ÷
è ø

= - +

+

å

å

  

3 3 2
21

1

6

1 1

2 2

2 ;

N

T q q q
q

N N

q p qp
q p

P s b s

s

     

   

=

= =

= + -

-

å

å å
 

 

( )

4
22 1

1

2 4
2, 2 1

1

2 ;

2 ;

N

q q q
q

N

q q T q q p qp
p

P k

P s k b

     

       

=

+
=

æ ö
ç ÷= -ç ÷
è ø

é ù
ê ú= - + +
ê úë û

å

å
 

( )
( )

( )

2 2
2, 1 2 1 2,

2

2 2
1 1,

2
1; ,

2 2

1, 2 , ;

, ,

.

q l q l q l l q q l

q q

N N

r q r
r r r q

N

qp q p p q r
r r q p

Q P M P P P

l N Q k P

k k

k

      

 

    

+ +

+

+ +
= = ¹

+
= ¹

= + - +

= + =

= =

= -

Õ Õ

Õ
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манту синус-, косинус-преобразования), 
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Численное исследование многочлена ( ),P s  
позволяет сделать вывод, что для реально существу-
ющих материалов все нули – простые с отрицатель-
ной действительной частью. Из них в достаточно 
широком диапазоне параметра   (от 0 до 4~ 10 ) два 
нуля являются комплексными, остальные – действи-
тельными. 

Исходя из этого, введем следующие обозначения: 
1 1 1 ,s i = + Î  2 1,s s=  ( )2 , 1,2 2js j N+ Î = +  – 

нули многочлена ( ), ,P s  1 1Re 0,s = <  1 1Im .s =  
Тогда оригиналы по Лапласу трансформант функций 
Грина в (11) запишутся так: 
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где 2 5Ns +  и 2 6Ns +  – дополнительные нули многочлена 

( ),qQ s  за счет множителя ( )2 ,qk s+ . Коэффици-

енты ( ) ( )l
ikA   находятся по формулам ( 1, 2k N= + , 
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Для окончательного выражения искомых функ-

ций найденные таким образом функции Грина под-
ставляются в свертки (5). При этом обращение си-
нус-, косинус-преобразований Фурье (8) и (10) осу-
ществляется численно [2, 3, 9]. 

Расчетный пример
Положим для расчета в граничных условиях (2), что 
граница теплоизолированного полупространства жест-
ко закреплена и на ней задан диффузионный поток:

( ) ( ) ( ) ( )20
1 2 30, 10 .f f f H   -= º = ×  (13) 
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Материал полупространства – алюминий (N = 1) 
при начальной температуре T0 = 700 K. Характерный 
размер L = 1 м . Алюминию соответствуют следую-
щие безразмерные величины, полученные с помо-
щью формул (4):

18 19
1 1

3 6
1

9
1

2

3,599 10 ;  3,138 10 ;  

4, 433 10 ;  6,372 10 ;

3,186;  9,647 10 ;  

1,605 10 ;  1,012;  3,730.
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u T

M D

b b
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 

 



- -

- -

-

-

= × = ×

= × = ×

= = ×

= × = =

Результаты вычислений сверток (5) с учетом ра-
венств (12) и (13) представлены на рис. 1–3.

Здесь показаны пространственно-временные 
распределения перемещений, приращений темпе-
ратуры и концентрации, которые демонстрируют 
взаимосвязь указанных полей при заданных по-
верхностных возмущениях. Численные вычисления 
интегралов (8) и (10) проводились при 200 уз. Даль-
нейшее увеличение узлов не приводит к каким-ли-
бо значимым изменениям полученных результатов. 
Также необходимо отметить, что при                
графики на таких временных масштабах практиче-
ски не отличаются от представленных выше.

Выводы
С помощью предложенного алгоритма решена од-
номерная нестационарная задача термоупругости 
с учетом диффузии для многокомпонентного полу-
пространства при ненулевых временах релаксации. 

Рис. 1. Зависимость 
перемещения от времени  
и глубины  
полупространства

Рис. 2. Зависимость 
приращения температуры 
от времени и глубины 
полупространства

Рис. 3. Зависимость 
приращения концентрации 
от времени и глубины 
полупространства

Основным достоинством данного подхода является 
возможность аналитически найти оригиналы функ-
ций Грина и провести их анализ. Эффективность ме-
тода продемонстрирована на конкретном расчетном 
примере.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект № 17-08-00663 А и № 18-31-00437 
мол_а). 
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