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ПРЕДИСЛОВИЕ 

– А вот кому «Основы дифференциального 
исчисления», популярнейшая брошюра, агромад-
нейший интерес!.. 

Т .  То л с т а я  ( «Кы с ь » )  
 
Целью настоящего курса является углубле-

ние и развитие трудностей, лежащих в основе 
теории … 

Н .  Б у р б а к и  
 
Учебное пособие «Практикум по математике» составлено в соответст-

вии с примерной программой по математике и информатике для студентов гу-
манитарных направлений и специальностей. Пособие содержит главы, посвя-
щённые комплексным числам, элементам теории многочленов, началам мате-
матического анализа (предел и непрерывность функции, производная, неопре-
делённый и определённый интеграл), а также некоторым простейшим типам 
дифференциальных уравнений. В пособие включены основные положения тео-
рии и решения типовых задач, а также задачи для самостоятельной работы, к 
которым приведены ответы с целью самоконтроля студентов. 

При работе над пособием авторы ставили цель способствовать развитию 
у студентов представлений о базисных содержательных линиях школьного кур-
са математики: числа, уравнения и системы уравнений, функции. 

Развитие понятия число происходит через построение арифметики ком-
плексных чисел и описание числовой системы в терминах теории множеств. 
Представление о комплексных числах в дальнейшем необходимо для изложе-
ния теории многочленов, разложения алгебраических дробей на простейшие и 
при решении дифференциальных уравнений. 

Развитие понятия уравнение происходит по двум основным линиям: 
1) от линейных и квадратных уравнений – к уравнениям произвольной 

степени (теория многочленов); 
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2) от линейных уравнений с одной неизвестной и системы двух линей-
ных уравнений с двумя неизвестными – к системам произвольного числа ли-
нейных уравнений с произвольным числом неизвестных. 

Завершается развитие понятия уравнение после изучения элементов ма-
тематического анализа рассмотрением качественно нового типа уравнений – 
дифференциальных уравнений, в которых неизвестной является функция, а не 
число, как в алгебраических уравнениях. 

Развитие понятия функция происходит через овладение основами мате-
матического анализа (понятия предела и непрерывности функции, производной 
и дифференциала, первообразной, неопределённого и определённого интегра-
лов). Приложения дифференциального исчисления продемонстрированы на 
примерах исследования функций. Дифференциальное и интегральное исчисле-
ния применены при решении дифференциальных уравнений. В качестве при-
ложений определённого интеграла даны примеры и задачи на вычисление пло-
щадей плоских фигур. 

Материал пособия прошёл апробацию в течение трёх лет в практике 
преподавания курса математики студентам специальности «Регионоведение» в 
Институте международных образовательных программ СПбГПУ. 

 
Пособие рекомендовано к изданию кафедрой математики и методиче-

ским советом ИМОП. 
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1 . 1 .  РАЗВИТИЕ  ПОНЯТИЯ  О  ЧИСЛЕ  

{ };...3;2;1=N  – множество натуральных чисел. 
Натуральные числа используют для счёта предметов. 
Множество натуральных чисел замкнуто относительно сложения и 

умножения: сумма и произведение натуральных чисел являются натураль-
ными числами, но разность и частное не всегда являются натуральными 
числами. 

 
{ };...3;2;1;0;1;2;3... −−−=Z  – множество целых чисел. 

Множество целых чисел замкнуто относительно сложения, вычита-
ния и умножения (результаты этих действий также принадлежат множест-
ву Z, т.е. являются целыми числами). 

Множество натуральных чисел является подмножеством множества 
целых чисел ( ZN ⊂ ). 

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈= NnZm

n
mQ ,  – множество рациональных чисел. 

Множество рациональных чисел замкнуто относительно всех четы-
рёх арифметических действий, кроме деления на нуль. 

Любое рациональное число можно представить в виде бесконечной 
периодической десятичной дроби. 

Например, 
)0(6,26,22 5

13
5
3 === ; 

( )3,1333,11 3
4

3
1 === K ; 

( )142857,0571428571428,07
1 == K . 
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Множество рациональных чисел Q  включает множество целых чи-
сел Z ( )QZ ⊂ , то есть множество целых чисел Z  есть подмножество мно-
жества рациональных чисел Q . 

 
I – множество иррациональных чисел. 
Понятие иррационального числа является дальнейшим расширением 

понятия о числе. 
Иррациональные числа можно представить в виде бесконечных не-

периодических десятичных дробей. 
Например, ...414213,12 = ;  ...14159,3=π  . 
Множество иррациональных чисел I не включает множество рацио-

нальных чисел Q  QI ⊄ , множество Q  не включено в I ( )IQ ⊄ . Множест-
ва I и Q  не имеют общих элементов, их пересечение – пустое множество 
( )∅=IQ I . 

Объединение множества рациональных и множества иррациональ-
ных чисел – это множество вещественных (действительных) чисел 

RIQ =U . 
 
C  – множество комплéксных чисел. 

Определение 1.1. Множество комплексных чисел – это мно-
жество чисел вида ,bia + где Rba ∈, , 12 −=i . 

{ }1,,| 2 −=∈∈+== iRbRaibazC . 
Вещественные числа мож-

но рассматривать как комплекс-
ные с нулевой мнимой частью: 

irr 0+= . 
Множество комплексных 

чисел C включает множество 
вещественных чисел R, множест-
во R является подмножеством 
( )CRC ⊂ . 

Необходимость расшире-
ния понятия числа и введения 
множества комплексных чисел C 
была обусловлена невозможно-
стью решения в множестве R, 

 

 
 

Рис. 1.1. Диаграмма Эйлера  
структуры числовой системы 
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например, уравнений 012 =+x  или 0322 =++ xx . 
 
Структуру числовой системы (отношение включения между основ-

ными числовыми множествами) можно иллюстрировать кругами Эйлера 
(рис. 1.1). 

Из рис. 1.1 видно, что CRQZN ⊂⊂⊂⊂  и CRI ⊂⊂ . Заштриховано 
на рисунке множество иррациональных чисел I, дополняющее множество 
рациональных чисел Q до множества вещественных чисел R:  RIQ =U . 

 

1 . 2 .  АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ  ФОРМА  КОМПЛÉКСНОГО  ЧИСЛА  

Комплéксное число можно интерпретировать как точку на коорди-
натной плоскости (рис. 1.2). Координатную плоскость, рассматриваемую 
как модель множества комплексных чисел, называют комплéксной плоско-
стью. 

Комплéксную плос-
кость можно рассматри-
вать как модель множест-
ва комплéксных чисел, так 
как между точками плос-
кости и элементами мно-
жества комплéксных чи-
сел имеет место взаимно 
однозначное соответствие. 
Это означает, что каждому 
комплéксному числу соот-
ветствует одна и только 
одна точка комплéксной 
плоскости и, наоборот, 
каждой точке 
комплéксной плоскости 
соответствует одно и только одно комплéксное число. 

Ось абсцисс комплексной плоскости, на которой откладывают веще-
ственные части комплексных чисел, называют вещественной осью. Ось 
ординат, на которой откладывают мнимые части комплексных чисел, на-
зывают мнимой осью. 

 

 
 

Рис. 1.2. Комплексное число bia +  
как точка комплексной плоскости 
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Существуют различные формы записи комплексных чисел: 
алгебраическая, тригонометрическая, показательная. 

biaz +=  – алгебраическая форма комплексного числа. 

Число 22 bar +=  называют модулем комплéксного числа biaz +=  
и обозначают z : 

rbabiaz =+=+= 22 . 
Модуль комплéксного числа численно равен длине (модулю) соответст-
вующего этому числу радиус-вектора. 
 

Угол φ, образованный радиус-вектором с положительным направле-
нием вещественной оси, называют аргументом комплéксного числа и обо-
значают zArg .  

В общем случае аргумент комплексного числа может принимать лю-
бое значение: 

+∞<<∞− zArg . 
Значения zArg  в промежутке ( ]ππ− ,  называют главным значением 

аргумента и обозначают zarg : 
ϕ=zarg  ( π≤<π− zarg ). 

 
Комплексному нулю 0=+= biaZ  на комплексной плоскости соот-

ветствует нулевой радиус-вектор или нуль-вектор. 
Длина (модуль) такого вектора равна 0. Следовательно, модуль ком-

плексного нуля равен 0. 
Нуль-вектору можно приписать любое направление. 
Следовательно, аргументу комплексного нуля можно  припис а т ь  

прои з вол ьно е  з н ач ение . 
 

1 . 3 .  АРИФМЕТИЧЕСКИЕ  ДЕЙСТВИЯ  
С  КОМПЛЕКСНЫМИ  ЧИСЛАМИ  

Арифметические действия с комплексными числами (определения). 
Равенство двух комплéксных чисел: 

21 zz = тогда и только тогда, когда
⎩
⎨
⎧

=
=

21

21

bb
aa

. 
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0=+= biaz  тогда и только тогда, когда 
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

b
a

 . 

Действия с комплéксными числами: 
Если ibaz 111 +=  и ,222 ibaz +=  то:  

( ) ( )ibbaazz 212121 +++=+ ; 
( ) ( )ibbaazz 212121 −+−=− ; 
( ) ( )ibababbaazz 1221212121 ++−=⋅ ; 

i
ba

baba
ba

bbaa
z
z

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1

+
−

+
+
+

= . 

 
Число biaz −=  называют комплéксно сопряжённым числу 
biaz += . 
Комплéксно сопряжённые числа имеют следующие свойства: 

1) zz = ;          2) 22 bazz +=⋅ . 
Операцию деления в терминах комплéксно сопряжённых чисел мож-

но записать так: 
( ) ( ) i

ba
baba

ba
bbaa

ba
ibaiba

zz
zz

z
z

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2211

22

21

2

1

+
−

+
+
+

=
+

−+
=

⋅
⋅

= . 

 
Свойства арифметических действий с комплексными числами анало-

гичны свойствам арифметических действий с вещественными числами: 
1) 1221 zzzz +=+   

(коммутативность сложения); 
2) ( ) ( )321321 zzzzzz ++=++  

(ассоциативность сложения); 
3) для zzz ∃∀ 21и такое, что 1221 zzzzzz −=⇒=+  

(разность комплексных чи-
сел); 

4) 1221 zzzz ⋅=⋅  
(коммутативность умножения); 

5) ( ) ( ) 321321 zzzzzz ⋅⋅=⋅  
(ассоциативность умножения); 

6) ( ) 3121321 zzzzzzz ⋅+⋅=+  
(дистрибутивность умножения относительно сложе-

ния); 
7) для zbazz ∃≠≠≠∀ )0и0 .т.е(0и 1112 такое, что 
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1

2
21 z

zzzzz =⇒=⋅  (частное комплексных чисел). 

 
Следует обратить внимание на следующие свойства степени числа i: 

;1 ii =  
;12 −=i  

( ) ;123 iiiii −=⋅−=⋅=  
( ) ( ) ;111224 =−⋅−=⋅= iii  

;45 iiii =⋅=  и т.д. 

Вообще mmk ii =+4 , так как ( ) mmmkmkmkmk iiiiiiii =⋅=⋅=⋅=⋅=+ 11444 . 
Например: 1222022 −=== + iii . 
 

1 . 4 .  РЕШЕНИЕ  КВАДРАТНЫХ  УРАВНЕНИЙ  
В  МНОЖЕСТВЕ  КОМПЛЕКСНЫХ  ЧИСЕЛ  

Любое квадратное уравнение с вещественными коэффициентами 
02 =++ cbxax  ( )0≠a   разрешимо в множестве комплексных чисел. 

Решения находят по формуле корней квадратного уравнения 

a
acbbx

2
42

2,1
−±−

= : 

1) если 042 ≥−= acbD , то 
a

acbbx
2

42

2,1
−±−

= ; 

2) если 042 <−= acbD  (следовательно, 04 2 >− bac ), то формулу 
корней квадратного уравнения можно преобразовать: 

( )
=

−−±−
=

−±−
=

a
bacb

a
acbbx

2
4

2
4 22

2,1  

a
bacib

a
bacb

2
4

2
41 22 −±−

=
−⋅−±−

=  

и, таким образом,  

если 042 <−= acbD , то 
a

bacibx
2
4 2

2,1
−±−

= . 

 



 11

1 . 5 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Дано: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π−−= 8;7,5;;2;1;0;

2
1;5A . 

Найти: RAIAQAZANA IIIII ;;;; . 

. Решение. Натуральными числами в множестве А являются числа 
1 и 8, поэтому { }8;1=NAI . 

Целыми числами в множестве А являются натуральные 1 и 8, а также 
–5 и 0, поэтому { }8;1;0;5−=ZAI . 

Рациональными числами в множестве А являются целые числа –5, 0, 

1 и 8, а также дроби 7,5и
2
1

− . Следовательно, 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= 8;7,5;1;0;

2
1;5QAI . 

Иррациональными числами в множестве А являются 2  и π, следо-
вательно, { }π= ;2IAI . 

Все числа из множества А являются вещественными, следовательно, 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π−−== 8;7,5;;2;1;0;

2
1;5ARAI . 

Ответ:  { }8;1=NAI ; { }8;1;0;5−=ZAI ; { }π= ;2IAI ; 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= 8;7,5;1;0;

2
1;5QAI ; 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π−−== 8;7,5;;2;1;0;

2
1;5ARAI . 

☺ 
 

/ Пример  2. Дано: iziz −=+−= 13;23 21  
Найти: 1) 21 zz + ;   2) 21 zz ⋅  

. Решение. Арифметические действия с комплексными числами вы-
полняем как с обычными алгебраическими выражениями (раскрываем 
скобки, приводим подобные члены и т.п.), учитывая при этом, что 12 −=i . 

iiizz +=−++−=+ 10132321 . 
( )( ) iiiiiiizz 2937229392326391323 2

21 +−=++−=−++−=−+−=⋅
 

Ответы:    1) 10+ i;       2) –37+29i. 
☺ 
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/ Пример  3. Дано: iziz −=+−= 13;23 21 . 

Найти: 1) 12 zz − ;   2) 
1

2

z
z . 

. Решение. 1) ( ) ( ) iiiiizz 3162313231312 −=−+−=+−−−=− . 
2) Умножим числитель и знаменатель дроби на сопряжённое знаме-

нателя: 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ii
i

iii
ii

ii
i

i
z
z

13
23

13
41

49
2341

23
226339

2323
2313

23
13

22

2

1

2 −−=
+
−−

=
−−

+−+−
=

−−+−
−−−

=
+−
−

=

 

Ответы:       1) 16 – 3i;             2) i
13
23

13
41

−− . 

☺ 
 

/ Пример  4. Записать число ( ) ( )ii
iz

211
3

−+
+

=  в алгебраической фор-

ме. 
. Решение. Комплексное число в алгебраической форме имеет вид 

biaz += . Приведём данное в условии число z к такому виду. Для этого 
перемножим сомножители в знаменателе и затем домножим числитель и 
знаменатель дроби на комплексно сопряжённое число знаменателя: 

( ) ( ) =
−
+

=
−−+

+
=

−+
+

=
i
i

iii
i

ii
iz

3
3

221
3

211
3

2  

( )
( ) ( ) =

−+
=

+
++

=
+−

+
=

10
169

19
69

33
3 22 iii

ii
i  

iii
5
3

5
4

10
6

10
8

10
68

+=+=
+

= . 

Ответ: i
5
3

5
4
+ . 

☺ 
 
 

/ Примеры  5. Возвести в степень 

1) ( )223 i− ;                    2) ( ) ;1 4i+                      3) ( )331 i+ . 
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. Решения. 
1) По формуле квадрата разности 

( ) ( ) =⋅+−=+⋅⋅−=− 2222 41292232323 iiiii  
( ) iii 125412914129 −=−−=−⋅+−= . 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) 42121211 22224 −==−+=++=+ iiiii . 
3) По формуле куба суммы 

( ) ( ) ( ) ( ) =+⋅⋅+⋅+=+
32233

3313313131 iiii  
83393313333331 3 −=−−+=+⋅−+= iiii . 

Ответы:    1) i125 − ;    2) 4− ;    3) 8− . 
☺ 

 
/ Примеры  6. Вычислить        1) 4 ;             i247)2 − . 

. Решения. 
1) Ищем решение в множестве комплексных чисел. 

Тогда biaz +==4 ⇒ ( ) 2222 20424 babiaibiabia −+=⋅+⇒++= . 

Из равенства комплексных чисел 
⎩
⎨
⎧

=
−=
.20

;4 22

ab
ba  

Из второго равенства системы следует, что ⎢
⎣

⎡
=
=

.0
;0

b
a

  

Тогда 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎢
⎣

⎡
−=+−=

=+=
⇒±=⇒

⎩
⎨
⎧

=

=

∈−
⎩
⎨
⎧

=−

=

.202
;202

2
;4

;0

);.т.к(решениянет
;4

;0

2

1
2

2

iz
iz

a
a

b

Rb
b

a

 

 
2) Ищем решение в множестве комплексных чисел. Тогда 

biazi +==− 247 , и 22 2247 babiai −+=− . 

Из равенства комплексных чисел: 
⎩
⎨
⎧

−=
=−

⇒
⎩
⎨
⎧

−=
=−

12
7

242
7 2222

ab
ba

ab
ba . 

Решением системы являются ,
3

4
и

3
4

⎩
⎨
⎧

=
−=

⎩
⎨
⎧

−=
=

b
a

b
a

следовательно, 
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iziz 34;34 21 +−=−= . 
Ответы:            1) 2;2 21 −== zz ;             2) iziz 34;34 21 +−=−= . 

☺ 
 

/ Примеры  7. Решить уравнения на множестве комплексных чисел 
1) 0332 =++ xx ;               2) 083 =−x . 

. Решения. 
1) 0332 =++ xx   ⇒  012942 <−=−= acbD . Следовательно, 

2
33

2
9123

2,1
iix ±−

=
−±−

= . 

Уравнение второй степени имеет два комплексно сопряжённых корня. 
 

2) Разложим левую часть уравнения 083 =−x  на множители по 
формуле разности кубов ( ) ( )4228 23 ++−=− xxxx . 

Тогда ( ) ( ) ⇒⎢
⎣

⎡

=++

=−
⇒=++−

;042

;02
0422 2

2

xx

x
xxx  

⇒
⎢
⎢
⎣

⎡

−±−=

=
⇒

;141

;2

3,2

1

ix

x

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=
+−=
=

.31
;31

;2

3

2

1

ix
ix

x
 

Уравнение третьей степени имеет в множестве комплексных чисел 3 кор-
ня, 2 из которых комплексно сопряжённые. 

Ответы:     1) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

+
− ii

2
3

2
3;

2
3

2
3 ;     2) { }ii 31;31;2 −−+− . 

☺ 
 

1 . 6 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

1. Найти модули комплексных чисел iziziz =+=−= 321 ;562;2 . 
2. iziz 34;23 21 −=+= . Найти 21 zz + . 
3. iziz 65;32 21 −=−= . Найти 21 zz − . 
4. iziz 32;34 21 −=+= . Найти 21 zz ⋅ . 
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5. iziz −=+= 1;32 21 . Найти 
2

1

z
z . 

6. Вычислить ( )432 i+ . 

7. Записать число ( ) ( )ii
iz

321
5

−+
+

=  в алгебраической форме. 

8. Вычислить iz 43 += . 
9. Решить в множестве комплексных чисел уравнения 

а) ;012 =++ zz           б) 013 =+z . 

10. Найти x и y, если ( )
( )i

iyix
−
+

=+
1

1 7

. 

11. Найти модуль числа 

а) ( ) ii 31 4 ++ ;           б) ( )
i
i
−
+

1
1 5

. 

 
 

Ответы: 1) 1;7;5 321 === zzz ;   2) ;7 i−     3) ;33 i+−     4) i617 − ; 

5) ;
2
5

2
1 i+−     6) i120119 −− ;    7) i

13
5

13
12

+ ;    8) ;2;2 21 iziz −−=+=     

9) а) iziz
2
3

2
1;

2
3

2
1

21 −−=+−= ;  izizz 3
2
1;

2
3

2
1;1)б 321 −=+=−= ;    

10) 0;8 == yx ;    11) а) 5; б) 4. 
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2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОГОЧЛЕНОВ 

2 . 1 .  МНОГОЧЛЕНЫ .  ТЕОРЕМА  БЕЗУ  

Определение 2.1. Многочленом степени n от переменной x 
называют функцию вида 

( ) 01
1

1 ... axaxaxaxP n
n

n
nn ++++= −

− ; Nn∈ . 

Сложение, вычитание и умножение многочленов хорошо известны 
из школы и не представляют трудности. Деление многочленов можно 
выполнять «уголком» (аналогично делению целых чисел). 

 

Теорема 2.1 (Безу). Если многочлен разделить на ( )cx − , то 
остаток от деления равен значению многочлена при cx = . 

Дока з а т е л ь с т во . Результат деления многочлена Pn(x) на двучлен 
( )cx −  можно записать в виде: ( ) ( ) ( ) rcxxPxP nn +−= −1 , где r – остаток, а 

( )xPn 1−  – многочлен ( )1−n -й степени. При cx =  получим 
( ) ( )( ) rcccPcP nn +−= −1 . Следовательно, ( )cPr n= , что и требовалось 

доказать. 

Следствие. Если cx =  – корень многочлена ( )xPn , то ( )xPn  делится 
на ( )cx −  без остатка, то есть 

( ) ( )xP
cx
xP

n
n

1−=
−

 или ( ) ( ) ( )xPcxxP nn 1−−= . 
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2 . 2 .  ОСНОВНАЯ  ТЕОРЕМА  АЛГЕБРЫ  
(ТЕОРЕМА  ГАУССА )  

Теорема 2.2 (Гаусса). Любой многочлен степени n имеет по крайней 
мере один корень (вещественный или комплексный). 

Дока з а т е л ь с т во . Без доказательства. 
 

Следствия из теоремы Гаусса 

Следствие 1. Многочлен степени n можно представить в виде 
( ) ( ) ( )nn

n
n

n
n xxxxxxaaxaxaxa −−−=+++ −

− ...... 2101
1

1 . 

Дока з а т е л ь с т во .  По теореме Гаусса многочлен имеет по крайней 
мере один корень x1. Тогда по следствию из теоремы Безу многочлен 
должен делиться без остатка на (x – x1). Частное от деления будет 
многочленом степени 1−n  с коэффициентом an при старшем члене. Этот 
многочлен также (по теореме Гаусса) будет иметь корень x2 и т. д.  

( ) ( ) =−=++++= −
−

− )(... 1101
1

1 xPxxaxaxaxaxP n
n

n
n

nn  
( )( ) ( )( )( ) =−−−=−−= −− )()( 3321221 xPxxxxxxxPxxxx nn  

( )( ) ( )( )cxaxxxxxx nn +−−−== −121 ...... . 

Обозначим n
n

x
a

c
=

− , тогда ( ) ( ) ( ) ( )nnn xxxxxxaxP −−−= ...21 . 

Из последнего равенства видно, что числа x1, x2, ..., xn являются 
корнями многочлена ( )xPn . ( )xPn  не может обращаться в нуль при других 
значениях переменной x. 

Многочлен ( )xPn  степени n имеет ровно n корней, среди которых 
могут быть равные. 

Если среди корней многочлена есть k равных корней, то говорят о 
корне кратности k. 

Например, многочлен 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )223 414411687 −+=−−+=++− xxxxxxxx  

имеет 3 корня 11 −=x , 42 =x , 43 =x  или простой корень (кратности 1) 
11 −=x  и корень кратности 2 43,2 =x . 

 

Следствие 2 . Если многочлен с вещественными коэффициентами 
имеет комплексный корень bia + , то он имеет и сопряженный корень bia − . 
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Дока з а т е л ь с т во . Без доказательства. 
 

Например, ( ) 542 ++= xxxP  имеет корни  

⎢
⎣

⎡
−−
+−

=
±−

=
−±−

=
i
iix

2
2

2
24

2
20164

2,1 . 

 

Следствие 3 . Если Pn(x) многочлен с вещественными 
коэффициентами, ( 2≥n ), то его можно разложить либо на линейные 
множители, либо на квадратные трёхчлены, либо на множители, среди 
которых имеются как линейные множители, так и квадратные трёхчлены. 

Дока з а т е л ь с т во . Без доказательства. 
 

Например, 
( ) ( )521072 −−=+− xxxx ; 

( ) ( )111 23 +−+=+ xxxx ; 
( ) ( )7494638 224 +−++=+− xxxxxx . 

Квадратные трёхчлены 12 +− xx , 942 ++ xx  и 742 +− xx  нельзя 
разложить на более простые множители вида ( )cx −  с вещественными 
коэффициентами ( Rc∈ ), так как эти трёхчлены не имеют вещественных 
корней. 

2 . 3 .  КОРНИ  МНОГОЧЛЕНОВ  

Теорема о целых корнях многочлена с целыми коэффициентами 

Теорема 2.3. Если x0 – целочисленный корень многочлена  
( ) 01

1
1 ... axaxaxaxP n

n
n

nn ++++= −
− , ( ZaaaNn nn ∈∈ − 01 ;...;;, ), 

то x0 является делителем свободного члена (т.е. Z
x
a

∈
0

0 ). 

Дока з а т е л ь с т во .  Пусть x0 – целочисленный корень многочлена, 
тогда 

⇒=+++ −
− 0... 001

1
010 axaxaxa n

n
n

n  
( ) ⇒=+++ −

−
− 0... 01

2
01

1
00 aaxaxax n

n
n

n  
( )1

2
01

1
000 ... axaxaxa n

n
n

n +++−= −
−

− . 
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Выражение в скобках является целым числом, следовательно, .
0

0 Z
x
a

∈  

Теорема доказана. 
 

Итак, целые корни многочлена с целыми коэффициентами следует 
искать среди делителей свободного члена. 
 

Теорема о рациональных корнях многочлена 
с целыми коэффициентами 

Теорема 2.4. Если Q
q
px ∈=0  – рациональный корень многочлена 

( ) 01
1

1 ... axaxaxaxP n
n

n
nn ++++= −

− , ( ZaaaNn nn ∈∈ − 01 ,...,,, ), 
то p является делителем свободного члена (обозначают ( )pa M0 ), а q – 
делителем коэффициента при старшей степени (обозначают ( )qan M ). 

Дока з а т е л ь с т во . Без доказательства. 
 
Корни приведённого уравнения с целыми коэффициентами 

Рассмотрим уравнение 
0... 01

1
1 =++++ −
− axaxaxa n

n
n

n , 
где n N∈  – натуральное число, а Zaaa nn ∈− 01 ,,, K  – целые числа. 

Корни этого уравнения являются корнями многочлена Pn(x). При 
1=na  уравнение является приведённым и его рациональные корни могут 

быть только целыми числами (так как коэффициент при старшей степени 
1=na , его делителем может быть только 1±=q  по теореме 2.4 о 

рациональных корнях многочлена с целыми коэффициентами). 
Итак, в приведённом уравнении с целыми коэффициентами 

рациональные корни могут быть только делителями свободного члена, то 
есть только целыми числами. 
 

2 . 4 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Выполнить деление многочленов «уголком» 
1) ( ) ( )32:6773 2234 ++++++ xxxxxx ; 
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2) ( ) ( )2:753 34 ++−+ xxxx . 

. Решение. Проводим деление «уголком» по аналогии с делением 
натуральных чисел. 

1) 

остаток)(0
642
642

32
674

2
32

32

6773

2

2

23

23

2

2

234

234

++
++

−

++
+++

−

++
++

++

++++
−

xx
xx

xxx
xxx

xx
xx

xxx

xxxx

 

Итак, 2
32

6773 2
2

234

++=
++

++++ xx
xx

xxxx   

или ( )( )3226773 22234 ++++=++++ xxxxxxxx . 
 

2) 

остаток)(9

2
7

42
752

2
75

12
2

2

753

2

2

23

3

2334

34

−−
+−

−

−−
+−−

−

+
+−

−

−−+
+

+

+−+
−

x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
x

xx

xxx

 

Итак, 

2
912

2
773 23

34

+
+−−+=

+
+−+

x
xxx

x
xxx  

или ( ) ( ) 9212753 2334 ++−−+=+−+ xxxxxxx  (остаток). 
Ответы: 

1) 22 ++ xx ;               2) 
2

91223

+
+−−+

x
xxx  

☺. 
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/ Пример  2. Найти целые корни многочлена 

( ) 4532 23 +++= xxxxP . 
. Решение. Целые корни многочлена с целыми коэффициентами ищем 
среди делителей свободного члена, т.е. среди чисел 4;2;1 ±±± . 

Заметим, что все коэффициенты многочлена положительны, 
следовательно, корень надо искать среди отрицательных чисел –1;  –2;  –4. 

( ) 01 =−P , следовательно 11 −=x  – корень многочлена. 
Чтобы найти другие корни многочлена, разделим ( )xP  на ( )1xx − : 

0

44
44

45

42
1

22

4532

2

2

223

23

+
+

−

+
++

−

++
+

+

+++
−

x
x

xx
xx

xx
x

xx

xxx

 

Итак, частное от деления равно ( )42 2 ++ xx . Квадратный трёхчлен 
42 2 ++ xx  не имеет вещественных корней ( )042 <−= acbD , 

следовательно 11 −=x  — единственный целый корень многочлена 
( ) 4532 23 +++= xxxxP . 

Ответ:   –1. 
☺ 

 
/ Пример  3. Найти рациональные корни многочлена 

( ) 2954 23 +++= xxxxP . 
. Решение. ( )xP  – многочлен с целыми коэффициентами. Ищем 

рациональный корень 
q
p  такой, что p  – делитель свободного члена 

(свободный член равен 2), а q  – делитель коэффициента при старшей 
степени (числа 4). 

2;1 ±±Mp ;    4;2;1 ±±±Mq ; следовательно, 
4
1;

2
1;2;1 ±±±±M

q
p . 
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Ищем корень среди отрицательных чисел (т.к. все коэффициенты 
многочлена больше нуля): 

( ) 029541 ≠+−+−=−P ;  
( ) 021820322 ≠+−+−=−P ; 

02
2
9

4
5

2
1

2
1

≠+−+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−P ; 

02
4
9

16
5

16
1

4
1

=+−+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−P . 

Итак, 
4
1

1 −=x  – корень многочлена. Разделим многочлен на 

( ) ( )4
1

1 +=− xxx : 

( )

0
28
28

4
294

8444

2954

2

2

2

2
4

1

23

23

+
+

−

+
++

−

++
+

+

+++
−

x
x

xx
xx

xx
x

xx

xxx

 

Таким образом, ( )844
4
12954 223 ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+++ xxxxxx . 

Квадратный трёхчлен 844 2 ++ xx  не имеет вещественных корней, 

следовательно, 
4
1

1 −=x  – единственный рациональный корень многочлена. 

Ответ:   
4
1

−=x . 

☺ 
 

/ Пример  4. Найти рациональные корни уравнения 
05622 234 =+−−+ xxxx . 

. Решение. Это приведённое уравнение с целыми коэффициентами, 
поэтому корень ищем среди делителей свободного члена, т.е. среди чисел 

5;1 ±± . 
( ) 10562211 =⇒=+−−+= xP  – корень. 
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Чтобы найти другие корни уравнения, разделим многочлен 
5622 234 +−−+ xxxx  на 1−x : 

0
55
55

56

33
5623

53
15622

2

2

23

23

2334

234

+−
+−

−
+−

−

−
+−−

−

−++
−

−

+−−+
−

x
x

xx
xx

xx
xxx

xxx
x

xx

xxxx

 

Получаем преобразованное уравнение 

( )( ) 0531 23 =−++− xxxx  ⇐⇒ ⎢
⎣

⎡

=−++

=−

053

01
23 xxx

x
. 

Теперь необходимо найти корни уравнения 053 23 =−++ xxx . Ищем 
их среди чисел 5;1 ±±  – делителей свободного члена 5: 

( ) 1051311 =⇒=−++= xP  – корень. 
Чтобы найти другие корни, разделим многочлен 53 23 −++ xxx  на 

1−x : 

0
55
55

44
54

54
153

2

2

223

23

−
−

−
−+

−

++
−

−

−++
−

x
x
xx
xx

xx
x

xx

xxx

 

Получаем ( ) ( )( ) 05411 2 =++−− xxxx  ⇐⇒ 
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=++

=−
=−

054

01
01

2 xx

x
x

. 

Квадратный трёхчлен 542 ++ xx  не имеет вещественных корней. 
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Исходное уравнение имеет рациональный корень 1=x  (кратности 
2). 
Ответ: 1. 

☺ 
 

/ Пример  5. Решить уравнение 01032 23 =−−+ xxx . 
. Решение. ( ) 1032 23 −−+= xxxxP  – многочлен с целыми 
коэффициентами. Ищем корни среди чисел 10;5;2;1 ±±±±  

( ) 10103211 =⇒≠−−+= xP  – не корень, 
( ) 20106882 =⇒=−−+= xP  – корень. 

Разделим ( )xP  на 2−x : 

0
105
105

84
34

54
2

2

1032

2

2

223

23

−
−

−
−

−

++
−

−

−−+
−

x
x

xx
xx

xx
x

xx

xxx

 

Следовательно,

( )( ) ⎢
⎣

⎡

=++

=−
⇔=++−⇔=−−+

054

02
054201032 2

223

xx

x
xxxxxx . 

Таким образом, 

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

±−=
−±−

=⇒=++

=

.2
2

20164054

;2

3,2
2

1

ixxx

x
 

 
Ответ: ixixx −−=+−== 2;2;2 321 . 

☺ 
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2 . 5 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

1. Выполнить деление многочленов 
а) ( ) ( )1:233 223 +++++ xxxxx ; 
б) ( ) ( )1:243 23 ++++ xxxx . 

2. Найти целые корни уравнений 
а) 0244 23 =−+ xx ; 
б) 063 234 =−−+− xxxx ; 
в) 02252 23 =−−− xxx . 

3. Решить уравнения 
а) 02153 =−−+ xxx ; 
б) 0963 =−− xx . 

 
 

Ответы: 
1) а) 2+x ;  б) 222 ++ xx ;    2) а) 2;  б) { }3;1 ;    в) целых корней нет;    

3) а) { }221;221;3 −−+−− ;  б) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−+− ii
2
3

2
3;

2
3

2
3;3 . 



 26 

 

 

3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

3 . 1 .  ЛИНЕЙНОЕ  УРАВНЕНИЕ  

0=+ bax  – линейное уравнение с одной неизвестной (x); 
cbyax =+ или cbxax =+ 21  – линейное уравнение с двумя неизвест-

ными (x; y или 21, xx ); 
dczbyax =++  или dcxbxax =++ 321  – линейное уравнение с тремя 

неизвестными (x, y, z или 321 ,, xxx ); 
bxaxaxa nn =+++ ...2211  – линейное уравнение с n неизвестными 

nxxxx ...;;;; 321 . 
 

3 . 2 .  СИСТЕМА  ЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ  

Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными 1x  и 2x : 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
;

2222121

1212111

bxaxa
bxaxa

 

Система трёх линейных уравнений с тремя неизвестными 1x , 2x  и 3x : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
;

;

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

Система двух линейных уравнений с тремя неизвестными: 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.
;

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
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Система трёх линейных уравнений с двумя неизвестными: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

.
;

;

3232131

2222121

1212111

bxaxa
bxaxa
bxaxa

 

Общий случай – система m уравнений с n неизвестными 1x , 2x  и nx : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

....
.........

;...
;...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 

 

Определение 3.1. Решение системы линейных уравнений с n 
неизвестными – это совокупность n чисел, при подстановке ко-
торых вместо неизвестных все  уравнения системы обращаются 
в верные числовые равенства. 

 
Решить систему – значит найти все её решения. 
В случае системы лин ейных  уравнений возможны три случая: 

1) система не имеет решений; 
2) система имеет ровно одно решение; 
3) система имеет бесконечное множество решений. 

 
Универсальным методом решения систем является метод подста-

новки: выразить из какого-либо уравнения системы первую неизвестную и 
подставить полученное выражение в другие уравнения системы (исклю-
чить неизвестную), а использованное уравнение «отбросить» (впоследст-
вии оно пригодится для вычисления значения первой неизвестной). Затем 
из какого-либо уравнения системы выразить вторую неизвестную, исклю-
чить ее из оставшихся уравнений, а второе использованное уравнение так-
же «отбросить». И так далее, пока не останется одно уравнение с одной 
последней неизвестной. Решив это уравнение, можно найти численное 
значение последней неизвестной и, двигаясь в обратном порядке по «от-
брошенным» уравнениям, вычислить значения всех неизвестных от по-
следней до первой. 

Хотя метод подстановки является универсальным, применить его к 
произвольным системам уравнений чаще всего непросто. В случае же сис-
тем линейных уравнений этот метод разработан до уровня алгоритма и но-
сит название метода Гаусса. 



 28 

Поскольку системы линейных уравнений чрезвычайно важны в при-
ложениях (математических моделях), разработаны и другие, менее общие 
методы их решения, например, метод определителей. 

 

3 . 3 .  РЕШЕНИЕ  СИСТЕМЫ  ЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ  
МЕТОДОМ  ГАУССА  

Метод Гаусса состоит в приведении системы к «ступенчатой» форме 
путём последовательного исключения неизвестных. 

Рассмотрим метод Гаусса на примере системы трёх линейных уравне-
ний с тремя неизвестными: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
;

;

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

Первое уравнение оставляем без изменений, а из второго и третьего 
исключаем неизвестную x1. Для этого первое уравнение умножаем на a21, 
второе – на а11 и вычитаем первое уравнение из второго. Аналогично по-
ступаем с первым и третьим уравнениями. Получаем преобразованную 
систему 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

=++

.

;

;

1
33

1
332

1
31

1
23

1
232

1
22

1313212111

bxaxa

bxaxa

bxaxaxa

 

Теперь первые два уравнения оставляем без изменений, а из третьего 
исключаем неизвестную x2 (выполняем преобразования уравнений (2) и (3) 
по аналогии с предыдущим шагом: умножаем второе уравнение на ( )1

31a , 
третье — на ( )1

22a  и вычитаем второе уравнение из третьего). Получаем сис-
тему «ступенчатого» вида 

( ) ( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

=++

.

;

;

2
33

2
33

1
23

1
232

1
22

1313212111

bxa

bxaxa

bxaxaxa

 

В этой системе выразим x1 из уравнения (1) и x2 из уравнения (2), а x3 най-
дём из уравнения (3): 
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( ) ( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−
=

−−
=

.

;

;

2
33

2
3

3

1
22

3
1

23
1

2
2

11

3132121
1

a
bx

a
xabx

a
xaxabx

 

Теперь последовательно можно вычислить числовое значение x3 по по-
следней формуле, потом по известной величине x3 вычислить x2 по второй 
формуле и, наконец, по известным x3 и x2 вычислить x1 по первой формуле. 
 

3 . 4 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Решить систему уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.83
;6

;1332

zyx
zyx

zyx
 

. Решение. Обратим внимание, что в данной системе неизвестные 
обозначены x, y, z, а не x1, x2, x3. Такие обозначения часто используют, если 
неизвестных не более трёх. 

Для решения системы удобно оставить без изменений второе уравне-
ние, а из уравнений (1) и (3) исключить неизвестную x. Для этого умножим 
второе уравнение на (– 2) и сложим с первым, а затем умножим второе 
уравнение на (– 3) и сложим с третьим. Получим (записав не изменившееся 
второе уравнение на первом месте): 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
=+−
=++

.1022
;1
;6

zy
zy
zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=++

⇒
.5
;1
;6

zy
zy
zyx

 

Первое уравнение оставим без изменений, второе для удобства умножим 
на (– 1), а из третьего исключим y (для этого сложим его со вторым): 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−
=++

62
1

6

z
zy
zyx

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−
=++

⇒
3

1
6

z
zy
zyx

   ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−=
−−=

⇒
3

1
6

z
zy

zyx
 



 30 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−=
−−=

⇒
3

31
36

z
y

yx
   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−=
⇒

3
2
3

z
y

yx
   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−=
⇒

3
2

23

z
y
x

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒
3
2
1

z
y
x

. 

Таким образом, тройка чисел (1, 2, 3) – решение системы. Проверим 
это подстановкой в исходную систему.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

83
6

1332

zyx
zyx

zyx
   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++⋅
=++

=⋅++⋅
⇒

83213
6321

1333212

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒
88
66
1313

. 

Все уравнения системы обратились в верные числовые равенства, следова-
тельно, (1, 2, 3) действительно решение системы. 
 

Ответ: ( ){ }3;2;1  

☺ 
 
 

/ Пример  2. Решить систему уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−+
=+++

.0
;2
;1

32

321

4321

xx
xxx

xxxx
 

. Решение. В этом примере мы имеем 4 неизвестных и только 3 урав-
нения. Из трёх уравнений можно найти не более трёх неизвестных, следо-
вательно, одну неизвестную придётся считать произвольной. Пусть произ-
вольной неизвестной будет x4. 

Вычтем из второго уравнения первое: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−−
=+++

.0
;12
;1

32

43

4321

xx
xx
xxxx

 

Перенесём члены с x4 в правую часть и поменяем местами второе и третье 
уравнения: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=−
=+

−=++

.12
;0

;1

43

32

4321

xx
xx

xxxx
   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
−=

−=
−−−=

⇒

.
2

1
;

;1

4
3

32

3241

xx

xx
xxxx
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Считая tx =4  произвольным вещественным числом, находим: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−−

+
−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−−=

+
−=

⇒

2
1

2
11

2
1

2
1

1

2

3

tttx

tx

tx

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+
=

+
−=

⇒

tx

tx

tx

1
2

1
2

1

1

2

3

. 

Итак, решением системы будет набор четырёх чисел  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

−= ttttxxxx ;
2

1;
2

1;1;;; 4321 , где t – любое вещественное число. 

Других решений система не имеет. 
Хотя Rt∈  – произвольное вещественное число, решением системы 

является отнюдь не любая четвёрка чисел. Числа четвёрки, являющейся 
решением системы, – не произвольный набор чисел. Они связаны между 
собой уравнениями системы. Другое дело, что четвёрок чисел, являющих-
ся решением системы, бесконечно много, так как каждому значению про-
извольной неизвестной Rt∈  (а таких значений бесконечно много) соот-
ветствует своя четвёрка. 

Ответ: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+− tttt ;

2
1

2
1;

2
1

2
1;1 , Rt∈ . 

☺ 
 
 

/ Пример  3. Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

.82
;112

;3

zyx
zyx

zyx
 

. Решение. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−

82
112

3

zyx
zyx

zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−
=+−

⇒
52
53
3

zy
zy
zyx

 ⇒ 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+
=+−

⇒
105
52
3

y
zy
zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

−+=

2
25

3

y
yz

zyx
⇒ 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=⋅−=

−=−+=
⇒

2
1225
523

y
z

zzx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=−=
⇒

2
1

415

y
z
x

. 

 
Система имеет единственное решение. 
 

Ответ: ( ){ }1;2;4 . 

☺ 
 

/ Пример  4. Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.3223
;22
;1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

. Решение. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
∈=

=
⇒

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=++

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

tx
Rtx

x

xx
x

xx
xx
xxx

xxx
xxx

xxx

3

2

1

32

1

32

32

321

321

321

321 1
1

0
0
1

3223
22

1
. 

Система имеет бесконечное множество решений ( ){ }tt −;;1  при любых 
Rt∈ . Например, (1; 2; –2) при 2=t , (1; –2; 2) при 2−=t  и др. 

 
Ответ: ( ){ }tt −;;1 , Rt∈ . 

☺ 
 
 

/ Пример  5. Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

.4333
;3222

;1

zyx
zyx

zyx
 

. Решение. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

4333
3222

1

zyx
zyx

zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=++

⇒
10
10
1zyx

(неверное числовое равенство). 

Система не имеет решений (система несовместна). 
Ответ: нет решений. 

☺ 
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3 . 5 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Решить системы уравнений: 

1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+−

=−+

56
142

2

zyx
zyx

zyx
              2) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+

9524
523

62

zyx
zyx

zyx
                3) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=+−

=−+

3223
334

226

zyx
zyx
zyx

 

4) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

83
6

1332

zyx
zyx

zyx
               5) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

92
82
72

zyx
zyx
zyx

                   6) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

232
723
332

zyx
zyx
zyx

 

7) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

4334
1223

1

zyx
zyx

zyx
         8) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+

−=++

089
882

2324

zyx
zyx

zyx
          9) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+
−=−+

=+−

13
622

52

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 
 

Ответы: 
1) ( ){ }0;1;1 ; 2) ( ){ }1;3;2 ; 3) ( ){ }2;6;1− ; 4) ( ){ }3;2;1 ; 5) ( ){ }3;2;1 ; 6) ( ){ }1;1;2 − ; 
7) нет решения (система несовместна); 8) нет решения (система несовмест-

на); 9) Rttt ∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +− ;;

5
17;

5
4 . 
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4. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 

4 . 1 .  ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ПРЕДЕЛА  ФУНКЦИИ  

Определение 4.1. Предел функции ( )xfy =  в точке ax =  – 
это число B, для которого по любому сколь угодно малому 0>ε  
найдется такое ( ) 0>εδ , что любое значение x, удовлетворяющее 
неравенствам ( )εδ<−< ax0 , удовлетворяет и неравенству 

( ) ε<− Bxf . 

 

 
Рис. 4.1. Графическая интерпретация понятия 

п р е д е л  фу н к ц и и  в  то ч к е  
 
Обозначение: ( ) Bxf

ax
=

→
lim . 
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Определение 4. 1 можно записать в математических символах: 

( ) ( ) ( ) ( )( )ε<−⇒εδ<−<∀>εδ∃>ε∀⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

→
BxfaxxBxf

ax
0::00lim . 

 

Определение 4.2. Предел функции ( )xfy =  в бесконечности 
(при ∞→x ) – это число B, для которого по любому сколь угодно 
малому 0>ε  найдётся такое ( ) 0>εM , что любое значение x, 
удовлетворяющее неравенству Mx > , удовлетворяет и нера-

венству ( ) ε<− Bxf . 

 

 
 

Рис. 4.2. Графическая интерпретация понятия 
п р е д е л  фу н к ц и и  в  б е с к о н е ч н о ст и  

 
Обозначение: ( ) Bxf

x
=

∞→
lim . 

Определение 4. 2 в математических символах: 

( ) ( ) ( ) ( ) )::00(lim ε<−⇒ε>∀>ε∃>ε∀⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

∞→
BxfMxxMBxf

x
. 

 

Определение 4.3. Бесконечный предел функции ( )xfy =  – 
это предел ( )xfy =  в такой точке ax = , в окрестности которой 
по любому сколь угодно большому 0>M  найдётся такое 
( ) 0>δ M , что любое значение x, удовлетворяющее неравенствам 

( )Max δ<−<0 , удовлетворяет и неравенству ( ) Mxf > . 
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Обозначение: ( ) ∞=
→

xf
ax

lim . 

Определение 4. 3 в математических символах: 

( ) ⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞=

→
xf

ax
lim ( )( ( ) )Μ>⇒δ<−<∀>δ∃>∀ xfaxxMM 0: :00 . 

 

O a

M

 
Рис. 4.3. Графическая интерпретация понятия 

б е с к о н е ч ны й  п р е д е л  фу н к ц и и  
 

Необходимое и достаточное условия существования предела функции 
в точке x0. Для того, чтобы в точке 0x  (не обязательно из области опре-
деления функции ( )xfy = ) существовал предел ( )xf

xx 0
lim
→

, необходимо и 

достаточно, чтобы в точке 0x  существовали и были равны между собой 
пределы слева и справа: 

1) ( )xf
xx 00

lim
−→

∃  – существует предел слева; 

2) ( )xf
xx 00

lim
+→

∃  – существует предел справа; 

3) ( )=
−→

xf
xx 00

lim ( )xf
xx 00

lim
+→

. 
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4 . 2 .  ТЕОРЕМЫ  О  ПРЕДЕЛАХ  

Теорема 4.1. Если функция имеет предел в точке ax = , то этот 
предел единственный. 

Теорема 4.2 (о пределе промежуточной функции). Если ( ) Bxf
ax

=
→

1lim , 

( ) Bxf
ax

=
→ 2lim и ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 ≤≤ в некоторой окрестности точки ax = , 

кроме, может быть, самой точки а, то ( ) Bxf
ax

=
→

lim . 

Теорема 4.3. Если c – постоянная ( const=c ), то cc
ax

=
→

lim . 

Теорема 4.4. Если ( ) 11lim Bxf
ax

=
→

и ( ) 22lim Bxf
ax

=
→

, то 

1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 212121 limlimlim BBxfxfxfxf
axaxax

+=+=+
→→→

; 

2) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 212121 limlimlim BBxfxfxfxf
axaxax

⋅=⋅=⋅
→→→

; 

3) ( )
( )

( )
( ) 2

1

2

1

2

1

lim

lim
lim

B
B

xf

xf

xf
xf

ax

ax
ax

==
→

→

→
; 

4) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 222
1

lim
11 limlim Bxf

ax

xf

ax
Bxfxf ax == →

→→
. 

 
Следствие. ( )[ ] ( )xfcxfc

axax →→
⋅=⋅ limlim ,  где c = const. 
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4 . 3 .  ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ  ПРЕДЕЛЫ  

Первый замечательный предел 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

 
Второй замечательный предел 

( ) ex x

x
=+

→

1

1lim
0

, 

где e ≈ 2,7183… (основание натуральных логарифмов). 
Часто используют следствия из второго замечательного предела: 

1) e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim ; 

2) ( ) 10,
ln
11loglim

0
≠>=

+
→

aa
ax

xa
x

( ) ( )ea
x

x
x

==
+

⇒
→

11lnlim
0

; 

3) 0,ln1lim
0

>=
−

→
aa

x
a x

x
11lim

0
=

−
⇒

→ x
ex

x
( )ea = . 

 
 

4 . 4 .  ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ  БЕСКОНЕЧНО  МАЛЫЕ  

Определение 4.4. Бесконечно малая величина в точке ax =  
(при ax → ) – это такая функция ( )xα=α , что ( ) 0lim =α

→
x

ax
. 

Например, функция xy sin=  при 0→x  (и вообще при kx π→ , 
Zk∈ ) и функция 32 −= xy  при 23→x  – бесконечно малые функции 

(или просто бесконечно малые). 
Следует обратить внимание на условие ax →  («привязка» к точке 

ax = ) в определении бесконечно малой. Из примеров видно, что одна и та 
же функция может быть бесконечно малой в одной точке (при ax →  или 
при ∞→x ) и не быть ею в других точках (при abx ≠→ ). 
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Определение 4.5. Эквивалентные бесконечно малые (в точке 
ax = ) – это такие бесконечно малые при ax →  ( )x1α  и ( )x2α , 

что 
( )
( ) 1lim

2

1 =
α
α

→ x
x

ax
. 

Эквивалентность бесконечно малых обозначим знаком  ≈ , смысл которого 
приближённо равно. 
 
Эквивалентные бесконечно малые (при 0→x ): 

xx ≈sin ; 

2
cos1

2xx ≈− ; 

xx ≈tg ; 

( ) mxx m ±≈−± 11 ; 

n
xxn ≈−+ 11 ; 

( ) mmm a
a

mxaxa ±≈−± ; 

xex ≈−1 ; 
axa x ln1≈−  ; 

( ) xx ±≈±1ln . 
 

 
 

4 . 5 .  РАСКРЫТИЕ  НЕОПРЕДЕЛЁННОСТЕЙ  

4.5.1. Раскрытие неопределённости вида 
∞
∞ . 

Рассмотрим предел отношения двух многочленов степеней m и n 
(предел дробно-рациональной функции) при ∞→x : 

( )0,0,
...
...lim 001

10

1
10 ≠≠

+++
+++

−

−

∞→
ba

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

x
. 

Предел числителя ( ) ∞=+++ −

∞→
m

mm

x
axaxa ...lim 1

10 и предел знаменателя 

( ) ∞=+++ −

∞→
n

nn

x
bxbxb ...lim 1

10 , следовательно, имеет место неопределён-

ность вида 
∞
∞ . Раскроем её: 

( )
( ) =

+++
+++

=
+++
+++

∞→−

−

∞→ n
n

n

m
m

m

x
n

nn
m

mm

x xbxbbx
xaxaax

bxbxb
axaxa

...

...lim
...
...lim

10

10
1

10

1
10  

( )
( )

( )
( )n

nx

m
mx

n

m

xn
n

m
m

n

m

x xbxbb

xaxaa

x
x

xbxbb
xaxaa

x
x

+++

+++
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+++
+++

⋅=
∞→

∞→

∞→∞→ ...lim

...lim
lim

...
...lim

10

10

10

10 . 

Легко видеть, что 
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( ) 010 ...lim axaxaa m
mx

=+++
∞→

, ( ) 010 ...lim bxbxbb n
nx

=+++
∞→

, 

а 
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<
=
>∞

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

∞→∞→
nm
nm
nm

x
x
x nm

xn

m

x
0
1limlim . 

Следовательно, 

∞→x
lim

( )

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<

=

>∞

=
+++
+++

−

−

nm

nm
b
a

nm

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

0
...
...

0

0
1

10

1
10 . 

4.5.2. Раскрытие неопределённости вида 
0
0  

Если P(x) и Q(x) – многочлены и ( ) 0=aP  и ( ) 0=aQ , то нужно сокра-
тить дробь на ( )ax − . 

Если P(x) и Q(x) – иррациональные выражения, то нужно освобо-
диться от иррациональности (в знаменателе или в числителе) или исполь-
зовать метод введения новой переменной. 
 

4.5.3. Раскрытие неопределенности вида 
0
0   

с помощью эквивалентных бесконечно малых 

Неопределённость можно раскрыть, используя эквивалентные бес-
конечно малые величины. Этот метод основан на теореме о том, что пре-
дел не изменится, если бесконечно малые заменить эквивалентными бес-
конечно малыми. 

Для того, чтобы вычислить предел, необходимо заменить бесконечно 
малые в неопределённости эквивалентными, но более простыми, напри-
мер, xsin  → x или ( )1−xe  → x . 

4 . 6 .  НЕПРЕРЫВНОСТЬ  ФУНКЦИИ  В  ТОЧКЕ  

Определение 4.6(1). Непрерывная в точке 0x  функция – это 
функция ( )xfy = , предел которой при 0xx →  равен значению 
функции при 0xx = . 
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Определение означает выполнение трёх условий: 
1) ( ) ( )fDxxf ∈∃ 00 или ; 
2) ( )xf

xx 0
lim
→

∃ ; 

3) ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. 

Определение 4.6(2). Непрерывная в точке 0x  функция – это 
функция ( )xfy = , предел приращения которой при 0xx →  равен 0: 

( ) ( )[ ] 0lim 0
0

=−
→

xfxf
xx

. 

Последнее равенство можно записать: 

0lim
0

=Δ
→Δ

y
x

,      ( ) 0lim 0
0

=Δ
→

xf
xx

       или       ( ) 0lim 00
=Δ

→Δ
xf

x
. 

4 . 7 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Доказать, что ( ) 426lim
1

=−
→

x
x

 и найти δ для ε = 0,1;  

0,01;  0,001. 
. Решение. 

Используем определение предела. В данном примере 
( ) .4;1;26 ==−= baxxf  Для 0>ε∀  найдём такое δ, что для 1≠∀ xx , 

при которых δ<−1x , выполняется неравенство ε<−− 426 x . 
Решим это неравенство относительно 1−x , т.е. выразим 1−x  через ε. 

Тогда .
2

122426 ε
<−⇒ε<−⇒ε<−− xxx  Итак, 

2
ε

=δ . 

Если δ<−1x , то ε<−− 426 x , это и означает, что ( ) 426lim
1

=−
→

x
x

. 

Для каждого ε можно найти соответствующее значение δ. Если ε = 0,1 
то δ = 0,05; если ε = 0,01, то δ = 0,005; если ε = 0,001, то δ = 0,0005. 

Ответ: 05,0=δ  при 1,0=ε ; 005,0=δ  при 01,0=ε ; 0005,0=δ  при 
001,0=ε . 

☺ 
 
 



 42 

/ Примеры  2. Вычислить пределы 

1) ( )13lim 2

2
++

→
xx

x
;      2) 

9
85lim 2

2

1 −
+−

→ x
xx

x
;      3) ( ) 7

3

2
21lim −

→
+ x

x
x . 

. Решения. 
1) Выражение в скобках – сумма одночленов. Используем теорему о 

пределе суммы: 
( ) 111641lim3limlim13lim

22

2

2

2

2
=++=++=++

→→→→ xxxx
xxxx . 

 
2) Используем теоремы о пределах частного и суммы: 

( )
( ) 2

1
8

4
91

851
9lim

85lim

9
85lim 2

1

2

1
2

2

1
−=

−
=

−
+−

=
−

+−
=

−
+−

→

→

→ x

xx

x
xx

x

x
x

. 

 

3) По теореме 7: ( ) ( ) ( )
49721lim21lim 27lim

3

7

3

2

3
2

==+=+
−

→

−

→
→

x

x

x

x
xxx . 

Ответы:       1) 11;           2) 
2
1

− ;           3) 49. 

☺ 
 
 

/ Примеры  3. Вычислить пределы 

1) 
23

5lim 45

2

++
+

∞→ xx
x

x
;   2) ( )( )( )

12
1251lim 3 +−

−+−
∞→ xx

xxx
x

;   3) 
153
52lim 2

4

+−
+−

∞→ xx
xx

x
. 

. Решения. В этих примерах для вычисления предела необходимо рас-

крыть неопределённость типа 
∞
∞ . 

1) Вынесем за скобки x2 в числителе и x5 в знаменателе: 

0
1
10

231lim

51lim
lim

231

51
lim

23
5lim

5

2

5

2

5
5

2
2

45

2

=⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

+

∞→

∞→

∞→∞→∞→

xx

x
x
x

xx
x

x
x

xx
x

x

x

xxx
. 

2) Вынесем за скобки x из каждого сомножителя в числителе и x3 в 
знаменателе: 
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( )( )( )
=

+−
−+−

∞→ 12
1251lim 3 xx

xxx
x

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→

32
3

3

121

125111
lim

xx
x

xxx
x

x
 

2
1

2111
121lim

125111lim
lim

32

3

3

=
⋅⋅

⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅=

∞→

∞→

∞→

xx

xxx
x
x

x

x

x
. 

3) Вынесем за скобки x4 в числителе и x2 в знаменателе: 

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=
+−
+−

∞→∞→

2
2

43
4

2

4

153

521
lim

153
52lim

xx
x

xx
x

xx
xx

xx
 

( ) ∞=⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⋅=
∞→

∞→

∞→

∞→ 3
1lim

153lim

521lim
lim 2

2

43

2

4

x

xx

xx
x
x

x

x

x

x
. 

Ответы:     1) 0;         2) 2;        3) ∞. 
☺ 

 
/ Примеры  4. Вычислить пределы 

1) 
9

65lim 2

2

3 −
+−

→ x
xx

x
;         2) 

x
xx

x

−−+
→

11lim
0

; 

3) 
37
22lim

2 −+
−+

→ x
x

x
;         4) 

11
11

lim
30 −+

−+
→ y

y
y

. 

 

. Решения. В этих примерах надо раскрыть неопределённость вида 
0
0 . 

1) Разложим числитель и знаменатель дроби на множители и сократим 
дробь на ( )3−x : 

( )( )
( )( ) 6

1
33
23

3
2lim

33
32lim

9
65lim

332

2

3
=

+
−

=
+
−

=
+−
−−

=
−
+−

→→→ x
x

xx
xx

x
xx

xxx
. 

 



 44 

2) Способ  1 .  Освободимся от иррациональности в числителе. Для 
этого умножим числитель и знаменатель дроби на выражение, сопряжён-
ное числителю. 

( ) ( )
( ) =

−++
−++−−+

=
−−+

→→ xxx
xxxx

x
xx

xx 11
1111lim11lim

00
 

( ) ( )
( ) ( ) 1

2
2

11
2lim

11
11lim

00
==

−++
=

−++
−−+

=
→→ xxx

x
xxx

xx
xx

. 

Способ  2 .  Заменим выражения x±1  в числителе на эквивалент-

ные 
2

11 xx ±≈± : 

( ) ( ) 1lim2121lim11lim
000

==
−−+

=
−−+

→→→ x
x

x
xx

x
xx

xxx
. 

3) Способ  1 .  Умножим числитель и знаменатель на выражение, со-
пряжённое числителю, и выражение, сопряжённое знаменателю. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) =++++−+

++++−+
=

−+
−+

→→ 372237
372222lim

37
22lim

22 xxx
xxx

x
x

xx
 

( ) ( )
( ) ( ) 2

3
4
6

222
372

22
37lim

222
372lim

22
==

++
++

=
++
++

=
++−
++−

=
→→ x

x
xx
xx

xx
. 

Способ  2 .  Бесконечно малые в числителе и знаменателе дроби за-
меним на эквивалентные. Для этого выполним некоторые преобразования: 

( )
4

22
8

2122
4

21422422 −
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+⋅≈−

−
+⋅=−−+=−+

xxxxx . 

Аналогичные преобразования дают: 

( )
9

23
18

2133
9

21932937 −
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+⋅≈−

−
+⋅=−−+=−+

xxxxx . 

Следовательно, 
( )
( ) 2

3
4
9

4
9lim

92
42lim

37
22lim

222
===

−
−

=
−+
−+

→→→ xxx x
x

x
x . 

4) Способ  1 .  Введём новую переменную t такую, что 61 ty =+ . То-
гда 1→t  при 0→y , 31 ty =+  и 23 1 ty =+ : 

( ) ( )
( ) ( ) 2

3
1

1lim
11

11lim
1
1lim

11
11

lim
2

1

2

12

3

130
=

+
++

=
+−
++−

=
−
−

=
−+
−+

→→→→ t
tt

tt
ttt

t
t

y
y

ttty
. 

Способ  2 .  Бесконечно малые в числителе и знаменателе дроби за-
меним на эквивалентные: 
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21111 yyy ≈−+=−+ ; 

31111 33 yyy ≈−+=−+ . 
Тогда 

2
3

2
3lim

3
2lim

11
11

lim
1130

===
−+
−+

→→→ tty y
y

y
y

. 

Ответы: )1  
6
1 ;     2) 1;     3) 

2
3 ;     4) 

2
3 . 

☺ 
 
/ Примеры  5. Вычислить пределы 

1) 
x
x

x

tglim
0→

;      2) 20

2cos1lim
x

x
x

−
→

;      3) 
x

x x

311lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
; 

4) 
x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

21lim ;      5) 
12

2
3lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x x
x . 

. Решения. 
1) Способ  1 .  Используем первый замечательный предел: 

111
cos

1limsinlim
cos

1sinlim1
cos
sinlimtglim

00000
=⋅=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

→→→→→ xx
x

xx
x

xx
x

x
x

xxxxx
. 

Способ  2 .  Используем эквивалентную бесконечно малую xx ≈tg  
при 0→x . Тогда 

1limtglim
00

==
→→ x

x
x
x

xx
. 

2) Способ  1 .  Выполним тождественные преобразования и исполь-
зуем теоремы о пределах и первый замечательный предел: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

−
→→→

2

02

2

020

sinlim2sin2lim2cos1lim
x

x
x

x
x

x
xxx

 

2112sinlimsinlim2
00

=⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

→→ x
x

x
x

xx
. 

Способ  2 .  Используем эквивалентную бесконечно малую: при 

0→x  ( )
2

22cos1
2xx ≈− . Тогда 

( ) 22lim22lim2cos1lim 2

2

02

2

020
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

−
→→→ x

x
x
x

x
x

xxx
. 



 46 

3) Используем свойства степени и второй замечательный предел: 

3

33 11lim11lim e
xx

x

x

x

x
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→
. 

4) Используем свойства степени и второй замечательный предел: 

2

2

221lim21lim e
xx

x

x

x

x
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→
. 

5) Преобразуем дробь, выделив целую часть (разделим числитель на 
знаменатель), а затем используем свойства степени и второй замечатель-
ный предел: 

( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ +

∞→

+

∞→

+

∞→

121212

2
51lim

2
52lim

2
3lim

x

x

x

x

x

x xx
x

x
x  

( )

102
510lim

2
125

5
2

2
51lim ee

x
x
xx

x
x

x
x ==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= −

+−
+

−

∞→
∞→ . 

Ответы: 1) 1;          2) 2;          3) 3e ;          4) 2e ;          5) 10e . 
☺ 

 
/ Примеры  6. Доказать непрерывность функций 

1) 2xy = ;                             2) xy sin= . 

. Решения. 
1) Используем второе определение непрерывности и найдём прираще-

ние функции по приращению аргумента 0xxx −=Δ , а затем предел при-
ращения функции при условии 0→Δ x : 

( ) ( ) ( ) ( )222222 22 xxxxxxxxxxxxf Δ+Δ=−Δ+Δ+=−Δ+=Δ ; 
( ) ( )( ) 02limlim 2

00
=Δ+Δ⋅=Δ

→Δ→Δ
xxxxf

xx
. 

Мы не накладываем никаких ограничений на x. Следовательно, функция 
2xy =  непрерывна в любой точке x области определения, т.е. при Rx∈∀ . 

2) Используем второе определение непрерывности и найдём предел 
приращения функции: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+⋅
Δ

=−Δ+=Δ
2

cos
2

sin2sinsin xxxxxxxf ; 
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( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+⋅
Δ

=Δ
→Δ→Δ 2

cos
2

sin2limlim
00

xxxxf
xx

 

0cos01
2

cos
2

2

2
sin2

lim
0

=⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+⋅
Δ
⋅

Δ

Δ

=
→Δ

xxxx
x

x

x
 

Так как нет никаких ограничений на переменную x, то функция xy sin=  
непрерывна во всей области определения, т.е. при Rx∈∀ . 

☺ 

4 . 8 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

1) Доказать, что 12
3
182lim

2

3
=

−
−

→ x
x

x
. Найти δ для 1,0=ε , для 01,0=ε . 

Вычислить пределы: 

2) ( )253lim 2

2
−+

→
xx

x
;     3) 

3
1lim

2 −
+

→ x
x

x
;     4) 

1
1lim

2

1 +
−

−→ x
x

x
;     5) 

4
65lim 2

2

2 −
+−

→ x
xx

x
; 

6) 
4

35lim
4 −

−+
→ x

x
x

;     7) 
5

34lim
5 −

−+
→ x

x
x

;     8) 
22

323lim
36 −+

−−+
→ x

xx
x

; 

9) 
5

223lim
3

5 −
+−

→ x
x

x
;     10) 

5
211lim

4

5 −
−+

→ x
x

x
;     11) 

x
x

x 5sin
3sinlim

0→
;  

12) 
13

2
11lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x

x x
;     13) ( ) 3

1
3

0
21lim x

x
x−

→
;     14) 

x
x

x

3sinlim
0→

;     15) 2

2

0

2sinlim
x

x
x→

; 

16) 
432
32lim 2

2

++
++

∞→ xx
xx

x
;     17) 

432
3lim 2 ++

+
∞→ xx

x
x

;     18) 
3
5lim 2

3

+
+

∞→ x
x

x
; 

19) 
xx
xx

x 4sin5sin
2sin3sinlim

0 −
−

→
;     20) 20

7cos3coslim
x

xx
x

−
→

. 

21) Доказать непрерывность функции xy cos= . 
 
 

Ответы: 
 1) 0,05;  0,005;     2) 20;     3) –3;     4) –2;     5) 4

1− ;     6) 6
1 ;     7) 6

1 ;     8) – 2;     

9) 27
1− ;     10) 32

1 ;     11) 5
3 ;     12) 23e ;     13) 2−e ;     14) 3;     15) 4;     16) ½;     

17) 0;     18) ∞;     19) 1;     20) 20. 
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5. ПРОИЗВОДНАЯ 

5 . 1 .  ОСНОВНЫЕ  ПОНЯТИЯ  

Определение 5.1. Производная функции ( )xfy =  в точке x – 
это предел отношения приращения функции в этой точке к 
приращению аргумента, когда последнее стремится к нулю. 

 

 
 

Рис. 5.1. Приращение аргумента xΔ  и функции yΔ  
 

Если xΔ  – приращение аргумента в точке x , 
а ( ) ( ) ( )xfxxfxf −Δ+=Δ  – приращение функции в точке x, то 
производная функции ( )xfy =  в точке x 
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( ) ( ) ( ) ( )
x
xf

x
xfxxfxfy

xx Δ
Δ

=
Δ

−Δ+
=′=′

→Δ→Δ 00
limlim . 

Производная функции – это тоже функция. Производную этой 
функции (если она существует) также можно вычислить. Если ( )xfy ′=′  – 
производная функции ( )xfy = , то производную производной 

( ) ( )[ ]′′=′′ xfy  называют второй производной. 

Обозначения второй производной: ( ) ( )
2

2

2

2

,,,,
dx

xfdxf
dx

ydyy x ′′′′′′ . 

 
 
 
Геометрический 

смысл производной 
 

Геометрический 
смысл производной состоит в 
том, что производная 
функции y=f (x) в точке x0 
численно равна тангенсу угла 
наклона касательной к 
графику функции в точке 
(x0, f(x0)): 

( ) α=′ tg0xf . 
 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ  ФУНКЦИИ  

Определение 5.2. Дифференциалом функции y=f(x) называют 
произведение производной этой функции ( )xf ′  на приращение 
аргумента xΔ : 

( ) xxfdy Δ′=  

Дифференциал аргумента dx  равен приращению аргумента xΔ : 
xdx Δ= , поэтому 

( )dxxfdy ′= . 

 

 
 
Рис. 5.2. Геометрический смысл производной: 
производная численно равна тангенсу угла 
наклона касательной к графику функции 

в точке вычисления производной 
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5 . 2 .  ПРАВИЛА  ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ  

1) ( ) vuvu ′+′=′+  (производная суммы); 

2) ( ) vuvuvu ′+′=′⋅  (производная произведения); 

3) ( )( ) ( )xfcxfc ′⋅=′⋅ , c=const (постоянный множитель можно 
выносить за знак производной); 

4) 2v
vuvu

v
u ′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  (производная частного). 

 
 

5 . 3 .  ПРОИЗВОДНАЯ  СЛОЖНОЙ  ФУНКЦИИ  

 
Пусть ( )[ ]xuyy =  – сложная функция, тогда 

формула производной сложной функции: 

xux uyy ′⋅′=′ . 

Этой формулой можно пользоваться, если функция ( )xu  
дифференцируема в точке x, а функция ( )uy  дифференцируема в точке u.  

Формулу производной сложной функции можно обобщить для 
произвольного числа n функций. Так, если ( )ufy = , ( )zu ϕ= , ( )xz ψ=  и 

( )[ ]{ }xfy ψϕ= , причём существуют производные xzuf ψ′ϕ′′ ;; , то 
xzux zuyy ′⋅′⋅′=′ . 

 
 

5 . 4 .  ПРОИЗВОДНАЯ  ОБРАТНОЙ  ФУНКЦИИ  

Пусть ( )xfy =  и ( )yx ϕ=  – взаимно обратные дифференцируемые 
функции. 
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Легко видеть, что [ ] ( ){ xxfy
y

=ϕ=ϕ ][ . Дифференцируя обе части по x 

и используя правило дифференцирования сложной функции, получим 
формулу производной обратной функции: 

⇒=′⋅ϕ′ 1xy f
y

xf
ϕ′

=′
1   ( 0≠ϕ′y ). 

 
 

5 . 5 .  ТАБЛИЦА  ПРОИЗВОДНЫХ  

Таблица производных имеет следующий вид (функция ( )xuu =  – 
произвольная дифференцируемая функция, для которой существует 

производная 
dx
duu =′ ): 

0=′c  (где c=const) 

( ) uunu nn ′⋅⋅=
′ −1  ( )

u
u 2cos

1tg =′ u′⋅  

( ) ( ) ueeuaaa uuuu ′⋅=
′

′⋅⋅=
′

;ln  ( )
u

u 2sin
1ctg −

=′ u′⋅  

( ) u
au

ua ′⋅=′
ln
1log ; ( ) u

u
u ′⋅=′

1ln  ( )
21

1sinarc
u

u
−

=′ u′⋅  

( ) uu cossin =′ u′⋅  ( )
21

1cosarc
u

u
−

−
=′ u′⋅  

( ) uu sincos −=′ u′⋅  ( ) 21
1arctg
u

u
+

=′ u′⋅  

 
 

5 . 6 .  УРАВНЕНИЕ  КАСАТЕЛЬНОЙ  И  НОРМАЛИ  
К  ГРАФИКУ  ФУНКЦИИ  

Уравнение касательной к графику функции в точке ( )( )00; xfx  

( ) ( )( )000 xxxfxfy −′+= . 
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Уравнение нормали к графику функции в точке ( )( )00; xfx  

( ) ( )( )0
0

0
1 xx
xf

xfy −
′

−= . 

 
 

5 . 7 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Примеры  1. Найти ( )xf ′  при помощи определения производной. 
1) ( ) ;2xxf =      2) ( ) ;xxf =      3) ( ) xxf sin= . 

. Решения. 

1) ( ) ( )
=

Δ
−Δ+

=′
→Δ x

xxxxf
x

22

0
lim  

( ) xxx
x

xxxxx
xx

22lim2lim
0

222

0
=Δ+=

Δ
−Δ+Δ+

=
→Δ→Δ

. 

 

2) ( ) ( )( )
( ) =

+Δ+Δ
+Δ+−Δ+

=
Δ

−Δ+
=′

→Δ→Δ xxxx
xxxxxx

x
xxxxf

xx 00
limlim  

( ) xxxxxxxx
xxx

xx 2
11limlim

00
=

+Δ+
=

+Δ+Δ
−Δ+

=
→Δ→Δ

. 

 

3) ( ) ( )
=

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+
Δ

=
Δ

−Δ+
=′

→Δ→Δ x

xxx

x
xxxxf

xx

2
cos

2
sin2

limsinsinlim
00

 

xxxxx

x

xx
coscos1

2
coslim

2

2
sin2

lim
00

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+⋅
Δ

Δ

=
→Δ→Δ

. 

Ответы:          1) x2 ;          2) ;
2

1
x

          3) xcos .  

☺ 
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/ Примеры  2. Пользуясь таблицей производных и правилами 
дифференцирования, найти производные: 

1) xxy 32 2 −= ;          2) ( ) ;cos152 2 xxxy +−=           3) 
1
1

2

2

+
−

=
x
xy . 

. Решения. 
1) Используем правила дифференцирования 2 и 3 (см. раздел 5.2): 

( ) ( ) 343232 22 −=′−
′

=
′

− xxxxx . 
2) Используем правило дифференцирования произведения, полагая 

xVxxU cos,152 2 =+−= . 
Тогда 

( )[ ] ( ) ( )( ) =′+−+
′

+−=′+− xxxxxxxxx cos152cos152cos152 222  
( ) ( )( )xxxxx sin152cos54 2 −+−+−= . 

3) Используем правило дифференцирования частного, полагая 
1,1 22 +=−= xVxU . 

Тогда 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

=
+

−−+
=

+

′
+−−+

′
−

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

22

22

22

2222

2

2

1

2112

1

1111
1
1

x

xxxx

x

xxxx
x
x  

( ) ( )2222

33

1

4

1

2222

+
=

+

+−+
=

x

x

x

xxxx . 

Ответы: 1) ;34 −x           2) ( ) ( )( );sin152cos54 2 xxxxx −+−+−           

3) 
( )22 1

4

+x

x . 

☺ 
 

/ Примеры  3. Вычислить производные сложных функций 

1) ;5sin xy =                           2) ( ) ;1
1002 ++= xxy  

3) ;8 13 2 ++= xxy                        4) 
2

tg xy = . 

. Решения. 
1) Полагаем xu 5= , тогда uy sin= , 

                       5=′xu ,           uyu cos=′ . 



 54 

По формуле производной сложной функции 
( ) xuuyy xux 5cos55cos =⋅=′⋅′=′ . 

2) Полагаем, что 12 ++= xxu . Тогда 12 +=′ xux . 
100uy = ;      99100 uyu ⋅=′ . Следовательно, 

( ) ( ) ( )12110012100
99299 +++=+⋅⋅=′⋅′=′ xxxxuuyy xux . 

3) Пусть 13 2 ++= xxu ;     16 +=′ xux , тогда uy 8= ,      8ln8 ⋅=′ u
uy , 

( ) ( )168ln8168ln8 13 2
+⋅⋅=+⋅=′ ++ xxy xxu

x . 
 

4) В этом случае применим правило дифференцирования сложной 
функции дважды: 

2
tg

2
cos4

1
2

2
cos

1

2
tg2

1
2

tg

2
tg2

1
2

2 xx
x

xx
x

x
y

x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=′ . 

 

Ответы: 1) ;5cos5 x    2) ( ) ( )121100
992 +++ xxx ;   3) 

2
tg

2
cos4

1
2 xx
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 . 

☺ 
 

/ Пример  4. Найти производную функции 

( )
Zkkx

xx
xy ∈π≠

⋅

+
= ,;

sin
1

73 4

2

. 

. Решение. При дифференцировании функции, являющейся 
произведением или частным нескольких функций, удобно предварительно 
прологарифмировать её. 

Рассмотрим функцию .ln yz =  Тогда y
y

z ′⋅=′
1  и zyy ′⋅=′ , 

где 
( )

( ) ( )xxx
xx

xyz sinln7ln3
41ln

sin
1lnln 2

73 4

2

−−+=
+

== . 

Тогда x
xx

xz ctg7
3
4

1
2

2 −−
+

=′  и получаем 
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( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−
+

⋅
+

=′⋅=′ x
xx

x
xx

xzyy ctg7
3
4

1
2

sin
1

273 4

2

. 

Ответ: 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−
+

⋅
+ x

xx
x

xx
x ctg7

3
4

1
2

sin
1

273 4

2

 . 

☺ 
 

/ Пример  5. Вычислить производную функции xy sinarc= . 

. Решение. xy sinarc= , обратная функция yx sin= . 
Чтобы найти производную, применим формулу производной обратной 

функции 
y

xf
ϕ′

=′
1  ( 0≠ϕ′y ): 

( )
( ) ( ) .

1
1

arcsincos
1

cos
1

sin

1sinarc
2xxyy

x
y

x
−

===′=′  

Ответ: 
21

1
x−

 . 

☺ 
 
/ Примеры  6. Найти уравнение касательной и нормали к графику 
функции: 

1) 2xy =  в точке 30 =x ;               2) 123 +−= xxy  в точке 20 =x . 
 
. Решения. 

Находим уравнения касательной и нормали, используя формулу 
касательной к графику функции 

( ) ( )( )000 xxxfxfy −′+=  
и формулу нормали к графику функции 

( ) ( )( )0
0

0
1 xx
xf

xfy −
′

−= . 

1) В точке ( ) ( ) 632;93 0
2

00 =⋅=′== xfxfx . 
Уравнение касательной: 

( ) ( )( ) ( ) 96369000 −=⇒−+=−′+= xyxxxxfxfy . 
Уравнение нормали: 
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( ) ( )( ) 5,96
6

391
0

0
0 +−=⇔

−
−=−

′
−= xyxxx

xf
xfy . 

2) В точке ( ) ( ) 10223;512222 2
0

3
00 =−⋅=′=+⋅−== xfxfx . 

Уравнение касательной: 
( ) ( )( ) ( ) 15102105000 −=⇒−+=−′+= xyxxxxfxfy . 

Уравнение нормали:  

( ) ( )( ) 2,51,0
10

251
0

0
0 +−=⇒

−
−=−

′
−= xyxxx

xf
xfy . 

Ответы: 
1) уравнение касательной ;96 −= xy  

уравнение нормали ;2196 += xy  
2) уравнение касательной ;1510 −= xy  

уравнение нормали 2,51,0 +−= xy . 

☺ 
 

/ Примеры  7. Найти уравнение касательной в точке 00 =x  к 
графику функции 

1) xy sin= ;               2) xy sinarc= . 

. Решения. 
1) В точке ( ) ( ) 10cos;00sin0 000 ==′=== xfxfx . 

Уравнение касательной: 
( ) ( )( ) ( ) xyxxxxfxfy =⇒−+=−′+= 010000  

 

2) В точке ( ) ( ) 1
01

10;00arcsin00 =
−

=′=== ffx . 

Уравнение касательной: 
( ) ( )( ) ( ) xyxxxxxfxfy =⇒=−+=−′+= 010000 . 

Ответы: 1) xy = ;     2) xy =  . 

☺ 
 
/ Примеры  8. Найти дифференциал функции 

1) 3xy = ;     2) ;12 −= xy      3) ( )43 2−= xy . 

. Решения. Находим дифференциал функции, используя формулу 
( ) ( )dxxfxdf ′= . 



 57

1) dxxdyxyxy 223 3;3; ==′= . 

2) 12 −= xy . Находим производную по формуле производной 

сложной функции: 
1

2
12

1
22 −

=⋅
−

=′
x

xx
x

y . Тогда 
12 −

=
x
xdxdy  

3) ⇒−= 43 )2(xy ( ) ( ) ( ) ( )332332333 21223424 −=−⋅=
′

⋅−=′ xxxxxxy . 

( ) dxxxdy
332 212 −= . 

 

Ответы: 1) dxx23 ;      2) 
12 −x

dxx ;      3) ( ) dxxx
332 212 −  . 

☺ 
 

5 . 8 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

1) Найти производную функции 945 +−= xxy  и вычислить её значения в 
точках x=0 и x=1. 
Найти производные: 

2) ( )( )531 22 +−= xxy ;  3) ( )( )1232 33 −−= xxy ;  4) 
13
62

+
−

=
x

xy ;  5) 
1
1

2

2

−
+

=
x
xy ; 

6) 
54
23

+
−

=
x
xy ;  7) 

4
1

2

2

+
−

=
x
xy ;  8) 

1
432

2

2

++
++

=
xx
xxy ;  9) 32 3

1
2
14

xxx
y −−= ; 

10) 4 33 2 79 xxy −= ;  11) 4 33 2 864 xxxy −+= ;  12) xxy ctgtg −= ; 
13) xxy −= tg ; 14) 3 xxxy ⋅= ;  15) 32 tty ⋅= ; 16) 9sin5cos7 −−= xxy ; 
17) ( )24log3 −= xy ;  18) ( )3ln xy = ;  19) ( )3ln xy = ;  20) xy sin21+= ; 

21) xy 2sin 2= ;  22) 3sin xy = ;  23) ( )532 xy −= ;  24) ( )4 385 xy −= . 
 
Найти дифференциал функции: 

25) 752 −+= xxy ;  26) 
3
2

+
+

=
x
xy ;  27) xey 3sin= ;  28) xy 5cos= . 

Написать уравнение касательной и нормали к графику функции: 
29) 542 ++= xxy  в точке 30 −=x ; 
30) xxy += 23  в точке 10 −=x . 
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31) Написать уравнение касательных, проведённых к графику функции 
xxy 43 −=  в точках его пересечения с осью ОХ. 

 
 

Ответы: 
1) ( ) ( ) ;91;00;45 34 =−′=′−=′ yyxxy   2) ( )134 2 +xx ;  3) ( )124 32 −xx ; 
 

4) 
( )2
2

13
1823

+
++

x
xx ;  5) 

( )22 1

4

−
−

x

x ;  6) 
( )254

23
+x

;  7) 
( )22 4

10

+x

x ; 

8) 
( )22

2

1

14

++

++
−

xx

xx ;  9) 432
114
xxx

++− ;  10) 43
7

4
39

3
2

xx
− ; 

11) 
43

642
xxx

−+ ;  12) 
x2sin

4
2 ;  13) x2tg ;  14) 6 5

6
11 x ; 

15) 3

3
7 tt ;  16) xx cos5sin7 −− ;  17) ( ) 3ln12

2
−x

;  18) 
x
3 ; 

19) ( )
x
x 2ln3 ;  20) 

x
x
sin21

cos
+

;  21) x4sin2 ; 

22) 32 cos3 xx ;  23) ( )43215 x−− ;  24) 
4 85

6
x−

− ; 

25) ( )dxx 52 + ;  26) 
( )23+x

dx ;  27) xdxe x 3cos3 3sin ;  28) xdx5sin5− ; 

29) 
2
7

2
;42 +=−−=

xyxy ;  30) 
5

11
5
1;35 +=−−= xyxy ; 

31) 168;4;168 −=−=+= xyxyxy . 
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6. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНОЙ 

6 . 1 .  ВОЗРАСТАНИЕ  И  УБЫВАНИЕ  ФУНКЦИИ  

Определение 6.1. Возрастающая на промежутке ),( ba  функ-
ция – это такая функция )(xfy = , что для любых ),(, 21 baxx ∈  из 
условия 21 xx <  следует )()( 21 xfxf < . 

Определение 6.2. Убывающая на промежутке ),( ba  функция – 
это такая функция )(xfy = , что для любых ),(, 21 baxx ∈  из условия 

21 xx <  следует )()( 21 xfxf > . 

Смысл этих определений иллюстрируют рис. 6.1 и 6.2. 

X

Y

0
a

b

y = f(x)

f(x  )

f(x  )

<

 
Рис. 6.1. График возрастающей функции 
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X

Y

0a
b

y = f(x)
f(x  )

f(x  )

>

 
Рис. 6.2. График убывающей функции 

 

Теорема 6.1. Для того, чтобы функция была возрастающей (убы-
вающей) на промежутке [ ]ba, , необходимо и достаточно, чтобы её произ-
водная была больше (меньше) 0 на этом промежутке. 

( )( xfy =  возрастает при [ ]) ( )( 0, >′⇔∈ xfbax  при [ ])bax ,∈∀  

( )( xfy =  убывает при [ ]) ( )( 0, <′⇔∈ xfbax  при [ ])bax ,∈∀  

 

6 . 2 .  ТОЧКИ  ЭКСТРЕМУМОВ  

Определение 6.3. Точка максимума функции ( )xf  – это значе-
ние аргумента 0x , для которого существует такое 0δ > , что для 

всех х, удовлетворяющих условию δ0 0 <−< xx , выполняется не-

равенство ( ) ( )0xfxf < . 

Определение 6.4. Точка минимума функции ( )xf  – это значе-
ние аргумента 0x , для которого существует такое 0δ > , что для 

всех х, удовлетворяющих условию δ0 0 <−< xx , выполняется не-

равенство ( ) ( )0xfxf > . 
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Понятия максимума и минимума функции иллюстрируют рис. 6.3 и 6.4. 
 

 
 

Рис. 6.3. Максимум функции 
( )xfy =  при 0xx =  

 
 

Рис. 6.4. Минимум функции 
( )xfy =  при 0xx =  

 
Минимумы и максимумы функции называют общим термином экстрему-
мы. Соответственно точки минимума и максимума называют точками 
экстремума. 

Определение 6.5. Критические точки функции ( )xf  – это 
точки области определения функции, в которых производная дан-
ной функции равна нулю или не существует. 

( ( ) 00 =′ xf или ( )0xf ′  не существует, Dx ∈0 ) ⇔ 
⇔ ( 0x  – критическая точка функции ( )xfy = )

Определение 6.6. Стационарная точка функции ( )xf  – это 
точка, в которой производная данной функции равна нулю. 

( ( ) 00 =′ xf ) ⇔ ( 0x  – стационарная точка функции ( )xfy = ) 

 
Стационарная точка – частный случай критической точки. В точках 0x  

на рис. 6.3 и 6.4 ( ) 00 =′ xf , следовательно, 0x  – стационарные точки функ-
ции ( )xfy = . 
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Теорема 6.2 (необходимое условие существования экстре-
мума функции). Если точка х0 является точкой экстремума функции 

( )xfy = , то в этой точке производная или не существует, или ( ) 00 =′ xf . 

( 0x – точка экстремума ( )xfy = ) ⇒  ( ( )0xf ′  не существует или ( ) 00 =′ xf ) 

 

Теорема 6.3 (достаточное условие существования экстре-
мума функции). Если функция ( )xf  непрерывна в точке х0 и в этой точке 
производная меняет знак, то х0 – точка экстремума. 

( ( )xfy =  непрерывна в x0 и ( ) ( ) 000 00 <+′⋅−′ xfxf ) ⇒ 
⇒  (x0 – точка экстремума ( )xfy = )

 
x ( )00 ;δ xx −  ( )δ; 00 +xx  x ( )00 ;δ xx −  ( )δ; 00 +xx

( )xf ′  – +  ( )xf ′  + – 

 х0 – точка минимума   х0 – точка максимума 
 
Следует обратить внимание, что дифференцируемость функции в 

точке экстремума по этому условию не требуется. 
Если функция имеет экстремум в точке 0x , то 0x  – критическая точка. 

Но если 1x  – критическая точка, то функция не обязательно имеет экстре-
мум в этой точке. 

 

6 . 3 .  СХЕМА  ИССЛЕДОВАНИЯ  ФУНКЦИИ  НА  ЭКСТРЕМУМ  

Чтобы найти экстремумы функции ( )xfy = , надо: 
1) найти ( )xf ′ ; 
2) найти критические точки ( ( ) 00 =′ xf  или ( )0xf ′  не существует при 

Dx ∈0 , D – область определения функции); 
3) исследовать знаки ( )00 −′ xf  и ( )00 +′ xf ; 
4) сделать заключение и выбрать точки экстремума:  

если ( ) 000 >−′ xf  и ( ) 000 <+′ xf , то в точке 0x  максимум; 
если ( ) 000 <−′ xf  и ( ) 000 >+′ xf , то в точке 0x  минимум; 
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если ( ) ( ) 000 00 >+′⋅−′ xfxf , то экстремума в точке 0x  нет; 
5) найти экстремумы функции. 
 
 

6 . 4 .  ВЫПУКЛОСТИ  И  ТОЧКИ  ПЕРЕГИБА  КРИВОЙ  

Если график функции ( )xfy =  лежит не ниже касательной к графи-
ку, построенной при любом значении ( )bax ;∈ , то говорят, что график 

( )xfy =  на интервале ( )ba;  выпуклый вниз (имеет выпуклость вниз) 
(рис. 6.5). 

 
Если график функции ( )xfy =  лежит не выше касательной к гра-

фику, построенной при любом значении ( )bax ;∈ , то говорят, что график 
( )xfy =  на интервале ( )ba;  выпуклый вверх (имеет выпуклость вверх) 

(рис. 6.6). 
 

 

 
 

Рис. 6.5. Выпуклость вниз: график функции 
на интервале ( )ba;  не ниже любой касательной 
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Теорема 6.4. Для того, чтобы график дважды дифференцируемой 

функции ( )xfy =  имел выпуклость вверх (вниз) на промежутке ( )ba; , необ-
ходимо и достаточно чтобы вторая производная ( )xfy =  на ( )ba;  была 
меньше (больше) 0. 
 
(График ( )xfy =  выпуклый вверх при ( )bax ,∈ ) ⇔ 

⇔ ( ( ) 0<′′ xf  при ( )bax ,∈∀ ); 
(График ( )xfy =  выпуклый вниз при ( )bax ,∈ ) ⇔ 

⇔ ( ( ) 0>′′ xf  при ( )bax ,∈∀ ). 
 

Определение 6.7. Точка перегиба графика функции – это точка 
( )( )00; xfx , для которой при любом сколь угодно малом δ сущест-

вует окрестность ( )δ;δ 00 +− xx  точки х0 такая, что для 0xx <  
из этой окрестности выпуклость кривой направлена в одну сторо-
ну, а при 0xx >  – в противоположную. 

 

 
 

Рис. 6.6. Выпуклость вверх: график функции 
на интервале ( )ba;  не выше любой касательной 
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Иными словами, точка перегиба графика – это точка, разделяющая интер-
валы, в которых функция имеет выпуклость разного характера. Точка 0M  
на рис. 6.7 – точка перегиба. 

 

 
 

Рис. 6.7. Точка перегиба графика функции 0M : 
(при 00 xxx <<δ−  – выпуклость вверх, 
при δ+<< 00 xxx  – выпуклость вниз) 

 
Достаточное условие перегиба. Для того, чтобы график дважды диф-
ференцируемой функции ( )xfy =  имел в точке ( )( )00; xfx  перегиб, доста-
точно, чтобы вторая производная ( )0xf ′′  этой функции при переходе через 
точку 0x  меняла знак ( ( ) ( ) 000 00 <+′′⋅−′′ xfxf ). 
 
Это условие можно сформулировать в форме теоремы 6.5. 

Теорема 6.5. Если ( ) 00 =′′ xf  или ( )0xf ′′  не существует и при пере-
ходе через точку 0x  производная ( )0xf ′′  этой функции меняет знак 
( ( ) ( ) 000 00 <+′′⋅−′′ xfxf ), то точка ( )( )00; xfx  – точка перегиба графика 
функции ( )xfy = . 

Необходимое условие перегиба. Для того, чтобы график дважды 
дифференцируемой функции ( )xfy =  имел в точке ( )( )00; xfx  перегиб, не-
обходимо, чтобы ( ) 00 =′′ xf . 
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Для по крайней мере дважды дифференцируемой функции критиче-
ская точка, не являющаяся точкой экстремума, является точкой перегиба 
графика функции. 
 
 

6 . 5 .  ИССЛЕДОВАНИЕ  ЭКСТРЕМУМОВ  ФУНКЦИИ  
С  ПОМОЩЬЮ  ВТОРОЙ  ПРОИЗВОДНОЙ  

Чтобы найти экстремумы функции ( )xfy =  с помощью второй про-
изводной, надо: 
1) найти ( )xf ′ ; 
2) найти стационарные точки функции ( )xfy =  (точки 0x , в которых 
( ) 00 =′ xf ); 

3) найти ( )xf ′′ ; 
4) исследовать знак ( )xf ′′ ; 
5) сделать заключение и выбрать точки экстремума:  

если ( ) 00 >′′ xf , то в точке 0x  функция ( )xfy =  имеет минимум; 
если ( ) 00 <′′ xf , то в точке 0x  функция ( )xfy =  имеет максимум; 
если ( ) 00 =′′ xf , то в точке 0x  функция ( )xfy =  экстремумов не 

имеет ( 0x  – точка перегиба графика функции); 
6) найти экстремумы функции. 

 
Исследование экстремумов функции с помощью второй производ-

ной возможно только для по крайней мере дважды дифференцируемых 
функций, то есть только для стационарных точек. 

 
В нижеприведённой таблице собраны все необходимые и достаточ-

ные условия и соответствующие им теоремы, которые используют при ис-
следовании функций с помощью производных. 
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НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ И ТЕОРЕМЫ, 
ПРИМЕНЯЕМЫЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ СВОЙСТВ ФУНКЦИЙ 

Свойство функции: возрастание (убывание) 

Необходимое условие 
возрастания (убывания) Теорема 

Для того, чтобы дифференцируемая функция 
( )xfy =  возрастала (убывала) на промежутке 

X, необходимо, чтобы ( ) 0≥′ xf  ( ( )xf ′ 0≤ ) 
для Xx∈∀  

Если дифференцируемая функция ( )xfy =  
возрастает (убывает) на промежутке X, то 

( ) 0≥′ xf  ( ( )xf ′ 0≤ ) для Xx∈∀  

Достаточное условие 
возрастания (убывания) Теорема 

Для того, чтобы функция ( )xfy =  возраста-
ла (убывала) на промежутке X, достаточно, 
чтобы ( )xf ′  существовала и ( ) 0>′ xf  
( ( )xf ′ 0< ) для Xx∈∀  

Если ( )xf ′  существует и ( ) 0>′ xf  
( ( )xf ′ 0< ) для Xx∈∀ , то функция ( )xfy =  
возрастает (убывает) на промежутке X 

Свойство функции: локальный экстремум 

Необходимое условие существования 
локального экстремума Теорема 

Для того, чтобы функция ( )xfy =  имела 
экстремум в точке 0x , необходимо, чтобы 

( ) 00 =′ xf  или ( )0xf ′  не существовала 

Если функция ( )xfy =  имеет экстремум в 
точке 0x , то ( ) 00 =′ xf  или ( )0xf ′  не суще-
ствует 

Первое достаточное условие 
существования локального экстремума Теорема 

Для того, чтобы функция ( )xfy =  имела в 
точке 0x  экстремум, достаточно, чтобы 

( ) ( ) 000 00 <+′⋅−′ xfxf  

Если 0x  – критическая точка функции 
( )xfy =  и ( ) ( ) 000 00 <+′⋅−′ xfxf , то 

функция ( )xfy =  имеет в точке 0x  экстре-
мум (при ( ) 000 >−′ xf  ( ( ) 000 <+′ xf ) – 
максимум; при ( ) 000 <−′ xf  ( ( ) 000 >+′ xf ) 
– минимум) 

Второе достаточное условие существования 
локального экстремума Теорема 

Для того, чтобы дважды дифференцируемая 
функция ( )xfy =  имела в стационарной точ-
ке 0x  экстремум, достаточно, чтобы 

( ) 00 ≠′′ xf  

Если 0x  – стационарная точка дважды диф-
ференцируемой функции ( )xfy =  и 

( ) 00 ≠′′ xf , то функция ( )xfy =  имеет в 
точке 0x  экстремум (при ( ) 00 <′′ xf  – мак-
симум,  при ( ) 00 >′′ xf  – минимум) 
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Свойство графика функции: выпуклость вверх (вниз) 

Необходимое и достаточное условие выпуклости вверх (вниз) 
Для того, чтобы график функции ( )xfy =  был выпуклым вверх (вниз) на промежутке X, не-
обходимо и достаточно, чтобы ( )xf ′  монотонно убывала (возрастала) на промежутке X 

Необходимое условие 
выпуклости вверх (вниз) Теорема 

Для того, чтобы график функции ( )xfy =  
был выпуклый вверх (вниз) на X, необходи-
мо, чтобы ( ) 0≤′′ xf  ( ( )xf ′′ 0≥ ) на X 

Если график функции ( )xfy =  выпуклый 
вверх (вниз) на X, то ( ) 0≤′′ xf  ( ( )xf ′′ 0≥ ) на 
X 

Достаточное условие 
выпуклости вверх (вниз) Теорема 

Для того, чтобы график функции ( )xfy =  
был выпуклый вверх (вниз) на X, достаточ-
но, чтобы ( ) 0<′′ xf  ( ( )xf ′′ 0> ) на X 

Если ( ) 0<′′ xf  ( ( )xf ′′ 0> ) на X, то график 
функции ( )xfy =  выпуклый вверх (вниз) на 
X 

Свойство графика функции: перегиб 

Необходимое условие 
существования точки перегиба Теорема 

Для того, чтобы график функции ( )xfy =  
имел перегиб в точке 0x , необходимо, чтобы 

( ) 00 =′′ xf  

Если график функции ( )xfy =  имеет пере-
гиб в точке 0x , то ( ) 00 =′′ xf  

Достаточное условие 
существования точки перегиба Теорема 

Для того, чтобы график функции ( )xfy =  
имел в точке 0x  перегиб, достаточно, чтобы 
точка 0x  являлась стационарной и 

( ) ( ) 000 00 <+′′⋅−′′ xfxf  

Если 0x  – стационарная точка дважды диф-
ференцируемой функции ( )xfy =  и 

( ) ( ) 000 00 <+′′⋅−′′ xfxf , то график функции 
( )xfy =  имеет в точке 0x  перегиб 

 
 

6 . 6 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Примеры  1. Найти интервалы монотонности функций 
1) ;3xxy −=                      2) .33 xxy −=  

. Решения. 
1) Находим производную ( ) 231 xxy −=′ . 
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Интервал, на котором функция возрастает, является решением неравенства 

.031 2 >− x  Решение неравенства – интервал ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1;

3
1 . 

Следовательно, данная функция возрастает на интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1;

3
1 . 

Интервал, на котором функция убывает, получаем из неравенства 
.031 2 <− x  

Решения этого неравенства – интервалы ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∞− ;
3

1и
3

1; . 

Следовательно, на интервалах ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∞− ;
3

1и
3

1;  функция убывает. 

 
2) Находим производную ( ) ( )1333 22 −=−=′ xxxy . 

Интервал, на котором функция возрастает, является решением неравенства 
( ) 013 2 >−x , т.е. ( ) ( )∞−∞− ;11; U . Интервал, на котором функция убывает, 

является решением неравенства ( ) 013 2 <−x , т.е. ( )1;1− . 

Ответы: 1) функция возрастает при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

3
1;

3
1x , функция убы-

вает при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;

3
1

3
1; Ux ; 2) функция возрастает при 

( ) ( )∞−∞−∈ ;11; Ux , функция убывает при ( )1;1−∈x  . 
☺ 

 
/ Примеры  2. Найти критические точки функции и проверить, имеет 
ли функция экстремум в этих точках: 

1) ;xy =                2) .2 xxy +=  

. Решения. 
1) График функции xy =  представлен на рис. 6.8. 

Производная 1=′y  при ( )∞+∈ ;0x  и 1−=′y  при ( )0;∞−∈x . 
В точке 0=x  производная не существует (по теореме о единственности 
предела), следовательно, 0=x  – критическая точка. При переходе через 
эту точку производная y′  меняет знак с (–) на (+). Следовательно, в данной 
точке функция xy =  имеет минимум.  
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Рис. 6.8. График функции xy =  Рис. 6.9. График функции xxy += 2  
 

2) График функции xxy += 2 представлен на рис. 6.9. 
Производная 3=′y  при 0>x  и 1=′y  при 0<x . В точке 0=x  производная 
не существует, 0=x  – критическая точка. При переходе через эту точку 
производная не меняет знак. Следовательно, в данной точке нет ни мини-
мума, ни максимума.  

Ответы:     1) 0=x , экстремум есть (минимум);     2) 0=x , экстре-
мума нет. 

☺ 
 

/ Примеры  3. Исследовать функцию и построить график 
1) ;133 +−= xxy                 2) 32 24 ++−= xxy . 

. Решения. 
1. Исследуем функцию в соответствии с планом исследования функ-

ции: 
1) ( ) RfD = ; 
2) ( )fE  рассмотрим позднее; 
3) корни найти трудно; 
4) ( ) 10 =f ; 
5) функция является функцией общего вида; 
6) интервалы монотонности и экстремумы функции необходимо най-

ти. 
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Производная ( ) 3313 23 −=
′

+−=′ xxxy . Критические точки находим 
из уравнения 0=′y : ⇒=′ 0y 1,1033 21

2 =−=⇒=− xxx . Критические точ-
ки разбивают область определения функции на интервалы монотонности. 
Найдём знак производной на каждом из интервалов и рассмотрим характер 
критических точек. 
 

x  ( )1; −∞−  –1 ( )1;1−  1 ( )∞;1  
Знак ( )xf ′  + 0 – 0 + 

( )xf  Ê 
max 
( ) 31 =−f  Ì 

min 
( ) 11 −=f  Ê 

 
График функции имеет максимум при 1−=x  и минимум при 1=x . 

Построим график функции 133 +−= xxy  (рис. 6.10.). По графику 
легко видеть, что ( ) RfE = . 

Рис. 6.10. График функции 133 +−= xxy  Рис. 6.11. График функции 
32 24 ++−= xxy  

 
2. Исследуем функцию в соответствии с планом исследования функ-

ции. 
1) ( ) RfD = ; 
2) ( )fE  рассмотрим позднее; 
3) корни функции: 3и3− ; 
4) ( ) 30 =f ; 
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5) функция чётная; 

6) интервалы монотонности: ( ) xxxxy 4432 324 +−=
′

++−=′ ; крити-
ческие точки находим из уравнения 044 3 =+−=′ xxy ; получаем 

1;0;1 321 ==−= xxx . 
Составим таблицу 

x  ( )1; −∞−  –1 ( )0;1−  0 ( );1;0 −  1 ( )∞;1  
Знак
( )xf ′  + 0 – 0 + 0 – 

( )xf  Ê max 
( ) 41 =−f  Ì 

min 
( ) 30 =f  Ê 

max 
( ) 41 =f  Ì 

 
График функции имеет максимум при 1±=x  и минимум при 0=x . 

Построим график функции 32 24 ++−= xxy  (рис. 6.11). Из графика 
видно, что ( ) ( ]4;∞−=fE . 

Данная функция чётная, поэтому достаточно было исследовать 
функцию и построить график при 0≥x . График при 0<x  получается зер-
кальным отражением графика при 0>x  относительно оси OY (симметрия 
графика чётной функции относительно оси OY). 

Ответы:     1) график см. рис. 6.10;     2) график см. рис. 6.11. 
☺ 

 
/ Пример  4. Найти интервалы выпуклости графика функции 

234 3
6
5

12
1 xxxy +−= . 

 
. Решение. Найдём вторую производную y ′′  и вычислим те значения не-
зависимой переменной x, при которых 0=′′y : 

65;6
2
5

3
1 223 −−=′′+−=′ xxyxxxy ; 

3;20 21 ==⇒=′′ xxy . 
Точки 32 21 == xx и  разбивают область определения на три интервала. 
Найдём знак второй производной y ′′  на каждом интервале, результаты за-
несём в таблицу. 
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 ( )2;∞−  2 (2; 3) 3 ( )∞+3;  
Знак y ′′  +  –  + 

 Выпуклость 
вниз 

 Выпуклость 
вверх 

 Выпуклость 
вниз 

 
Ответ: при ∈x  ( )2;∞−  U  ( )∞+;3  график функции 

234 3
6
5

12
1 xxxy +−=  (рис. 6.12) имеет выпуклость вниз, при ∈x  (2; 3) – 

выпуклость вверх.  
☺ 

 
 
 

  
 

Рис. 6.12. График функции 
234 3

6
5

12
1 xxxy +−=  

 
Рис. 6.13. График функции 

533 23 −+−= xxxy  

 
/ Пример  5. Найти промежутки выпуклости и точки перегиба графика 
функции 533 23 −+−= xxxy . 

. Решение. Находим производные данной функции 
( )1666,363 2 −=−=′′+−=′ xxyxxy . 

Вторая производная 0=′′y  при 1=x . При 1<x  вторая производная 
0<′′y , поэтому график имеет выпуклость вверх. При 1>x  вторая произ-

водная 0>′′y , следовательно, график имеет выпуклость вниз. Точка 
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( )4;1 −M  – точка перегиба графика функции 533 23 −+−= xxxy  
(рис. 6.13). 

Ответ: при ∈x  ( )1;∞−  график функции 533 23 −+−= xxxy  
(рис. 6.13) имеет выпуклость вверх, при ∈x  ( )∞+;1  – выпуклость вниз; 

( )4;1 −M  – точка перегиба.  
☺ 

 
/ Пример  6. Исследовать на экстремум с помощью второй производ-
ной функцию 12249 23 −+−= xxxy . 

. Решение. Найдём стационарные точки, то есть те значения аргумента 
x, при которых 0=′y : 

( ) 086324183 22 =+−=+−=′ xxxy  21 =⇒ x  и 42 =x  – стационарные 
точки. 
Теперь найдём вторую производную и определим её знак в стационарных 
точках: 

186 −=′′ xy ; 
( ) 20181222 =⇒<−=′′=′′ = xfy x  – точка максимума; 
( ) 40182444 =⇒>−=′′=′′ = xfy x  – точка минимума. 

Вычислим значения функции в точках экстремума:  
( ) 82max == fy ;     ( ) 44min == fy . 

Ответ: ( ) 82max == fy ;     ( ) 44min == fy .  

☺ 
 

6 . 7 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Найти интервалы монотонности функций: 

1) ;3xxy −=   2) ;73 23 +−= xxy   3) 
x

y 3
= ;  4) 

2xey −= . 

Найти экстремумы функций: 

5) ;43 xxy +=   6) xxy 2
2
1 4 −= ;  7) 14125

3
2 23 −+−= xxxy . 

Найти наибольшее и наименьшее значение функции 
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8) [ ]2;238 34 −+−= отрезке наxxy . 
Найти интервалы выпуклости графика функций: 
9) ;312 23 xxxy +−=   10) 23 3xxy +−= . 
Найти точки перегиба графика функций: 
11) ;763 +−= xxy   12) ;96 23 +−= xxy   13) ;956 24 −+−= xxxy  

14) ;3
2

1
+

−
=

x
y   15) 21

1
x

y
+

= . 

Исследовать функции на экстремум с помощью второй производной: 

16) ;322 −−= xxy   17) 432
3
1 23 ++−= xxxy . 

 
 

Ответы: 

1) функция убывает при ∈x  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∞+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −∞− ;

3
1

3
1; U , 

возрастает при ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−∈

3
1;

3
1x ; 

2) функция возрастает при ∈x  ( ) ( ) ( )2;0приубывает,;20; ∈∞+∞− xU ; 
3) функция убывает при ∈x  ( )0;∞−  U  ( )∞+;0 ; 
4) функция возрастает при ∈x  ( )0;∞− , убывает при ∈x  ( )∞+;0 ; 

5) экстремумов нет;  6) ( ) 2
31min −== fy ; 

7) ( ) ( ) 53;3
142 minmax −==−== fyfy ; 

8) ( ) ( ) 452;832 minmax ===−= fyfy ; 
9) при ∈x  ( )4;∞−  выпуклость вверх, при ∈x  ( )∞+;4  выпуклость вниз; 
10) при ∈x  ( )1;∞−   выпуклость вниз, при ∈x  ( )∞+;1  выпуклость вверх; 
11) ( )7;0M ;  12) ( )7;2 −M ;  13) ( )19;1 −−M ;  14) точек перегиба нет; 

15) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
3;

3
1M , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
3;

3
1N ; 

16) ( ) 41min −== fy ;  17) ( ) ( ) 43;3
161 minmax ==== fyfy . 
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7. АСИМПТОТЫ ГРАФИКА ФУНКЦИИ 

7 . 1 .  ВЕРТИКАЛЬНАЯ  АСИМПТОТА  

Определение 7.1. Вертикальная асимптота графика функции 
( )xfy =  – это такая прямая ax = , что ( ) ±∞=

−→
xf

ax 0
lim  или 

( ) ±∞=
+→

xf
ax 0

lim . 

Например, график функции 
x

y 1
=  имеет вертикальную асимптоту 

0=x  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞=

−→ xx

1lim
0

 и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞=

+→ xx

1lim
0

. Примеры графиков функций, 

имеющих вертикальные асимптоты, приведены на рис. 7.1. 
 

     
Рис.7.1. Примеры графиков функций с вертикальными асимптотами 

3=x  и Zkkx ∈π+
π

= ,
2
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7 . 2 .  ГОРИЗОНТАЛЬНАЯ  АСИМПТОТА  

Определение 7.2. Горизонтальная асимптота графика 
функции ( )xfy =  – это такая прямая by = , что ( ) bxf

x
=

±∞→
lim  (или 

( ) bxf
x

=
+∞→

lim , или ( ) bxf
x

=
−∞→

lim ). 

Например, функция xy 2=  имеет горизонтальную асимптоту 0=y  
( 02lim =

∞−→

x

x
). 

Функция 
x

xy 1+
=  имеет горизонтальную асимптоту 1=y  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

+
∞±→

11lim
x

x
x

. 

Функция xy tgarc=  имеет горизонтальные асимптоты 
22
ππ

−== yy и  

(
2

tgarclim;
2

tgarclim π
−=

π
=

−∞→+∞→
xx

xx
). 

 
Примеры графиков функций, имеющих горизонтальные асимптоты, 
приведены на рис. 7.2. 
 
 

   
 

Рис.7.2. Примеры графиков функций с горизонтальными асимптотами  
3−=y  и 1±=y  
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7 . 3 .  НАКЛОННАЯ  АСИМПТОТА  

Определение 7.3. Наклонная асимптота графика функции 
( )xfy =  – это такая прямая bkxy += , что 
( ) ( )[ ] 0lim =+−

∞→
bkxxf

x
 или ( ) ( )[ ] 0lim =+−

+∞→
bkxxf

x
 или 

( ) ( )[ ] 0lim =+−
−∞→

bkxxf
x

. 

Теорема 7.1. Для того, чтобы график функции ( )xfy =  имел при 
±∞→x  наклонную асимптоту bkxy += , необходимо и достаточно, чтобы 

существовали пределы 
( ) ( )[ ] bkxxfk
x
xf

xx
=−=

±∞→±∞→
limиlim . 

Дока з а т е л ь с т во . Без доказательства. 

Примеры графиков функций, имеющих наклонные асимптоты, 
приведены на рис. 7.3. 
 

   

Рис.7.3. Примеры графиков функций с наклонными асимптотами 
1+= xy  и 2+= xy  
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7 . 4 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Примеры  1. Найти асимптоты и построить графики функций: 

1) ;1
3

1
+

+
=

x
y      2) ;

4
4

2 −
=

x
y      3) .

3

2

+
=

x
xy  

. Решения. 
1). Чтобы найти вертикальные асимптоты, надо рассмотреть точки 

разрыва функции: 
( ) ( ) +∞=∉−=

+−→
xffDx

x 03
lim,3 , ( ) −∞=

−−→
xf

x 03
lim . 

Следовательно, прямая 3−=x  является вертикальной асимптотой графика 

функции 1
3

1
+

+
=

x
y  (рис. 7.4). 

 

 
 

Рис.7.4. График функции 1
3

1
+

+
=

x
y  

с вертикальной асимптотой 3−=x  
 и горизонтальной асимптотой 1=y  

 

Чтобы найти горизонтальные асимптоты, надо вычислить ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+±∞→
1

3
1lim

xx
: 
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11
3

1lim1
3

1lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ −∞→+∞→ xx xx
. 

Следовательно, прямая 1=y  является горизонтальной асимптотой графика 

функции 1
3

1
+

+
=

x
y  (рис. 7.4). 

Наклонных асимптот нет, так как 0
1

3
1

lim =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=
∞→ x

xk
x

. 

 
2). Чтобы найти вертикальные асимптоты, надо рассмотреть точки 

разрыва функции: 

( ) −∞=
−

∞=
−

∉=
−→+→ 4

4lim;
4

4lim;2 202202 xx
fDx

xx
. 

Следовательно, прямая x=2 – вертикальная асимптота. 

( ) ∞=
−

−∞=
−

∉−=
−−→+−→ 4

4lim;
4

4lim;2 202202 xx
fDx

xx
. 

Следовательно, прямая 2−=x  тоже является вертикальной асимптотой 
графика функции. 
 

Для отыскания горизонтальной асимптоты найдём 

0
4

4lim 2 =
−

=
∞→ x

b
x

. 

 
Следовательно, прямая 0=y  – горизонтальная асимптота. 

Наклонных асимптот у графика этой функции нет, так как 

( ) ( ) 044limlim
2

=
−

==
∞→∞→ x

xxfk
xx

. 

 
Чтобы найти экстремумы и интервалы монотонности, проведём 

исследование функции с помощью производной. 

( )
0и2;

4

8
4

4
222 =±=

−

−
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′ xx

x

x
x

y  – критические точки, так как при 

2±=x  производная y′  не существует, а при 0=x  производная 0=′y . 
Занесём данные для критических точек и интервалов между ними в 
таблицу: 
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x   –2  0  2  
y′  + Не 

существует + 0 – Не 
существует – 

y  Ê Разрыв Ê –1 
max Ì Разрыв Ì 

( ) 10max −== fy . 

График функции 
4

4
2 −

=
x

y  представлен на рис. 7.5. 

 

 
 

Рис.7.5. График функции 
4

4
2 −

=
x

y  

с вертикальными асимптотами 2±=x  
 и горизонтальной асимптотой 0=y  

 
3) ( )fDx ∉−= 3  – точка разрыва функции. 

Предел справа ;
3

lim
2

03
+∞=

++−→ x
x

x
предел слева −∞=

+−−→ 3
lim

2

03 x
x

x
. 

Следовательно, прямая 3−=x  является вертикальной асимптотой графика 
функции. 

Горизонтальных асимптот нет, так как ∞=
+∞→ 3

lim
2

x
x

x
. 

Чтобы найти наклонные асимптоты, вычислим коэффициенты .bk и  
( ) ( ) ;1

3
lim3limlim

2

=
+

=
+

==
−∞→∞→∞→ x

x
x
xx

x
xfk

xxx
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( )( ) 3
3

3lim
3

limlim
222

0
−=

+
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

∞∞→∞→ x
xxxx

x
xkxxfb

txxx
. 

Итак, 3;1 −== bk , следовательно, наклонной асимптотой к графику 
функции является прямая 3−= xy . 

Чтобы построить график, исследуем функцию с помощью 
производной. 

( )
( ) ( )

( )
( )22

2

2

22

3
6

3
6

3
32

3 +
+

=
+
+

=
+

−+
=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=′
x
xx

x
xx

x
xxx

x
xy . 

0=′y  при 6−=x  и при 0=x ; y′  не существует при 3−=x . 
Следовательно, 

0;3;6 =−=−= xxx  – критические точки. 

x   –6  –3  0  
y′  +  –  –  + 
y  Ê –12 

max 
Ì Разрыв Ì 0 

min 
Ê 

 

 
Рис.7.6. График функции 

3

2

+
=

x
xy  

с вертикальной асимптотой 3−=x  
 и наклонной асимптотой 3−= xy  

 
( )
( ) .00

;126

min

max

==
−=−=

fy
fy
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График функции 
3

2

+
=

x
xy  представлен на рис. 7.6. 

Ответы: 1) вертикальная асимптота 3=x , горизонтальная 
асимптота 1=y , наклонных асимптот нет; 
   2) вертикальные асимптоты 2±=x , горизонтальная 
асимптота 0=y , наклонных асимптот нет; 
   3) вертикальная асимптота 3−=x , горизонтальных 
асимптот нет, наклонная асимптота 3−= xy . 

☺ 
 

/ Пример  2. Исследовать функцию 21
1
x

y
+

=  и построить график. 

. Решение. Исследование функции и построение графика можно 
проводить по следующей схеме: 

1) область определения функции (D ( f )); 
2) точки разрыва и вертикальные асимптоты; 
3) чётность, нечётность, периодичность; 
4) точки пересечения графика с осями координат; 
5) поведение функции на бесконечности: горизонтальные и 

наклонные асимптоты; 
6) интервалы монотонности и экстремумы, точки перегиба. 

Для функции 21
1
x

y
+

=  

1) ( ) RfD = ; 
2) точек разрыва нет, вертикальных асимптот нет. 
3) функция чётная (график симметричен относительно оси OY ), 

непериодическая; 
4) ( ) xyyy ∀>≠= при0,0;10  (график лежит в верхней 

полуплоскости); 

5) 0;0
1

1lim 2 ==
+±∞→

y
xx

 – горизонтальная асимптота; наклонных 

асимптот нет; 

6) 
( )221

2

x

xy
+

−=′ . 

 

x   0  
y′ + 0 – 

y  Ê 1 
max Ì 

        ( ) 10max == fy . 
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( ) 3
1;

3
1

1

312 32

2

=−=⇒
+

−
−=′′ xx

x

xy  – точки перегиба. 

График функции 21
1
x

y
+

=  представлен на рис. 7.7. 

 
 

Рис.7.7. График функции 21
1
x

y
+

=  

 
Ответ: график см. рис. 7.7. 

☺ 

7.5. ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Найти асимптоты графиков функций: 

1) ;
5

1
−

=
x

y   2) ;
1−

=
x

xy   3) ;
12 +

=
x

xy   4) ;
25

5
2−

=
x

y  

5) ;562

x
xxy −+

=   6) ;12

x
xy +

=   7) ;
4

452

−
+−

=
x

xxy   8) 
2xey −= . 

 
 

Ответы: 
1) 3;0 == xy ;  2) 1;1 == yx ;  3) при 1при,1 −=−∞→=+∞→ yxyx ; 
4) 0;5;5 ==−= yxx ;  5) 6и0 +== xyx ;  6) xyx == ;0 ; 
7) 1;4 −== xyx ;  8) .0=y  
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8. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

8 . 1 .  ПЕРВООБРАЗНАЯ  И  НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ  ИНТЕГРАЛ  

Определение 8.1. Первообрáзная функция функции ( )xf  на 
промежутке [ ]ba;  – это функция ( )xF , для которой ( ) ( )xfxF =′  
при любом x из промежутка [ ]ba; . 

Например, функция ( )
3

3xxF =  является первообразной функции ( ) 2xxf =  

на промежутке ( )∞+∞− ; , так как 2
3

3
xx

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 при любом Rx∈ . 

( ) 5
3

3

+=
xxF  тоже первообразная функции ( ) 2xxfy == . 

Определение 8.2. Неопределённый интеграл функции ( )xf  – 
это множество всех первообразных данной функции. 

Обозначают:  

( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , где ( ) ( )xfxF =′ , const=C . 

8 . 2 .  СВОЙСТВА  НЕОПРЕДЕЛЁННОГО  ИНТЕГРАЛА  

1. ( ) ( );xfdxxf =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫  
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2. ( ) ( ) ;dxxfdxxfd =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫  

3. ( ) ( )∫ +=′ Cxfdxxf ; 

4. ( ) ( )∫ += Cxfxfd ; 

5. ( ) ( )∫ ∫= dxxfadxxfa , где const=a ; 

6. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ dxxfdxxfdxxfxf 2121  

8 . 3 .  ТАБЛИЦА  ИНТЕГРАЛОВ  

 

C
m
xdxx

m
m +

+
=∫

+

1

1

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∫ Cxdx  ∫ +−= Cxdxx cossin  

∫ += Cx
x
dx ln  ∫ += Cxdxx sincos  

∫ += Cedxe xx  ∫ += Cx
x

dx tg
cos2  

∫ += C
a

adxa
x

x

ln
 ∫ +−= Cx

x
dx ctg

sin2  

  

∫ +=
−

C
a
x

xa
dx arcsin

22
 ∫ +=

−
Cx

x
dx arcsin

1 2
 

∫ +⋅=
+

C
a
x

axa
dx tgarc1

22  ∫ +=
+

Cx
x

dx tgarc
1 2  

∫ +
+
−

=
−

C
ax
ax

aax
dx ln

2
1

22  

8 . 4 .  МЕТОДЫ  ИНТЕГРИРОВАНИЯ  

Метод замены переменной 

Если ( ) ( )∫ += CxFdxxf , то: 
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1) ( ) ( )∫ += CaxF
a

dxaxf 1 ; 

2) ( ) ( ) CbxFdxbxf ++=+∫ ; 

3) ( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫ 1 . 

Если подынтегральная функция ( )xf  имеет вид ( )
( ) ( ) ( )xgxg
xg
xg ′⋅

′
или , 

то удобно ввести новую переменную ( ) txg = , тогда ( ) dtdxxg =′  и 

( ) ( )
( ) ( )∫ ∫ ∫ +=+==
′

= CxgCt
t
dtdx

xg
xgdxxf lnln , 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫ +=+==′⋅= CxgCttdtdxxgxgdxxf
22

22

. 

 
Метод интегрирования по частям 
Формула интегрирования по частям: 

∫ ∫−⋅= duvvuudv , 

где ( )xuu =  и ( )xvv = . 
Метод интегрирования по частям используют, когда интеграл в 

правой части проще (ближе к табличному), чем интеграл в левой части. 

8 . 5 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Примеры  1. Доказать, что функция ( )xF  есть первообразная 
функции ( ) Rxxf ∈при : 

1) ( ) ( ) ;5; 45 xxfxxF ==  
2) ( ) ( ) ;sin;4cos xxfxxF −=−=  
3) ( ) ( ) 34 4;5 xxfxxF −=−= . 

. Решения. Функция ( )xF  есть первообразная функции ( )xf , если 
( ) ( )xfxF =′ . Найдём ( )xF ′  и проверим выполнение этого условия. 

1) ( ) ( ) ( ) ;5;5 445 xxfxxxF ==
′

=′  

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ;sin;sin4cos4cos xxfxxxxF −=−=′−′=′−=′  
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3) ( ) ( ) ( ) ( ) 3344 4;45 xxfxxxxF −=−=
′

−=
′

−=′ . 
Ответ: функция ( )xF  является первообразной функции ( )xf  во всех трёх 
случаях. 

☺ 
 

/ Примеры  2. Найти интегралы 

1) ( )∫ ++ ;13 2 dxxx       2) ∫ + dx
x

x2 ; 

3) ∫ − 24 x
dx ;                4) ∫ + 236 x

dx . 

. Решения. Воспользуемся свойствами 2) и 3) неопределённого 
интеграла, а также таблицей интегралов. 

1) ( )∫ ∫ ∫ ∫ =++=++ dxdxxdxxdxxx 22 313  

CxxxCxxx
+++=+++⋅=

223
3

2
3

23

. 

2) ∫ ∫ ∫ ++=+=
+ Cxxdx

x
dxdx

x
x ln222 . 

3) Cx
x

dx
x

dx
+=

−
=

−∫ ∫ 2
arcsin

24 222
. 

4) ∫ ∫ +=
+

=
+

Cx
x

dx
x

dx
6

arctg
6
1

636 222 . 

 

Ответы:   1 )  Cxxx +++
2

2
3 ;        2 )  Cxx ++ln2  ;        

3 )  Cx
+

2
arcsin        4 )  Cx

+
6

arctg
6
1 .  

☺ 
 
 

/ Пример  3. Найти интеграл ∫ ⋅ xx
dx

22 cossin
. 

. Решение. Для вычисления интеграла надо преобразовать 
подынтегральную функцию. 
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Учитывая основное тригонометрическое тождество 1cossin 22 =+ xx , 
получим: 

∫ ∫ ∫ ∫ +−=+=
⋅
+

=
⋅

Cxx
x

dx
x

dxdx
xx
xx

xx
dx ctgtg

sincoscossin
cossin

cossin 2222

22

22 . 

 
Ответ: Cxx +− ctgtg  . 

☺ 
 
 
/ Пример  4. Найти интеграл ∫ dxx5cos . 

. Решение. I способ. Используем метод замены переменной (раздел 8.4): 

если ( ) ( )∫ += CxFdxxf , то ( ) ( ) CaxF
a

dxaxf +=∫ 1 . 

Следовательно, Cxdxx +=∫ 5sin
5
15cos . 

II способ. Пусть tx =5 , тогда dxdt 5= . 

∫ ∫ ∫ +=+=== CxCtdttdttdxx 5sin
5
1sin

5
1cos

5
1

5
cos5cos . 

Ответ: Cx +5sin
5
1  . 

☺ 
 
 
/ Примеры  5. Найти интегралы: 

1) ∫ dxe
x

x
1

2
1 ;          2) dxxe x cossin∫ . 

. Решения. Найдём интегралы методом замены переменной. 

1) Пусть 2
1тогда,1

t
dtdx

t
xt

x
−=⇒==  и 

CeCedte
t
dtetdxe

x
xtttx +−=+−=−=

−
= ∫∫∫

1

2
2

1

2
1 . 

2) Пусть dtdxxtx == cos,sin тогда  и 
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CeCedtedxxe xttx +=+==⋅ ∫∫ sinsin cos . 

Ответы: 1) Ce x +−
1

;     2) Ce x +sin  . 
☺ 

 
 
/ Примеры  6. Найти интегралы: 

1) ∫ ++
+ ;

15
155

35

24

dx
xx

xx        2) ∫ +
;

14 3

2

x
dxx        3) ∫ ⋅ dxxx 2cossin . 

. Решения. 

Если ( )xf  имеет вид ( )
( ) ( ) ( ),xgxg
xg
xg ′⋅

′
или  то можно ввести новую 

переменную ( )xgt = .Тогда ( ) dxxgdt ′=  и интеграл упрощается. 
1) Пусть ( ) dtdxxxtxx =+=++ 2435 155,15 тогда  и 

∫ ∫ +++=+==
++

+ CxxCt
t
dtdx

xx
xx 15lnln

15
155 35

35

24

. 

2) Пусть tx =+14 3 , тогда dtdxx =212  и 

∫ ∫ ++=+==
+

CxCt
t
dt

x
dxx 14ln

12
1ln

12
1

12
1

14
3

3

2

. 

3) Пусть tx =cos , тогда dxxdt sin−=  и 

∫ ∫ +−=+−=−=⋅ CxCtdttdxxx
3

cos
3

cossin
33

22 . 

Ответы:  1) ;15ln 35 Cxx +++    2) Cx ++14ln
12
1 3 ;    

3) Cx
+−

3
cos3

 . 

☺ 
 
 
/ Примеры  7. Найти интегралы: 

1) ∫ ⋅ ;dxex x       2) ∫ ;ln dxx       3) ∫ ⋅ dxxx cos . 
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. Решения. 
Используем формулу интегрирования по частям. 
1) Пусть xx eVdxdUdxedVxU ==== ,тогда,;  и 

∫ ∫ +−=−=⋅ Cexedxexedxex xxxxx . 

2) Пусть xV
x
dxdUdVdxUx ==== ,,;ln тогда  и 

∫ ∫ +−=−= Cxxx
x
dxxxxdxx lnlnln . 

3) Пусть xVdxdUdVdxxUx sin,тогда,cos; ====  и 

∫ ∫ ++=−=⋅ Cxxxdxxxxdxxx cossinsinsincos . 

Ответы: 1) Cexe xx +− ;      2) Cxxx +−ln ;      3) Cxxx ++ cossin  . 

☺ 
 
 

8 . 6 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Найти интегралы: 

1) ∫ ;7 dxx   2) ( )∫ +− ;34 2 dxxx   3) ( )∫ − ;132 2 dxx   4) ∫ − ;4dxx   5) ∫ .
x

dx  

Найти интегралы при помощи формул (1–3) (раздел 8.4): 

6) ∫ ;3cos dxx   7) ;10 dxe x∫ −   8) ( )∫ + ;43sin dxx   9) ( ) dxx∫ + 252 . 

Найти интегралы методом замены переменной: 

10) ∫ +
;

53 3

2

x
dxx   11) ( ) ;1

52 dxxx∫ +   12) ∫ ⋅ ;cossin 2 dxxx  

13) ∫ ;
3
2 dx

x

x

  14) ∫ +
;

13

2

x
dxx   15) ;

12∫ +x
dxx   16) ∫ dxxtg . 

Найти интегралы методом интегрирования по частям: 

17) ∫ ;sin dxxx   18) ∫ ;ln dxxx   19) ;sinarc∫ dxx   20) ∫ dxxx 2sin . 
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Ответы: 

1) ;7 Cx +   2) ;122
3
4 23 Cxxx ++−   3) ;266 23 Cxxx ++−  

4) ;
3
1

3 C
x

+−   5) ;2 Cx +   6) ;3sin
3
1 Cx +   7) ;

10
1 10 Ce x +

− −  

8) ( ) ;43cos
3
1 Cx ++−   9) ( ) ;

6
52 3

Cx
+

+   10) ;53ln
15
1 3 Cx ++  

11) ( ) ;1
12
1 62 Cx ++   12) ;

3
cos3

Cx
+−   13) ;

2ln
2

3
2 C

x

+  

14) ;1
3
2 3 Cx ++   15) ( ) ;1ln

2
1 2 Cx ++   16) ;cosln Cx +−   

17) ;sincos Cxxx ++−   18) ;
4

ln
2

22

Cxxx
+−   19) ;1arcsin 2 Cxxx +−+⋅  

20) Cxxx
++− 2sin

4
12cos

2
. 

 



 93

 

 

9. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

9 . 1 .  ВЫЧИСЛЕНИЕ  ОПРЕДЕЛЁННОГО  ИНТЕГРАЛА  

Для вычисления определённого интеграла от функции ( )xf  в том 
случае, когда можно найти соответствующий неопределённый интеграл, 
используют формулу Ньютона – Лейбница 

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

aFbFdxxf , ( ) ( )xfxF =′где . 

Например, вычислим определённые интегралы 1) ;
2

1

2∫
−

dxx        2) ∫
e

x
dx

1

.  

Для вычисления интегралов воспользуемся формулой Ньютона –
 Лейбница и найдём разность первообразных в точках верхнего и нижнего 
пределов: 

1) 
3

32

1

2 xdxx =∫
−

( ) 3
3
1

3
2 332

1
=

−
−=

−
; 

2) x
x

dxe

ln
1

=∫ 1011lnln
1

=−=−= e
e

. 

9 . 2 .  ПЛОЩАДЬ  КРИВОЛИНЕЙНОЙ  ТРАПЕЦИИ  
И  ОПРЕДЕЛЁННЫЙ  ИНТЕГРАЛ  

Фигуру, заштрихованную на рис. 9.1 ( ( ) 0≥= xfy  при [ ]bax ;∈ ), 
называют криволинейной трапецией. 
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Рис. 9.1. Криволинейная трапеция 
Рис. 9.2. Функция ( )ξS  как площадь 

криволинейной трапеции 
с переменной правой границей 

 
Рассмотрим функцию S(ξ) – площадь криволинейной трапеции с 

переменной правой границей (переменной криволинейной трапеции), 
ограниченной графиком ( )xfy = , осью OX, вертикальной прямой ax =  и 
вертикальной прямой с переменным положением ξ=x  (рис. 9.2). 

Положение правой границы 
трапеции изменяется вдоль 
оси OX. Переменная 
координата правой границы 
трапеции – текущее 
изменяющееся значение 
независимой переменной x – 
здесь обозначена через ξ. 

Легко видеть, что при 
a=ξ  площадь переменной 

криволинейной трапеции 
( ) 0=aS . Обозначим ( ) SbS =  

площадь переменной 
криволинейной трапеции при 

b=ξ . 
Покажем, что ( )xS  – 

первообразная функции 
( )xfy = . 

 

 

 
 

Рис.9.3. Приращение площади криволинейной 
трапеции ( )ξΔ S  (заштриховано на рисунке) 

при приращении аргумента ξΔ  
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При малых ξΔ  

( ) ( ) ( ) ( ) ξΔ⋅ξ≈ξ−ξΔ+ξ=ξΔξΔ fSSS:  и ( ) ( )ξ≈
ξΔ
ξΔ fS . 

Перейдём к пределу при 0→ξΔ : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξξ=ξ′⇒ξ=
ξΔ
ξΔ

→Δ
SfSfS

x
т.е.,lim

0
 – первообразная функции ( )ξf . 

Все первообразные запишем в виде: ( ) ( ) CSF +ξ=ξ . 
Тогда при a=ξ      

( ) ( ) CCaSaF +=+= 0 , 
откуда ( ) CaF =  и ( ) ( ) ( )aFSF +ξ=ξ . 
Тогда при b=ξ  имеем  

( ) ( ) ( ) ( )aFSaFbSbF +=+=  ⇒ 

⇒ ( ) ( ) =−= aFbFS ( ) ( )∫∫ =ξξ
b

a

b

a

dxxfdf . 

В последнем равенстве сделана обратная замена переменной ξ на 
привычное x ( x→ξ ), так как обозначение переменной под знаком 
интеграла значения не имеет и мы полагали x=ξ  с самого начала. 

 
Геометрический смысл определённого интеграла. Определённый 

интеграл численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной 
графиком непрерывной и неотрицательной на [ ]ba;  функции ( )xfy = , 
осью OX и прямыми ax =  и bx = . 

 

9 . 3 .  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЁННОГО  ИНТЕГРАЛА  

1) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121   

(интеграл суммы равен сумме интегралов); 

2) ( ) ( ) constгде, =⋅=⋅∫ ∫ kdxxfkdxxfk
b

a

b

a

 

(постоянный множитель можно вынести за знак интеграла); 
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3) ( ) ( )∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf  

(при перемене местами пределов интегрирования интеграл меняет знак); 

4) ( )∫ =
a

a

dxxf 0  

(интеграл по отрезку нулевой длины равен 0); 

5) Если [ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+=∈
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxfbac  то,;  

(интеграл по отрезку равен сумме интегралов по частям отрезка). 
 
 

9 . 4 .  ВЫЧИСЛЕНИЕ  ПЛОЩАДЕЙ  ПЛОСКИХ  ФИГУР  

1) Если ( )xf  непрерывна и 
неотрицательна на [ ]ba; , то 

( )∫=
b

a

dxxfS  (рис. 9.4). 

 
2) Если ( ) 0≤xf  на [ ]ba; , то 

( )∫−=
b

a
dxxfS  (рис. 9.5). 

3) Если ( ) ( )xfxf 12 ≥  при 

[ ]bax ;∈∀ , то ( ) ( )( )∫ −=
b

a
dxxfxfS 12  

(рис. 9.6). 
 
 

 

 

 
 

Рис. 9.4. Криволинейная трапеция 
расположена в верхней полуплоскости 
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9 . 5 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Примеры  1. Вычислить определённые интегралы: 

1) ( )∫
−

++
2

1

2 12 dxxx ;       2) ( )∫
−

++
1

1

10sin dxxxx ;       3) ∫
2

0

sin cos
π

dxxe x . 

. Решения. 
 

1) Найдём первообразную подынтегральной функции и вычислим 
интеграл по формуле Ньютона – Лейбница: 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++

−−
∫

1

1

23
2

1

2

3
112 xxxdxxx  

( ) ( ) ( ) .9111
3
1222

3
1 1323 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=  

2) Используем свойства определённого интеграла и формулу 
Ньютона – Лейбница: 

 

 
 

Рис. 9.5. Криволинейная трапеция 
расположена в нижней полуплоскости 

 

 

 
 

Рис. 9.6. Искомая площадь ограничена 
графиками ( )xfy 2=  (сверху), ( )xfy 1=  

(снизу) и линиями ax =  и bx =  
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( ) ( ) =+−+=++
−−−−

∫
1

1

11
1

1

1

1

2
1

1

10

11
cos

2
1sin xxxdxxxx  

( ) ( )( ) ( )
11
211

11
11cos1cos11

2
1

=++−+−+−= . 

3) Чтобы найти первообразную, введём новую переменную и сведём 
интеграл к табличному, а затем используем формулу Ньютона – Лейбница. 

Пусть yx =sin , тогда dydx =cos . При 0=x    0=y , при 
2
π

=x  1=y . 

Тогда 

1cos

1

0

1

0

2

0

sin −=== ∫∫
π

eedyedxxe yyx . 

Ответы: 1) 9;       2) 
11
2 ;       3) 1−e  . 

☺ 
 
/ Примеры  2. Вычислить площади фигур, ограниченных: 

1) линиями 222 +−= xxy , 1−=x , 2=x  и отрезком [ ]2;1 −  оси OX ;  
2) линиями OXxxy  осью и и 13 −== ; 
3) линиями 3+= xy  и 12 += xy . 

. Решения. 
1) Функция 222 +−= xxy  положительна в своей области 

определения (дискриминант 042 <−=Δ acb , следовательно, квадратный 
трёхчлен не имеет корней). Чтобы найти площадь, используем формулу 
площади криволинейной трапеции: 

( ) 62
3

22
2

1

2

1

2
2

1

2

1

3
2 =+−=+−=

−
−

−
∫ xxxdxxxS . 

2) На отрезке [ ]0;1−  функция 3xy =  принимает отрицательные 
значения (рис. 9.7), поэтому площадь искомой фигуры можно вычислить 

по формуле ( )∫−=
b

a

dxxfS : 
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4
1

4

0

1

40

1

3 =−=−=
−−

∫ xdxxS . 

 

 
 

Рис. 9.7. Искомая площадь ограничена 
сверху осью OX , снизу — графиком 

функции 3xy =  

Рис. 9.8. Искомая площадь ограничена 
графиками 3+= xy  (сверху)  

и 12 += xy  (снизу) 
 

3) Постоим график функций 13 2 +=+= xyxy  и  (рис. 9.8). Площадь 
искомой фигуры равна разности определённых интегралов 

( ) ( )∫∫ +−+=
b

a

b

a

dxxdxxS 13 2 . 

Чтобы найти пределы интегрирования, найдём абсциссы точек 
пересечения графиков функций 13 2 +=+= xyxy  и : 

2;113 21
2 ==−==⇒+=+ bxaxxx . 

Тогда 

( ) ( ) ( )
2
92

2
1

3
213

2

1

2

1

2
2

1

32

1

2
2

1

2
2

1
=++−=++−=+−+=

−−−−−−
∫∫∫ xxxdxxxdxxdxxS . 

Ответы: 1) 6;       2) 
4
1 ;       3) 

2
9  . 

☺ 
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9 . 6 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Вычислить определённые интегралы: 1) ∫
3

1

3dxx ;     2) ∫
π
2

3

0

cos dxx ;   

3) ∫
π

π

2

6

cos dxx ;     4) ∫
π

π

3

4

2sin x
dx ;     5) ∫

− −

2
3

1
21 x

dx ;     6) ∫
9

4
x

dx ;     7) ∫
π

4

0

4sin dxx ;  

8) ( )∫
π

−
2

0

sin3cos2 dxxx ;     9) ( )∫ −
3

2

312 dxx ;     10) ∫ −

2

1
15x

dx . 

Найти площади фигур, ограниченных: 

11) графиком функции xy cos=  и отрезком ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ

2
3;

2
 оси ОХ; 

12) параболой 21,9 2 =−=−= xxxy  и  прямыми и осью ОХ; 
13) прямыми 30,2 === xyxy  и ; 
14) параболами 2xy =  и 12 2 −= xy ; 
15) параболой 42 +−= xy  и прямой 0=y ; 
16) линией xy sin=  и отрезком [ ]π,0  оси ОХ; 
17) параболой 0,2 ≥= yxy  и прямыми 41 == xx и ; 

18) графиком функции xy cos= , отрезком ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

π
− ;

6
5  оси ОХ и прямыми 

6
5π

−=x  и π=x . 

 
 

Ответы: 

1) 20;  2) –1;  3) 
2
1 ;  4) 

3
33 − ;  5) 

6
5π ;  6) 2;  7) 

2
1 ;  8) –1;  9) 68; 

10) 
5
2 ;  11) 2;  12) 24;  13) 9;  14) 

3
4 ;  15) 

3
210 ;  16) 2;  17) 

3
24 ;  18) 

2
7 . 
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10. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

1 0 . 1 .  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  УРАВНЕНИЕ .  
ОБЩИЕ  ПОНЯТИЯ  

Дифференциальным уравнением называют уравнение, связывающее 
независимую переменную х, неизвестную функцию y и её производные 
(или дифференциалы). 

Например, 0=−′′
x
yy  или 0cos2 =+ dxxdyy . 

Дифференциальные уравнения – качественно иной математический 
объект по сравнению с алгебраическими уравнениями, которые изучают в 
школе. Решением алгебраического уравнения является число  (значение 
неизвестной); решением дифференциального уравнения является функ -
ция  (конкретный вид неизвестной функции). 

Этот факт говорит об области применения тех и других уравнений. 
Алгебраические уравнения, решением которых являются числа, описыва-
ют с т ационарные  (неизменные) состояния систем. Даже для движу-
щихся систем это, например, постоянное значение скорости или постоян-
ное значение ускорения. 

Дифференциальные уравнения, решением которых являются функ-
ции – зависимости между переменными, описывают динамиче с ки е  
(изменяющиеся) состояния систем. 

 
Дифференциальное уравнение называют обыкновенным, если иско-

мая функция зависит только от одной независимой переменной. 
Общий вид обыкновенного дифференциального уравнения: 

( )( ) 0,...,,, =′′′ nyyyyxF . 
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В дифференциальном уравнении неизвестной является функция  
( )xfy = , а не переменная x. 
 
Порядком дифференциального уравнения называют порядок стар-

шей производной, входящей в данное уравнение. 
Например, 0=−′ yy  – дифференциальное уравнение первого поряд-

ка, 02510 =+′−′′ yyy  – дифференциальное уравнение второго порядка. 
 
Решением (или интегралом) дифференциального уравнения называ-

ют такую функцию, которая обращает данное уравнение в тождество. 

Например, уравнение 0=+′ kyy  имеет решение kxey −= , так как 
kxkey −−=′  и 0 ≡⋅+−=+′ −− kxkx ekkekyy . 

Решить дифференци-
альное уравнение – значит 
найти все его решения. 

 
График функции, яв-

ляющейся решением диффе-
ренциального уравнения, на-
зывают интегральной кри-
вой. 

Например, решением 
дифференциального уравне-
ния 23xy =′  является функ-

ция Cxdxxy +== ∫ 323 . На 

рис. 10.1 представлены ин-
тегральные кривые при раз-
личных значениях произ-
вольной постоянной C. 

 
Дифференциальное 

уравнение имеет бесконеч-
ное множество решений. 

 
 

 

 

 
 

Рис. 10.1. Интегральные кривые Cxy += 3  
дифференциального уравнения 23xy =′  
при различных значениях постоянной C 
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1 0 . 2 .  ЗАДАЧА  КОШИ  И  ЕЁ  ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ  СМЫСЛ  

Дифференциальные уравнения рассматривают как математические 
модели различных процессов. Для исследования конкретного процесса на-
до из общего решения уравнения выделить частное. При этом к дифферен-
циальному уравнению необходимо добавить какие-то дополнительные ус-
ловия. Чаще всего для исследования процесса, развивающегося во време-
ни, вводят начальные условия. 

Для выделения единственного решения дифференциального урав-
нения первого порядка надо задать значение искомой функции при фикси-
рованном значении аргумента ( ) 00 yxy =  (начальные условия). Это задача 
Коши. 

Например, найдём частное решение уравнения 23xy =′  при 
1) ( ) 00 =y ; 2) ( ) 10 =y . 

1) Общее решение дифференциального уравнения 23xy =′  – функ-
ция Cxy += 3 . Если ( ) 000 3 =+= Cy , то 0=C  и, следовательно, 3xy = . 

2) Если ( ) 100 3 =+= Cy , то 1=C  и, следовательно, 13 += xy . 
Решения 133 +== xyxy  и  – частные решения уравнения, удовле-

творяющие заданным начальным условиям ( ) 00 =y  и ( ) 10 =y  соответст-
венно. 

Геометрический смысл задачи Коши при решении дифференциаль-
ного уравнения первого порядка состоит в нахождении интегральной кри-
вой, проходящей через данную точку координатной плоскости. 

1 0 . 3 .  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  
С  РА ЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ  ПЕРЕМЕННЫМИ  

Дифференциальными уравнениями с разделяющимися переменными 
называют дифференциальные уравнения, которые можно привести к виду 

( ) ( ) ( )xfygxfy  где,⋅=′  – функция, зависящая только от x, а ( )yg  – функ-
ция, зависящая только от y. 

 
В уравнениях с разделяющимися переменными можно разделить пе-

ременные: в левой части записать выражение, зависящее от одной пере-
менной (например, y), а в правой – от другой (например, x): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxf
yg

dyygxf
dx
dyygxfy =⇒⋅=⇒⋅=′ . 

Если переменные разделены, то для решения уравнения надо проинтегри-
ровать обе его части: 

( ) ( )∫ ∫= dxxf
yg

dy . 

При решении уравнений с разделяющимися переменными возмож-
на потеря решений при разделении переменных (когда ( ) 0=yg ). Эти слу-
чаи надо рассматривать отдельно. 

1 0 . 4 .  ЛИНЕЙНЫЕ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  
ПЕРВОГО  ПОРЯДКА  

Линейные дифференциальные уравнения первого порядка имеют 
вид 

( ) ( )xfyxpy =⋅+′ . 
Если ( ) 0=xf , то уравнение превращается в линейное однородное, которое 
является уравнением с разделяющимися переменными. 

Если ( ) 0≠xf , то уравнение является линейным неоднородным. 
 
Ищем решение уравнения ( ) ( )xfyxpy =⋅+′  в виде vuy ⋅= , где u и 

v  – функции от х. Тогда vuvuy ′+′=′  и уравнение будет иметь вид: 
( ) ( )xfvuxpvuvu =⋅⋅+′⋅+⋅′    или   ( )( ) ( )xfuxpuvvu =⋅+′+′⋅ . 

Выберем u так, чтобы ( ) 0=⋅+′ uxpu  (т.е. u – решение линейного одно-
родного уравнения, соответствующего данному неоднородному), тогда 

( )xfvu =′⋅ . Из последнего уравнения находим v. 
 
При решении линейного неоднородного уравнения можно решить 

сначала линейное однородное уравнение ( ) 0=+′ yxpy , а затем применить 
метод вариации производной постоянной: 

( ) ( )⇒−=
′

⇒=+′ xp
y
yyxpy 0  

( ) ( ) ⇒+−=⇒−=⇒ ∫∫ ∫ Cdxxpydxxp
y

dy lnln  

( )∫⋅=⇒
− dxxpeCy . 
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Ищем решение уравнения ( ) ( )xfyxpy =⋅+′  в виде ( ) ( )∫⋅ϕ=
− dxxpexy . Вы-

числим ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅∫−⋅ϕ+∫⋅ϕ′=′

−− xpexexy dxxpdxxp  и подставим в урав-

нение, которое примет вид ( ) ( ) ( )xfex dxxp
=∫⋅ϕ′

−  или ( ) ( )∫⋅=
ϕ dxxpexf

dx
d  и, 

следовательно,  

( ) ( ) ( )
1Cdxexfx dxxp

+∫⋅=ϕ ∫ . 

Подставляя данное выражение в решение однородного уравнения, полу-
чим решение уравнения ( ) ( )xfyxpy =⋅+′ : 

( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫⋅+⋅∫= ∫− dxexfCey dxxpdxxp . 

1 0 . 5 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Решить уравнение xy 3=′ . 

. Решение. Это простейшее дифференциальное уравнение первого по-
рядка вида ( )xfy =′ . 
Множество решений этого уравнения – неопределённый интеграл 

( )∫ dxxf . 

Cxdxxyxy +==⇒=′ ∫ 2
333

2

. 

Ответ: Cxy +=
2

3 2

 . 
☺ 

 
 
/ Примеры  2. Проверить, является ли функция ( )xfy =  решением 
дифференциального уравнения: 

1) ;2,2 yyey x =′=                  2) 1;1 +−=+= − y
dx
dyey x ; 

3) xxx eyyeey 33;2 =+′+= − . 
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. Решения. 
1) xey 2= ; найдём производную: 22 ⋅=′ xey . 

При подстановке y  и y′  в уравнение получим тождество xx ee 22 22 ⋅=⋅ . 
Это значит, что xey 2=  является решением уравнения. 

2) xx ey
dx
dyey −− −=′=+= ;1 . Подставим 

dx
dy  и y в уравнение: 

( ) xxx eee −−− −=++−=− 11 (тождество) ⇒ 1+= −xey  является решением. 
3) xxxx eeyeey +−=′+= −− 22 2; . Подставим y′  и y в уравнение: 

( ) xxxxxxxx eeeeeeee 34332 222 ≠+⇔=+++− −−− ⇒  
xx eey += −2  не является решением уравнения. 

Ответы:     1) является;     2) является;     3) не является. 
☺ 

 
/ Примеры  3. Решить задачу Коши: 

1) ( ) 41;123 2 =++=′ yxxy ;                 2) ( ) 21;4 3 ==′ − yxy ; 

3) ( )
6
50;3sin

3
1

==′ yxy . 

. Решения. 

1) ( ) Cxxxdxxxyxxy +++=++=⇒++=′ ∫ 2322 123123 . 

( ) 141111 =⇒=+++= CCy , следовательно, частное решение, удовлетво-
ряющее начальному условию, имеет вид: 123 +++= xxxy . 

2) ∫ +−=+
−

==⇒=′
−

− C
x

Cxdx
x

yxy 2

2

3
3 2

2
444 . 

( ) 4221 =⇒=+−= CCy . Искомое частное решение: 42
2 +−=

x
y . 

3) Cxdxxyxy +−==⇒=′ ∫ 3cos
9
13sin

3
13sin

3
1 . 

( )
18
17

18
215

9
1

6
5

6
5

9
10cos

9
10 =

+
=+=⇒=+−=+−= CCCy . 

Следовательно, искомое частное решение: 
18
173cos

9
1

+−= xy . 
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Ответы: 

1) 123 +++= xxxy ;         2) 42
2 +−=

x
y ;         3). 

18
173cos

9
1

+−= xy  . 
☺ 

 
/ Примеры  4. Решить дифференциальные уравнения 

1) 
x
yy 2

=′ ;         2) ( )212 −=′ yxy ;         3) 0cos2 =+ dxxdyy . 

. Решения. Это уравнения с разделяющимися переменными. 

1) 
x
yy 2

=′  ⇒  
x
y

dx
dy 2

= . Разделим переменные: 
x
dx

y
dy 2

= . Интегри-

руя, получим: ∫∫ =
x
dx

y
dy 2  ⇒  Cxy += ln2ln . 

Представим произвольную постоянную C в виде 1lnC , тогда 2
1xCy = . 

Проверим, не произошло ли при разделении переменных потери 
решений. Мы исключили y = 0, так как y находится в знаменателе дроби. 
Однако y = 0 является решением уравнения. Это решение может быть по-
лучено из множества 2

1xCy =  при 01 =C , так что потери решения нет. 

2) ( )212 −=′ yxy ⇒ ( )212 −= yx
dx
dy . 

Разделим переменные 
( )

dxx
y

dy 2
1 2 =−

 и проинтегрируем 

( )∫ ∫ +=+=
−
−

⇒=
−

CxCx
y

dxx
y

dy 2
2

2 2
2

1
12

1
⇒ 11

2 +
+
−

=
Cx

y . 

В этом примере из-за деления на 1−y  возможна потеря решения 1=y . 
Функция 1=y  является решением (в чем легко убедиться, подставив 1=y  
в исходное уравнение), но 1=y  не входит в полученный ответ. Действи-

тельно, 111
2 ≠+
+
−

Cx
 при любых значениях C. 

Следовательно, решение можно записать в виде 1;11
2 =+
+
−

= y
cx

y . 

3) 0cos2 =+ dxxdyy . 
Разделим переменные dxxdyy cos2 −=  и проинтегрируем обе части 

уравнения: 
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⇒+−=⇒−=∫ ∫ Cxydxxdyy sin
3

cos
3

2  ( )xCy sin33 −= . 

Следовательно, ( )3 sin3 xCy −= . 

Ответы:  1) 2Cxy = ;         2) 1  и11
2 =+
+
−

= y
Cx

y ;          

3) ( )3 sin3 xCy −=  . 
☺ 

 

/ Пример  5. Решить уравнение xy
x

y =−′
2 . 

. Решение. Это линейное дифференциальное уравнение первого поряд-
ка. Ищем решение в виде vuy ⋅= . 
Подставим y и vuvuy ′⋅+⋅′=′  в исходное уравнение: 

xvu
x

vuvu =⋅−′⋅+⋅′
2

⇒  xu
x

uvvu =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+′⋅

2 . 

Решим уравнение 02
=−′ u

x
u  или u

xdx
du

⋅=
2  (оно соответствует однород-

ному исходному уравнению). Это уравнение с разделяющимися перемен-
ными. 

Разделим переменные dx
xu

du 2
=  и проинтегрируем. 

Получим ( )22 lnlnlnln2ln CxCxCxu =+=+= , следовательно, 2xCu = . 
Выберем одно из решений, например, 2xu = , тогда уравнение xvu =′  при-
мет вид xvx =′2  или 1=′vx , откуда найдем v: 

⇒=⇒=⇒= ∫ ∫ dx
x

dvdx
x

dv
xdx

dv 111 Cxv += ln . 

Искомое решение ( )Cxxvuy +=⋅= ln2 . 

Ответ: ( )Cxxy += ln2  . 
☺ 

 

/ Пример  6. Решить уравнение 
323

2
xexy

x
y −=+
′

. 
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. Решение. Это линейное дифференциальное уравнение первого поряд-
ка. Приведем его к виду ( ) ( )xfyxpy =⋅+′ : 

322 26 xexyxy −⋅=+′ . 
Решим однородное уравнение 06 2 =+′ yxy : 

⇒−=⇒−=⇒−= ∫ ∫ dxx
y

dydxx
y

dyyx
dx
dy 222 666  

323 ln2ln xceycxy −=⇒+−=⇒ . 
Варьируем произвольную постоянную, заменяя её неизвестной 

функцией ( )xϕ : ( ) 32xexy −⋅ϕ= . 
Находим производную y′ :  

( ) ( ) 33 222 6 xx exxexy −− ⋅ϕ⋅−⋅ϕ′=′ . 

Подставим y и y′  в исходное уравнение 
322 26 xexyxy −⋅=+′ : 

( ) ( ) ( ) ⇒=ϕ+⋅ϕ⋅−⋅ϕ′ −−−− 3333 222222 266 xxxx exexxexxex  

( ) ( ) ⇒=ϕ′⇒⋅=⋅ϕ′ −− xxexex xx 22
33 22  

∫ ∫ +=ϕ=ϕ⇒=
ϕ

⇒ 1
2;22 Cxdxxdx

dx
d . 

Тогда ( ) ( ) 33 2
1

22 xx eCxexy −− ⋅+=⋅ϕ= . 

Ответ: ( ) 32
1

2 xeCx −⋅+  . 
☺ 

 

1 0 . 6 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Решить уравнения: 

1) 3=′y ;   2) x
dx
dy

= ;   3) 04 =+′ xy ; 

4) 
1

1
+

=
xdx

dy ;   5) x
dx
dy cos4= ;   6) xey 3−=′ . 

Решить задачу Коши: 
7) ( ) 62; == ydxydyx ;   8) ( ) 13;3 22 == ydxxdyy ; 
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9) ( ) 01; =⋅=′ − yexy y ;   10) 4
3
π;0 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+ ydydxtgxy . 

Решить уравнения с разделяющимися переменными: 
11) yy =′ ;   12) ( ) 22 /13 yxy +=′ ; 
13) 02 =+ dyxdxy ;   14) ( ) 012 =−+ dxyxdyx . 

Решить линейное дифференциальное уравнение: 

15) xxy
x

y cos1
⋅=⋅−′ ;   16) 

2
2 xexxyy −⋅=+′ . 

 
 

Ответы: 

1) cxy += 3 ;   2) cxy +=
2

2

;   3) cxy +−= 22 ;   4) cxy ++= 1ln ; 

5) cxy += sin4 ;   6) cey x +−= −3

3
1 ;   7) xy 3= ;   8) 3

3

8
3
−=

xy ; 

9) 
2

1ln
2 +

=
xy ;   10) xy cos8= ;   11) xecy = ; 

12) 3
3

3
cxxy ++= ;   13) 

2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += c

x
y ;   14) 12 +⋅= xcy ; 

15) ( )cxxy += sin ;   16) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += − cxey x 2

2
12

. 
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11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

1 1 . 1 .  ОБЩИЕ  ПОНЯТИЯ  

Общий вид обыкновенного дифференциального уравнения второго 
порядка: 

( ) 0,,, =′′′ yyyxF . 
При интегрировании дифференциальных уравнений число произ-

вольных постоянных в решении уравнения равно порядку уравнения. Ре-
шения дифференциальных уравнений второго порядка содержат по две 
произвольных постоянных. 

Например, ∫ +===′=′′ 2111,,0 CxCdxCyCyy . Решение диффе-

ренциального уравнения второго порядка содержит две произвольные кон-
станты. 

Простейшее дифференциальное уравнение второго порядка имеет 
вид ( )xfy =′′ . 

Например, решим уравнение xey x sin2 +=′′ . 
Интегрируем уравнение 2 раза: 

( )∫ +−=+=′ 1
22 cos

2
1sin Cxedxxey xx ; 

∫ ++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 21

2
1

2 sin
4
1cos

2
1 CxCxedxCxey xx . 

Чтобы выделить единственное решение задают начальные условия 
(значение функции в точке x0 и значение производной в точке x0). Это за-
дача Коши. Геометрический смысл задачи Коши в этом случае заключает-
ся в нахождении интегральной кривой, проходящей через данную точку 
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( )( )00 ; xyx  и имеющей заданный угловой коэффициент касательной в этой 
точке ( )( )0xyk ′= . 
Например, решим задачу Коши 

( ) ( ) 41;01,2 =′==′′ yyy . 
Интегрируем уравнение 2 раза: 

∫ +==′ 122 Cxdxy , ( )∫ ++=+= 21
2

12 CxCxdxCxy , 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−==⇒=+=′
=++=

.3;2421
;011

211

21

CCCy
CCy

 

Следовательно, 322 −+= xxy . 
 
 

1 1 . 2 .  ЛИНЕЙНОЕ  ОДНОРОДНОЕ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  
УРАВНЕНИЕ  ВТОРОГО  ПОРЯДКА  С  ПОСТОЯННЫМИ  
КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

Линейное однородное дифференциальное уравнение второго по-
рядка с постоянными коэффициентами имеет вид: 

0=+′+′′ qyypy , 
где p и q – вещественные числа. 
 

Будем искать решение уравнения в виде kxey = . Подставим kxey =  
в уравнение 0=+′+′′ qyypy : 

( ) ( ) ( ) ⇒=⋅+⋅+
′

⇒=⋅+
′

+
″

00 kxkxkxkxkxkx eqekpkeeqepe  
( ) 00 22 =++⇒=⋅+⋅+⋅⇒ qkpkeeqekpek kxkxkxkx . 

Заметим, что 0≠kxe , следовательно, функция kxey =  будет решением 
уравнения 0=+′+′′ qyypy  только, если k будет решением уравнения 

02 =++ qkpk . 
Уравнение 02 =++ qkpk  называют характеристическим уравне-

нием линейного дифференциального уравнения 0=+′+′′ qyypy . 
В зависимости от дискриминанта характеристического уравнения 

решение уравнения 0=+′+′′ qyypy  имеет вид: 
1) xkxk eCeCykk 21

2121,0 +=≠>Δ ; 
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2) ( ) xkexCCykk 1

2121,0 +===Δ ; 

3) 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

<Δ
biak
biak

2

1,0 ( )bxCbxCey ax sincos 21 ⋅+⋅= . 

1 1 . 3 .  РЕШЕНИЕ  ТИПОВЫХ  ЗАДАЧ  

/ Пример  1. Решить уравнение xey x sin2 +=′′ . 

. Решение. Это простейшее дифференциальное уравнение второго по-
рядка. Интегрируем последовательно: 

( ) ⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+−=+=′ ∫ ∫ dxCxeyCxedxxey xxx

1
2

1
22 cos

2
1;cos

2
1sin  

21
2 sin

4
1 CxCxey x ++−=⇒ . 

Ответ: 21
2 sin

4
1 CxCxey x ++−=  . 

☺ 
 
/ Пример  2. Решить уравнение 082 =−′−′′ yyy . 

. Решение. Это линейное однородное уравнение второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. Решим соответствующее характеристическое 
уравнение 0822 =−− kk . 
Дискриминант 032442 >+=−=Δ acb , следовательно, уравнение имеет 
вещественные различные корни ( )2;4 21 −== kk , а общее решение исход-
ного уравнения имеет вид xx eCeCy 2

2
4

1
−+= . 

Ответ: xx eCeCy 2
2

4
1

−+=  . 
☺ 

 
/ Пример  3. Решить уравнение 04914 =+′+′′ yyy . 

. Решение. Составим характеристическое уравнение 
049142 =++ kk . 

Дискриминант 0=Δ , следовательно, уравнение имеет вещественные рав-
ные корни 721 −== kk . 
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Тогда общее решение исходного дифференциального уравнения имеет вид 
( ) xexCCy 7

21
−+= . 

Ответ: ( ) xexCCy 7
21

−+=  . 
☺ 

 
/ Пример  4. Решить уравнение 0256 =+′+′′ yyy . 

. Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 
02562 =++ kk . 

Дискриминант 01003642 <−=−=Δ acb  отрицателен, следовательно, кор-
ни уравнения являются комплексными числами 92532,1 −±−= ik  ⇒ 

ikik 43,43 21 −−=+−= . 
Решение исходного дифференциального уравнения имеет вид 

( )xCxCey x 4sin4cos 21
3 += − . 

Ответ: ( )xCxCey x 4sin4cos 21
3 += −  . 

☺ 
 
 

1 1 . 4 .  ЗАДАНИЯ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ  

Решить уравнения: 
1) xy =′′ ;  2) xy sin=′′ . 

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным 
начальным условиям: 

3) ( ) ( ) 20020,122

2

=′== yyx
dx

yd  и если ; 

4) ,6xy =′′ если ( ) ( ) 100,00 =′= yy ; 
5) ;218 +=′′ xy если ( ) ( ) 50;40 =′= yy . 

Решить уравнения: 
6) 0158 =+′+′′ yyy ;   7) 03 =′+′′ yy ;   8) 096 =+′−′′ yyy ; 
9) 0134 =+′−′′ yyy ;   10) 016 =+′′ yy ;   11) 02 =−′′ yy . 

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным 
начальным условиям: 



 115

12) ,04 =+′′ yy если 2
4

,1
4

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ yy ; 

13) ,02 =′−′′ yy если ( ) ( ) 10;
2
30 =′= yy ; 

14) ,023 =+′+′′ yyy если ( ) ( ) 30;10 =′−= yy . 
 
 

Ответы: 

1) 21

3

6
CxCxy ++= ;   2) 21sin CxCxy ++−= ; 

3) 2202 3 ++= xxy ;   4) xxy 103 += ;   5) 453 23 +++= xxxy ; 
6) xx eCeCy 3

2
5

1
−− += ;   7) xeCCy 3

21
−+= ;   8) ( ) xexCCy 3

21 += ; 
9) ( )xCxCey x 3sin3cos 21

2 += ;   10) xCxCy 4sin4cos 21 += ; 

11) xx eey 22 −+= ;   12) xxy 2sin2cos += ; 13) xey 2

2
11+= ;   

14) xx eey 22 −− −= . 
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