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Ты знаешь, с наступленьем темноты 
пытаюсь я прикидывать на глаз, 
отсчитывая горе от версты, 
пространство, разделяющее нас. 
И цифры как-то сходятся в слова, 
откуда приближаются к тебе 
смятенье, исходящее от А, 
надежда, исходящая от Б. 

Два путника, зажав по фонарю, 
одновременно движутся во тьме, 
разлуку умножая на зарю, 
рассчитывая встретиться в уме. 

И .  Бродс кий  
 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Математика – неотъемлемый компонент общей культуры и универсальный 

язык науки. Государственными образовательными стандартами высшего про-
фессионального образования курс математики введён в учебные планы всех на-
правлений и специальностей, включая гуманитарные. 

Для гуманитариев курс математики имеет общеобразовательный характер. 
Следовательно, он не должен и не может быть ориентирован на будущую про-
фессиональную деятельность. Его цель – способствовать развитию личности 
студента. 

Эта цель достигается решением задачи формирования и развития у студен-
тов основ математической культуры: 

1) знаний методологического и мировоззренческого характера, в частно-
сти, представления о роли и месте математики в культуре современной цивили-
зации; 

2) понимания необходимости математической составляющей в картине 
мира образованного человека, в частности, представлений о математических 
методах исследования и основах математического моделирования; 

3) элементов математического мышления, в частности, умения доказатель-
но, логически мыслить, оперировать с абстрактными объектами и корректно 
использовать математические понятия для выражения количественных и каче-
ственных отношений. 

В существующих учебниках отражён широкий спектр подходов к препода-
ванию математики гуманитариям: от сокращённого курса для инженеров до по-
верхностного обзора основных математических понятий. Мы старались избе-
жать крайностей, ориентируя курс на наиболее фундаментальные идеи, теории, 
концепции математики, имеющие общенаучное и общеметодологическое зна-
чение. Мы разделяем мнение о том, что фундаментальность подготовки в об-
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ласти математики подразумевает: а) достаточную общность изучаемых матема-
тических понятий и конструкций, обеспечивающую широкий спектр их приме-
нения; б) точность формулировок математических свойств изучаемых объек-
тов; в) логическую строгость изложения, опирающуюся на адекватный совре-
менный математический язык. 

Однако обзора основных концепций, который в условиях обучения студен-
тов-гуманитариев поневоле будет носить научно-популярный характер, мало. 
Овладение базисными математическими понятиями невозможно без опериро-
вания ими, т.е. без решения типовых задач. Таким образом, наш подход  к по-
строению курса можно свести к двум основным идеям по отбору содержания 
обучения и уровню его усвоения: а) ознакомление студентов с основными кон-
цепциями математики, имеющими общекультурное и общенаучное, методоло-
гическое значение; б) развитие и обобщение базисных школьных математиче-
ских знаний и умений. В результате мы строим курс из двух относительно са-
мостоятельных частей, имеющих свои цели и задачи. 

Первая часть – концепции математики – призвана сформировать у студен-
тов представления о базисных математических идеях и концепциях, имеющих 
общекультурное и общенаучное, методологическое значение, включая пред-
ставления об особенностях математического мышления. Форма обучения – 
лекция. 

Вторая часть – математический практикум – обобщает и развивает на эле-
ментарном репродуктивном уровне базисные школьные математические знания 
и умения в области алгебры и математического анализа. Форма обучения – 
практическое занятие, по построению близкое к школьному уроку, – включает 
изложение теоретического материала и формирование элементарных умений 
оперирования с изучаемыми понятиями в ходе решения типовых задач. 

Лекции составляют первую часть курса – концепции математики. Вторая 
часть – математический практикум – готовится к печати. 

Автор признателен профессору кафедры высшей математики Санкт-
Петербургского государственного политехнического университета, доктору 
физико-математических наук Владимиру Дмитриевичу Ногину за любезное 
разрешение поместить в качестве приложения написанную им статью «Основ-
ные достижения математики XX столетия», а также доценту кафедры матема-
тики Института международных образовательных программ СПбГПУ Наталье 
Дмитриевне Шаглиной за ряд полезных замечаний. 
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Концепции математики 
 

 
 
 
 
 
 
 

I do not know what I may appear 
to the world, but to myself I seem to 
have be only a boy playing on the 
sea-shore, and diverting myself in 
now and then finding a smoother 
pebble or a prettier shell than 
ordinary, whilst the great ocean of 
truth lay all undiscovered before me. 

I .  N e w t o n  
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Лекция 1 
ЧТО ТАКОЕ МАТЕМАТИКА. ЭЛЕМЕНТЫ ЛОГИКИ 
 

Кто не знает математики, не может 
узнать никакой другой науки и даже не мо-
жет обнаружить своего невежества 

Р .  Бэкон 1 
 
Дорогая тётя, сообщаю вам, что я 

намерен жениться ... Не бойтесь, она не 
математик. 

Дж .К .  Максвелл 2 
План лекции 

1. Что такое математика. 
2. Для чего изучать математику. 
3. Математическое мышление. 
4. Начальные понятия логики. 

5. Логические операции. 
6. Кванторы. 

7. Логические формулы. Булевы функции. 
8. Некоторые законы логики. 

9. Виды теорем. Необходимое и достаточное условия. 
10. Исторический обзор. 

 
 

1. Что такое математика 
Начиная изучение любой науки, полезно и даже необходимо уяснить, что 

она изучает, то есть её объект. Именно объект изучения прежде всего отличает 
данную науку от других, поэтому обычно его указывают в определении. С оп-
ределения мы и начнём. 

Определение математики как науки исторично. Математику вплоть до 
XIX века можно было определить как науку о пространственных формах и ко-
личественных отношениях действительного мира.  

«Чистая математика имеет своим объектом пространственные формы и ко-
личественные отношения действительного мира, стало быть – весьма реальный 
материал. Тот факт, что этот материал принимает чрезвычайно абстрактную 
форму, может лишь слабо затушевать его происхождение из внешнего мира. Но 
чтобы быть в состоянии исследовать эти формы и отношения в чистом виде, 

                                           
1 Роджер Бэкон (ок. 1214 – ок. 1292) – знаменитый английский философ. 
2 Джеймс Кларк Максвелл (1831–1879) – выдающийся английский физик, создатель классиче-

ской электродинамики, один из основоположников статистической физики, организатор и первый 
директор (с 1871 г.) Кавендишской лаборатории. 
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необходимо совершенно отделить их от их содержания, оставить это последнее 
в стороне, как нечто безразличное» [Ф.Энгельс. Анти-Дюринг // Маркс К., 
Энгельс Ф. Соч. – 2-е изд. – Т.20. – С.37]. 

В XIX и XX веках учёные создали новые математические теории (теории 
групп, полей, множеств различной природы с аксиоматическим описанием их 
структуры и отношений между элементами), которые выходят за рамки старого 
определения. Поэтому современное определение математики формулируют так. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Математика (греч. μαθηματικα от μαθημα – значение, наука) 
– это наука, исследующая пространственные формы, количественные 
отношения, аксиоматические структуры и вопросы доказательства 
путём построения абстрактных моделей реального мира. 
 
Тем не менее, великий русский математик А.Н. Колмогоров (1903–1985) 

оставался приверженцем первого определения, считая, что оно охватывает и 
современные математические теории, если понятия пространственная форма и 
количественное отношение трактовать расширительно. 
 

Подлинная математика заключается не в нагромождении искусственных вычисли-
тельных приёмов, а в умении получать нетривиальные результаты путём размышления при 
минимуме применяемого аппарата. 

Г. Радемахер, О. Тёплиц 
 

2. Для чего изучать математику 
Математика всегда была неотъемлемой и существенной составной частью 

человеческой культуры. Она является ключом к познанию окружающего мира, 
базой научно-технического прогресса и важным компонентом развития лично-
сти. В истории развития человеческой цивилизации были периоды, когда мате-
матическое знание полагали чуть ли не единственным достоверным знанием о 
реальном мире, а математику – образцом для любой науки. На воротах Акаде-
мии Платона в Афинах, просуществовавшей около восьми веков, была надпись: 
«Не знающим геометрии вход воспрещён». Общеизвестны слова великого не-
мецкого философа Иммануила Канта о том, что всякое учение содержит науку 
в собственном смысле лишь в той мере, в какой в нём использована математи-
ка. 

 
Главной целью всех исследований внешнего мира должно быть открытие рациональ-

ного порядка и гармонии, которые Бог ниспослал миру и открыл нам на языке математики. 
Иоганн Кеплер 

 
Математика входит в программы общеобразовательных средних школ все-

го мира, определённое место отводят ей и программы высшего образования. В 
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России согласно государственным образовательным стандартам курс матема-
тики включён в учебные планы всех направлений и специальностей высшего 
профессионального образования, включая гуманитарные1. Математика в на-
стоящее время является обязательной частью фундаментального, особенно 
университетского, образования. 

Учителя, педагоги, деятели просвещения цели изучения математики пред-
ставляют примерно так: 

1. Интеллектуальное развитие. 
2. Ориентация в окружающем мире. 
3. Формирование мировоззрения. 
4. «Физкультура мозга». 
5. Подготовка к будущей профессии. 
6. Подготовка в вуз. 

 
 

3. Математическое мышление 
Ставя интеллектуальное развитие на первое место среди целей обучения 

математике, имеют в виду формирование навыков так называемого математи-
ческого мышления. Каковы основные черты математического мышления? 

Это рациональность, строгость и доказательность, отсутствие догматично-
сти и критичность, обобщённость. 

 
Начиная с 1800 г., когда математика вступила в современную стадию, наметилась 

упорная тенденция к усилению абстракции и обобщения… Абстракция и обобщение, направ-
ленные на создание универсальных методов и законченных теорий… 

Э.Т. Белл. Развитие математики 
 

К этому списку можно добавить ещё множество характеристик. Не слу-
чайно выдающийся немецкий математик Герман Вейль (1885–1955) в своей 
лекции «Математический способ мышления»2 говорил о том, что вряд ли мож-
но описать математическое мышление более ясно, чем демократический образ 
жизни. 

Более-менее приемлемого уровня понимания математического мышления, 
владение которым полезно в любой сфере деятельности, можно достичь лишь в 
процессе занятий математикой. Это и есть основная задача нашего курса. 

 

                                           
1 Гуманитарными называют науки, изучающие человека и человеческое общество, а вовсе не 

те, в которых «не ночевала» математика (как часто думают не только студенты). В гуманитарных 
науках находят применение самые разнообразные методы исследования, в том числе и математиче-
ские. 

2 Прочитана во время празднования двухсотлетия Пенсильванского университета в 1940 г. 
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Если бы только удалось преодолеть то недоверие, с которым весьма многие под влия-
нием случайных школьных впечатлений сторонятся всего, что связано с математикой, то 
людей, склонных «импровизировать» в области несложных произведений математического 
искусства, оказалось бы не меньше, чем активных любителей музыки. 

Г. Радемахер, О. Тёплиц 
 
 

4. Начальные понятия логики 
Знакомство с концепциями современной математики мы начнём с одного 

из самых древних её разделов – логики.  
Одной из главных отличительных характеристик математического мышле-

ния является его доказательность. Это означает, что почти любое суждение 
считают истинным только после того, как оно доказано, то есть выполнена 
процедура обоснования истинности суждения путём приведения тех истин-
ных суждений, из которых оно логически следует. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Доказательство – процедура обоснования истинности су-
ждения путём приведения конечной последовательности тех истинных 
суждений (аксиом и теорем), из которых оно логически следует. 
 
Математические доказательства – строгие логические рассуждения – пред-

ставляют метод математики. Без них математика немыслима. 
 
Основной принцип формальной логики: правильность рассужде-
ния зависит только от формы этого рассуждения. 
 
Таким образом, если исходить из суждений, истинность которых провере-

на ранее, то логически строгие выводы будут истинными. Это является след-
ствием того, что сами правила логического вывода проверены человеческой 
практикой.  

Необходимо упомянуть ещё об одном краеугольном принципе логики. 
Принцип (закон) достаточного основания: всякое суждение для то-
го чтобы считаться истинным, должно быть доказано. 
Как следует из изложенного выше, основным понятием логики – науки о 

законах и операциях правильного мышления – является суждение. 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Логика – наука о законах и операциях 
правильного мышления. 

 
Что же такое суждение?  
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суждение – повествовательное предложение, относи-
тельно которого имеет смысл утверждать и стинн о  оно или ложно . 
 
Например: железо тяжелее воды (истинное суждение); железо – цветной 

металл (ложное суждение). 
 
Вообще говоря, в современной логике различают понятия высказывание и 

суждение, давая им следующие определения. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Высказывание – грамматически правильное предложение, 
взятое вместе с выражаемым им смыслом. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суждение – смысл, выражаемый грамматически правиль-
ным предложением. 
 
В этом случае суждение – мысль, стоящая за предложением и объективи-

рованная в форме данного предложения. Это можно выразить «формулой»: 
высказывание = суждение + предложение. 

У нас нет возможности останавливаться на достаточно тонких различиях 
между понятиями высказывание и суждение. Мы будем использовать термин 
суждение. 

Суждения делят на простые и сложные. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Простое суждение – суждение, не содержащее других суж-
дений в качестве своих частей. 
 
Понятно, что сложное суждение – суждение, содержащее другие суждения 

в качестве своих частей. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Сложное суждение – суждение, состоящее более чем из 
одного простого суждения. 
 
 

5. Логические операции 
В естественном языке сложные суждения строят, связывая простые сужде-

ния словами-связками, например, не, и, или, если…, то… и т.п. В логике выде-
лены пять основных видов логических связок, которым соответствуют логиче-
ские операции отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация и эквивалент-
ность. Рассмотрим их. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отрицание – суждение A  (не A ), которое истинно тогда 
и только тогда, когда A ложно, и ложно тогда и только тогда, когда A 
истинно. 
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Определение операции отрицания можно представить в форме таблицы: 
 

A A  
и л 
л и 

 
Такого рода таблицы называют таблицами истинности. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Конъюнкция – сложное суждение BA∧  ( BA и ), которое 
истинно тогда и только тогда, когда A истинно и B истинно. 
 

A B BA∧  
и и и 
и л л 
л и л 
л л л 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Дизъюнкция – сложное суждение BA∨  ( BA или ), кото-
рое истинно тогда и только тогда, когда хотя бы одно из суждений A и 
B истинно. 

A B BA∨  
и и и 
и л и 
л и и 
л л л 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Импликация – сложное суждение BA→  (если A, то B), 
которое ложно тогда и только тогда, когда A истинно, а B ложно. 
 

A B BA →  
и и и 
и л л 
л и и 
л л и 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эквивалентность – сложное суждение BA↔ , которое 
истинно тогда и только тогда, когда A истинно и B истинно или когда 
A ложно и B ложно. 
 
В естественном языке логической операции эквивалентности соответству-

ют конструкции типа A тогда и только тогда, когда B; A, если и только если B; 
A в том и только в том случае, если B. 
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Об истинности или ложности операции эквивалентности можно судить по 
таблице истинности: 

A B BA ↔  
и и и 
и л л 
л и л 
л л и 

 
Таблицы истинности всех логических операций удобно свести в одну табл. 1.1: 

Таблица 1.1 
СВОДНАЯ ТАБЛИЦА ИСТИННОСТИ 

ОСНОВНЫХ ЛОГИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ 

A B A  BA∧  BA∨  BA →  BA ↔  
и и л и и и и 
и л л л и л л 
л и и л и и л 
л л и л л и и 

 
 

6. Кванторы 
Кроме знаков логических операций для формализованной записи сужде-

ний в логике используют так называемые кванторы, которые соответствуют та-
ким словам естественного языка, как все, каждый (квантор общности), суще-
ствует, найдётся (квантор существования). 

Квантор всеобщности – ∀ : каждый элемент x из множества A обладает 
свойством )(xA . 

Квантор существования – ∃: существует элемент x из множества A, кото-
рый обладает свойством )(xA  (найдётся... , хотя бы для одного ... и т.п.). 

Квантор существования и единственности – !∃ : существует единствен-
ный элемент x из множества A, обладающий свойством )(xA . 
 
 

7. Логические формулы. Булевы функции 
Подобно тому, как в естественном языке сложные предложения состоят из 

простых, в логике сложные суждения состоят из простых суждений, связанных 
при помощи логических операций. Рассмотрим, например, логические форму-
лы 

( ) ( )zxyxA ∧→↔=    и   ( ) ( )[ ] ( )zxyxyxB ∧∨∧∨∧= . 
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Обратим внимание, что обе эти формулы можно рассматривать как функции 
( )zyxf ,,  трёх переменных x, y и z. Отличие этих функций (их называют буле-

выми функциями) от обычных состоит лишь в том, что область определения 
функции по каждой переменной состоит всего из двух значений – и (истина) и л 
(ложь)1. То же самое можно сказать и об области значений функции: она может 
принимать только два значения – и и л. 
 

Джордж БУЛЬ (1815–1864). Английский математик. Родился в Линкольне. Самоучка: самостоя-
тельно изучил греческий, латинский, немецкий, французский и итальянский языки, затем математику. 
С 16 лет работал помощником учителя в школе, в 1849–1864 гг. – профессор математики в Куинс-
колледже в Корке (Ирландия). 

В круг научных интересов Дж. Буля входили философия, логика, математический анализ, тео-
рия вероятностей. Основные труды: «Математический анализ логики, или Опыт исчисления дедук-
тивных умозаключений» (1847 г.), «Логическое исчисление» (1848 г.), «Исследование законов мыш-
ления, на коих основаны математические теории логики и вероятностей» (1854 г.). Дж. Буль ввёл в 
логику математическую символику и разработал логическое исчисление, впоследствии получившее 
название булевой алгебры. 

Особое значение булева алгебра приобрела в середине XX в., так как язык формальной логики 
оказался очень удобен для описания работы электронных схем, используемых в автоматике и вычис-
лительной технике. 
 

Как же вычислять значения логических формул (или булевых функций)? 
Практически точно так же, как мы вычисляем численные значения алгебраиче-
ских формул и функций: подставить значения переменных и выполнить вычис-
ления. 

Подставим, например, значения логических переменных иx = , иy = , 
иz =  в формулу A: 

( ) ( ) ( ) ( )ииииzxyxA иzиyиx ∧→↔=∧→↔= === ,, . 

Используя теперь сводную таблицу истинности основных логических операций 
(табл. 1.1), находим, что иии =↔  и иии =∧  и далее иииA =→= . Следова-
тельно, значение (в логике говорят интерпретация) логической формулы A 
(булевой функции ( )zyxf ,, ) при заданной комбинации значений логических 
переменных есть и (истина): ( ) ( ) ииииfzyxfA иzиyиxиzиyиx === ====== ,,,, ,,,, . 

Для формулы B и значений логических переменных, например, иx = , 
иy = , лz = , будем иметь: 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) =∧∨∧∨∧=∧∨∧∨∧= === лиииииzxyxyxB лzиyиx ,,  

( ) ( )[ ] ( ) [ ] лллллллиилли =∨=∨∨=∧∨∧∨∧= . 

                                           
1 Поскольку математическая логика находит широчайшее применение в вычислительной тех-

нике, то часто для удобства обозначают и ≡ 1, л ≡ 0. 
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Таким образом, интерпретация логической формулы B (булевой функции 
( )zyxf ,, ) при новой комбинации значений логических переменных есть л 

(ложь): ( ) ( ) ллииfzyxfB лzиyиxлzиyиx === ====== ,,,, ,,,, . 

Перебирая подобным образом все возможные комбинации значений пере-
менных, можно вычислить значения булевых функций. Результаты таких вы-
числений для A и B сведены в табл. 1.2.  

Таблица 1.2 
ЗНАЧЕНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ А И В 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ПЕРЕМЕННЫХ 

x y z A B 
и и и и и 
и и л л л 
и л и и и 
и л л и и 
л и и и и 
л и л и и 
л л и л л 
л л л л л 

 
 

8. Некоторые законы логики 
Среди булевых функций существуют такие, которые при любых значениях 

логических переменных имеют одно и то же постоянное значение  и. Такие 
функции называют тавтологиями. Наиболее распространённые из них назы-
вают законами логики. 

К основным законам формальной логики относят следующие: 
1. Закон тождества. Всякое суждение является следствием самого себя: 

A → A. 
2. Закон противоречия. Для всякого суждения A неверно, что истин-

но и суждение A, и его отрицание: AA∧ . 
3. Закон исключённого третьего. Из двух отрицающих друг друга 

суждений одно непременно истинно (другое ложно, третьего 
варианта нет – tertium non datur – третьего не дано). 

Формула закона – AA∨ . 
4. Закон modus ponens. Если истинно, что некоторое суждение A им-

плицирует суждение B и, кроме того, суждение A истинно, 
то суждение B истинно. 

Формула закона – ( )[ ] BBAA →→∧ . 
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5. Закон modus tollens. Если истинно, что некоторое суждение «не A» 
имплицирует суждение B и, кроме того, суждение B ложно 
(«не B» истинно), то суждение A истинно. 

Формула закона – ( )[ ] ABBA →∧→ . 

6. Закон силлогизма. Если суждение A имплицирует суждение B, а 
суждение B имплицирует суждение C, то суждение A им-
плицирует суждение C. 
Формула закона – ( ) ( )[ ] ( )CACBBA →→→∧→ . 

 
Закон modus ponens повсеместно используют в математических доказа-

тельствах, а закон modus tollens – в математических доказательствах «от про-
тивного» (redictio ad absurdum – сведение к абсурду). 

Проверим, например, что закон modus ponens ( )[ ] BBAA →→∧  – тавтоло-
гия (тождественно1 истинная формула). Для этого составим таблицу истинно-
сти (табл. 1.3). 

Таблица 1.3 
ТАБЛИЦА ИСТИННОСТИ ЗАКОНА MODUS PONENS 

A B BA →  ( )BAA →∧  ( )[ ] BBAA →→∧  
и и и и и 
и л л л и 
л и и л и 
л л и л и 

 
Таблицу истинности для закона modus tollens рекомендуем составить в ка-

честве самостоятельного упражнения. 
 
Применение законов логики покажем на примере теоремы об иррацио-

нальности числа 2 . Эта теорема будет полезна в дальнейшем. 

Теорема. Если число 2 , то оно не является рациональным. 
Доказательство. Рациональные числа – это числа вида nm , где m – целое, 

а n – натуральное число2. Будем считать, что дробь nm  несократимая. Послед-
нее условие означает, что m и n не имеют общих множителей.  

Итак, надо доказать, что nm≠2 , причём nm  – несократимая дробь. 
Для доказательства предположим противное (доказательство от противно-

го): nm=2 . Тогда 22 2nm =  – чётное число. Следовательно, и m – чётное 
                                           

1 То есть в с е г д а .  
2 Для доказательства теоремы достаточно считать m и n натуральными. 
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число1. Тогда можно записать rm 2=  и 22 4rm = . Подставим это выражение 
для m2 в формулу 22 2nm = . Получим 22 24 nr =  и (после сокращения на 2) 

222 nr = . Последнее равенство означает, что 2n  – чётное число и, следователь-
но, n – чётное, то есть sn 2= . 

Но тогда 
s
r

n
m

2
2

=  – сократимая дробь. Это противоречит исходному усло-

вию, что nm  – несократима. Следовательно, равенство nm=2  неверно и 
nm≠2 , что и требовалось доказать. 

В этом доказательстве мы использовали закон modus tollens 
( )[ ] ABBA →∧→ . Суждение A  – « nm=2 », суждение B  – « nm  – несокра-
тима». Суждение « nm=2 » имплицирует B – « nm  – сократима», но истинно 
суждение B  – « nm  – несократима». Следовательно, суждение A  – 
« nm=2 » ложно, а суждение A – « nm≠2 » истинно.  

 
 

9. Виды теорем. Необходимое и достаточное условия 
Математические теоремы чаще всего формулируют с помощью языковой 

конструкции если ..., то ... . В логике этой конструкции соответствует операция 
импликации. Поэтому структуру математической теоремы в обозначениях ло-
гики можно записать в виде BA→  (чаще используют обозначение BA⇒ ). 
Здесь A – условие (обычно находится между словами если и то), B – заключе-
ние (обычно следует за словом то). 

 

                                           
1 Нетрудно доказать, что чётным может быть только квадрат чётного числа, а нечётным – квад-

рат нечётного числа. 
В самом деле: пусть число n – чётное. Тогда его можно записать kn 2= . Возведём чётное число 

в квадрат: ( ) ( ) rkkkn 22222 22222 =⋅=⋅== , где 22kr =  – натуральное число, так как k – натураль-
ное. Следовательно, ( ) rkn 22 22 ==  – квадрат чётного числа – чётное число. 

Пусть теперь число n – нечётное. Тогда его можно записать 12 += kn . Возведём нечётное чис-
ло в квадрат: ( ) ( ) 12122214412 2222 +=++⋅=++=+= snnkkkn , где kks 22 2 +=  – натуральное 
число, так как k – натуральное. Следовательно, ( ) 1212 22 +=+= skn  – квадрат нечётного числа – не-
чётное число. 

Вычисления мы выполнили в самой общей форме, не накладывая никаких ограничений на n, 
кроме того, что n – натуральное. Следовательно, вычисления верны для всех натуральных n. (Воз-
можностью сделать такой вывод мы обязаны Франсуа Виету, который, введя буквенную символику, 
придал алгебраическим доказательствам необходимую общность, чем поднял алгебру на более высо-
кую ступень абстракции.) 
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Если теорему BA→  назвать прямой теоремой, то теорему AB →  следует 
назвать обратной теоремой к теореме BA→ . 

Теорема BA →  – теорема, противоположная теореме BA→ . 
Теорема AB →  – теорема, обратная противоположной теореме BA→ . 
Если прямая теорема верна, из этого не следует, что будут верны другие 

теоремы. 
 
В математике различают два вида условий истинности того или иного су-

ждения: необходимые и достаточные. 
Необходимое условие – это условие, без которого некоторое суждение ни в 

каком случае не может быть истинным. Иными словами, для истинности неко-
торого суждения необходимое условие обязательно должно быть выполнено. 

Например, для того чтобы 0=x , необходимо, чтобы 0=xy . 

Достаточное условие – это условие, истинность которого гарантирует ис-
тинность некоторого суждения. 

Например, для того чтобы 0=xy , достаточно, чтобы 0=x . 

 
Итак, необходимое условие – это условие, без которого данное суждение 

не может быть истинным. 
Достаточное условие – это условие, при котором данное суждение обяза-

тельно истинно. 
 
Рассмотрим теорему BA→ . Если эта теорема верна, то A – достаточное 

условие для B, а B – необходимое условие для A. 
 
Рассмотрим два суждения A = «x = 0» и B = «xy = 0». 
Теорема если «x = 0», то «xy = 0» верна. 
Обратная теорема если «xy = 0», то «x = 0» неверна. 
Следовательно, условие «x = 0» является достаточным для «xy = 0», а 

«xy = 0» является необходимым для «x = 0». 
Вместе с тем, «xy = 0» не является достаточным для «x = 0» (может быть 

y = 0). Конечно, и «x = 0» не является необходимым для «xy = 0» (может быть 
y = 0). 

 
Часто теоремы формулируют как необходимые и/или достаточные усло-

вия. 
Необходимое условие A: 

для того чтобы A, необходимо, чтобы B 
(необходимому условию соответствует теорема BA→ , то есть если A, то B). 
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Достаточное условие A: 
для того чтобы A, достаточно, чтобы B 

(достаточному условию соответствует теорема AB → , то есть если B, то A). 
 
Если суждения A и B таковы, что BA→  и AB → , это записывают BA ↔  

и говорят, что B является необходимым и достаточным условием для A или, со-
ответственно, A является необходимым и достаточным условием для B. 

Необходимые и достаточные условия формулируют так: 
для того чтобы A, необходимо и достаточно, чтобы B. 

Этой формулировке соответствуют две теоремы (обе надо доказывать): 
1) BA→ , то есть если A, то B (необходимость); 2) AB → , то есть если B, то A 
(достаточность). 

 
 Пример. 

Теорема. Для того чтобы вписанный в окружность треугольник был пря-
моугольным, необходимо и достаточно, чтобы одна из его сторон была диа-
метром окружности. 

Доказательство. Доказательство этой теоремы распадается на две части. 
1 )  Необходимост ь . Если треугольник вписан в окружность и он пря-

моугольный, то одна из его сторон является диаметром окружности. 
2 )  Дост а то чно с т ь . Если треугольник вписан в окружность и одна из 

его сторон является диаметром окружности, то этот треугольник прямо-
угольный. 

Принимаем без доказательства.  
 
Поскольку с точки зрения логики, отвлекающейся от содержания сужде-

ний, суждения A и B совершенно равноправны, то обе формулировки (B необ-
ходимое и достаточное условие для A или A необходимое и достаточное усло-
вие для B) также совершенно равноправны. 

Однако на практике суждения A и B обычно имеют различную ценность. 
Например, если мы изучаем экстремумы функции, то суждения функция 
( )xfy =  имеет экстремум в точке x0 и ( ) 00 =′ xf  или не существует уже не-

равноценны: первое из них говорит непосредственно об интересующем нас 
свойстве (наличие экстремума). Поэтому и соответствующую теорему (если 
функция ( )xfy =  имеет экстремум в точке x0, то ( ) 00 =′ xf  или не существу-
ет) называют необходимым условием сущес т вов ания  э к с тр емума , а не 
«достаточным условием равенства нулю или несуществования производной 
функции в точке x0». 
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10. Исторический обзор 
Логика возникла в Древней Греции как ответ на актуальные запросы фило-

софии и математики, составлявших науку того времени1. Основы логики как 
науки заложил Аристотель (384–322 до н.э.) в сочинении «Органон» (инстру-
мент [мышления]). По словам Аристотеля, он выделил законы мышления, ис-
пользуемые математиками, абстрагировал их от частностей и обнаружил, что 
эти законы универсальны.  

Логика начиналась с анализа определённого типа суждений – категориче-
ских суждений.  

Категорическое суждение – это суждение, в котором утверждают или от-
рицают наличие какого-либо признака у всех или у некоторых предметов рас-
сматриваемого класса.  

Примеры категорических суждений. Все жидкости упруги. Некоторые 
птицы летают. Все простые числа не являются чётными. Некоторые треуголь-
ники не являются тупоугольными. 

Категорические суждения являются одним из наиболее распространённых 
типов суждений и в общелитературном языке, и в языке науки. 

Выделяют четыре вида простых категорических суждений. 
Все  S  с уть  P  – общеутвердительное суждение (обозначают буквой A – 

от лат. Affirmo – утверждаю). 
Некоторые  S  с уть  P  – частноутвердительное суждение (обозначают 

буквой I – от affIrmo). 
Все  S  н е  с уть  P  – общеотрицательное суждение (обозначают буквой E 

– от лат. nEgo – отрицаю). 
Некоторые  S  н е  с уть  P  – частноотрицательное суждение (обозна-

чают буквой O – от negO). 
Аристотель изучил эти виды суждений и построил теорию силлогизмов – 

теорию логического вывода, когда из суждений перечисленных видов выводят 
заключение – тоже категорическое суждение. И хотя в дальнейшем последова-
тели Аристотеля развивали и дополняли его учение, круг исследуемых проблем 
оставался неизменным. Это дало И. Канту повод в XVII веке охарактеризовать 
формальную логику как завершённую науку, не продвинувшуюся со времён 
Аристотеля ни на шаг. 

С высоты современного знания легко увидеть, что в том же XVII веке поя-
вились первые признаки возникновения новой логики: великий немецкий фи-
лософ и математик Г. Лейбниц ясно выразил идею представить доказательство 
как вычисление, подобное вычислению в математике. В духе идеи Лейбница на 
рубеже XIX и XX веков в логике произошла научная революция, в корне изме-
                                           

1 Элементы логики разрабатывали и раньше в связи с развитием искусства публичного спора. В 
Индии, например, отказаться от вызова на публичный спор было невозможно, а риск был весьма ве-
лик: проигравший мог лишиться состояния, а то и жизни. 
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нившая её характер – в логику пришла математика. Прежде всего это связано с 
именем работавшего в Ирландии английского математика Д. Буля, представив-
шего теорию умозаключений в форме своеобразной алгебры (алгебра Буля). 

Математизация логики была продолжена в исследованиях немецкого ма-
тематика и логика Г. Фреге, положивших начало использованию формальной 
логики в обосновании математики. Пытаясь свести математику к логике, 
Г. Фреге реконструировал саму логику, опубликовав результаты своей работы в 
сочинении с красноречивым названием «Исчисление понятий. Язык формул 
для чистого мышления, построенный по образцу арифметического». 

Дальнейшие исследования, однако, показали несостоятельность идеи све-
дения всей математики к логике. Тем не менее, стремление к предельно точно-
му выражению мыслей и логических связей между ними привело к созданию в 
современной логике искусственного языка со строго определёнными правила-
ми. Такой язык, в котором определённые слова и типовые грамматические кон-
струкции естественного языка обозначены специальными символами, называют 
формализованным. Без него невозможно представить современную логику. 

Начиная с Дж. Буля логика, по сути дела, разделилась на две ветви: клас-
сическую и математическую (формальную, символическую). Классическую ло-
гику традиционно относят к гуманитарным наукам, так как объектом её иссле-
дования является мышление и естественный язык как средство выражения 
мыслей. Математическая логика, возникшая в силу внутренних потребностей 
математики1, нашла широкое применение в вычислительной технике и автома-
тике. Методы логики используют в теории преобразования и передачи инфор-
мации. Интенсивно развиваются специальные разделы математической логики, 
призванные обслуживать конкретные области экономики, биологии, медицины, 
психологии, языкознания, права. Столь широкое использование математиче-
ской логики объясняется тем, что её аппарат легко адаптировать к описанию 
практически любых объектов, характеризуемых конечным числом состояний. 

Не следует думать, что классическая и математическая логика строго изо-
лированы друг от друга: их методы и идеи тесно взаимодействуют. Например, 
логическим анализом называют применение средств математической логики для 
решения философских и методологических проблем. Формулирование этих 
проблем средствами формального языка позволяет придать им точность и оп-
ределённую ясность. Это способствует более глубокому пониманию и часто 
облегчает поиск решения. 

 
 
Мы постараемся завершать лекции забавными историями, которые расска-

зывают о математиках и которые сами математики охотно слушают. В каждой 

                                           
1 Сам термин математическая логика является отражением математизации логики. 
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шутке есть доля истины. Возможно, эти истории помогут лучше понять, что та-
кое математическое мышление. 

Рассказывают…  
Английский математик Дж. Литлвуд попросил переводчика своей книги 

профессора Рида дополнить перевод следующими примечаниями. 
Я благодарен профессору Риду за прекрасный перевод моей книги. 
Я благодарен профессору Риду за перевод предыдущего примечания. 
Я благодарен профессору Риду за перевод предыдущего примечания. 
Казалось бы, так можно продолжать до бесконечности, однако 

Дж. Литлвуд вполне обоснованно этим ограничился. 
Если вы получили удовольствие от тонкого английского юмора этой исто-

рии, у вас способности к логике. Если нет – вам поможет список литературы к 
лекции. 
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Лекция 2 
АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД. 
ЕВКЛИДОВА ГЕОМЕТРИЯ 

 
В геометрию царской дороги нет. 

Евклид 1 
 

План лекции 

1. Общее понятие об аксиоматическом методе. 
2. Исторические корни аксиоматического метода. 

3. «Начала» Евклида: основные понятия, постулаты и аксиомы. 
4. Современная аксиоматика геометрии. 

5. Примеры геометрических теорем. 
6. Понятия и термины. Основные виды определений. 

7. Неопределяемые понятия: естественнонаучный и математический подходы. 
 
 

1. Общее понятие об аксиоматическом методе 
Аксиоматический метод является одной из фундаментальных научных 

концепций, оставленных в наследство древнегреческой цивилизацией. Кроме 
широчайшего применения в современной математике этот метод имеет важное 
общенаучное, методологическое значение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Аксиоматический метод – это метод построения научной 
теории, согласно которому в основу теории кладут систему утвержде-
ний, принимаемых без доказательств (аксиомы), из которых посредст-
вом только логических рассуждений (доказательств) получают другие 
утверждения теории (теоремы). 

Научные теории, построенные в соответствии с аксиоматическим методом, 
называют аксиоматическими (или дедуктивными) теориями. 

В определении аксиоматического метода следует обратить особое внима-
ние на следующие положения: 

1) аксиоматический метод – метод  пос тро ения  научной  т е ории ; 
наиболее полно и последовательно он развит в математике, однако имеет мето-
дологическое значение и для других областей знания; 

2) аксиома – это утверждение, принимаемое без доказательства; тео-
рема – это утверждение, которое необходимо доказать; 

3) в основе аксиоматической теории лежит не просто какой-то набор акси-
ом, а система аксиом2; 
                                           

1 Согласно легенде эти слова Евклид сказал египетскому царю Птолемею I. 
2 Систему аксиом называют аксиоматикой. 
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4) доказательство – это процедура обоснования истинности какого-либо 
суждения путём приведения тех истинных суждений, из которых оно логиче-
ски следует. 

 
Используя приведённые здесь определения понятий ‘аксиома’, ‘теорема’, 

‘доказательство’, мы можем переформулировать определение аксиоматиче-
ского метода. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Аксиоматический метод – это метод построения научной 
теории, согласно которому научная теория состоит из системы акси-
ом и теорем, причём теоремы имеют доказательства, основанные ис-
ключительно на аксиомах и теоремах, доказанных в рамках данной тео-
рии. 
 
 
 

2. Исторические корни аксиоматического метода 
История сохранила имя математика, философа и государственного деятеля 

Фалеса Милетского (ок. 625 – 547 до н.э.) как первого, кто стал доказывать, 
казалось бы, очевидные истины (например, что диаметр делит круг на две рав-
ные части). Но в том и состоит гениальность древнегреческих математиков, что 
они поняли необходимость доказывать математические положения и стали ис-
пользовать доказательство как инструмент математического исследования. Та-
кой подход был впоследствии развит до уровня метода: аксиоматический метод 
использовал для построения геометрии Евклид (III в. до н.э.). Его всемирно из-
вестный математический труд «Начала» на протяжении более двух тысячеле-
тий вплоть до конца XIX века оставался эталоном научного сочинения и по 
числу переизданий уступает лишь Библии. Однако только в XX веке аксиома-
тическую конструкцию математических теорий стали считать единственной 
дающей надёжные математические результаты. Поэтому об аксиоматическом 
методе можно говорить как о методе современной математики. Аксиоматиче-
ский метод является одним из высочайших достижений цивилизации и имеет 
далеко выходящее за рамки математики методологическое значение. 

 
Александрийский мусейон (гр. muséion – храм или святилище муз) – один из главных научных 

и культурных центров античного мира. Основан в Александрии (Египет) в начале III в. до н.э. по ини-
циативе Деметрия Фалерского, ученика Аристотеля, в годы правления царя Птолемея I – одного из 
военачальников Александра Македонского, получившего после смерти последнего  Египет во владе-
ние. 

В Александрийском мусейоне жили и работали учёные многих областей знания, приглашённые 
из различных стран. Здесь работал и ЕВКЛИД, получивший образование в Афинах. 

При мусейоне работала известнейшая Александрийская библиотека, насчитывавшая до 700 
тыс. томов. При библиотеке работал штат копиистов. Собрание библиотеки частично погибло в 47 г. 
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до н.э. во время войны с римлянами, когда пожар с подожжённых римлянами в Александрийской га-
вани египетских кораблей перекинулся на город. В дальнейшем собрание библиотеки было восста-
новлено. 

Однако в римский период своей истории (после 30 г. до н.э.) Александрия, а вместе с ней и му-
сейон, и библиотека постепенно теряют своё значение. Часть книг, находившаяся в языческом храме 
Сераписа, была уничтожена христианами-фанатиками в 391 г. Остатки книг погибли уже при господ-
стве арабов (с 640 г.). По преданию, халифу Омару принадлежат слова: «либо в этих книгах написано 
то, что есть в Коране, и тогда нам незачем их читать, либо они противоречат Корану, и тогда их не 
подобает читать», после которых полгода бани в Александрии топили пергаментными свитками. Тем 
не менее, по-видимому, часть книг всё же была вывезена (многие античные тексты стали известны 
европейцам только благодаря арабским переводам), а часть попала в Византию, в Константинополь 
вместе с перебравшимися туда учёными. 

 
 

3. «Начала» Евклида: основные понятия, постулаты и аксиомы 
Итак, впервые аксиоматический метод для построения геометрии исполь-

зовал Евклид. Его «Начала» открывают определения понятий, которые Евклид 
кладёт в основу геометрии. Например: 

Точка – то, что не имеет частей. 
Линия – длина без ширины. 
Прямая линия – линия, которая равно расположена по отношению к точ-

кам на ней. 
Поверхность – то, что имеет только длину и ширину. 
Плоская поверхность – поверхность, которая равно расположена по отно-

шению к прямым на ней. 
 
Вслед за определениями основных понятий в трактате Евклида идут пять 

постулатов и девять аксиом. 
Постулаты: 
1. Из всякой точки до всякой точки можно провести прямую. 
2. Ограниченную прямую можно непрерывно продолжать по прямой. 
3. Из всякого центра и всяким раствором можно описать круг. 
4. Все прямые углы равны между собой. 
5. Если прямая, падающая на две прямые, образует по одну сторону внут-

ренние углы, в сумме меньшие двух прямых углов, то неограниченно продол-
женные, эти две прямые встретятся с той стороны, где сумма внутренних 
углов меньше двух прямых углов. 

В современной школе последний постулат обычно преподают в формули-
ровке Джона Плэйфейра (1748 – 1819): если точка не лежит на прямой, то су-
ществует только одна прямая, которая проходит через данную точку и не 
имеет общих точек с данной прямой. 

Общих точек не имеют параллельные прямые. Поэтому пятый постулат 
Евклида называют также аксиомой о параллельных. 
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Аксиомы. 
1. Равные одному и тому же равны между собой. 
2. Если к равным прибавляют равные, то и целые (суммы) будут равны. 
3. Если от равных отнимают равные, то и остатки будут равны. 
4. Если к неравным прибавляют равные, то целые будут не равны. 
5. Удвоенные одного и того же равны между собой. 
6. Половины одного и того же равны между собой. 
7. Совмещающиеся друг с другом равны. 
8. Целое больше части. 
9. Две прямые не содержат пространства (т.е. не пересекаются в двух 

различных точках). 
 
Многие исследователи полагают, что идущие вслед за постулатами от-

дельным списком аксиомы не принадлежат Евклиду и добавлены переписчика-
ми в более поздние эпохи. К сожалению, труд Евклида не дошёл до нас в ори-
гинале. Копирование же такого сочинения требовало от переписчиков высокой 
квалификации. Это имело и недостаток: переписчики «подправляли» Евклида, 
возможно, из лучших побуждений сделать его трактат более адекватным со-
временному им уровню развития математики. В результате в настоящее время 
известны различные редакции постулатов и аксиом. Поэтому пятый постулат – 
аксиому о параллельных – иногда называют десятой, а иногда одиннадцатой 
аксиомой. 

Заметим, что хотя исходные положения построенной им теории Евклид на-
звал постулатами, а положения второго списка, имеющие более общее значе-
ние, – аксиомами, в современном языке науки термины постулат и аксиома 
являются эквивалентными. Они обозначают одно и то же понятие – утвержде-
ние, принимаемое без доказательства. Но термин постулат более характерен 
для естественных наук, а аксиома – для математики (постулат [от лат. postulo – 
требую] – основополагающее утверждение, принимаемое без доказательств; то 
же, что аксиома в математике1). 

 
 

4. Современная аксиоматика геометрии 
К настоящему времени разработано множество систем аксиом евклидовой 

геометрии. Мы познакомимся с исторически первой современной аксиомати-
кой, которую разработал в конце XIX века Давид Гильберт (впервые опублико-
вана в его знаменитой книге «Grundlagen der Geometrie» – «Основания геомет-
рии», 1899). 

 

                                           
1 Толковый словарь школьника по физике. С. 230 
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Давид ГИЛЬБЕРТ (Hilbert) (1862–1943). Немецкий математик. Окончил Кёнигсбергский универси-
тет, работал профессором в Кёнигсбергском, затем (с 1985 г.) – в Гёттингенском университете. 

Исследования Гильберта оказали большое влияние на развитие многих разделов математики, 
а его деятельность в значительной мере способствовала тому, что Гёттинген в первой трети XX века 
являлся одним из центров мировой математической мысли. Под руководством Гильберта написали 
свои диссертации многие крупные математики (например, Г. Вейль и Р. Курант). 

Гильберт плодотворно работал в различных областях математики: теория инвариантов, теория 
алгебраических чисел, основания геометрии, вариационное исчисление, дифференциальные и инте-
гральные уравнения, основы математической физики, логические основания математики, теория чи-
сел. 

«Основания геометрии» Гильберта (1899 г.) стали образцом для дальнейших работ по аксиома-
тическому построению геометрии. К 1922 г. у Гильберта сложился значительно более обширный план 
обоснования всей математики путём её полной формализации с последующим доказательством не-
противоречивости формализованной математики. Эта концепция была развита в двухтомном труде 
«Основания математики», написанном совместно с П. Бернайсом (1934 г. и 1939 г.). Надежды Гиль-
берта не оправдались: проблема непротиворечивости формализованных математических теорий 
оказалась гораздо глубже и сложнее, чем он предполагал. Однако вся дальнейшая работа в этой об-
ласти идёт по пути, намеченному Гильбертом. 

Гильберт был большим мастером в высшей степени наглядного изложения математических 
теорий. В этом отношении замечательна книга «Наглядная геометрия», написанная совместно с 
С. Кон-Фоссеном (русский перевод 1951 г.). 

 
Аксиоматика Гильберта начинается с перечня первичных, неопр ед е -

ля емых  понятий. В качестве таковых приняты восемь понятий: 
 точка; 
 прямая; 
 плоскость; 
 отношение связи точки и прямой; 
 отношение связи точки и плоскости; 
 отношение ‘находиться между’; 
 отношение равенства отрезков; 
 отношение равенства углов. 

Собственно система аксиом Гильберта состоит из пяти групп аксиом: 
 аксиомы связи (принадлежности); 
 аксиомы порядка; 
 аксиомы конгруэнтности (совпадения, равенства); 
 аксиомы непрерывности; 
 аксиома параллельности. 

Рассмотрим эти группы аксиом по порядку. 
 

I. Аксиомы связи (или аксиомы принадлежности) 
Эта группа аксиом наиболее знакома и наиболее привычна вчерашнему 

школьнику: так или иначе об этих аксиомах должны были что-то говорить в 
школе. 

I.1. Через каждые две различные точки проходит прямая и притом толь-
ко одна. 

I.2. Каждой прямой принадлежат по крайней мере две точки. 
I.3. Существуют три точки, не лежащие на одной и той же прямой. 
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I.4. Через каждые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит 
плоскость и притом только одна. 

I.5. Каждой плоскости принадлежит по крайней мере одна точка. 
I.6. Если две различные точки лежат на некоторой прямой и на некото-

рой плоскости, то и всякая точка, лежащая на этой прямой, лежит на этой 
плоскости. 

I.7. Никакие две различные плоскости не могут иметь ровно одну принад-
лежащую им обеим точку. 

I.8. Существуют четыре точки, не лежащие на одной и той же плоско-
сти. 

 
II. Аксиомы порядка 
Вторая группа аксиом аксиоматики Гильберта описывает свойства отно-

шения ‘между’. Поскольку это отношение описывает взаимное расположение 
точек прямой, то эту группу аксиом называют аксиомами порядка. 

II.1. Если точка B лежит между точками A и C, то все три точки A, B, C 
различны. 

II.2. Если точка B лежит между точками A и C, то все три точки A, B, C 
лежат на одной прямой. 

II.3. Если точка B лежит между точками A и C, то точка B лежит 
также между точками C и A.  

II.4. Для любых двух различных точек A и B существует такая точка C, 
что B лежит между A и C. 

II.5 Среди любых трёх точек существует не более одной, лежащей между 
двумя остальными. (Аксиома единственности промежуточной точки). 

II.6 Если три точки A, B и C не лежат на одной прямой, а прямая p, при-
надлежащая плоскости, проходящей через эти три точки, не проходит ни че-
рез одну из этих точек, но проходит через какую-то точку, лежащую между A 
и B, то эта прямая проходит и через какую-то точку, лежащую либо между B 
и C, либо между A и C. (Аксиома Пáша1). 

 
III. Аксиомы конгруэнтности2 
Эту группу аксиом делят на две подгруппы: 1) аксиомы конгруэнтности 

отрезков; 2) аксиомы конгруэнтности углов. Следовательно, эта группа аксиом 
описывает свойства отношений равенства отрезков и равенства углов. 

Напомним, что отношение равенства отрезков и отношение равенства уг-
лов в аксиоматике Гильберта являются исходными неопределяемыми понятия-
ми. Однако в аксиомах конгруэнтности используют не только исходные поня-
                                           

1 Аксиому в 1882 г. сформулировал немецкий математик Мориц Паш. 
2 Конгруэнтность [от лат. congruens – соответствующий, согласующийся, сообразный и т.п.] 

для простоты можно понимать как равенство геометрических фигур. 
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тия, но и производные, определяемые понятия: ‘отрезок’, ‘луч’, ‘угол’ и ‘полу-
плоскость’. 

Отрезок – множество, состоящее из любых двух различных точек A и B и 
всех точек, лежащих между ними. 

Аксиомы  р ав ен с т в а  о т р е з ко в  
III.1. Если ABBA ≡′′  и ABBA ≡′′′′ , то BABA ′′′′≡′′ . 
III.2. Если точка B лежит между точками A и C, а точка B′  – между 

точками A′  и C ′  и при этом BAAB ′′≡  и CBBC ′′≡ , то CAAC ′′≡ . 
III.3. Если даны отрезок AB, прямая p и на ней две различные точки O и E, 

то можно найти точку X, имеющую два свойства: 1) X лежит на p, причём по 
ту же сторону от O, что и Е; 2) OXAB ≡ . 

Для того чтобы сформулировать аксиомы равенства углов, необходимо 
ввести понятия ‘луч’, ‘угол’ и ‘полуплоскость’. 

Луч – множество всех точек прямой, лежащих по одну сторону некото-
рой точки O1. 

Угол – совокупность двух лучей, имеющих общее начало. 
Аксиомы  р ав ен с т в а  у г лов  
III.4. Всякий угол равен самому себе. 
III.5. Если даны две тройки различных точек A, B, C и A′ , B′ , C ′  и 

BAAB ′′≡ , CAAC ′′≡  и CABBAC ′′′∠≡∠ , то CBAABC ′′′∠≡∠ . 
III.6. Если даны 1) угол ),( kh∠ , стороны которого не принадлежат одной 

прямой; 2) точка O′ ; 3) луч h′  с началом в точке O′ ; 4) полуплоскость α, реб-
ру которой принадлежит данный луч, то существует единственный луч k ′ , 
имеющий следующие свойства: 1) k ′  начинается в точке O′ ; 2) k ′  принадле-
жит полуплоскости α; 3) ),(),( khkh ∠≡′′∠ . 

 
IV. Аксиомы непрерывности 
Первоначально в этой группе аксиом было две аксиомы – Кантора и Ар-

химеда. Позднее их заменила одна единственная аксиома – аксиома Дедекинда. 
IV.1. Если все лежащие на некоторой прямой точки произвольным обра-

зом разбиты на два непересекающихся непустых выпуклых подмножества, то 
на этой прямой существует точка D со следующим свойством: какой ни взять 
отрезок, внутри которого находится точка D, среди внутренних точек этого 
отрезка найдутся точки как первого, так и второго подмножества. (Аксиома 
Дедекинда). 

 

                                           
1 Это определение, мягко говоря, нестрогое: не определено, что означает лежать по одну сто-

рону для множества точек. Существует ли такое множество, в котором более двух точек? Это поло-
жение необходимо доказывать (теорема о существовании луча). 
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V. Аксиома параллельности 
V.1. Через всякую точку, не лежащую на какой-либо прямой p, проходит 

не более одной прямой, параллельной прямой p. 
 
 

5. Примеры геометрических теорем 
Приведём несколько примеров геометрических теорем, доказательство ко-

торых опирается непосредственно на аксиомы1. 

Теорема 1. Если прямые p и q различны, то они имеют не более одной 
принадлежащей им обеим точки. 

Доказательство. Пусть p и q имеют две принадлежащие им обеим точки 
(доказательство от противного). Тогда через эти точки проходят по крайней ме-
ре две различные прямые – p и q. Но это противоречит аксиоме I.1. Следова-
тельно2, две различные прямые имеют не более одной общей точки, что и тре-
бовалось доказать.  

Теорема 2. Если прямая проходит через две точки, а третья точка на 
этой прямой не лежит, то не существует прямой, проходящей через все три 
данные точки. 

Доказательство. Пусть существует прямая, которая проходит через три 
данные точки (доказательство от противного). Тогда эта прямая проходит и че-
рез две первые точки. Но в силу аксиомы I.1 прямая, проходящая через две точ-
ки – единственная. Но это противоречит условию теоремы: по условию третья 
данная точка на этой прямой не лежит. Следовательно, не существует прямой, 
проходящей через все три данные точки, что и требовалось доказать.  

 
На первый взгляд, доказываемые в этих теоремах факты очевидны. Но это 

только на первый взгляд. Дело в том, что очевидность обусловлена тем, что мы 
имеем наглядное представление о точках и прямых. Но для корректного ис-
пользования аксиоматического метода необходимо абстрагироваться от всего, 
кроме системы аксиом. В числе прочего необходимо абстрагироваться и от на-
глядных геометрических образов, почерпнутых при изучении геометрии в шко-
ле. Иными словами, об объектах, названных точка, прямая, отношение связи 
точки и прямой и т.д., мы не знаем ничего, кроме аксиом. И не умеем точки, 

                                           
1 Изложение геометрии не является целью нашего курса, поэтому мы приводим две теоремы, в 

которых использованы только некоторые аксиомы связи. Для того чтобы составить представление о 
том, как «работает» аксиоматический метод, этого достаточно. 

2 Как и «положено» при доказательстве от противного, при доказательстве этой и следующей 
теорем мы руководствуемся законом modus tollens. 
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прямые и плоскости рисовать1! Поэтому и необходимо доказывать, казалось 
бы, очевидные факты, исходя не из геометрической наглядности, а строго из 
системы аксиом. 

 
 

6. Понятия и термины. Основные виды определений 
Сравнивая аксиоматики Евклида и Гильберта, невозможно не заметить, 

что у Евклида исходные понятия «определены», а у Гильберта просто введены 
списком без определений. Здесь просматриваются естественнонаучный и мате-
матический подходы к построению теории. Но для того чтобы понять это, не-
обходимо обсудить некоторые методологические вопросы теории определений. 

 
Поговорим сначала о понятиях и терминах. 
Понятие – важнейшая форма мысли. Это мысль, фиксирующая признаки 

отображаемых в ней предметов или явлений, позволяющая отличать эти пред-
меты или явления от смежных с ними; это более или менее полное знание о ка-
ком-то предмете или множестве однородных предметов, выраженное в форме 
множества суждений. Понятие является одной из основных форм рационально-
го уровня познания действительности. Рациональное (в том числе научное) по-
знание протекает в понятиях, суждениях, умозаключениях и фиксируется в тео-
риях. Достаточно ясно, что рассуждать о чём-либо мы можем, только если это-
му чему-либо присвоено имя. Имя понятия называют словом термин. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Термин – это слово или выражение (языковая конструк-
ция), служащее именем понятия. 

 
Необходимо различать понятия ‘понятие’ и ‘термин’. Понятие – мысль, 

предмет из мира идей, а термин – знак, предмет из мира знаков. Разница между 
ними примерно такая же, как между содержанием характеристики человека и 
его именем. 

Специальная наука терминоведение изучает принципы построения систем 
терминов и самих терминов. Важнейшее требование, предъявляемое к терми-
нам, – однозначность, т. е. обозначение одним термином одного и только одно-
го понятия. Корректное построение терминосистемы – непростой вопрос. Вы-
дающийся математик А.Н. Колмогоров считал, что система понятий не менее 
важна, чем система результатов, и даже может составить предмет диссертации. 

О терминах (об именах понятий) «договариваются». Формой такого «дого-
вора» между людьми служат определения. Вольтер призывал прежде, чем спо-

                                           
1 Плоскости мы и правда рисуем с трудом. С этим, думаю, согласится всякий, кто старался как 

можно нагляднее изобразить плоскости, решая задачи по стереометрии. 
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рить, до говорит ь с я  о  т ерминах . Декартовское «определяйте значения 
слов и вы избавите свет от половины заблуждений» нашло отражение и в твор-
честве А.С. Пушкина. 

Определение является важнейшей логической операцией, благодаря которой 
становится ясным значение термина. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определение (дефиниция) – это процедура, в результа-
те которой становится понятным значение слова или словосочетания 
(в том числе термина).  

В литературе встречаются словосочетания определение понятий и определе-
ние терминов. Это одно и то же: если слово является термином, т. е. обозначает 
понятие, то дефиниция одновременно служит и определением термина, и опре-
делением понятия. 

Со времён Аристотеля распространено мнение, будто научно строгим явля-
ется только один вид определения – в ерб ал ьно е  (чисто словесное) определе-
ние через ближайший род и видовое отличие, называемое также классификаци-
онным. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определение через ближайший род и видовое отличие 
(классификационное или классическое определение) – определение, в 
котором предметы определяемого понятия вводят в объём ближайше-
го более широкого понятия (рода) и при этом с помощью отличитель-
ного признака (видовое отличие) выделяют среди предметов этого бо-
лее широкого понятия. 

Например, ромб – это параллелограмм, у которого все стороны равны. 
Ближайшим родовым понятием для понятия ‘ромб’ является ‘параллелограмм’. 
Видовое отличие, выделяющее ромб среди всех возможных параллелограммов, 
– равенство всех сторон. 

Однако люди пользуются не только классификационными определениями, 
но и определениями других видов. В словаре по логике их можно насчитать по-
рядка двух десятков. В науке кроме классификационного определения важней-
шее значение имеют нев ерб ал ьные  (не чисто словесные) определения – ос-
тенсивное и операциональное. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Операциональное определение – определение, в кото-
ром значение слова (термина) становится ясным в результате демон-
страции вещей и действий (оперирования с вещами). 

Благодаря демонстрации устанавливается взаимно однозначное соответст-
вие между словами и действиями человека с материальными объектами. 

Например, Пуанкаре рекомендовал при  обуч ении  понятие ‘прямая 
линия’ определять, используя практический приём, который чертежники при-
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меняют для проверки прямолинейности рабочей кромки рейсшины. Состоит он 
в следующем. По рейсшине чертят линию. Переворачивают рейсшину вокруг 
рабочей кромки и прикладывают ее к начерченной линии. Если кромка совпа-
дает с линией, сдвигают рейсшину вдоль линии. Если совпадение не нарушает-
ся, говорят: «Такую линию называют прямой». 

 
Жюль Анри ПУАНКАРЕ  (1854–1912). Выдающийся французский математик, физик, астроном и 

философ. Родился в Нанси. Окончил Политехническую школу (1875 г.) и Горную школу (1879 г.) в Па-
риже. С 1879 г. преподавал на Каннском, с 1881 г. – на Парижском факультетах наук (с 1886 г. – про-
фессор). 

Автор свыше 1000 работ различных научных направлений, во многих из которых прогнозировал 
дальнейшее развитие науки. В области математики основные исследования посвящены теории чи-
сел, алгебре, теории дифференциальных уравнений, математической физике, основаниям математи-
ки. Важные для различных областей математики результаты содержат основные труды Пуанкаре в 
области небесной механики: «Новые методы небесной механики» и «Лекции по небесной механике». 
Многочисленные и важные результаты содержит большой цикл работ по теории дифференциальных 
уравнений. В своих исследованиях Пуанкаре использовал геометрию Лобачевского, известна его ин-
терпретация неевклидова пространства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Остенсивное определение – определение, состоящее в 
том, что собеседнику показывают вещь или процесс и одновременно на-
зывают термин, эту вещь или этот процесс обозначающий. 

Именно посредством остенсивных определений ребёнок осваивает боль-
шинство слов родного языка. Например, показывая собаку, одновременно про-
износят слово собака. А увидев бегущего человека, говорят, что он бежит. 
Благодаря остенсивным определениям все мы соглашаемся, что трава – зелёная, 
а небо –голубое. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определение через объём понятия – определение, в ко-
тором перечисляют элементы множества, соответствующего данно-
му понятию. 

Например, термин физические величины можно определить как имя множе-
ства, элементами которого являются длина, масса, время, сила, энергия, элек-
трическое напряжение, температура и т. д. Натуральные числа иногда опреде-
ляют как числа 1, 2, 3 и т. д. 

К определениям предъявляют довольно жёсткие требования. Нам важно от-
метить, что определение должно быть 

 однозначным; 
 ясным; 
 не содержащим «круга». 

Одно зн ачно с т ь  означает, что каждый термин соответствует одному и 
только одному понятию. Это требование исключает определения типа «образо-
вание – это процесс и результат …», которые до недавнего времени довольно 
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часто можно было встретить, например, в учебниках по такой гуманитарной 
науке, как педагогика1.  

Требование я сно с ти  подразумевает, что все термины, входящие в опреде-
ление, должны быть предварительно определены, т.е. должны быть ясными. 

Например, следующее «определение» психолого-педагогического понятия 
‘академическая адаптация’, явно не удовлетворяет требованию ясности2. 

Академическая адаптация – это формирование устойчивой системы от-
ношений ко всем компонентам педагогической системы, обеспечивающей аде-
кватное поведение субъекта деятельности для эффективного достижения це-
лей педагогической системы. 

В этом определении неясно практически всё: академическая адаптация оп-
ределена через крайне расплывчатые понятия (устойчивая система отношений 
к компонентам педагогической системы, адекватное поведение, эффективное 
достижение целей). Эти понятия сами требуют определений, корректно сфор-
мулировать которые – очень сложная задача. Попросту говоря, приведённое 
выше определение никуда не годится. 

 
Запр е т  «кру г а»  означает, что недопустимо определяемое определять 

через определяющее, а затем определяющее – через определяемое. 
Например: логика – наука о правильном мышлении, а правильное мышление 

– логичное мышление. 
Забавный пример «круга» в определениях дан в «Космических дневниках 

Ийона Тихого». Разыскивая в энциклопедии информацию о неких сепульках, 
герой последовательно находит определения, образующие «круг». 

Всё-таки я посмотрел в энциклопедии статью о сепульках. Нашёл короткую информа-
цию: 

«Сепульки – играющий значительную роль элемент цивилизации ардритов с планеты 
Интеропия. См. Сепулькарии». 

Я последовал этому совету и прочитал: 
«Сепулькарии – устройства, служащие для сепуления (см.)». 
Поискал сепуление, там было: 
 «Сепуление – занятие ардритов с планеты Интеропия. См. Сепульки». 
Круг замкнулся, больше искать было негде. 

С. Лем. Космические дневники Ийона Тихого 
(путешествие четырнадцатое) 
 

Простейший, но часто встречающийся случай «круга» в определении – «то 
же через то же» (idem per idem). 

                                           
1 На самом деле образование – это процесс. Результатом этого процесса является образован-

ность. 
2 Такого рода «наукообразные» определения довольно часто можно встретить в гуманитарных 

научных текстах. 
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Например: математика – то, чем занимаются математики; евклидова 
геометрия – это геометрия евклидова пространства. 

7. Неопределяемые понятия: 
естественнонаучный и математический подходы 

Вернёмся к обсуждению проблемы исходных понятий, которые «определе-
ны» у Евклида и введены без определений в аксиоматике Гильберта. 

Вооружившись некоторыми знаниями из теории определений, мы можем 
понять, что определения Евклида вряд ли можно признать определениями. Во 
всяком случае, это не определения через ближайший род и видовое отличие. 
Тем не менее математики из поколения в поколение продолжали формулиро-
вать такие определения. 

 
Хотя Аристотель в «Органоне», Паскаль в «Трактате о геометрическом духе» и Лейб-

ниц в «Монадологии» подчёркивали необходимость неопределяемых понятий, математики 
по непонятным причинам прошли мимо этих предупреждений и продолжали давать опреде-
ления, не имевшие смысла. … Математики всерьёз восприняли эту идею лишь после того, 
как в 1882 г. Мориц Паш вновь подтвердил необходимость неопределяемых понятий. 

М. Клайн. Математика. Утрата определённо-
сти 

Представляется, что причины игнорирования идеи неопределяемых понятий 
вполне ясны и связаны с различиями естественнонаучного и математического 
подходов к построению теории. А математика с древних времён была по сути 
дела естественной наукой и только в XIX веке в связи с развитием и переос-
мыслением аксиоматического метода в математике произошёл переход на бо-
лее высокий уровень абстрактности. Для математики вплоть до XIX века цели-
ком и полностью верны слова нашего современника академика В.И. Арнольда, 
открывающие одну из его статей, о том, что математика – это раздел физики. 

Переход на более высокий уровень абстрактности произошёл ценой отрыва 
от физических корней, питавших математику тысячелетиями. Это случилось в 
XIX веке и именно тогда сложились объективные условия для массового вос-
приятия идеи о необходимости неопределяемых понятий. Рассмотрим это под-
робнее. 

Если следовать Аристотелю и допускать только один вид определения – че-
рез ближайший род и видовое отличие, то через некоторое число шагов мы 
действительно «упрёмся» в понятие, для которого не сможем указать ближай-
ший род. Проиллюстрируем это. 

‘Квадрат’ определяют через более общее (родовое) понятие 
'прямоугольник'. 

Квадрат – это прямоугольник, у которого все стороны равны. 
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Ближайшее родовое понятие для 'прямоугольника' – ‘четырёхугольник’. 
Прямоугольник – это четырехугольник, у которого все углы прямые. 

Продолжим движение в сторону более общих понятий. 
Четырехугольник – многоугольник, ограничивающая линия которого состоит 

из четырёх отрезков прямой. 
Многоугольник – плоская фигура, ограничивающая линия которой состоит из 

отрезков прямой. 
Плоская фигура – часть плоскости, ограниченная замкнутой линией. 

Дальше двигаться некуда: для понятий ‘плоскость’ и ‘линия’ не удаётся 
найти ближайший род и сформулировать определение через ближайший род и 
видовое отличие. В результате мы пришли к так называемым неопределяемым 
понятиям. 

Как поступать в этом случае? Вот здесь-то и возникает принципиальная раз-
ница между естественнонаучным и математическим подходами к построению 
теории.  

Естественники, имеющие дело с объектами реального физического мира, 
считают неопределяемые понятия недопустимыми: если принять неопределяе-
мые понятия, то отсутствует основание для рассуждений, мы не знаем, о чём 
рассуждаем. 

Но как определить понятия, для которых невозможно найти ближайший 
род? Выход состоит в использовании других видов определений. Евклид и сле-
довавшие его примеру несомненно изучали труды Аристотеля и были знакомы 
с его теорией определений. Давая тем не менее «не имеющие смысла определе-
ния» (а на самом деле – определения, не укладывающиеся в классическую ари-
стотелевскую схему), математики просто пытались соотнести свои идеализиро-
ванные модели (точки, прямые и т.п.) с реальными физическими объектами. 
Иными словами, при построении математических теорий они действовали с по-
зиций естественнонаучного подхода. 

Иначе разрешают эту проблему в рамках математического подхода. Со-
временные математики, имеющие дело с воображаемыми объектами, считают, 
что необходимость неопределяемых понятий – одна из особенностей аксиома-
тического метода, и настаивают на том, что первичные, неопределяемые поня-
тия, о которых известны только их свойства, описанные в аксиомах, должны  
лежать в основе теории. Для такой позиции есть достаточно веские основания. 

В XIX веке развитие математики и переосмысление аксиоматического ме-
тода привели к осознанию того, что подлинным предметом чистой математики 
является вывод  т еор ем  и з  по с ту лиров анных  допущений  (аксиом). 
Забота же об истинности аксиом, принятых для той или иной цели, об их соот-
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ветствии физическому миру находится вне предмета математики. Можно ска-
зать, что математика как наука об отношениях изучением именно отношений и 
занимается, нимало не заботясь о том, какие объекты в этих отношениях состо-
ят. При этом неопределяемые понятия можно интерпретировать как угодно, 
лишь бы они удовлетворяли аксиомам. Это действительно более высокий уро-
вень абстрактности. Евклид формулировал аксиомы геометрии, основываясь на 
казавшихся очевидными свойствах физического пространства. Аксиоматика 
многих современных математических теорий возникла вследствие внутренней 
логики развития математики как науки и на первый взгляд с физическим миром 
никак не связана. Совершенно удивительно при этом, что такого рода теории 
оказываются широко востребованными как математические модели реальных 
объектов. 

С математическим подходом к построению теорий связано понятие ‘изо-
морфизм’. Это понятие может служить ещё одним подтверждением высокого 
уровня абстракции современной математики. 

Коль скоро мы отказываемся от определения первичных понятий, то вполне 
разумно предположить, что могут существовать какие-то другие «точки», 
«прямые», «плоскости», удовлетворяющие всем аксиомам, но отличающиеся от 
евклидовых точек, прямых и плоскостей. Поскольку все аксиомы для новых 
объектов верны, а при выводе теорем ничего кроме аксиом мы не использовали, 
то верны будут и все теоремы. Следовательно, для «точек», «прямых» и «плос-
костей» будет верна и вся теория. 

В результате аксиоматическая теория имеет различные модели. Такие моде-
ли – различные системы объектов, удовлетворяющие одной и той же аксиома-
тике, – в математике называют изоморфными. Изоморфные модели в математи-
ке принято не  р а з лич а т ь . 

А.Н. Колмогоров замечает, что «кажущееся иногда весьма абстрактным 
понятие изоморфизма является просто математическим выражением идеи мо-
делирования физических явлений из какой-нибудь одной области (например, 
тепловых) физическими явлениями иной природы (например, электрически-
ми)» (Колмогоров А.Н. Математика в её историческом развитии. М.: Наука, 
1991. С. 66).  

С математическими примерами изоморфизма мы столкнёмся позже при изу-
чении алгебраических структур. 

Можно ли считать систему аксиом своего рода определением неопределяе-
мых понятий и говорить об аксиоматическом определении? Из сказанного сле-
дует, что всё-таки нельзя. 

Математический подход к построению теории предполагает возможность 
неоднозначного толкования неопределяемых понятий – существование различ-
ных моделей. В то же время мы договорились, что определение – это процеду-
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ра, в результате которой становится ясным значение термина, и что термин 
должен быть однозначным. Первичные понятия в совокупности с аксиоматикой 
не удовлетворяют этим требованиям. Поэтому представляется, что говорить об 
«аксиоматическом определении» нет оснований. Как правило, не выделяют та-
кой вид определений и в логике. 

В заключение лекции необходимо сказать, что ни естественнонаучный, ни 
математический подходы к построению теории не являются преимуществен-
ными. Они взаимно дополняют и обогащают друг друга. Математика играет 
очень важную роль в познании. И математический подход позволяет математи-
кам не просто идти вслед за учёными из других областей знания, занимаясь по-
исками ответов на поставленные теми вопросы. Математика зачастую опережа-
ет другие науки, так как, благодаря своему методу, в состоянии готовить для 
них «одёжку на вырост». Разобравшись с аксиоматическим методом, математи-
ки поняли, что физический смысл в математической теории необязателен: одну 
и ту же теорию можно применить к совершенно различным математическим 
или физическим ситуациям. 

 

Рассказывают…  

Однажды астроном, физик и математик проводили отпуск, путешествуя по 
Шотландии. Выглянув из окна вагона, они увидели чёрную овцу на лугу. «Как 
интересно! – заметил астроном. – Оказывается, в Шотландии в с е  овцы чёр-
ные!» «Э, нет! – отозвался физик. – В Шотландии неко торые  овцы чёрные». 
На что математик, тяжело вздохнув, провозгласил: «В Шотландии есть по  
кр айн ей  мере  один  лу г , на котором пасётся по  кр айн ей  мере  одна  
овц а , у которой по  кр айн ей  мере  один  бок  чёрный». 
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Лекция 3 
НЕЕВКЛИДОВЫ ГЕОМЕТРИИ. 
АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ 

 
Каждому, кто хоть когда-нибудь изу-

чал математические теории, знакомо то 
неприятное чувство, когда ... вдруг осозна-
ёшь, что ровным счётом ничего не понял ... 

А .  Эйнштейн  
 

План лекции 

1. Свойства систем аксиом. 
2. Пятый постулат Евклида и неевклидовы геометрии. 

3. Геометрия физического пространства. 
4. Проблема непротиворечивости геометрии. 

5. Аксиоматические теории. Теорема Гёделя о неполноте. 
 
 

1. Свойства систем аксиом 
Давая в начале предыдущей лекции определение аксиоматического метода, 

мы подчёркивали, что аксиомы представляют собой не произвольное собрание 
каких-либо суждений, а составляют си с т ему . Система аксиом должна удов-
летворять определённым свойствам: 

 непротиворечивости; 
 совместности; 
 независимости; 
 полноты. 

Остановимся на анализе этих свойств. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Непротиворечивая система аксиом – система акси-
ом, исходя из которой невозможно вывести логически противоре-
чивые суждения. 
 

Ясно, что система аксиом, из которой можно вывести противоречивые су-
ждения, никуда не годится. Поэтому вопрос о непротиворечивости аксиом яв-
ляется весьма важным при построении аксиоматической теории. 

Если аксиом мало и, следовательно, дедуктивная теория достаточно проста 
(в математике говорят бедная теория), то противоречивые аксиомы либо видны 
сразу, либо быстро приводят к взаимоисключающим суждениям. Например, 
противоречие в аксиомах, одна из которых утверждает, что через две точки 
проходит одна прямая, а другая – более одной прямой, видно «невооружённым 
глазом». 
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Но как быть в том случае, если аксиомы многочисленны, а аксиоматиче-
ская теория – сложная и разветвлённая (в математике говорят богатая)? Как 
получить уверенность в том, что выводы, к которым мы приходим, развивая 
теорию, на каком-то (возможно, весьма отдалённом) этапе не приведут к про-
тиворечию? 

Непротиворечивость системы аксиом доказывают путём построения моде-
ли – некоторой реально существующей системы объектов, удовлетворяющей 
всем аксиомам. В основе этого метода доказательства лежит вполне разумное 
положение, согласно которому для реальной системы объектов не могут одно-
временно быть верными два противоречивых суждения. Следовательно, какое-
то из таких суждений не может быть доказано, исходя из данной системы акси-
ом. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Модель системы аксиом – это некоторый объект, 
для которого аксиомы данной системы при подходящей интерпре-
тации истинны. 

 

 
Рис. 3.1. Модель аксиом связи – геометрия тетраэдра 

 
Например, если рассмотреть отдельно аксиомы связи гильбертовой аксио-

матики, то моделью этой системы аксиом может служить, например, тетраэдр 
(рис. 3.1), построенный из четырёх пластилиновых шариков (вершины), шести 
карандашей (рёбра) и четырёх треугольных листков бумаги (грани тетраэдра). 
Если в этой модели считать шарики «точками», карандаши – «прямыми», а ли-
стки – «плоскостями», то для построенной реальной системы объектов все ак-
сиомы связи будут выполнены (проверьте это в качестве самостоятельного уп-
ражнения). 

Систему аксиом, для которой существует модель, называют совместной. 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Совместная система аксиом – система аксиом, 
имеющая модель. 
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Свойства совместности и непротиворечивости системы аксиом связывает 
теорема. 

 
Теорема. Если система аксиом совместна, то она непротиворечива. 
Доказательство. Принимаем без доказательства.  
 
Поскольку система аксиом связи совместна (имеет модель), то, согласно 

теореме, аксиомы связи непротиворечивы. Другими словами, если для некото-
рой системы аксиом можно подобрать модель, то эта система должна быть не-
противоречивой. Построение моделей – это скорее искусство, чем наука. Оно 
требует склонности, нешаблонности мышления и опыта. 

Выше мы убедились, что сравнительно несложно построить модель для 
отдельно взятой группы аксиом – аксиом связи. Однако для полной системы 
аксиом геометрии построить наглядную модель не удаётся. Это и не удиви-
тельно, так как для построения такой модели потребовалась бы система из бес-
конечного числа объектов – «точек», «прямых», «плоскостей» (а в построенной 
только для аксиом связи модели кон ечно е  число элементов – по четыре 
«точки» и «плоскости» и шесть «прямых»). Использовать же в качестве модели 
привычные нам точки, прямые и плоскости евклидовой геометрии нельзя: во-
первых, они не существуют реально, а лишь в нашем сознании; во-вторых, 
именно для доказательства непротиворечивости системы аксиом евклидовой 
геометрии и необходима модель. 

Что же делать? Искать модель не в геометрии, а в другой области. Но об 
этом – в разделе, посвящённом обоснованию непротиворечивости геометрии. 

 
Следующим свойством аксиоматических систем является независимость 

аксиом. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Независимая система аксиом – система аксиом, в кото-
рой любая аксиома не является следствием других аксиом. 
 
Строго говоря, независимость не является обязательным свойством. Это 

скорее эстетическое, нежели математическое требование: считается, что теория, 
исходящая из минимального числа положений, более красива. Если наличие 
противоречивых аксиом сводит к нулю ценность теории, то включение в ак-
сиоматику зависимых аксиом к столь катастрофическим последствиям не ведёт. 
В конечном счёте это положение может быть исправлено «переводом» «лиш-
них» аксиом в разряд теорем и их доказательством на основе новой, сокращён-
ной аксиоматики. Но надо иметь в виду, что эстетическое совершенство, по-
видимому, тоже существенно в науке: ввёл же А. Эйнштейн такой вненаучный 
критерий истинности научной теории как красота. 
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Независимость какой-либо аксиомы от остальных означает, что существу-
ет модель, в которой выполнены все аксиомы, кроме данной. Но что означает, 
что какая-то аксиома н е  выполн ен а ? Это означает, что выполнен а  про -
тивоположная  ей  а к сиома . Следовательно, если не выполнена евклидова 
аксиома о параллельных (через точку вне прямой проходит не более одной 
прямой, параллельной данной), то выполнена ей противоположная (через точку 
вне прямой проходит более одной прямой, параллельной данной). 

В общем случае имеет место теорема: 
Теорема. Аксиома A некоторой системы аксиом S тогда и только тогда 

независима от других аксиом этой системы, когда является совместной сис-
тема аксиом S*, получающаяся из S заменой аксиомы A на ей противополож-
ную A . 

Доказательство. Принимаем без доказательства.  
 
Замечательным в этой теореме является то, что она связывает понятия не-

зависимости и совместности. 
 
Важной характеристикой системы аксиом является полнота.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полная система аксиом – это система аксиом, в которой 
можно доказать истинность или ложность каждого суждения в рамках 
данной теории1. 

Иными словами, если система аксиом полная, то в нашем распоряжении 
достаточно аксиом, чтобы доказать или опровергнуть любое мыслимое сужде-
ние, не выходящее за рамки данной аксиоматической теории. Таким образом, 
всякое суждение в рамках некоторой теории является следствием её системы 
аксиом. 

К полной системе аксиом никак нельзя добавить ещё одну аксиому: или 
она будет следствием уже имеющихся аксиом (что в принципе допустимо, но 
излишне), или она будет им противоречить, делая всю систему противоречивой 
и, следовательно, бессмысленной. 

Доказать полноту системы аксиом нелегко, так как нужно рассмотреть все 
возможные доказательства. Для доказательства полноты нет такого сравни-
тельно простого метода, как построение модели, позволяющего при подходя-
щих условиях доказывать независимость, а иногда и противоречивость. 

 
 

                                           
1 Здесь полезно вспомнить, что доказательство – процедура обоснования истинности сужде-

ния путём приведения конечной последовательности тех истинных суждений (аксиом и теорем), из 
которых оно логически следует (см. лекцию 1).  
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2. Пятый постулат Евклида и неевклидовы геометрии 
Пятому постулату Евклида (аксиоме о параллельных) было суждено сыг-

рать в истории математики совершенно беспрецедентную роль. 
Согласно пятому постулату в формулировке Евклида, две прямые пересе-

каются с той стороны, с которой сумма двух внутренних углов, образованных 
при пересечении этих двух прямых третьей прямой, меньше 180° (рис. 3.2). 
Значительно позднее была введена более удобная эквивалентная формулировка 
(через точку вне прямой проходит не более одной прямой, параллельной дан-
ной)1.  

Из-за неочевидности пятого постулата по сравнению с другими аксиомами 
постоянно предпринимались попытки доказать его, вывести из других аксиом.  

 

A

B

C

D

A+B>2d
C+D<2d

 
Рис. 3.2. К евклидовой формулировке пятого постулата 

 
В самом деле, если остальные постулаты геометрии допускали «опытную» 

проверку и были «наглядно очевидными», пятый постулат в определённом 
смысле противоречит опыту. В природе не существует бесконечно продолжен-
ных прямых. Человек, как существо конечное, может охватить лишь конечную 
часть пространства. Что касается конечных  «прямых»  (т.е. по сути дела 
о тр е з к о в ), то опыт как раз говорит о том, что через точку вне такой «прямой» 
можно провести бесконечное число «прямых», не имеющих в конечной области 
пространства общих точек с данной, т.е. «параллельных» в евклидовом смысле 
(рис. 3.3). 

Однако многочисленные, упорные и весьма квалифицированные попытки 
доказать пятый постулат, выведя его логически из других аксиом евклидовой 
аксиоматики, неизменно оказывались неудачными. Рано или поздно в них об-
наруживали ошибки, заключавшиеся в том, что в доказательство незаметно 
проникало допущение, эквивалентное аксиоме о параллельных. Так, в доказа-
тельстве Лагранжа ошибочным было невинное на первый взгляд предположе-
ние о том, что через точку внутри угла можно провести секущую, пересекаю-
щую обе стороны угла. 

                                           
1 Эквивалентность следует понимать в том смысле, что если одно из приведённых положений 

принять за аксиому, другое становится теоремой. 
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α α
P

 

Рис. 3.3. В конечной области пространства бесконечно много 
конечных «прямых» (т.е. отрезков), проходящих через точку P 

и не имеющих общих точек с данной «прямой», т.е. «параллельных». 
 
 
Карл Фридрих ГАУСС (1777–1855). Великий немецкий математик, физик, астроном, геодезист. 

Родился в Брауншвейге в семье подёнщика и рано проявил неординарные способности. На вундер-
кинда обратил внимание брауншвейгский герцог и позаботился о его образовании. В 1795–1798 гг. 
Гаусс учился в Гёттингенском университете. С 1807 г. профессор родного университета и одновре-
менно директор университетской астрономической обсерватории. 

Творчество Гаусса было чрезвычайно разносторонним. Его исследования посвящены высшей ал-
гебре, теории чисел, теории вероятностей, геодезии, небесной механике, теоретической астрономии, 
теории электричества и магнетизма. В 1801 г. в работе «Арифметические исследования» 
(«Disquisitiones arithmeticae») он доказал основную теорему алгебры (всякое алгебраическое уравне-
ние с действительными коэффициентами имеет корень), строго изложил теорию комплексных чисел и 
получил другие важные результаты в алгебре. 

В области теории вероятностей Гаусс в 1809 г. заново открыл (открытое ранее Муавром, но ос-
тавшееся незамеченным) нормальное распределение случайной величины, которое теперь называют 
его именем. 

В 1820 г. Гауссу была поручена геодезическая съёмка местности. В результате этой работы было 
создано новое научное направление – высшая геодезия. С геодезическими работами связаны и ис-
следования Гаусса в области геометрии. Его труд «Общие изыскания о кривых поверхностях» 
(1827 г.) содержит много новых геометрических положений. Гаусс, по-видимому, первым пришёл к 
выводу о возможности существования неевклидовой геометрии, но не оставил сколько-нибудь под-
робного описания полученных им результатов. 

Известность в научном мире и приглашение заведовать кафедрой математики и астрономии Га-
уссу принесло легендарное открытие «на кончике пера» планеты Цереры. Результаты исследований 
по астрономии Гаусс изложил в фундаментальном сочинении «Теория движения небесных тел». 

В физике Гаусс занимался изобретением электрического телеграфа, экспериментальными ис-
следованиями земного магнетизма. 

Гаусс принадлежит к плеяде великих учёных-энциклопедистов, оставивших яркий след во многих 
областях знания и выразивших самым энергичным образом новые идеи своего века. 

 
Николай Иванович ЛОБАЧЕВСКИЙ (1792–1856). Русский математик, мыслитель-материалист, 

деятель университетского образования и народного просвещения. Родился в Нижнем Новгороде, в 
семье мелкого чиновника. Почти всю жизнь провёл в Казани, где учился в гимназии (1802–1807 гг.) и 
Казанском университете (1807–1811 гг.). Впоследствии (1827–1846 гг.) состоял профессором и ректо-
ром alma mater. 
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7 февраля 1826 г. Лобачевский представил для опубликования в «Записках физико-математи-
ческого отделения» сочинение «Сжатое изложение начал геометрии со строгим доказательством 
теоремы о параллельных», в котором изложил основные идеи новой геометрии. К сожалению, публи-
кация статьи не состоялась. Позднее Лобачевский включил её в труд «О началах геометрии» (1829–
1830 гг.) – первую в мировой литературе публикацию по неевклидовой геометрии. 

Научные идеи Лобачевского не были поняты современниками. Его труд, представленный в Ака-
демию наук, получил отрицательную оценку М.В. Остроградского. Тем не менее, Лобачевский про-
должал разработку своих идей, что выгодно отличает его от Бойаи, прекратившего исследования по-
сле первой публикации в 1832 г., и от Гаусса, вообще ничего не опубликовавшего из опасения встре-
тить непонимание. В 1840 г. вышла книга Лобачевского «Геометрические исследования». Возможно, 
благодаря этой книге Лобачевский по предложению Гаусса был избран членом-корреспондентом Гёт-
тингенского учёного общества. Последнюю работу в области геометрии «Пангеометрию» Лобачев-
ский создал за год до смерти, будучи тяжело больным, диктуя её текст. 

Лобачевский получил ряд ценных результатов и в других областях математики: в алгебре он раз-
работал метод приближённого решения уравнений, в математическом анализе доказал ряд тонких 
теорем о тригонометрических рядах, уточнил понятие непрерывной функции и др. 

Лобачевский много сделал для Казанского университета. Когда он руководил университетом, был 
построен целый комплекс вспомогательных зданий: библиотека, астрономическая обсерватория, фи-
зический кабинет и химическая лаборатория, анатомический театр, клиника и др. Он положил начало 
«Учёным запискам Казанского университета», развил издательскую деятельность. Казанский универ-
ситет стал важным центром востоковедения. 

 
Янош БОЙАИ (1802–1860). Офицер австро-венгерской армии, сын Бойаи Фаркаша, венгерского 

математика, друга Гаусса. 
Свою работу по неевклидовой геометрии (объёмом в 26 страниц) под названием «Приложение, 

содержащее науку о пространстве, абсолютно истинную, не зависящую от истинности или ложности 
XI аксиомы Евклида, что a priori  решено быть не может, с прибавлением, к случаю ложности, геомет-
рической квадратуры круга» Бойаи опубликовал в качестве приложения к первому тому латинского 
сочинения своего отца «Опыт введения учащегося юношества в начала чистой математики» 
(«Tentamen juventutem studiosam in elementa Matheoseos»). 

 
Провал идеи с доказательством пятого постулата мог означать, что все ак-

сиомы евклидовой геометрии независимы. Но чтобы принять это как доказан-
ный факт, необходимо было пройти ещё один путь доказательства. Идея, при-
надлежащая Джироламо Саккери (1667–1733), священнику, члену ордена ие-
зуитов и профессору университета в Павии, состоит в следующем. 

Если аксиома о параллельных является следствием других аксиом, то ак-
сиоматика, в которой аксиома о параллельных заменена ей противоположной, 
должна быть противоречивой. Иначе говоря, в рамках такой аксиоматики 
должны быть получены противоречивые, взаимоисключающие суждения. В хо-
де исследований модифицированной системы аксиом Саккери показалось, что 
он пришёл к противоречию. Полученные результаты он опубликовал в книге 
«Евклид, избавленный от всяких пятен» («Euclides ab omni naevo vindicatus», 
1733 г.). 

То, что Саккери пришёл не к противоречию, а лишь к поразительно не-
обычным результатам, понял Георг С. Клюгель (1739–1812). 

На исследование Клюгеля обратил внимание один из крупнейших матема-
тиков XVIII века Иоганн Генрих Ламберт (1728–1777). В книге «Теория парал-
лельных прямых» (написана в 1766 г., опубликована в 1786 г.) он не нашёл, что 
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гипотеза, противоположная постулату Евклида (через точку вне прямой прохо-
дят по крайней мере две прямые, параллельные данной), приводит к противоре-
чию. Более того, Ламберт осознал, что любая непротиворечивая система аксиом 
порождает некоторую геометрию, хотя и не имеющую прямого отношения к 
реальным фигурам. 

Клюгель, Ламберт и Абрахам Г. Кестнер (1719–1800), учитель «короля ма-
тематиков» Гаусса, в своих исследованиях очень близко подошли к неевклидо-
вой геометрии. 

Но самым великим из математиков, занимавшихся проблемой оснований 
геометрии, был Карл Фридрих Гаусс. Проблемами геометрии Гаусс занимался 
практически на протяжении всей жизни и, судя по всему, был первым, кто по-
строил систему неевклидовой геометрии. Однако Гаусс не оставил изложения 
своей теории. О том, что он плодотворно работал в этой области, известно 
лишь из его писем друзьям, двух коротких заметок в Гёттингенском научном 
журнале и из нескольких записей, найденных среди бумаг Гаусса. 

 
Я лично далеко продвинулся в моих работах... Однако дорога, которую я выбрал, ведёт 

скорее не к желательной цели, а к тому, чтобы сделать сомнительной истинность геомет-
рии. 

Гаусс (из письма Бойаи Фаркашу 16 декабря 1799 г.) 
 
Допущение, что сумма углов треугольника меньше 180°, приводит к своеобразной, от-

личной от нашей [евклидовой] геометрии; эта геометрия совершенно последовательна; я 
развил её для себя совершенно удовлетворительно... Предложения этой геометрии отчасти 
кажутся парадоксальными и непривычными человеку, даже несуразными; но при строгом и 
спокойном размышлении оказывается, что они не содержат ничего невозможного. 

Гаусс (из письма Тауринсу 8 ноября 1824 г.) 
 
Построение здания неевклидовой геометрии независимо друг от друга за-

вершили Лобачевский и Бойаи Янош. Ключевым положением их теории была 
замена аксиомы о параллельных противоположной аксиомой – через точку вне 
прямой проходит более одной прямой, параллельной данной. Из этой аксиомы 
следует, что через точку вне прямой проходит бесконечно много прямых, па-
раллельных данной (если понимать параллельность по Евклиду: параллельные 
– это прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих точек). В гео-
метрии Лобачевского есть множество теорем, заметно отличающих её от евк-
лидовой. Например, сумма углов треугольника всегда меньше 180° и лишь 
стремится к 180°, когда площадь треугольника стремится к нулю. А два подоб-
ных треугольника, имеющих равные углы, конгруэнтны (равны). 

Простейшей моделью геометрии Лобачевского может служить евклидов 
круг (см. рис. 3.3). В этой модели внутренние точки евклидова круга (не вклю-
чая границу!) следует интерпретировать как «точки» Лобачевского, любые хор-
ды евклидова круга (опять-таки с исключёнными граничными точками) – как 
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«прямые» Лобачевского и, наконец, внутренность круга – как «плоскость» Ло-
бачевского. Можно проверить, что аксиоматика евклидовой геометрии в такой 
модели выполнена, за исключением аксиомы о параллельных, что было проил-
люстрировано выше (см. рис. 3.3). 

Первоначально геометрия Лобачевского была плохо воспринята большин-
ством современников. Лишь в узком кругу некоторых математиков неевклидо-
ву геометрию не только признали, но и сочли применимой к физическому про-
странству. 

Но построением геометрии Лобачевского дело не закончилось. Ученик Га-
усса Георг Барнхард Риман (1826–1866), занимавший впоследствии пост про-
фессора математики в Гёттингенском университете, по предложению Гаусса 
прочитал для получения звания приват-доцента лекцию об основаниях геомет-
рии1. Одним из замечательных результатов, доложенных Риманом, была новая 
неевклидова геометрия, в которой вообще отсутствовали параллельные пря-
мые. Естественно, для непротиворечивости новой геометрии в евклидовой ак-
сиоматике некоторыми аксиомами (не только аксиомой о параллельных) при-
шлось пожертвовать. Бóльшая часть теорем геометрии Римана отличается как 
от теорем евклидовой геометрии, так и от теорем геометрии Лобачевского. На-
пример, сумма углов треугольника в геометрии Римана больше 180°, но, как и в 
геометрии Лобачевского, стремится к 180°, если площадь треугольника стре-
мится к 0. В геометрии Римана вообще нет параллельных прямых, и любые две 
прямые имеют одинаковую длину и пересекаются в двух точках. Все перпенди-
куляры к данной прямой пересекаются в двух точках. Два подобных треуголь-
ника всегда конгруэнтны. И так далее… 

Модель римановой геометрии предложил в 1868 г. Эудженио Бельтрами 
(1835–1900). Моделью для «планиметрии»2 Римана может служить евклидова 
сфера (рис. 3.4), интерпретируемая как риманова «плоскость». Тогда римановы 
«точки» – это евклидовы точки на сфере, а «римановы» прямые – большие ок-
ружности, т.е. окружности, возникающие при сечении евклидовой сферы евк-
лидовой плоскостью, проходящей через центр сферы. Кстати, в модели рима-
новой «планиметрии», как и в модели геометрии Лобачевского, сохраняет свою 
актуальность учебное определение прямой, предложенное А. Пуанкаре3. 

В более общем случае геометрия Римана выполнена на эллиптической по-
верхности (рис. 3.5), а геометрия Лобачевского – на гиперболической (рис. 3.6). 
Эллиптической и гиперболической эти поверхности называют, так как в их се-
чении плоскостью (на рисунках заштрихована) образуются эллипс и гипербола 

                                           
1 Эта лекция была опубликована после смерти Римана под названием «О гипотезах, лежащих в 

основаниях геометрии» (1868). 
2 Планиметрия – геометрия на плоскости. 
3 См. лекцию 2. 
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соответственно. По характеру поверхности, на которой они справедливы, часто 
именуют и сами геометрии: гиперболическая геометрия – геометрию Лобачев-
ского, эллиптическая геометрия – геометрию Римана. 

 

 
Рис. 3.4. Модель геометрии Римана: «плоскость» – поверхность евкли-
довой сферы, «точки» – евклидовы точки на поверхности сферы, «пря-
мые» – дуги больших окружностей, получающиеся при сечении евклидо-
вой сферы евклидовой плоскостью, проходящей через центр сферы1 

 
 
По-видимому, не так трудно представить поверхность, в разных областях 

которой «работают» разные геометрии (рис. 3.7). 
 

 

   
Рис. 3.5. Эллиптическая поверхность, на 
которой справедлива геометрия Римана (в 
сечении поверхности плоскостью (заштри-
хована) получается эллипс) 

Рис. 3.6. Гиперболическая поверхность, на 
которой справедлива геометрия Лобачев-
ского (в сечении поверхности плоскостью 
(заштрихована) получается гипербола) 

 

                                           
1 Обратите внимание, что приходится всё время оговаривать, когда мы имеем в виду объекты 

евклидовой геометрии. Это связано с тем, что модель римановой геометрии мы строим из «кирпичи-
ков» геометрии евклидовой, а «римановы» плоскость и прямые выглядят совсем не так, как евклидо-
вы. 
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Рис. 3.7. Сложная поверхность, в разных областях которой 
справедливы разные геометрии (например, в точке А – гео-
метрия Римана, а в точке В – геометрия Лобачевского) 

 
 

 

3. Геометрия физического пространства 
Геометрии Лобачевского и Римана как формально-дедуктивные теории 

непротиворечивы в той же степени, как и евклидова геометрия. Какая же из 
геометрий описывает реальное физическое пространство? Мы уже видели, что 
с помощью эксперимента невозможно решить, сколько параллельных некото-
рой данной прямой проходит через одну точку. Однако во всех геометриях есть 
теоремы, которые позволяют надеяться на экспериментальное решение вопроса 
в пользу одной из геометрий: сумма углов треугольника всегда равна 180° в 
евклидовой геометрии, всегда больше 180° – в геометрии Римана и всегда 
меньше 180° – в геометрии Лобачевского. 

Экспериментальные измерения суммы углов сравнительно большого тре-
угольника выполнил Гаусс. Осуществляя по просьбе курфюрста ганноверского 
топографическую съёмку местности, Гаусс «использовал служебное положе-
ние» для выяснения пригодности неевклидовой геометрии к описанию физиче-
ского пространства. В своей работе 1827 г. Гаусс отметил, что сумма углов тре-
угольника, образованного тремя горными вершинами в окрестностях Ганнове-
ра, больше 180° на 51 ′′ . К сожалению, этот результат ничего не дал: ошибка 
эксперимента, вызванная несовершенством измерительных инструментов, была 
весьма значительной. Это не давало возможности сделать вывод в пользу той 
или иной геометрии. Если бы результат был значительно меньше 180°, это оз-
начало бы, что геометрия Лобачевского лучше подходит для описания физиче-
ского пространства. Но для треугольников со сторонами всего в несколько ки-
лометров отклонение от 180°, предсказываемое геометрией Лобачевского, 
столь мало, что точности использовавшихся инструментов было недостаточно 
для его надёжного обнаружения. 

К аналогичным результатам пришёл и Лобачевский, также живо интересо-
вавшийся применимостью новой геометрии к описанию физического простран-
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ства. Проанализировав современные ему данные астрономических наблюдений, 
Лобачевский сделал вывод, что разница между евклидовой и неевклидовой 
геометриями если и существует, то находится в пределах ошибки измерений. 

Тем не менее, эксперименты всё же показали, что для сравнительно малых 
областей пространства евклидова геометрия и геометрия Лобачевского практи-
чески одинаково пригодны. Поэтому если рассматривать только локальные 
свойства пространства, то выбор между геометриями остаётся делать только 
исходя из соображений простоты. Поскольку с евклидовой геометрией работать 
значительно легче, то люди пользуются ею, пока речь идёт о сравнительно не-
больших (порядка нескольких миллионов километров!) расстояниях. Однако 
нет никаких оснований ожидать, что евклидова геометрия подходит для описа-
ния физического мира в целом. Положение вещей в геометрии аналогично по-
ложению в физике, где теории Ньютона и Эйнштейна дают неразличимые ре-
зультаты при малых расстояниях и скоростях (с которыми мы, кстати, имеем 
дело в нашей повседневной деятельности), но расходятся при больших величи-
нах последних. 

Наличие многих геометрий и принципиальная невозможность определить, 
какая из них является геометрией физического мира, поставили математиков и 
вообще учёных перед совершенно новой ситуацией. Оказалось, что примени-
тельно к изучению физического мира математика не предлагает ничего, кроме 
моделей (или теорий). И всякий раз, когда накопленный опыт или специальный 
эксперимент показывают, что новая теория даёт более точное описание реаль-
ности, чем старая, старую теорию вполне допустимо заменить новой. 

 
Если теоремы математики прилагаются к отражению реального мира, они не точны; 

они точны до тех пор, пока не ссылаются на действительность… Однако, с другой сторо-
ны, верно и то, что математика вообще и геометрия в частности обязаны своим проис-
хождением необходимости узнать что-либо о поведении реально существующих объектов. 

А. Эйнштейн 
 
Выше мы приводили пример поверхности, для разных областей которой 

удобны разные геометрии. Согласно Эйнштейну, реальное физическое про-
странство-время имеет аналогичную структуру: его геометрия меняется от точ-
ки к точке. Мы можем считать, что кривизна вызвана гравитационным полем 
вещества или, наоборот, вещество и поле – следствие искривления пространст-
ва. 

Если геометрия пространства-времени в некоторой области эллиптическая, 
то не исключена возможность отправиться в путь по прямой и в конце концов 
вернуться в исходную точку1. Некоторые астрономы указывают на слишком 
                                           

1 Вспомните «прямые» в модели римановой геометрии на евклидовой сфере. «Прямые» Римана 
безграничны, но не бесконечны. Один из важнейших результатов Римана в области оснований гео-
метрии состоит в том, что он «развёл» понятия ‘бесконечности’ и ‘безграничности’. 
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большое количество радиозвёзд, расположенных в диаметрально противопо-
ложных точках неба, чтобы это могло быть просто случайностью. Может быть, 
каждая такая пара – это одна звезда, видимая с двух противоположных направ-
лений. 

 
 

4. Проблема непротиворечивости геометрии 
Мы построили модели неевклидовых геометрий Лобачевского и Римана 

(«геометрия круга» и «геометрия сферы»), доказав тем самым их непротиворе-
чивость. Это доказательство верно, однако, при одном весьма существенном 
условии: если непротиворечива евклидова геометрия. В самом деле, строя мо-
дели неевклидовых геометрий, мы использовали «кирпичики» из евклидовой 
геометрии (мы обращали внимание, что нам постоянно приходилось оговари-
вать: е в клидов а  сфера, е в клидов а  плоскость, е в клидов  круг и т.д.). Но 
евклидовы точки, прямые и плоскости в реальности не существуют. Это абст-
ракции и существуют они только в воображении. Поэтому и построенная на ос-
новании этих абстракций модель доказывает непротиворечивость аксиоматиче-
ской системы лишь в той мере, в какой непротиворечив использованный для 
построения модели «материал». Если моделью служит реальный объект, то не-
противоречивость можно считать доказанной: реальный объект непротиворе-
чив, так как не может одновременно иметь и не иметь некоторое свойство. Если 
же модель – абстракция, то на место проблемы непротиворечивости заданной 
аксиоматики приходит проблема непротиворечивости «строительного материа-
ла» модели. Таким образом, неевклидовы геометрии непротиворечивы по-
стольку, поскольку непротиворечива евклидова геометрия. 

Анализируя же евклидову геометрию, мы остановились на том, что для по-
строения модели, доказывающей непротиворечивость её полной аксиоматики, 
необходимо искать негеометрический «строительный материал». Уйти в дру-
гую, отличную от геометрии область, даёт возможность аналитическая гео-
метрия1. 

Начало аналитической геометрии положил в XVI веке Рене Декарт. Ему 
удалось объединить в этой области математики прежде независимые друг от 
друга геометрию и алгебру. С элементами аналитической геометрии знаком 
каждый, кто строил графики функций. Именно соответствие между кривыми, 
поверхностями и описывающими их формулами (математики говорят уравне-
ниями) является предметом изучения в аналитической геометрии, центральная 
идея которой – метод координат – позволяет свести аксиоматику геометрии к 
алгебраическим формулам. Но тогда в качестве «модели» для аксиоматики гео-

                                           
1 Основным понятиям аналитической геометрии будет посвящена лекция 6. 
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метрии можно взять то, что лежит в основе алгебры, – систему вещественных 
чисел. Однако непротиворечивость аксиоматики вещественных чисел тоже тре-
бует обоснования, которое возможно лишь при допущении, что непротиворе-
чивой является система натуральных чисел. Дальше апеллировать не к чему. Но 
за многие тысячелетия активного использования арифметика натуральных чи-
сел к противоречиям никогда не приводила. Следовательно, допущение о не-
противоречивости арифметики натуральных чисел выглядит очень и очень 
правдоподобным. Но не более того! С математической точки зрения непроти-
воречивость арифметики натуральных чисел – это не строго доказанный факт, а 
лишь очень правдоподобная гипотеза. Из всего этого следует главный вывод: 
евклидова геометрия непротиворечива постольку, поскольку непротиворечива 
арифметика натуральных чисел. Более того, Гёдель показал, что доказать не-
противоречивость арифметики натуральных чисел принципиально невозможно. 

 
 

5. Аксиоматические теории. Теорема Гёделя о неполноте 
Тупик с доказательством непротиворечивости методом построения моде-

лей стимулировал поиски альтернативных возможностей. Основные идеи ново-
го подхода, получившего известность как программа Гильберта формализации 
математики, состоят в следующем. 

Прежде всего Гильберт задался вопросом о том, какие методы доказатель-
ства непротиворечивости следует считать допустимыми, не вызывающими со-
мнения в их достоверности. Он пришёл к выводу, что допустимым является 
лишь такое доказательство, которое можно разбить на конечное число шагов, 
каждый шаг должен быть совершенно точно определён, и все возможности уч-
тены. Такое доказательство можно получить, если отказаться от приписывания 
математическим символам содержательного смысла и действовать чисто фор-
мально. Таким образом, Гильберт пришёл к идее создания специального фор-
мализованного языка для записи математических рассуждений. Такой форма-
лизованный язык должен отличаться от естественного языка точностью и опре-
делённостью конструирования предложений, преобразование которых дóлжно 
выполнять в строгом соответствии с правилами математической логики. По су-
ти дела Гильберт на качественно новом этапе развития математической науки 
возродил идеи Лейбница. Формализованный подход, по мнению Гильберта, по-
зволил бы строгими математическими методами исследовать проблему непро-
тиворечивости аксиоматических систем. Тогда доказательство истинности ма-
тематических суждений превращается в оперирование с некоторыми формула-
ми – предложениями формализованного языка1. При этом понятия ‘доказа-
                                           

1 Представление о том, как это может выглядеть на практике, можно составить, если снова об-
ратиться к материалу по математической логике (лекция 1). 
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тельство’ и ‘теорема’ приобретают точный математический смысл, и их мож-
но исследовать.  

В программе Гильберта было дано направление на разработку и исследо-
вание аксиоматических теорий, развиваемых на специальном формализованном 
языке. В результате теперь мы различаем формальные и неформальные аксио-
матические теории. Евклидова геометрия (и в евклидовой, и в гильбертовой 
аксиоматиках) – пример неформальной теории. Привести пример формальной 
аксиоматической теории весьма затруднительно: это заняло бы слишком много 
времени и сил. Но полезно знать, что формальная аксиоматическая теория от-
личается тем, что её строят на основе формализованного языка, на котором за-
писывают её суждения, а понятия ‘доказательство’ и ‘теорема’ имеют точные 
математические определения. 

Если же не предложен ни формализованный язык для записи суждений, ни 
точное математическое определение доказательства (которое в этом случае ос-
таётся психологическим) – это неформальная аксиоматическая теория. 

В связи с программой формализации математики, Гильберта интересовал и 
другой вопрос: всякая ли задача может быть в принципе решена? Он надеялся 
найти некоторую процедуру, позволяющую заранее узнать, разрешима или нет 
данная задача. 

Сокрушающим ответом на программу Гильберта явилась сравнительно не-
большая статья «О формально неразрешимых предложениях Principia 
Mathematica1 и родственных систем», опубликованная в одном из немецких 
научных журналов в 1931 г. Автором статьи был двадцатипятилетний 
австрийский математик Гёдель. 

 
Курт ГЁДЕЛЬ (Gödel) (1906–1978). Австрийский логик и математик. В 1933–1938 гг. приват-

доцент Венского университета. В 1940 г. эмигрировал в США. С 1953 г. профессор Института пер-
спективных исследований в Принстоне. 

Основные труды – в области математической логики и теории множеств. 
 
В доказанной в статье теореме (ныне – теорема Гёделя о неполноте) ут-

верждались, по сути дела, две вещи: 
1) если аксиоматическая теория натуральных чисел непротиворечива, то 

существуют теоремы, которые нельзя ни доказать, ни опровергнуть; 
2) не существует никакой конструктивной процедуры, с помощью которой 

можно было бы доказать непротиворечивость аксиоматической теории, вклю-
чающей арифметику натуральных чисел. 

Первый результат показывает, что не всякая задача разрешима даже в 
принципе. Второй результат говорит о том, что нельзя доказать непротиворечи-

                                           
1 Principia Mathematica (1903 г.) – монументальный трёхтомный трактат Альфреда Норта Уайт-

хеда и Бертрана Рассела, посвящённый математической логике и основаниям математики. 
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вость широкого класса формальных дедуктивных теорий (включающего, в ча-
стности, арифметику натуральных чисел). 

Более точно теорема Гёделя о неполноте гласит: если система S (содержа-
щая арифметику натуральных чисел) непротиворечива, то в ней существует та-
кое суждение A, что ни само A, ни его отрицание не могут быть доказаны сред-
ствами S. 

Работа Гёделя камня на камне не оставила от программы формализации 
всей математики. Говорят, что, услышав о работе Гёделя, Гильберт «очень рас-
сердился». Другой великий математик Джон фон Нейман читал тогда курс лек-
ций о программе Гильберта. Прочитав работу Гёделя, он тут же перестроился и 
оставшиеся лекции посвятил ей. 

Значение теоремы Гёделя о неполноте состоит в том, что она показала не-
осуществимость программы формализации всей математики Гильберта. Даже 
арифметику натуральных чисел невозможно формализовать полностью, ибо со-
гласно теореме Гёделя в формализованной арифметике существуют неразре-
шимые истинные суждения. 

Но значение теоремы Гёделя выходит далеко за пределы математики. С 
философско-методологической точки зрения теорема Гёделя доказывает невоз-
можность полной формализации знания. 

 

Рассказывают…  

Однажды на обеде известный математик Дж. Харди заметил, что если в 
теории можно доказать две противоречащие друг другу теоремы, то в этой тео-
рии можно доказать в с ё ,  ч то  у годно . Кто-то тут же потребовал обосновать 
это и, предположив, например, что 2 + 2 = 5, доказать, что некто Мак-Таггарт – 
папа римский. Харди ненадолго задумался и ответил: «Мы знаем также, что 
2 + 2 = 4, значит, 5 = 4. Вычитая 3, получаем 2 = 1. Мак-Таггарт и папа римский 
– два человека, следовательно, Мак-Таггарт и папа римский – один человек». 
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Лекция 4 
МНОЖЕСТВА. ОТНОШЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ 

 
Я вижу это, но не могу в это пове-

рить. 
Г .  Кан тор  

 
Сегодня мы знаем, что, логически го-

воря, возможно вывести почти всю совре-
менную математику из единого источника 
– теории множеств. 

Н .  Бурба ки 1 
 

План лекции 

1. Значение теории множеств. 
2. Понятие ‘множество’. 

3. Операции над множествами. 
4. Мощность множества. 

5. Парадоксы теории множеств. 
6. Отношения. Бинарные отношения. 

7. Отображение. 
8. Свойства бинарных отношений. 

9. Отношение эквивалентности. 
10. Отношения порядка. 

11. Сечения. 
 
 

1. Значение теории множеств 
Развитие математики, как и любой творческий процесс, не идёт последова-

тельно. Не следует думать, что математики делают свои открытия сразу в за-
конченной форме дедуктивной теории. Интуиция, правдоподобные рассужде-
ния – вот главные механизмы, обеспечивающие развитие математической нау-
ки. Лишь покорив одним им ведомыми путями очередную вершину, математи-
ки начинают заниматься обустройством этих путей с тем, чтобы определить 
положение покорённой вершины в общем ландшафте математики и сделать её 
по возможности общедоступной. Нечто подобное произошло и с теорией мно-
жеств. Лежащая в основе математики теория множеств была разработана 
только в XIX веке. Её родоначальником был немецкий математик Георг Кан-
тор. 

 
                                           

1 Николя Бурбаки – псевдоним группы французских математиков XX века, предпринявших по-
пытку построить всю современную математику с позиций формального теоретико-множественного 
подхода. 
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Георг КАНТОР (1845–1918). Немецкий математик. Родился в Петербурге, учился и жил в Герма-
нии. Окончил Берлинский университет, с 1869 г. преподавал в университете в Галле. Основатель и 
первый президент Германского математического общества, инициатор созыва первого Международ-
ного математического конгресса в Цюрихе. 

Основоположник теории множеств. Сформулировал (1878 г.) общее определение мощности 
множества, первое определение континуума, ввёл понятия счётных и несчётных множеств, пустого 
множества, развил принципы сравнения множеств. Систематическое изложение своего учения о бес-
конечности дал в 1879–1884 гг. Ввёл (1883 г.) новое понятие действительных чисел, включившее как 
рациональные, так и иррациональные числа. 

Требование Кантора рассматривать бесконечность как нечто актуально данное было новым и 
обусловило непризнание его работ некоторыми математиками. К 1890 г., когда были разработаны 
приложения теории множеств к математическому анализу и геометрии, эта теория получила призна-
ние в качестве самостоятельного раздела математики. 

 
Теория множеств – язык современной математики. Понятие ‘множество’ 

настолько универсально, что элементы этого языка проникли в другие, подчас 
далёкие от математики, области знания. Поэтому современному образованному 
человеку необходимо иметь представление об этой фундаментальной концеп-
ции современной математической науки. 

Значение теории множеств для самой математики состоит в том, что со-
временный «стандарт» математической строгости основан на теоретико-
множественной концепции построения любой математической теории. В соот-
ветствии с этим подходом любая математическая теория имеет дело с множе-
ствами объектов, связанных между собой некоторыми отношениями. Свойства 
этих объектов и отношений между ними задают системой аксиом, исходя из ко-
торой и строят теорию на основе только логических рассуждений. При этом 
важнейшее значение имеет то, что при построении теории используют те и 
только те свойства объектов и отношений, которые «заявлены» в аксиомах либо 
на основе аксиом доказаны. Никакие другие свойства извне не могут быть 
привнесены в математическую теорию. Это абстрагирование от каких-либо 
свойств конкретных объектов и отношений, кроме свойств, описанных в аксио-
мах, даёт возможность применять одну и ту же математическую теорию к раз-
личным системам объектов.  
 
 

2. Понятие ‘множество’ 
Основным понятием теории множеств является ‘множество’. Это понятие 

обычно относят к исходным, неопределяемым математическим понятиям. О 
неопределяемых понятиях и о том, как понимать этот термин, мы уже говори-
ли. Примем, что математически строго определить понятие ‘множество’ нель-
зя, и приведём канторовское описание  ‘множества’. 

Множество S есть любое собрание определённых и различимых 
между собой объектов нашей интуиции и интеллекта, мыслимое как 
единое целое. Эти объекты называют элементами множества S. 
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Если элемент x является элементом множества S, то записывают Sx∈  и 
говорят: x принадлежит S. Если элемент x не является элементом множества S, 
то записывают Sx∉  и говорят: x не принадлежит S. 

 Примеры множеств: 
 A = {a, b, c, d} – множество, состоящее из четырёх элементов – букв a, 

b, c и d; 
 N = {1, 2, 3, …} – множество, состоящее из всех натуральных чисел 

(множество натуральных чисел).  
В рамках нашего обзорного курса математики предметом особого интереса 

будут числовые множества – множества, элементами которых являются 
числа. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Числовое множество – это множество, элементами 
которого являются числа. 

 
 Примеры числовых множеств: 

 множество натуральных чисел N; 
 множество целых чисел Z; 
 множество рациональных чисел Q; 
 множество действительных чисел R; 
 множество комплéксных чисел С.  

Выделяют два основных способа задания множества: 
1) перечислением всех элементов множества; 
2) указанием характеристического свойства множества. 

Ясно, что первый способ пригоден только для конечных множеств, да и то 
лишь для множеств с небольшим числом элементов и, может быть, для некото-
рых бесконечных множеств. Например, =A { }5,3,1  – множество, состоящее из 
трёх элементов (один, три и пять);. N = {1, 2, 3, …} – множество натуральных 
чисел. 

Второй способ задания множества – характеристическим свойством – уни-
версален. Например, приведённое выше множество =A { }5,3,1 в этом случае 
можно задать так: =A { }51,,12 ≤≤∈+= xNkkxx . 

 Примеры. 
 Множество натуральных чисел N = { }K,3,2,1| =nn . 
 Множество целых чисел Z = { }KK ,3,2,1,0,1,2,3,| −−−=mm . 
 Множество чётных чисел E = { }Zkknn ∈= ,2| . 
 Множество рациональных чисел Q = { }NnZmnmxx ∈∈= ,,| . 
 Открытый промежуток (интервал) ( )ba,  в множестве действитель-
ных чисел A = { }bxaRxx <<∈ ,| . 
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 Закрытый промежуток (отрезок) [ ]ba,  в множестве действитель-
ных чисел A = { }bxaRxx ≤≤∈ ,| .  

Подмножества. Рассмотрим два множества { }3,2,1=A  и { }5,4,3,2,1=B . 
Каждый элемент множества A принадлежит и множеству B. Такое множество A 
называют подмножеством множества B. Это записывают BA ⊂ . Говорят так-
же, что множество A включено в B или B включает A, что A содержится в B 
или B содержит A. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Подмножество множества A – это множество, все эле-
менты которого являются элементами множества A. 

Рассмотрим множество { }6,3,2,1=C . Не все его элементы принадлежат 
множеству { }5,4,3,2,1=B  (элемент B∉6 ). Следовательно, С не является под-
множеством множества B: BC ⊄ . 

Различают отношения строгого и нестрогого включения. Нестрогое вклю-
чение обозначают знаком ⊆ . Различие строгого и нестрогого включения впол-
не аналогично различию между строгим и нестрогим неравенством ( )≥>, . 

Основные свойства отношения включения: 
1. Пустое множество есть подмножество любого непустого множества. 
2. Любое непустое множество есть подмножество самого себя (рефлексив-

ность – свойство только нестрогого включения). 
3. Если BA ⊂  и CB ⊂ , то CA ⊂  (транзитивность). 
 
 

3. Операции над множествами 
Прежде чем давать определения операций над множествами, необходимо 

определить отношение равенства множеств. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Равные множества – это множества, каждое из которых 
является подмножеством другого. 

( ) ( )ABBABA ⊂∧⊂⇔= . 

Несложно доказать теорему: если множества равны, то они состоят из оди-
наковых (одних и тех же) элементов. 

Теперь дадим определения пересечения и объединения – основных опера-
ций над множествами. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пересечение двух множеств – это множество всех общих 
элементов данных множеств. 

Пересечение обозначают знаком I : { }BxAxxBA ∈∈=  и |I . 
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Операции над множествами удобно иллюстрировать кругами Эйлера. На 
рис. 4.1 заштрихованная область представляет собой пересечение множеств 

BAI . 

 

Рис. 4.1. Пересечение множеств A и B 
(заштрихованная область кругов Эйлера) 

 
 Пример 1. Найти пересечение множеств { }4,3,2,1=A  и { }6,4,2=B . 

Решение. Общими элементами обоих множеств являются 2 и 4. Поэтому 
{ }4,2=BAI .  

 Пример 2. Найти пересечение множеств { }cbaA ,,=  и { }knmB ,,= . 
Решение. Данные в условии множества не имеют одинаковых элементов. 

Поэтому ∅=BAI .  

 Пример 3. Найти пересечение множеств A = { }51,| ≤≤∈ xRxx  и 
B = { }63,| <<∈ xRxx . 

Решение. Понятно, что задача сводится к нахождению пересечения двух 
промежутков – отрезка [1, 5] и интервала (3, 6). Общие точки обоих промежут-
ков принадлежат полуинтервалу (3, 5]. 

Следовательно, { }53,| ≤<∈= xRxxBAI .  

Свойства операции пересечения: 
1. Коммутативность: ABBA II = . 
2. Ассоциативность: ( ) ( )CBACBA IIII = . 
3. ∅=∅IA . 
4. Если BA ⊂ , то ABA =I . 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Объединение двух множеств – это множество всех эле-
ментов двух данных множеств. 

Объединение обозначают знаком U : { }BxAxxBA ∈∈=   или  |U . 
На рис. 4.2 заштрихованная область представляет собой объединение мно-

жеств BAU . 
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Рис. 4.2. Объединение множеств A и B 
(заштрихованная область кругов Эйлера) 

 
 Пример 4. Найти объединение множеств { }4,3,2,1=A  и { }6,4,2=B . 

Решение. Объединению множеств принадлежат все элементы обоих мно-
жеств. Поэтому { }6,4,3,2,1=BAU . Обратите внимание, что одинаковые эле-
менты включены в объединение множеств только один раз.  

 Пример 5. Найти объединение множеств { }cbaA ,,=  и { }knmB ,,= . 
Решение. { }knmcbaBA ,,,,,=U .  

 Пример 6. Найти объединение множеств A = { }51,| ≤≤∈ xRxx  и 
B = { }63,| <<∈ xRxx . 

Решение. Все точки обоих промежутков принадлежат полуинтервалу [1, 6). 
Следовательно, { }61,| <≤∈= xRxxBAU .  

Свойства операции объединения: 
1. Коммутативность: ABBA ∪=∪ . 
2. Ассоциативность: ( ) ( )CBACBA ∪∪=∪∪ . 
3. AA =∅∪ . 
4. Если BA ⊂ , то BBA =∪ . 

Отметим, что первые три свойства операции пересечения и первые три 
свойства операции объединения вполне аналогичны свойствам операций над 
числами. При этом объединение аналогично сложению, пересечение – умноже-
нию, а пустое множество – нулю. Это достаточно ясно из таблицы. 

Операции над множествами Операции над числами 
ABBA ∩=∩  abba ⋅=⋅  

( ) ( )CBACBA ∩∩=∩∩  ( ) ( )cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
∅=∅∩A  00 =⋅a  

ABBA ∪=∪  abba +=+  
( ) ( )CBACBA ∪∪=∪∪  ( ) ( )cbacba ++=++  

AA =∅∪  aa =+ 0  
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Вследствие такой аналогии операции над множествами иногда называют 
алгеброй множеств. Вообще, термин алгебра имеет в математике более широ-
кий смысл, чем можно вынести из школьной программы. Алгебра – не только 
математическая наука, в которой изучают общие законы действий с числами, 
решение уравнений и т.п. Алгеброй называют множество объектов любой при-
роды, на котором определены некоторые операции. Поэтому говорят об алгебре 
множеств, векторной алгебре, алгебре высказываний, матричной алгебре 
и т.п. 

 

4. Мощность множества 
При изучении множеств абстрагируются от природы и порядка их элемен-

тов или только от их природы и учитывают порядок. Чем же могут отличаться 
два множества, если нас не интересуют природа и порядок их элементов? Они 
могут отличаться численностью. 

Чтобы установить, в каком из двух коробков больше спичек, можно просто 
пересчитать спички. Но для сравнения численности спичек в коробках вовсе не 
обязательно владеть понятием ‘число’. Достаточно вынимать спички парами – 
по одной из каждого коробка. Когда в одном коробке спички кончатся, а в дру-
гом – нет, станет ясно, где спичек больше. Если же спички кончатся одновре-
менно, то множества спичек в обоих коробках равночисленны. 

Операцию, которую мы попытались проделать с множествами спичек, на 
математическом языке можно назвать установлением взаимно однозначного со-
ответствия. Когда число спичек в коробках одинаково, нам это удалось, в 
противном случае – нет. Это приводит к гипотезе о том, что равночисленными 
являются те множества, между элементами которых можно установить взаимно 
однозначное соответствие. 

 

Конечные

(конечное число
элементов)

(бесконечное число
элементов)

Бесконечные

Множества

Счётные Несчётные
 

 
Рис. 4.3. Схема классификации множеств 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Взаимно однозначное соответствие – это соответст-
вие между элементами множеств A и B, при котором каждому элементу 
множества A соответствует один и только один элемент множества 
B и каждому элементу множества B – один и только один элемент мно-
жества A. 

Можно выделить следующие виды множеств: конечные (с конечным чис-
лом элементов) и бесконечные (с бесконечным числом элементов) (рис. 4.3). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Бесконечное множество – это множество, в котором су-
ществует некоторое подмножество, равномощное данному множеству. 

О конечных множествах, между элементами которых установлено взаимно 
однозначное соответствие, можно сказать, что они равночисленны. Но это не 
слишком хороший термин. Во-первых, мы сравнивали содержимое коробков, 
абстрагировавшись от ‘числа’: именно для этого нам и понадобилась процедура 
установления взаимно однозначного соответствия. Во-вторых, термин равно-
численность не очень подходит для бесконечных множеств. А именно в этом 
направлении и напрашивается дальнейшее обобщение сравнения множеств – 
сравнение множеств с бесконечным числом элементов. 

Представим два бесконечных множества, между элементами которых ус-
тановлено взаимно однозначное соответствие. Разумно ли говорить, что эти 
множества с бесконечным числом элементов равночисленны? По-видимому, нет 
– что такое «численность» бесконечного множества? Для этого вводят новый 
термин – равномощность. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Равномощные множества – это множества, между элемен-
тами которых можно установить взаимно однозначное соответствие. 

Понятие ‘мощность множества’ можно трактовать и так. Мощность ко-
нечного множества – это просто число содержащихся в нём элементов. Вопрос 
о мощности конечных множеств можно решить простым пересчётом элемен-
тов. А как быть с бесконечными множествами? Г. Кантор обобщил понятие 
‘пересчёт’ на случай бесконечного множества: «пронумеровать» все элементы 
бесконечного множества при помощи некоторого правила. А поскольку мы ну-
меруем (или пересчитываем) при помощи натурального ряда чисел, то необхо-
димо установить взаимно однозначное соответствие между элементами иссле-
дуемого множества и натуральными числами, т.е. элементами множества нату-
ральных чисел. Кантор даже ввёл специальные ‘трансфинитные числа’ для 
обозначения мощностей бесконечных множеств. Так, мощность множества на-
туральных чисел Кантор обозначил 0ℵ  («алеф» – древнееврейская буква); 0ℵ  – 
это первое трансфинитное («бесконечное») число. 

При сравнении мощностей бесконечных множеств возникают совершенно 
удивительные вещи. Во-первых, оказывается, что целых чисел так же много, 
как и натуральных. Казалось бы, здравый смысл подсказывает, что целых чисел 
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в два раза больше (целые числа – это натуральные числа, противоположные им 
числа и число 0). Но есть способ «пересчитать» целые числа: 

( )
( )

Nn
nn

nn ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=

=
,

число е-12
число е-2

0число е-1
. 

То есть 1-е число – 0; 2-е – (+1); 3-е– (–1); 4-е – (+2); 5-е – (–2) и т.д. 
Тем самым мы установили взаимно однозначное соответствие между мно-

жеством натуральных чисел N и множеством целых чисел Z. Следовательно, 
множество целых чисел Z р а вномощно  множеству натуральных чисел N. 

Ещё более удивительным представляется то, что и множество рациональ-
ных чисел Q равномощно множеству натуральных чисел. Напомним, что ра-
циональные числа – это числа вида nm , где Zm∈ , Nn∈ . Тогда можно пред-
ложить правило «пересчёта» всех рациональных чисел, смысл которого ясен из 
рис. 4.4: каждому рациональному числу nm  ставим в соответствие точку 

( )nmM i ,  координатной плоскости; i = 1, 2, 3, … – натуральный ряд чисел. При 
такой процедуре мы не пропустим ни одно рациональное число и каждому ра-
циональному числу будет соответствовать некоторое натуральное число. 

1-1

3

-3-5 m

n

0
1

3

-1

-3

 
Рис. 4.4. Схема установления взаимно однозначного соответствия 

между множествами натуральных и рациональных чисел 
(каждому рациональному числу nm  соответствует 

точка на плоскости с координатами (m, n)) 
 
В чём же дело? Может быть, вообще все бесконечные множества являются 

счётными? Покажем, что это не так, т.е. докажем соответствующую теорему. 
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Теорема. Если S – множество точек отрезка [0, 1], то оно является не-
счётным. 

Доказательство. Доказательство проведём методом «от противного». Как 
и положено при доказательстве «от противного» и в полном соответствии с ло-
гическим законом modus tollens, о котором мы говорили на первой лекции, 
предположим противоположное заключению теоремы; т.е. предположим, что 
множество точек отрезка [0, 1] счётно. Это означает, что нам удалось пронуме-
ровать в с е  точки отрезка [0, 1]. Их координаты представляют собой числа, за-
ключённые между 0 и 1. Следовательно, любой точке соответствует некоторая 
конечная или бесконечная десятичная дробь 0,aibicidi ..., где каждый символ  ai ,  
bi ,  ci ,  di , … – одна из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9 в записи i-го числа. Тогда 
мы можем установить следующее соответствие между натуральными числами 
(номера точек) и координатами точек (числами): 

точка 1 – K1111,0 dcba  , 
точка 2 – K2222,0 dcba  , 
точка 3 – K3333,0 dcba  , 
точка 4 – K4444,0 dcba  , 

…… 
точка n – Knnnn dcba,0  , 

…… . 
Отметим ещё раз, что в этой записи согласно предположению о счётности 
множества S присутствуют в с е  точки отрезка [0, 1]. 

Однако составим число Kabcd,0  по правилу 1aa ≠ , 2bb ≠ , 3cc ≠ , 4dd ≠  
и т.д. Очевидно, что это число не равно ни одному из «пронумерованных», так 
как по меньшей мере одной цифрой отличается от каждого из них. В то же вре-
мя 1,00 ≤≤ Kabcd  и точка с координатой Kabcd,0  – из отрезка [0, 1]. Следо-
вательно, получаем противоречие, так как, с одной стороны, составленное нами 
число не входит в приведённый выше список «пронумерованных» чисел, а с 
другой – это число принадлежит отрезку [0, 1], все точки которого «пронумеро-
ваны». 

Итак, предположив, что все числа «пронумерованы», мы опровергли этот 
тезис, построив не пронумерованное число. Мы пришли к противоречию, кото-
рое и доказывает теорему.  

Таким образом, между множеством натуральных чисел и множеством то-
чек отрезка [0, 1] нельзя установить взаимно однозначное соответствие. Такие 
множества называют несчётными. Мощность множества точек отрезка [0, 1] 
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называют континуумом и обозначают древнееврейской буквой ℵ(«алеф»)1 или 
латинской буквой c. Континуум – это второе трансфинитное число. 

Г. Кантор высказал континуум-гипотезу – предположение о том, что вся-
кое бесконечное подмножество множества мощности континуума либо равно-
мощно множеству натуральных чисел, либо имеет мощность континуума. 
Иными словами, между 0ℵ  и ℵ других трансфинитных чисел нет. Кантор не 
смог это доказать. Гильберт назвал континуум-гипотезу первой в числе 23 про-
блем, получивших известность как проблемы Гильберта, в докладе на II Все-
мирном конгрессе математиков. Полного решения проблемы континуум-
гипотезы нет до сих пор. Но в 1936 г. К. Гёдель и в 1963 г. П. Коэн доказали, 
что континуум-гипотеза не может быть доказана или опровергнута в рамках ак-
сиоматики теории множеств. 

Итак, множество точек единичного отрезка – следующее по мощности 
множество после множества натуральных чисел. Попытаемся использовать его 
в качестве нового «измерительного эталона» для определения мощности неко-
торых других несчётных множеств. На этом пути нас также ожидают удиви-
тельные вещи. 

Для использования множества точек отрезка [0, 1] – континуума – в каче-
стве меры мощности несчётных множеств необходимо дальнейшее обобщение 
понятия ‘сравнение множеств’. Это обобщение практически уже нами сделано 
ранее. Дело в том, что «пересчёт» элементов пусть даже бесконечного множе-
ства есть установление взаимно однозначного соответствия между элементами 
двух множеств. Если такое соответствие установить удаётся, то говорят о рав-
номощности двух множеств, между элементами которых установлено соответ-
ствие. 

Именно такую трактовку сравнения множеств распространяют и на не-
счётные множества. 

 
Человек – малый мир, микрокосм. Среда – большой мир, макрокосм. Так говорится 

обычно. Но ничто не мешает нам сказать и наоборот, называя Человека макрокосмом, а 
природу – микрокосмом: если и он, и она бесконечны, то человек, как часть природы, мо-
жет быть равномощен со своим целым, и то же дóлжно сказать о природе, как части че-
ловека. Нельзя сказать про куб с ребром в один сантиметр, что точек в нём и тех или иных 
отношений между ними больше, чем в кубе с ребром в десять сантиметров: их тут столь-
ко же, как и там. И природа, и человек бесконечны; и по бесконечности своей, как равно-
мощные, могут быть взаимно частями самих себя, причём части равномощны между со-
бою и с целым. Человек – в мире; но человек так же сложен, как и мир. Мир – в человеке; но 
и мир так же сложен, как и человек. 

Отец П. Флоренский 
 
 

                                           
1 В отличие от других мощностей – без индекса. 
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5. Парадоксы теории множеств 
Развивая теорию множеств, математики очень скоро заметили, что неогра-

ниченная свобода в использовании понятия ‘множество’ ведёт к противоречи-
ям, так называемым парадоксам (антиномиям) теории множеств или пара-
доксам бесконечного. Один из них был обнаружен Бертраном Расселом и со-
стоит в следующем. 

Как правило, множества не содержат себя в качестве элемента. Например, 
множество всех целых чисел состоит из элементов, являющихся целыми чис-
лами. Поскольку множес т во  целых чисел само по себе чи слом  н е  я вл я -
е т с я , то оно не содержит себя в качестве элемента. Такие множества будем на-
зывать обыкновенными. 

Существуют и такие множества, которые содержат себя в качестве элемен-
та. Рассмотрим, например, множество S, определённое следующим образом: S 
содержит в качестве элементов все множества, которые можно определить 
посредством предложения, состоящего меньше чем из двадцати слов. Но само 
множество S определено предложением, состоящим менее чем из 20 слов. Сле-
довательно, оно является элементом множества S. Такие множества назовём 
особенными. 

Рассмотрим теперь множество всех обыкновенных множеств C. Каждый 
элемент C – обыкновенное множество. А что можно сказать о самом множестве 
C – обыкновенное оно или особенное (это две исчерпывающие возможности)? 

Пусть C – обыкновенное множество. Тогда оно по определению (C – это 
множество всех обыкновенных множеств) содержит себя в качестве элемента. 
Но тогда мы должны (опять-таки согласно определению) отнести C к классу 
особенных множеств. Это противоречит исходному предположению. 

Пусть теперь C – особенное множество. Но тогда оно содержит себя – осо-
бенное множество – в качестве элемента. Это противоречит построению мно-
жества C как множества всех обыкновенных множеств (и только их!). 

Итак, уже одно только допущение существования множества всех мно-
жеств внутренне противоречиво. 

При всей занимательности «задач» подобного рода парадокс Рассела сыг-
рал в истории математики важнейшую роль, вызвав бурную дискуссию по по-
воду оснований математики. И лишь с построением теории множеств на основе 
аксиоматики, запрещающей оперировать с объектами типа «множества всех 
множеств», страсти в этой области математической науки понемногу улеглись. 
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6. Отношения. Бинарные отношения  
Наибольший интерес представляют множества, элементы которых каким-

либо образом связаны между собой, т.е. находятся в некотором отношении 
(англ. relation). 

Нам уже известны примеры отношений: отношение равенства и отношение 
порядка (больше–меньше) на множестве вещественных чисел, отношение 
включения на множестве множеств; как отношения можно рассматривать и 
функции. ‘Отношение’ является весьма общим математическим понятием. 

Чтобы математически строго ввести понятие ‘отношение’, необходимы 
понятия ‘упорядоченная пара’ и ‘прямое (декартово) произведение множеств’. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Упорядоченная пара (a, b) – это двухэлементное множе-
ство {a, b}, в котором элемент a стоит на первом месте, а элемент b – 
на втором. 

Двухэлементное множество «упорядоченная пара» отличается от двухэле-
ментного множества тем, что в упорядоченной паре важно, на каком месте сто-
ит элемент. Например, упорядоченные пары (1, 2) и (2, 1) не равны, а множест-
ва {1, 2} и {2, 1} равны. 

Вообще, упорядоченные пары (a, b) и (c, d) равны, если и только если a = с 
и b = d. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Прямое (декартово) произведение множеств A×B – это 
множество упорядоченных пар (a, b), в котором первый элемент каждой 
пары принадлежит множеству A, а второй – множеству B: 

( ){ }BbAabaBA ∈∈=×  и |, . 

Точку на плоскости можно задать упорядоченной парой чисел – её коор-
динатами. Множество всех упорядоченных пар в таком случае – это прямое 
произведение множества всех возможных значений координаты x (т.е. множе-
ства действительных чисел R) на множество всех возможных значений коорди-
наты y (т.е. тоже R). Иными словами, множество всех точек плоскости – это 
множество 2RRR =× . Аналогично, 3RRRR =××  – множество всех точек 
трёхмерного пространства1. 

Теперь мы готовы к тому, чтобы дать определение бинарного отношения – 
отношения между пар ами  (поэтому бинарно е ) объектов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Бинарное отношение между множествами X и Y – это всякое 
подмножество YXB ×⊂ . 

Примеры отношений: 
− отношение принадлежности Aa∈ ; 

                                           
1 Метод координат впервые разработал Рене Декарт, поэтому и прямое произведение множеств 

называют декартовым. 
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− отношение включения BA ⊂ ; 
− отношение равенства ba = ; 
− отношение порядка ba >  или ba ≥  или ba <  или ba ≤ ; 
− отношение подобия; 
− отношение параллельности. 

В общем виде бинарные отношения записывают в виде yxρ (читают «x ρ-
относится к y»), где под обозначением ρ как раз и понимают какое-либо отно-
шение. 

Особый интерес представляют бинарные отношения на множествах. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Бинарное отношение на множестве X – это всякое под-
множество XXB ×⊂ . 

Как видим, бинарные отношение на множествах – частный случай бинар-
ного отношения. 

 
 

7. Отображение 
Всем, кто учился в школе, более или менее знакомо понятие ‘функция’. Его 

обобщением является одно из важнейших математических понятий ‘отобра-
жение’. 

Пусть X и Y – два различных или равных множества. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отображение множества X в множество Y – это правило, 
по которому каждому элементу множества X поставлен в соответст-
вие один и только один элемент множества Y. 
 
Множества X и Y могут состоять из объектов произвольной природы. В за-

висимости от этого, отображение принято именовать тем или иным термином. 
Так, известны термины оператор и функционал. Использование этих терминов 
как синонимов термина отображение ясно из рис. 4.5. 
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Оператор

Функционал

Отображение

Нечисловое
множество    X

Нечисловое
множество    X

Числовое
множество    X Функция y = f(x)

Числовое
множество    Y

Числовое
множество    Y

Нечисловое
множество    Y

Множество X Множество Y

 
Рис. 4.5. Схема использования терминов ото б р аже н и е , 

о п е р ато р , фу н к ц и о н а л , фу н к ц и я  
 
Пример оператора – операция дифференцирования. Действительно, опе-

рация дифференцирования каждой функции из множества дифференцируемых 
функций X ставит в соответствие определённую функцию из множества Y (ото-
бражает нечисловое множество X на нечисловое множество Y). Например: 

xx 2)( 2 =′ ;   xx sin)(cos −=′ ;   xx ee 33 3)( =′ . 

Пример функционала – определённый интеграл, например, на отрезке 
[ ]1;0 . Действительно, операция интегрирования каждой интегрируемой на от-
резке функции (нечисловое множество X) ставит в соответствие число – значе-
ние определённого интеграла (числовое множество Y) (отображает нечисловое 
множество X на числовое множество Y). Например, 

3
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2 ==∫ xdxx ; 

1cos1cossin 1
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3
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x
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8. Свойства бинарных отношений 
Отношения могут иметь различные свойства. Некоторые из них встреча-

ются настолько часто, что им даны собственные названия. Такими общими 
свойствами отношений являются 
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1) рефлексивность / антирефлексивность (от лат. reflexivus – повёрнутый 
назад), 

2) симметричность / антисимметричность / асимметричность, 
3) транзитивность (от лат. transeo – перехожу). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рефлексивное отношение на множестве X – это отно-
шение, которое связывает каждый элемент множества X с самим собой 
( aaXa ρ∈∀ ). 

Например: 
рефлексивные отношения: равенство, больше или равно, меньше или рав-

но, отношение включения на множестве множеств; 
антирефлексивные отношения: отношение больше, отношение меньше, 

отношение «быть старше». 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Симметричное отношение – это отношение, для которо-
го из baρ  следует abρ . 

Например: равенство, равновеликость, подобие, параллельность, расстоя-
ние между двумя точками, «быть братом». 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Антисимметричное отношение – это отношение, для ко-
торого из baρ  и abρ  следует a = b. 

Например: нестрогое неравенство, отношение включения на множестве 
всех множеств, отношение делимости. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Асимметричное отношение – это отношение, для кото-
рого верно либо baρ , либо abρ . 

Например: отношение строгого неравенства. 
Асимметричное отношение не является симметричным или антисиммет-

ричным. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Транзитивное отношение – это отношение, при котором 
из baρ  и cbρ  следует caρ . 

Примеры транзитивных отношений: равенство, подобие, меньше или рав-
но, быть делителем, быть родственником. 

Примеры нетранзитивных отношений: «быть отцом» (если a отец b, а b 
отец c, то a – дедушка c, а не отец). 

Понятие ‘отношение’ является настолько общим, что теоретически отно-
шения могут иметь самые произвольные комбинации свойств. Но некоторые 
комбинации встречаются очень часто и заслуживают отдельного названия и 
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изучения. Наиболее важными для практики являются отношения эквивалент-
ности и порядка. 

 
 

9. Отношение эквивалентности 
Из отношений эквивалентности наиболее знакомым является отношение 

равенства на множестве вещественных чисел. Можно сказать, что отношение 
эквивалентности – обобщение понятия ‘равенство’. 

Из вышеприведённых примеров мы знаем, что отношение равенства реф-
лексивно (a = a), симметрично (a = b ⇒ b = a) и транзитивно (a = b, b = c ⇒ 
a = c). Именно эти свойства обязательны для отношения эквивалентности. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отношение эквивалентности на множестве X – это от-
ношение, которое рефлексивно, симметрично и транзитивно. 

Примеры отношений эквивалентности: отношение равенства чисел и мно-
жеств, отношение равномощности множеств, отношение подобия на множестве 
всех треугольников; отношение параллельности на множестве прямых. 

 
Отношение  э к вив ал ен тно с ти  я вл я е т с я  обобщением  поня -

тия  р ав ен с т в а  чи с ел .  

Теорема (о классах эквивалентности). Если на множестве M задано от-
ношение эквивалентности, то множество M можно разбить на непустые и 
попарно непересекающиеся подмножества (классы эквивалентности) так, что 
любые два элемента M, принадлежащие одному и тому же классу, эквива-
лентны, а любые два элемента из разных классов не эквивалентны. 

Разбиение на классы эквивалентности единственно. 
Доказательство. Принимаем без доказательства.  
 
Примеры: вещественные числа; 
   подобные треугольники; 
   равномощные множества; 
   параллельные прямые. 
Особенно важный пример: классы эквивалентности на множестве рацио-

нальных чисел. Дроби 
n
m  и 

n
m
′
′
 будем называть эквивалентными, если 

nmnm ′=′ . Другими словами, дроби эквивалентны, если их можно привести к 
одной несократимой дроби. 
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10. Отношения порядка 
Из отношений порядка нам наиболее знакомы отношения неравенства на 

множестве вещественных чисел (больше или равно, меньше или равно). Можно 
сказать, что отношение порядка – обобщение понятия ‘неравенство’. 

Из вышеприведённых примеров мы знаем, что отношение больше (мень-
ше) не рефлексивно (a > a – ложно), асимметрично (a > b и b > a взаимоисклю-
чено) и транзитивно (a > b ∧ b > c ⇒ a > c). Именно эти свойства обязательны 
для отношения строгого порядка. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отношение строгого порядка на множестве X – это от-
ношение, которое антирефлексивно, асимметрично и транзитивно. 

Примеры отношения строгого порядка: отношение больше (меньше) на 
числовом множестве; отношение строгого включения множеств; отношение 
«быть предком». 

Порядок не обязательно является строгим. Нетрудно догадаться, что от-
ношением нестрогого порядка является отношение больше или равно (меньше 
или равно) на числовом множестве. Из вышеприведённых примеров мы знаем, 
что это отношение рефлексивно (a ≥ a – истинно), антисимметрично (a ≥ b, 
b ≥ a ⇒ a = b) и транзитивно (a ≥ b, b ≥ c ⇒ a ≥ c). Именно эти свойства обяза-
тельны для отношения нестрогого порядка. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отношение нестрогого порядка на множестве X – это от-
ношение, которое рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. 

Примеры отношения нестрогого порядка: отношение больше или равно 
(меньше или равно) на числовом множестве; отношение нестрогого включения 
множеств; отношение импликации на множестве суждений. 

Среди отношений порядка различают отношения полного и частичного 
порядка. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полностью упорядоченное множество – это множество, 
для любых двух различных элементов которого установлено отноше-
ние порядка: 

( )bababaSbSa fp или,или, ≡∈∀∈∀ . 

Отношения порядка позволяют сравнивать между собой элементы одного 
множества, упорядочивать их, располагать «по порядку». 

 
Отношения  порядк а  я вл яютс я  обобщением  поня тия  нер а -

в ен с т в а  чис ел .  
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Таким образом, мы познакомились с отношениями эквивалентности и по-
рядка – обобщениями понятий равенства и неравенства чисел. 

Сведём все свойства этих отношений для наглядности в одну таблицу 
(табл. 4.1). 

Таблица 4.1 
СВОЙСТВА ОТНОШЕНИЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ И ПОРЯДКА 

 Отношение 
эквивалентности 

Отношение  
нестрогого порядка 

Отношение 
строгого порядка 

Рефлексивность   – 
Симметричность  – 

(антисимметричность) 
– 

(асимметричность) 
Транзитивность    

1) –  
2) –  

 
 

11. Сечения 
Одним из важных понятий теории множеств является ‘сечение’, которое 

вводят для упорядоченных множеств. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Сечение линейно упорядоченного множества – это вся-
кое разбиение данного множества на такие две непустые и непересе-
кающиеся части, что всякий элемент одной части предшествует вся-
кому элементу другой части. 

Различают четыре вида сечений: 
1) в нижнем классе есть наибольший элемент, а в верхнем – наименьший 

(такое сечение называют скачком); 
например: любое сечение в множествах натуральных и целых чисел; в 

множествах всех рациональных и всех вещественных чисел скачки невозмож-
ны; 

2) в нижнем классе нет наибольшего элемента, а в верхнем – наименьшего 
(такое сечение называют щелью); 

например: все рациональные числа, меньшие π, и все рациональные числа, 
большие π; 

3) в нижнем классе нет наибольшего элемента, но в верхнем есть наи-
меньший элемент (такое сечение называют дедекиндовым сечением); 

например: все вещественные числа, меньшие π, и все вещественные числа, 
большие или равные π; 

4) в нижнем классе есть наибольший элемент, но в верхнем классе нет 
наименьшего элемента (такое сечение также называют дедекиндовым сечени-
ем); 
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например: все вещественные числа, меньшие или равные 2 , и все веще-
ственные числа, большие 2 . 

 
 

Рассказывают…  
Парадокс Рассела – не чисто математического содержания. Его формулиру-

ют и в более популярном виде. 
Командир полка издал приказ, согласно которому полковой брадобрей обя-

зан брить всех солдат в полку, которые не бреются сами, но ему запрещено 
брить тех, кто бреется сам. Может ли брадобрей побриться, не опасаясь наказа-
ния? 

Если да, то он будет относиться к тем, кто бреется сам, а таковых он не 
должен брить. 

Если нет, он будет принадлежать к тем, кто не бреется сам, и, значит, он 
должен брить себя. 

Таким образом, этот брадобрей бреет себя в том и только в том случае, ко-
гда он не бреет себя. Это, разумеется, невозможно, и мы имеем противоречие. 
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Лекция 5 
ЧИСЛА. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 

 
Бог создал натуральное число, всё 

остальное – дело рук человеческих. 
Л .  Крóне к ер  

 
План лекции 

1. Становление понятия 'число’. 
2. Проблема обоснования вещественных чисел. 

3. Неаксиоматические теории вещественных чисел. 
4. Теория рациональных чисел. 

5. Аксиоматика вещественных чисел. 
6. Развитие понятия ‘число’. Алгебры. 

7. Алгебраические структуры: кольцо, поле, группа. 
 

 

1. Становление понятия ‘число’ 
‘Число’ – одно из фундаментальных понятий математики, используемое с 

древнейших времён. 
Как ребёнок узнаёт числа? Никто не учит его считать, объясняя, что такое 

число. Ему показывают три кубика, три машинки, три яблока и т.п. Постепенно 
ребёнок незаметно для себя выделяет то общее, что объединяет эти множества 
– все они содержат по три элемента (вспомните остенсивное определение!). 
Так происходит формирование представления о начальных числах натурально-
го ряда. Позже складывается представление и о главном свойстве этого ряда: 
если к множеству предметов добавить ещё один предмет, то новому множеству 
будет соответствовать следующее натуральное число. С этого момента ребёнок 
уже готов осваивать простейшие арифметические действия. 

У первобытных людей представление о числах возникло вследствие необ-
ходимости считать скот, дни, плоды, воинов, охотников и т.п. Таким образом, 
первыми из практических нужд возникли натуральные числа. Причём это были 
не отвлечённые числа, а числа, связанные с тем, что пересчитывают, и без этого 
не мыслившиеся. Например, один воин, два барана, пять мер пшеницы. Такие 
числа называют именованными. Именованные числа и сейчас широко исполь-
зуют, например, в физике и других областях науки, говоря, что сила тока со-
ставляет 1 ампер, напряжение – 220 вольт и т.п. 

Но наряду с понятием именованного числа постепенно сложилось абст-
рактное понятие отвлечённого числа. Это понятие возникло значительно позд-
нее, так как тот факт, что «две овцы» и «два дня» имеют нечто общее – их по 
«два» – совсем не очевиден. Например, очень маленькие дети этого ещё не по-
нимают, хотя прекрасно отличают одну конфету от двух конфет. 
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По мере развития цивилизации появлялись и другие виды чисел. Вглубь 
веков уходит появление дробей, также вызванное практическими потребностя-
ми счёта и измерений. Все письменные памятники древнего мира, содержащие 
математические сведения, свидетельствуют о том, что люди знали дроби и уме-
ли выполнять действия с ними с древнейших времён. Древние египтяне и вави-
лоняне использовали шестидесятеричные дроби, выполняя действия с ними с 
помощью специально составленных для этой цели таблиц.  

Древнегреческие учёные, широко использовавшие натуральные и дробные 
числа, первыми осознали необходимость научного обоснования понятия ‘чис-
ло’. Евклиду принадлежит первое известное логически последовательное изло-
жение теории натуральных чисел (VII, VIII, IX книги «Начал»). Пифагорейцы 
считали, что натуральные числа и их отношения (дроби) лежат в основе миро-
здания. Однако им же выпало разрушить свою собственную модель мироздания 
и расширить числовую систему, открыв новые числа, позднее названные ирра-
циональными. Согласно легенде, автором открытия был Гиппазий из Метапонта 
(V в. до н.э.). Он доказал, что существуют несоизмеримые отрезки (например, 
диагональ квадрата несоизмерима со стороной: если квадрат имеет стороны 
единичной длины, то длина его диагонали 2  и не может быть представлена в 
виде дроби, т.е. диагональ и сторона квадрата несоизмеримы1). Согласно леген-
де, Гиппазий, сообщил коллегам о своём открытии, когда они находились на 
корабле в море. Время и место были выбраны неудачно: учёные мужи выбро-
сили несчастного Гиппазия за борт за то, что он внёс в мир элемент, противоре-
чащий пифагорейскому учению и тем самым нарушающий гармонию. 

Однако новые числа уже были открыты, и со времён древнегреческой ци-
вилизации в математику вошли термины рациональные (т.е. постижимые разу-
мом) и иррациональные (т.е. разуму неподвластные) числа. Греки с трудом 
принимали новые числа, тем более, что при практических вычислениях любое 
иррациональное число можно заменить рациональным приближением. Так, 
греки доказали, что 71

10
7
1 33 <π< , и широко использовали эту оценку.  

Иррациональные числа в греческой математике были отнесены к ведению 
геометрии, возникла даже отрасль математики геометрическая алгебра, изу-
чавшая решение уравнений с помощью геометрических построений. В силу 
этого почти вся математика сместилась в область геометрии и именно геомет-
рия вплоть до XVII века была основой почти всей «строгой» математики. Мы 
до сих пор x2 называем «икс квадрат», а x3 – «икс куб», так как некогда этим ве-
личинам придавали прежде всего геометрический смысл2. 

                                           
1 То, что 2  – иррациональное число, мы доказали в лекции 1. 
2 А x4 и степени более высокого порядка, геометрического смысла не имевшие, не имеют и 

дублирующих «геометрических» наименований. 
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Значительно позднее натуральных, рациональных и иррациональных чисел 
появился 0, который «изобрели» индийцы. То, что 0 не появился вместе с нату-
ральными числами, вполне естественно. Вряд ли кто-то скажет «у меня нуль 
овец», почти наверняка – «у меня нет овец». Трудно найти какой-либо практи-
ческий смысл и в отрезке нулевой длины, например, при обмерах земельных 
участков.  

Если возникновение натуральных, рациональных (дробных) и даже ирра-
циональных чисел вызвано непосредственной потребностью людей в счёте и в 
измерениях непрерывных величин, то возникновение отрицательных и тем бо-
лее комплексных чисел связано лишь с внутренними потребностями алгебры. 

Первые трактовки отрицательных чисел, напоминающие современные, 
появились в VII веке. Индийцы нашли отрицательным числам практическое 
применение, обозначив ими сумму долга (Брахмагупта, около 628 г.). Тем не 
менее, их понимание отрицательных чисел было очень ограниченным. Даже 
великий индийский математик Бхаскара (XII в.), описывая решение задачи с 
двумя решениями 50 и –50, указывал, что второе решение «следует отбросить, 
ибо люди не одобряют отрицательных решений». В такой трактовке нет ничего 
удивительного. Значительно позднее в Европе ведущие учёные, математики 
высказывали аналогичные взгляды: они не считали отрицательные числа «на-
стоящими» и утверждали, что отрицательные числа не могут быть корнями 
уравнений. 

Отрицательные корни уравнений Декарт называл ложными на том простом 
основании, что они якобы представляют величины меньшие, чем ничто. 

Знаменитый французский геометр Лазар Николя Карно (1753–1823), автор 
известного обстоятельного методологического сочинения «Размышления о ме-
тафизике бесконечно малых» (1797 г., 2-е перераб. изд. –1813 г.), по поводу от-
рицательных чисел утверждал: нелепо думать, будто что-то может быть мень-
ше, чем ничто. Отрицательные числа, по мнению Карно, можно использовать 
как некие вспомогательные величины для облегчения вычислений, но, конечно, 
это не настоящие величины, и они могут приводить к неверным заключениям. 

Красноречиво высказывание Б. Паскаля в «Мыслях»: «Я знаю людей, ко-
торые никак не могут понять, что если из нуля вычесть четыре, то получится 
нуль». 

 
Чрезвычайно желательно … не допускать отрицательные корни в алгебру, а если та-

ковые всё же возникнут, неукоснительно изгонять их. Имеются веские основания полагать, 
что если бы нам удалось избавиться от отрицательных корней, тем самым были бы сняты 
возражения … против алгебраических вычислений как слишком сложных и наделённых поч-
ти непостижимыми для разума понятиями. 

Фрэнсис Мазер (1731 – 1824). 
Рассуждение о применении в алгебре 

знака минус (1759 г.) 
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Любое число допустимо вычитать из большего числа, но любая попытка вычесть ка-
кое-либо число из меньшего числа смехотворна сама по себе. Тем не менее, именно это пы-
таются делать алгебраисты, толкующие о числах, меньших нуля; об умножении отрица-
тельного числа на отрицательное, дающем положительное произведение; о мнимых числах. 
Они разглагольствуют о двух корнях любого уравнения второй степени и предлагают тому, 
кто их слушает попытать счастья с доставшимся ему уравнением; они толкуют о реше-
нии уравнения, имеющего лишь невозможные, или мнимые корни; они умеют находить не-
возможные числа, которые при многократном переумножении дают единицу. Всё это не 
более чем жаргон, в котором нет ни капли здравого смысла. Но будучи однажды принят, 
он, подобно многим другим измышлениям, находит множество горячих приверженцев среди 
тех, кто охотно принимает на веру всякую бессмыслицу и не склонен к серьёзным размыш-
лениям. 

Уильям Френд (1757 – 1841) 
Начала алгебры (1796 г.) 

 
 

2. Проблема обоснования вещественных чисел 
Вплоть до XIX века математики оперировали вещественными числами, не 

имевшими сколько-нибудь приемлемого логического обоснования. В чём здесь 
проблема? 

Все мы знаем «законы» арифметических действий: 
)()( cbacba ++=++  (ассоциативность сложения); 

abba +=+  (коммутативность сложения); 
)()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅  (ассоциативность умножения); 

abba ⋅=⋅  (коммутативность умножения); 
cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  (дистрибутивность). 

Мы настолько привыкли пользоваться ими, что не задумываемся о том, 
почему это можно делать. Обычный человек и не обязан думать об этом, это 
проблема математиков. 

Математики давно видели, что не всё в порядке в их владениях. Так, вряд 
ли можно признать достаточным для обоснования правила abba =⋅  аргу-
мент в виде очевидного частного случая 369494 =⋅=⋅  или ссылки на 
правила действий с натуральными числами, аксиоматическая теория которых 
была создана ещё Евклидом. Тем не менее, более весомых аргументов в арсе-
нале математики вплоть до XIX века не было. 

В XIX веке потребности обоснования математического анализа сделали 
ситуацию с теорией вещественных чисел нетерпимой. В результате были пред-
ложены несколько вариантов построения теории, среди которых можно выде-
лить два принципиально различных подхода. 

Первый подход в качестве «строительного материала» теории веществен-
ных чисел использует рациональные или натуральные числа. 
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Второй подход – использование аксиоматического метода. В этом случае 
математики честно признаются, что не знают, что такое вещественное число (на 
деле так оно примерно и есть), но утверждают, что им известны некоторые 
принципиальные свойства вещественных чисел, которые и предлагают принять 
в качестве аксиом. 

Различные варианты первого подхода были реализованы в XIX веке. Их 
авторами являются Вейерштрасс, Дедекинд, Кантор. 

 
 

3. Неаксиоматические теории вещественных чисел 
Согласно Вейерштрассу, вещественное число – это бесконечный десятич-

ный ряд вида 

KK +++++++ n
naaaaaa

1010101010 4
4

3
3

2
21

0 , 

где a0 – любое целое неотрицательное число, а числители ai  (i = 1, 2, 3, 4, …, n, 
…) – целые числа, принимающие значения 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9. 

Кратким условным обозначением вещественного числа служит  
KK naaaaaa 43210 , , 

где каждое ai , начиная с a1 , называют цифрой. 
Исходя из этого определения, Вейерштрасс развивает теорию веществен-

ных чисел, т.е. доказывает свойства арифметических операций и другие необ-
ходимые факты. 

Обратим внимание, что теория Вейерштрасса самым существенным обра-
зом опирается на понятие натурального числа, т.е. теория Вейерштрасса обос-
нована в той мере, в какой обоснована арифметика натуральных чисел. 

Согласно Кантору, вещественное число следует понимать как предел фун-
даментальной последовательности рациональных чисел. Не вдаваясь в подроб-
ности, можно сказать, что фундаментальная последовательность – это последо-
вательность рациональных чисел, имеющая предел. Существует два типа фун-
даментальных последовательностей: 

 последовательности, имеющие рациональный предел; 
 последовательности, имеющие нерациональный предел. 
Развивая свою теорию, Кантор исходил из того, что фундаментальные по-

следовательности первого типа суть рациональные, а последовательности вто-
рого – иррациональные числа. Достаточно очевидно, что Кантору пришлось 
считать известными свойства рациональных чисел. 
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Согласно Дедекинду, вещественные числа – сечения в множестве рацио-
нальных чисел. В множестве рациональных чисел существует три вида сечений 
– два дедекиндовых сечения: 

 есть наибольший элемент в нижнем классе, но нет наименьшего эле-
мента в верхнем классе; 

 нет наибольшего элемента в нижнем классе, но есть наименьший эле-
мент в верхнем классе 

и «щель»: 
 нет наибольшего элемента в нижнем классе и нет наименьшего элемен-
та в верхнем классе. 

Сечения первых двух типов можно трактовать как рациональные числа, 
сечения третьего типа («щель») как числа иррациональные. Исходя из такой 
трактовки, Дедекинд доказывает все необходимые свойства вещественных чи-
сел. Как видим, в теории Дедекинда также использованы свойства рациональ-
ных чисел. 

 
 

4. Теория рациональных чисел 
Теории Вейерштрасса, Дедекинда, Кантора исходили из свойств рацио-

нальных или натуральных чисел. Однако логическое обоснование рациональ-
ных чисел по-прежнему отсутствовало (вот ещё пример нелогичного развития 
логичнейшей из наук!). Дедекинд понимал это и в работе «Что такое числа и 
для чего они служат» (1888 г.) описал свойства чисел, которые могли бы стать 
основой аксиоматического подхода к рациональным числам. Теорию рацио-
нальных чисел, исходя из идей Дедекинда и а к сиом  натуральных чисел, по-
строил Джузеппе Пеано (1852–1932) в работе «Элементы арифметики» 
(1889 г.). 

Принимая натуральные числа и их свойства как готовый строительный ма-
териал, мы можем построить современную теорию рациональных чисел, ис-
пользуя понятие классов эквивалентности, которое необходимо, чтобы можно 

было «свести» в одно рациональное число такие, например, дроби, как 
2
1 и 

6
3 . 

Пусть эквивалентные дроби – это такие дроби 
1

1

n
m  и 

2

2

n
m , что 1221 nmnm = . 

Тогда на множестве всех дробей вида 
n
m  возникают классы эквивалентности. 

Эти классы эквивалентности и называют рациональными числами. 
Таким образом, в 90-е гг. XIX века, через каких-нибудь шесть тысяч лет (!) 

после того, как египтяне и вавилоняне «пустили в оборот» натуральные, дроб-
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ные и некоторые иррациональные числа, математики, образно говоря, удосу-
жились наконец доказать, что 2×2 = 4. Но при этом им не оставалось ничего 
другого, как признать аксиомами свойства натуральных чисел. 

 
Карл Теодор Вильгельм ВЕЙЕРШТРАСС (1815–1897). Великий немецкий математик. Изучал 

право в Боннском университете (1834–1838 гг.), затем математику в Мюнстере. В течение многих лет 
Вейерштрасс был учителем одной из прусских гимназий. С 1856 г. – профессор Берлинского универ-
ситета, где преподавал 30 лет. Благодаря его лекциям, слава которых постоянно росла, идеи Вейер-
штрасса стали достоянием математиков. 

Основные работы Вейерштрасса посвящены математическому анализу и линейной алгебре. Он 
построил логическое обоснование анализа, исходящее из собственной теории вещественных чисел. 
Вейерштрасс славился исключительной тщательностью рассуждений, «вейерштрассовской строго-
стью». Он разъяснил понятие минимума, функции, производной и таким образом устранил те неясно-
сти, которые оставались в формулировках основных понятий анализа. 

Давид Гильберт писал: «В основном это заслуга научной деятельности Вейерштрасса, что те-
перь в анализе существуют полное согласие и уверенность относительно таких способов рассужде-
ния, которые основаны на понятии иррационального числа и предела вообще». 

 
Рихард Юлиус Вильгельм ДЕДЕКИНД (1831–1916). Великий немецкий математик. Учился в 

Гёттингенском университете у Гаусса и Дирихле. С 1862 г. состоял профессором Технологического 
института в Брауншвейге. После выхода в 1894 г. в отставку Дедекинд остался в Брауншвейге, где 
занимался математическими исследованиями, по преимуществу теорией чисел и общей алгеброй. 

Одним из первых Дедекинд создал современную алгебру произвольных полей, колец, групп и 
структур. Он автор одной из первых получившей наибольшее распространение системы строго науч-
ного обоснования теории вещественных чисел. Автор книг «Непрерывность и иррациональные чис-
ла» (1872 г.) и «Что такое числа и для чего они служат?» (1887 г.). 

Дедекинд был членом Берлинской, Парижской и Римской академий наук. 
 
 

5. Аксиоматика вещественных чисел 
Поскольку так или иначе построение теории вещественных чисел приво-

дит нас к аксиоматике рациональных или натуральных чисел, поговорим о вто-
ром подходе – построении аксиоматической теории вещественных чисел. 

 
Пусть на некотором множестве задано отношение эквивалентности (будем 

называть его равенство и обозначать знаком =). Свойства равенства описывает 
первая группа аксиом. 

I. Аксиомы  эквивалентно сти   
I.1. Аксиома антирефлексивности. Любой элемент a равен самому себе. 

Для любого a aa = . 
I.2. Аксиома симметричности. Если элемент a равен элементу b, то эле-

мент b равен элементу a. 
Если ba = , то ab = . 

I.3. Аксиома транзитивности. Если элемент a равен элементу b и элемент 
b равен элементу c, то элемент a равен элементу c. 

Если ba =  и cb = , то ca = . 
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На том же множестве задано отношение строгого порядка (будем обозна-
чать его знаком <). Свойства отношения порядка описывает вторая группа ак-
сиом. 

II. Аксиомы  предшествования  (аксиомы  строгого  порядка )  
II.1. Аксиома антирефлексивности. Никакой элемент не предшествует 

самому себе. 
Ни для какого x не может быть xx < . 

II.2. Аксиома асимметричности. Из любых двух различных элементов один 
непременно предшествует другому. 

Если yx ≠ , то либо yx < , либо xy < . 
II.3. Аксиома транзитивности. Если элемент x предшествует элементу y, а 

элемент y предшествует элементу z, то элемент x предшествует элементу z. 
Если yx <  и zy < , то zx < . 

 
На этом же множестве заданы две операции – сложение (будем обозначать 

знаком +) и умножение (будем обозначать знаком ⋅ ). Свойства этих операций 
описывает третья группа аксиом. 

III. Аксиомы  поля 1 
III.1. Аксиома ассоциативности сложения: 

)()( cbacba ++=++ . 
III.2. Аксиома коммутативности сложения: 

abba +=+ . 
III.3. Аксиома существования нулевого элемента (будем обозначать нуле-

вой элемент символом 0). 
Существует нулевой элемент 0 такой, что для всякого a    aa =+ 0 . 

III.4. Аксиома существования противоположного элемента (будем обозна-
чать элемент, противоположный элементу a, символом  – a). 

Для всякого a существует противоположный элемент (– a) такой, что 
( ) 0=−+ aa . 
III.5. Аксиома ассоциативности умножения: 

)()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅ . 
III.6. Аксиома коммутативности умножения: 

abba ⋅=⋅ . 
III.7. Аксиома существования единичного элемента (будем обозначать 

единичный элемент символом 1). 
Существует единичный элемент 1 такой, что для всякого a   aa =⋅1 . 
III.8. Аксиома существования обратного элемента (по умножению) 
Для всякого 0≠a  существует обратный элемент a–1 такой, что 11 =⋅− aa . 

                                           
1 Смысл названия будет ясен из дальнейшего 
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III.9. Аксиома дистрибутивности умножения: 
cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )( . 

 
Используя аксиомы поля, можно доказать важные теоремы. Например, 

следующие. 

Теорема 1. Нулевой элемент единственный. 
Доказательство. Пусть существуют два нулевых элемента 01 и 02. Тогда 

для всякого a будет справедливо
⎩
⎨
⎧

=+=+
=+=+

aaa
aaa

22

11

00
00

. Но это означает, что при 

10=a  выполнено 11221 00000 =+=+ , а при 20=a  выполнено 
22112 00000 =+=+ . Это возможно, только если 21 00 = . Следовательно, нуле-

вой элемент единственный.  

Теорема 2. Единичный элемент единственный. 
Доказательство. Пусть существуют два единичных элемента 11 и 12. Тогда 

для всякого a будет справедливо
⎩
⎨
⎧

=⋅=⋅
=⋅=⋅

aaa
aaa

22

11

11
11

. Но это означает, что при 

11=a  выполнено 11221 11111 =⋅=⋅ , а при 21=a  выполнено 22112 11111 =⋅=⋅ . 
Это возможно только если 21 11 = . Следовательно, единичный элемент единст-
венный.  

Обратим внимание, что доказательства теорем 1 и 2 – как две капли воды, 
если заменить знаки операций умножения и сложения, прилагательные единич-
ный и нулевой и знаки 1 и 0. Это не случайно. Дело в том, что единичный эле-
мент выполняет в операции умножения точно такую же функцию, что и нуле-
вой элемент в операции сложения. 

Теорема 3. Для любого элемента a верно  
а) 000 =⋅=⋅ aa ; 
б) ( ) ( ) ( )bababa ⋅−=⋅−=−⋅ ; 
в) ( ) ( ) baba ⋅=−⋅− ; 
г) ( ) ( )1−⋅=− aa ; 
д) ( ) ( ) ( )baba −+−=+− ; 

е) ( ) aa =
−− 11   ( )0≠a . 

Доказательство. Без доказательства.  
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Теорема 4. Если 0≠a , то уравнение 0=+⋅ bxa  имеет единственное ре-
шение ( ) bax ⋅−= −1 . 

Доказательство. Без доказательства.  
 
IV. Аксиомы  с о гла сованности  
IV.1. Аксиома согласованности для сложения: 

если ba < , то cbca +<+ . 
IV.2. Аксиома согласованности для умножения: 

если ba <  и c<0 , то cbca ⋅<⋅ . 
 
V. Аксиома  Дедекинда  
Всякое сечение является дедекиндовым. 
 
Эти пять групп аксиом описывают свойства множества вещественных чи-

сел. Другие множества с такими свойствами в настоящее время неизвестны. И 
это нормально, так как аксиоматика вещественных чисел как раз и была разра-
ботана с целью описать свойства именно этого уникального множества.  

 
 

6. Развитие понятия ‘число’. Алгебры 
Комплéксные числа впервые появляются у итальянца Джеронимо Кардано 

(1501–1576) в XVI веке при попытке интерпретировать решения квадратного 
уравнения, имеющего отрицательный дискриминант (решая уравнение 

040102 =+− xx , Кардано получил решения в виде 1552,1 −±=x ). 
Только в XVIII веке отрицательные и комплексные числа получают адек-

ватную интерпретацию и самостоятельное значение. Тем не менее, в начале 
XIX века всё ещё выдвигали возражения даже против иррациональных чисел. 
Что уж говорить об интуитивно неприемлемых отрицательных и тем более 
комплéксных числах. Столь сложное становление научных понятий ‘отрица-
тельное число’ и ‘комплексное число’ говорит о том, что и их усвоение учащи-
мися должно проходить более сложно, чем усвоение натуральных и дробных 
чисел. 

Вслед за появлением геометрической интерпретации комплексных чисел 
как векторов на плоскости были предприняты поиски трёхкомпонентных чисел, 
которыми можно было бы описывать пространство. Такие числа не были най-
дены, но Уильям Роуан Гамильтон (1805–1865), математик, которого называли 
«вторым Ньютоном» Британии, сумел построить теорию кватернионов 
(1843 г.). Если комплéксные числа представляют в виде bia + , где i – мнимая 
единица, то кватернионы Гамильтона имеют вид 321 dicibia +++ , где i1, i2, i3 
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аналогичны мнимой единице i комплéксных чисел. Кватернионы оказались по-
лезны в ряде приложений. Но нам интересно, что одно свойство существенно 
отличало их от всех известных к тому времени видов чисел: умножение кватер-
нионов было некоммутативно, т.е. 1221 zzzz ⋅≠⋅ . 

Вскоре алгебраист и геометр Артур Кэли (1821–1895) ввёл матрицы (пря-
моугольные таблицы чисел) и определил действия над ними. Новые объекты 
оказались ещё более удивительными: их умножение некоммутативно 
( )BAAB ≠ , а равенство 0=AB  возможно при 0≠A  и 0≠B . 

После этого стала появляться нескончаемая вереница новых и новых ал-
гебр (т.е. необязательно числовых множеств с определёнными на них опера-
циями). В этой связи появилась необходимость исследовать множества объек-
тов произвольной природы с определёнными на них операциями, обладающими 
различными свойствами. В ходе этих исследований возникли понятия ‘поле’, 
‘кольцо’, ‘группа’ и другие, которыми широко оперирует современная матема-
тика. 

 
 

7. Алгебраические структуры: кольцо, поле, группа 
Рассматривая аксиоматику вещественных чисел, мы ввели девять аксиом 

поля, которые иногда называют законами арифметики. Эти аксиомы «симмет-
ричны» относительно операций, свойства которых они описывают, что очень 
хорошо иллюстрирует табл. 5.1. 

Таблица 5.1 
СВОЙСТВА ОПЕРАЦИЙ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ 

НА МНОЖЕСТВЕ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

Операция Свойство Сложение Умножение 
Ассоциативность )()( cbacba ++=++  )()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
Коммутативность abba +=+  abba ⋅=⋅  
Существование нуля / единицы aaa =+∀∃ 0:0  aaa =⋅∀∃ 1:1  
Существование обратного элемента ( ) ( ) 0: =−+−∃∀ aaaa 1: 11 =⋅∃∀ −− aaaa  
Дистрибутивность умножения cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  

 
Анализируя табл. 5.1, мы видим, что обе операции практически идентичны по 
своим свойствам, аналогию нарушает лишь свойство дистрибутивности умно-
жения, которое связывает эти две операции. 

Роли нуля и единицы по отношению к операциям сложения и умножения 
также совершенно аналогичны. Поэтому в общем случае эти особые элементы 
называют аддитивная единица (в арифметике вещественных чисел это число 0) 
и мультипликативная единица (в арифметике вещественных чисел это число 1). 
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Значение «открытия» кватернионов и матриц, операции умножения кото-
рых некоммутативны, состоит в том, что набор из девяти перечисленных выше 
свойств оказался необязательным: какие-то свойства могут отсутствовать или 
быть иными. Следовательно, существуют алгебраические структуры, в которых 
сами операции и их свойства отличны от свойств операций на множестве веще-
ственных чисел. Кроме того, отмеченная выше «симметрия» свойств операций 
сложения и умножения наталкивает на мысль, что можно построить алгебраи-
ческие структуры как с одной, так и с двумя операциями. 

Но если мы хотим рассматривать такое обобщённое понятие как ‘алгеб-
раическая структура’, нам необходимо, во-первых, обобщить понятие ‘опера-
ция’, во-вторых, дать математически строгое определение того, что мы будем 
понимать под термином алгебраическая структура. 

Операции. Выполняя действия (операции) с вещественными числами, мы 
привыкаем, что в каждой отдельной операции участвует дв а  числа, по кото-
рым вычисляют третье число. Однако в общем случае в операции могут участ-
вовать n элементов некоторого множества M. 

Самое общее определение понятия ‘операция’: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. n-арная (n-местная) операция на множестве M – это 
всюду определённое отображение MM n →ϕ: . 

Иными словами, n-арная (n-местная) операция на множестве M всякой со-
вокупности n элементов из M ставит в соответствие один и только один элемент 
из M. 

Примеры операций: арифметические операции, объединение и пересече-
ние множеств; операции над векторами, операции над матрицами и т.п. 

Все арифметические операции двум числам ставят в соответствие одно 
число: cba =+ ; cba =− ; cba =⋅ ; cba =: . Такого рода операции, отобра-
жающие прямое (декартово) произведение множеств MM ×  на множество M 
( MMMM →=× 2 ), настолько важны, что имеют специальное название – би-
нарные (двуместные) операции. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Бинарная (двуместная) операция на множестве M – это 
всюду определённое отображение MMMM →×=ϕ 2: . 

Теперь мы можем дать определение понятия ‘алгебраическая структура’. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Алгебраическая структура (или универсальная алгебра 
или алгебра) – это множество M произвольной природы вместе с опре-
делёнными на нём операциями. 
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Алгебры с одной операцией. Некоторые алгебраические структуры на-
столько важны, что имеют собственные названия. К краткому рассмотрению 
таких алгебр мы и переходим, начиная с алгебр с одной операцией. Чтобы от-
влечься от слишком привычных операций сложения и умножения, будем обо-
значать операцию символом o , а «единицу» этой операции – символом e. 

Тогда в новых обозначениях все свойства одной операции, перенесённые 
из табл. 5.1, будут выглядеть как в табл. 5.2. Обратим внимание, что все четыре 
свойства будут записаны совершенно одинаково, независимо от того, какую из 
операций – сложение или умножение – мы возьмём за прототип. 

 
Таблица 5.2 

СВОЙСТВА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУР 
С ОДНОЙ ОПЕРАЦИЕЙ 

№ 
п/п Свойство 

К
ом

му
та
ти
вн
ая

 
(а
бе
ле
ва

) г
ру
пп
а 

Гр
уп
па

 

М
он
ои
д 

П
ол
уг
ру
пп
а 

1 ( ) ( )cbacba oooo =      
2 aaeeaae ==∀∃ oo:      
3 eaaaaaa ==∃∀ −−− oo 111 :      
4 abba oo =      

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полугруппа – это алгебраическая структура с одной би-
нарной ассоциативной операцией: 

( ) ( )cbacba oooo = . 

Пример. Множество натуральных чисел N с операцией сложения. 
То, что операция сложения чисел ассоциативна, нам хорошо известно. А 

вот «единицы» в множестве натуральных чисел действительно нет. Дело в том, 
что число N∈1  – это мультиплик а тивн ая  единица («единица для умно-
жения»), а про умножение натуральных чисел мы сейчас не говорим. Нужна 
аддитивна я  единица («единица для сложения»). Ею является нулевой эле-
мент, но число N∉0 . Следовательно, множество натуральных чисел – полу-
группа относительно сложения, так как не содержит аддитивную единицу (чис-
ло 0). 

В качестве самостоятельного упражнения убедитесь в том, что множество 
чётных натуральных чисел – полугруппа относительно умножения. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Моноид – это полугруппа с единицей (обозначаем единицу 
e): 

aaeeaae ==∀∃ oo: . 

Пример. Множество всех неотрицательных целых чисел с операцией сло-
жения. 

В этом множестве есть аддитивная единица – число 0, но не существуют 
обратные элементы: для любого числа, например 5, обратный элемент – число 
(–5) – не является элементом заданного множества. 

Пример. Множество всех квадратных матриц порядка n относительно 
операции умножения матриц. 

В этом множестве существует единичный элемент – единичная матрица E, 
но не всякая матрица имеет обратную. Матрицы, определитель которых равен 0 
(вырожденные матрицы), обратной матрицы не имеют. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Группа – это моноид с обратным элементом (обозначаем 
обратный элемент a–1): 

eaaaaaa ==∃∀ −−− oo 111 : . 

Пример. Множество всех невырожденных квадратных матриц порядка n 
относительно операции умножения матриц. 

В этом примере, в отличие от предыдущего, все элементы имеют обрат-
ные, так как вырожденные матрицы исключены. А вот коммутативной опера-
ция умножения матриц не является. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Коммутативная (абелева) группа – это группа с комму-
тативной операцией: 

abba oo = . 

В теории коммутативных групп принято операцию обозначать знаком + или ⊕, 
обратный к a элемент – символом (– a), а «единицу» группы – символом 0 и на-
зывать нулём. 

Пример. Множество целых чисел относительно операции сложения. 
Нулём группы является число 0. Обратным элементом – число с противо-

положным знаком (– a). 
Пример. Множество рациональных чисел относительно операции умно-

жения. 
Нулём группы является число 1. Обратным элементом – обратное число 

m
n

n
ma =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−

1
1 . 
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Алгебры с двумя операциями. Рассмотрим алгебраические структуры с 
двумя операциями, которые будем обозначать символами ⊕ и ⊗. Наибольший 
интерес представляют алгебры, являющиеся коммутативными группами отно-
сительно первой операции. Основные алгебраические структуры с двумя опе-
рациями и их свойства сведены в табл. 5.3. 

Таблица 5.3 
СВОЙСТВА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

С ДВУМЯ ОПЕРАЦИЯМИ 

№ 
п/п Свойство 

К
ол
ьц
о 

К
ом

му
та
ти
вн
ое

 
ко
ль
цо

 

К
ом

му
та
ти
вн
ое

 
ко
ль
цо

 с
 е
ди
ни
це
й 

П
ол
е 

1 ( ) ( )cbacba ⊕⊕=⊕⊕      
2 aaaa =⊕=⊕∀∃ 00:0      
3 ( ) ( ) 0: =−⊕−∃∀ aaaa      
4 abba ⊕=⊕      
5 )()( cbacba ⊗⊗=⊗⊗      
6 aaaa =⊗=⊗∀∃ 11:1      
7 1: 11 =⊗∃∀ −− aaaa      
8 abba ⊗=⊗      
9 cbcacba ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(      

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Кольцо – это множество с двумя бинарными операциями, 
связанными свойством дистрибутивности 

cbcacba ⊗⊕⊗=⊗⊕ )( , 
являющееся коммутативной группой относительно первой операции и 
полугруппой – относительно второй. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Коммутативное кольцо – это кольцо с коммутативной 
второй операцией. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Коммутативное кольцо с единицей – это кольцо с ком-
мутативной второй операцией, в котором существует единица. 

Пример. Множество целых чисел с операциями сложения и умножения – 
коммутативное кольцо с единицей (проверьте самостоятельно). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Поле – это множество с двумя бинарными операциями, 
связанными свойством дистрибутивности 

cbcacba ⊗⊕⊗=⊗⊕ )( , 
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являющееся коммутативной группой и относительно первой, и отно-
сительно второй операций. 

Пример. Множество вещественных чисел с операциями сложения и ум-
ножения является полем. 

Пример. Множество рациональных чисел с операциями сложения и ум-
ножения является полем. 

Пример. Рассмотрим двухэлементное множество { }1,0=E и определим 
на нём операции сложения и умножения следующим образом: 

;011
;101
;110
;000

=+
=+
=+
=+

     

.111
;001
;010
;000

=⋅
=⋅
=⋅
=⋅

 

Тогда множество E с определёнными на нём операциями является полем, 
которое называют двоичной арифметикой. 

 
 

Рассказывают…  
Математики (когда они говорят всерьёз) предпочитают выражаться очень 

осторожно. 
Вот перед математиком теорема, которая, судя по всему, должна  быть 

верной. Но он обязательно вспомнит множество случаев, когда «очевидное» 
оказывалось неверным, и затрепещет от страха. И можно ли осуждать за это, 
если в его науке можно циркулем и линейкой построить правильный 17-
угольник, а правильный 19-угольник – нельзя, если рациональных чисел столь-
ко же, сколько целых, а точек на конечном отрезке единичной длины столько 
же, сколько на бесконечной плоскости? Нет уж, лучше подождать, пока теоре-
ма будет доказана… 
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Лекция 6 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 
Тем, кто хорошо знаком с пятым из-

мерением, ничего не стоит раздвинуть 
помещение до желательных пределов. 
Скажу вам больше, уважаемая госпожа, до 
чёрт знает каких пределов! 

М .  Бул г а ков  
План лекции 

1. Метод координат. 
2. Расстояние между двумя точками. 

3. Уравнение прямой. 
4. Уравнение окружности. 

5. Эллипс, гипербола, парабола. 
6. Преобразование системы координат. 
7. Уравнение плоскости в пространстве. 

 

 

1. Метод координат 
Возникновение аналитической геометрии относят к началу XVII века и 

связывают с именами Ферма и Декарта. 
 
Пьер ФЕРМÁ (1601–1665). Французский математик. Родился в г. Бомон-де-Ломань. Учился в 

школе ордена кордильеров в Бомоне, затем слушал право в Тулузском университете. С 1631 г. – со-
ветник кассационной палаты Тулузского парламента. Работа советника в парламенте не мешала 
Ферма заниматься математикой. Постепенно он приобрел славу одного из первых математиков 
Франции, хотя не писал книг (научных журналов еще не было). Его работы стали известны благодаря 
переписке с коллегами. Он соперничал с Рене Декартом в создании аналитической геометрии, общих 
методов решения задач на максимум и минимум. Его приемы построения касательных к кривым, вы-
числения площадей криволинейных фигур проложили дорогу к созданию дифференциального и инте-
грального исчисления. Фактически не определив производной, он вывел алгоритм вычисления скоро-
сти, представляющий собой предельный переход в отношении приращения пути к приращению вре-
мени. С переписки Пьера Ферма и Блеза Паскаля отсчитывает свою историю теория вероятностей. 
Имя Ферма носит основной принцип геометрической оптики, в силу которого свет в неоднородной 
среде выбирает путь, занимающий наименьшее время (впрочем, Ферма считал, что скорость света 
бесконечна, и формулировал принцип более туманно). Однако больше всего прославили Ферма ра-
боты по теории чисел. 

Одна из самых таинственных и фантастических историй в математике связана с так называе-
мой великой теоремой Ферма. На полях книги древнегреческого математика Диофанта Ферма оста-
вил заметку: «Невозможно разложить куб на два куба… и вообще никакую степень, большую квадра-
та, на две степени с тем же показателем. Я открыл этому поистине чудесное доказательство, но эти 
поля для него слишком узки». Другими словами, уравнение xn + yn = zn при n>2 не имеет решений в 
натуральных числах x, y, z. То, что Ферма не оставил доказательства, никого не удивило – он почти 
не оставил доказательств своих арифметических теорем. Однако с тех пор на протяжении трехсот 
лет многие выдающиеся умы пытались доказать эту теорему. Она была доказана в некоторых част-
ных случаях (Эйлером – для n = 4 и впоследствии для n = 3, Лежандром и Дирихле – для n = 5). Затем 
математики поняли, что теорему Ферма достаточно доказать лишь для простых показателей n. Серь-
ёзные исследования великой теоремы связаны с именем немецкого математика Э. Куммера (1810–
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1893), посвятившего доказательству всю жизнь и рассмотревшего много частных случаев. В XX веке 
вся мощь современной математики в сочетании с использованием компьютера была брошена на до-
казательство теоремы Ферма, и в последнее время появились обнадеживающие сообщения, что до-
казательство, возможно, найдено. 

Ферма сформулировал также много других утверждений о числах. С работ Ферма началась но-
вая математическая наука – теория чисел. 

 
Рене ДЕКАРТ (1596 – 1650). Великий французский философ, физик, физиолог, математик. Учил-

ся в иезуитской школе, затем изучал медицину и право. Окончил университет в Пуатье (1616 г.). Был 
на военной службе, много путешествовал. В 1618 г. заинтересовался математикой и физикой. 

В главном математическом труде Декарта «Геометрия» (1637 г.) заложены основы аналитиче-
ской геометрии. Он утверждал, что единым общим методом математики является алгебраический. Он 
ввел метод координат и понятие уравнения кривой. В связи с этим, отрицательные числа получили 
пояснение как точки отрицательного направления на координатной оси. Получил важные результаты 
и в других разделах математики, в частности в теории алгебраических уравнений. 

Декарт был основоположником философии картезианства (названного по его латинизирован-
ной фамилии Картезий). Он создал общую картину мира, исходя из предположения, что пространство 
сплошь заполнено материей, находящейся в непрерывном движении. Все природные процессы он 
сводил к пространственному перемещению. Разработал метод познания, согласно которому главная 
роль в научном исследовании отводилась разуму как решающему критерию оценки результатов ис-
следования. Считал, что животный организм можно представить в виде машины, так как, по его мне-
нию, все физиологические процессы сводятся к механическому движению. 

 
Основная идея аналитической геометрии состоит в использовании «метода 

координат» – чисел, связанных (координированных) с данным геометрическим 
объектом и полностью этот объект характеризующих. 

X

Y

Y

Z

X

О
О

 
Рис. 6.1. Прямоугольные (декартовы) координаты на плоскости и в пространстве 
 
Нам хорошо известна прямоугольная (декартова) система координат, с по-

мощью которой можно однозначно определять положение точки на плоскости 
или в пространстве. Эта система координат состоит из двух (на плоскости) или 
трёх (в пространстве) взаимно перпендикулярных прямых, на каждой из кото-
рых установлен масштаб (отрезок единичной длины1) (рис. 6.1). В этом случае 

                                           
1 В общем случае длины единичных отрезков разных осей могут быть различны. Важно только, 

чтобы все длины, соотносимые с данной осью, были «измерены» одним и тем же единичным отрез-
ком, сопоставленным данной оси. В простейшем случае единичные отрезки всех осей координат 
имеют одинаковую длину, т.е. масштаб измерений по всем осям один и тот же. 
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каждую прямую можно трактовать как числовую: между точками этой прямой 
и множеством вещественных чисел установлено взаимно однозначное соответ-
ствие. 

Применяя метод координат, например, на плоскости, исходят из двух вза-
имно перпендикулярных числовых осей – оси абсцисс (ось OX) и оси ординат 
(ось OY). В пространстве к ним добавляют ось аппликат (ось OZ). С осями со-
относят положение любой точки, опуская перпендикуляр на каждую ось 
(рис. 6.2). Оси суть числовые прямые, т.е. между континуумом вещественных 
чисел и точками числовой прямой установлено взаимно однозначное соответ-
ствие. Следовательно, точке пересечения перпендикуляра с осью соответствует 
некоторое число. Такое число (одно и только одно для любой точки по каждой 
оси) называют координатой точки по соответствующей оси. Упорядоченную 
совокупность всех таких чисел называют координатами точки в данной системе 
координат. Ясно, что на плоскости положение точки можно однозначно задать 
совокупностью двух чисел ( )00 , yx , а в пространстве – совокупностью трёх чи-
сел ( )000 ,, zyx . 

 
 
 

X
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Рис. 6.2. Определение координаты точки 
в прямоугольной системе координат на 

плоскости 

Рис. 6.3. Четыре квадранта 
прямоугольной системы координат 

на плоскости 
 

 
 
Наоборот, если 0x  и 0y  – два произвольных заданных числа, то положение 

точки P на плоскости получим на пересечении перпендикуляров, проведённых 
к осям координат в точках, соответствующих на осях координат числам 0x  и 

0y . 
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Если числа 0x  и 0y  положительные, точка P лежит в первом квадранте 
системы координат (рис. 6.3); если 0x  и 0y  отрицательные, то P – в третьем 
квадранте; если 00 <x , а 00 >y , P – во втором квадранте; если 00 >x , а 00 <y , 
P – в четвёртом квадранте; если 00 =x , P лежит на оси y, а если 00 =y  – на оси 
x. 

 
 

2. Расстояние между двумя точками 
Расстояние d между двумя точками ( )111 , yxP  и ( )222 , yxP  легко получить с 

помощью теоремы Пифагора, применение которой очевидно из чертежа 
(рис. 6.4): 

( ) ( )212
2

12
2 yyxxd −+−=  

или ( ) ( )212
2

12 yyxxd −+−= . 
С помощью теоремы Пифагора нетрудно показать (в качестве самостоятельного 
упражнения), что в пространстве формула расстояния между двумя точками 
имеет вид 

( ) ( ) ( )212
2

12
2

12 zzyyxxd −+−+−= . 

(   ,    )x2 y2

Xx2

y2

О

Y

x1

d

x  - x2 1

y  - y2 1
y  - y2 1

(   ,   )x1 y1

y
1

   XО

Y

(   ,   )x0 y0C

R
(  ,   )x  y

 
 

Рис. 6.4. К выводу формулы расстояния d 
между двумя точками 

Рис. 6.5. К выводу уравнения окружности 

 
 

3. Уравнение прямой 
Уравнение прямой хорошо известно из школьного курса математики, хотя 

его, возможно, так и не называли. Вспомним линейную функцию bkxy += . Её 
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графиком является прямая линия. Коэффициент k – угловой коэффициент пря-
мой, численно равный тангенсу угла, образованного прямой и положительным 
направлением оси OX. Поэтому в аналитической геометрии уравнение 

bkxy +=  
называют уравнением прямой с угловым коэффициентом. 

В общем случае уравнение прямой – это любое линейное уравнение отно-
сительно переменных x и y: 

0=++ CByAx . 
Докажем, что это уравнение прямой. При доказательстве будем считать 

известным тот факт, что уравнение bkxy +=  описывает прямую линию. Пред-
положим, что 0≠B . Тогда уравнение 0=++ CByAx  можно разделить на B и 

привести его к виду 
B
Cx

B
Ay −−= . Если теперь обозначить kBA =−  и 

bBC =− , получим уравнение bkxy += , о котором известно, что оно описыва-
ет прямую линию. 

Рассмотрим теперь случай 0=B . При 0=B  уравнение 0=++ CByAx  

принимает вид 0=+CAx  или 
A
Cx −=  (разумно предположить, что при 0=B  

0≠A ; случай 0== BA  не представляет интереса). Но 
A
Cx −=  – это тоже 

уравнение прямой – вертикальной прямой, параллельной оси OY. 
Таким образом, уравнение  

0=++ CByAx , 
которое называют общим уравнением прямой, описывает прямую линию. 

 
 

4. Уравнение окружности 
Две основные задачи аналитической геометрии: 

1) составление уравнения линии по её свойствам; 
2) исследование свойств линии по её уравнению. 

Обратимся cначала к первой задаче и составим уравнение окружности на 
основании её характеристического свойства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Окружность – это геометрическое место (множество) 
всех точек, находящихся на одном и том же расстоянии от заданной 
точки (центра). 

Заданную точку C называют центром окружности, а заданное расстояние 
R – радиусом. 
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Выведем уравнение окружности радиуса R с центром в точке ( )00 , yxC  
(рис. 6.5). Для этого возьмём прои з вол ьную  точку окружности с текущими 
координатами ( )yx,  и запишем расстояние от этой точки до центра (равное ра-
диусу) с помощью соответствующей формулы: 

( ) ( ) Ryyxx =−+− 2
0

2
0 . 

Возведём обе части равенства в квадрат и получим искомое уравнение окруж-
ности: 

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+− . 

Слова о том, что данное уравнение – это уравнение окружности, означают 
следующее: координаты ( )yx,  любой точки плоскости, принадлежащей окруж-
ности, при подстановке в уравнение окружности обращают его в верное число-
вое равенство; а координаты любой точки плоскости, не  принадлежащей ок-
ружности, – нет. И наоборот, если координаты некоторой точки ( )yx,  при под-
становке в уравнение окружности обращают его в верное числовое равенство, 
то эта точка принадлежит окружности; если же верное числовое равенство не 
получается, точка с такими координатами окружности не принадлежит. 

Нетрудно догадаться, что аналогичные утверждения верны не только для 
окружности, а вообще для любой линии. 
 
Если центр окружности находится в начале координат, то 000 == yx  и уравне-
ние окружности принимает совсем простой вид 

222 Ryx =+ . 
Нам пригодится и такая форма уравнения окружности: 

12

2

2

2

=+
R
y

R
x . 

 
 

5. Эллипс, гипербола, парабола 
Несколько сложнее (с точки зрения математических выкладок, но не с точ-

ки зрения идеи) вывести уравнения эллипса, гиперболы и параболы. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эллипс – это множество всех точек, сумма расстояний 
от которых до двух данных точек (фокусов) постоянна. 

Эллипс изображён на рис. 6.6, его уравнение имеет вид  

12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 
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Рис. 6.6. Эллипс – кривая, сумма расстояний от каждой точки которой 

до двух заданных точек (фокусов 1F  и 2F ) постоянна 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гипербола – это множество всех точек, модуль разности 
расстояний от которых до двух данных точек (фокусов) постоянен. 

Гипербола изображена на рис. 6.7, её уравнение имеет вид 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x . 
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Рис. 6.7. Гипербола – кривая, модуль разности расстояний от каждой точки которой 
до двух заданных точек (фокусов 1F  и 2F ) постоянен 

(прямые 1L  и L 2  –  асимптоты гиперболы. Не показаны фокусы!!! 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Парабола – это множество всех точек, находящихся на 
равных расстояниях от данной точки (фокуса) и данной прямой (дирек-
трисы). 

Парабола изображена на рис. 6.8, её уравнение имеет вид 
pxy 22 = . 
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Рис.6.8. Парабола – кривая, расстояния от каждой точки которой 
до заданной точки (фокуса) и заданной прямой (директрисы) равны 

 
На примере уравнения эллипса убедимся, что оно действительно описыва-

ет кривую, сумма расстояний от каждой точки которой до фокусов 1F  и 2F  по-
стоянна. 

По формуле расстояния между двумя точками (см. рис. 6.6) 
( )[ ] ( ) 2222

1 ycxycxr ++=+−−=  и ( ) 22
2 ycxr +−= . 

Из уравнения эллипса получим ( )2222 1 axby −=  и, кроме того, учтём, что 
222 bac −= . 

Тогда =
−++

=−+−++= 2

224222
2222222

1
22

a
xbaxcaxaaxbbbaxcxr  

( ) ( )
a

xbaa
a

axba
a

axabaxba ⋅−+
=

+−
=

+−+−
=

222

2

2222

2

4222222 2 ; 

=
−+−

=−+−+−= 2

224222
2222222

2
22

a
xbaxcaxaaxbbbaxcxr  

( ) ( )
a

xbaa
a

axba
a

axabaxba ⋅−−
=

−−
=

+−−−
=

222

2

2222

2

4222222 2 . 

Последнюю формулу надо записать именно в таком виде, так как ax < , 
aba <− 22  и, следовательно, 222 axba <⋅− , а квадратный корень по опре-

делению должен быть положительным. 
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Тогда a
a
a

a
xbaa

a
xbaarr 22 2222222

21 ==
⋅−+

+
⋅−−

=+ , что и требо-

валось доказать: сумма расстояний не зависит от переменных x, y и, следова-
тельно, является постоянной величиной. 

 
 

6. Преобразование системы координат 
Рассмотрим две системы координат: старую систему XОY и повёрнутую 

относительно неё на угол α новую систему YOX ′′  (рис. 6.9). Достаточно ясно, 
что координаты точки в новой и старой системах координат будут различны. 
Как связаны координаты точки в новой системе координат с её координатами в 
старой системе? 
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Рис. 6.9. Старая и новая системы координат на плоскости 
и вывод уравнений, связывающих старые и новые координаты 

 
Обратимся к рис. 6.9,а и рассмотрим треугольники xPB ′  и AxO ′  (на рисун-

ке заштрихованы). Заметим, что xBOAOx ′−= . Но длина отрезка Ox численно 
равна координате x точки P, т.е. xOx = . Длина отрезка OA равна произведению 
длины гипотенузы xO ′  на αcos , а длина xO ′  численно равна координате x′  
точки P. Следовательно, α′= cosxOA . Наконец, в xPB ′Δ  длина гипотенузы 
численно равна координате y′  точки P, а угол при вершине x′  равен α. Тогда 
катет α′=′ sinyxB . 

В результате получаем выражение координаты x точки P в старой системе 
координат через её координаты x′  и y′  в новой системе: 

α′−α′= sincos yxx . 
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Рассматривая аналогичным образом заштрихованные треугольники на 
рис. 6.9,б и очевидное соотношение BPOAOy += , получим выражение коор-
динаты y точки P в старой системе координат через её координаты x′  и y′  в 
новой системе: 

α′+α′= cossin yxy . 
Таким образом, связь между координатами точки в старой и новой систе-

мах координат описывает система уравнений: 

⎩
⎨
⎧

α′+α′=
α′−α′=

.cossin
,sincos

yxy
yxx

 

 
 

7. Уравнение плоскости в пространстве 
Общее уравнение плоскости в пространстве аналогично общему уравне-

нию прямой на плоскости, только в уравнении плоскости появляется третья пе-
ременная z. 

Общее уравнение плоскости в пространстве: 
0=+++ DCzByAx . 

 
Для примера приведём уравнения координатных плоскостей: 

0=z  (уравнение плоскости XOY); 
0=y  (уравнение плоскости XOZ); 
0=x  (уравнение плоскости YOZ). 

 
При желании можно разрешить общее уравнение плоскости относительно 

какой-либо переменной, например z (при 0≠C ): 
C
Dy

C
Bx

C
Az −−−= . Уравне-

ние плоскости в такой форме пригодится нам в дальнейшем. 
 
 

Рассказывают…  

Однажды Шерлок Холмс и доктор Ватсон отправились в путешествие на 
воздушном шаре. Погода случилась плохая, шар плыл в тумане, словно в моло-
ке, и путешественники быстро потеряли ориентировку. Когда в облачности 
появился просвет, Холмс и Ватсон увидели внизу человека. 

– Где мы находимся? – выкрикнули они волновавший их вопрос. 
Человек посмотрел вверх, увидел наших героев, подумал немного и отве-

тил: 
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– На воздушном шаре. 
Тут вновь налетел густой туман, и диалог не получил продолжения. 
– Этот человек – математик, – раздражённо сказал доктор своему спутни-

ку. 
– Как Вы пришли к такому выводу, дорогой Ватсон? – спросил Холмс. 
– Он дал абсолютно точный и совершенно бесполезный для нас ответ, к 

тому же предварительно обдумав его, – ответил Ватсон. 
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Приложение 

В.Д. Ногин 

ОСНОВНЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ 
МАТЕМАТИКИ XX СТОЛЕТИЯ 

Математика – одна из самых древних наук. Её история насчитывает около 
трёх тысячелетий, и каждый век вносил свой особый вклад в развитие матема-
тики. Некоторые из них характеризуются появлением принципиально новых 
направлений, которые потом длительное время привлекали внимание исследо-
вателей и практиков, тогда как другие сопровождались разрешением ранее 
сформулированных сложных проблем.  

Завершилось двадцатое столетие и второе тысячелетие с Рождества Хри-
стова. Сегодня с полным основанием можно подвести итоги ушедшего века и 
попробовать краешком глаза заглянуть в следующее тысячелетие. Какими 
свершениями знаменателен XX век для математики? Какие новые теории воз-
никли в этом столетии и какие известные проблемы были успешно решены? 
Как видоизменился облик самой математики и изменился ли он вообще? 

Не претендуя на исчерпывающую полноту и абсолютную объективность, 
попробуем, насколько это окажется возможным, ответить на поставленные во-
просы. Забегая вперед, отметим, что прошедший век знаменуется рядом бли-
стательных достижений в математике. Среди них – появление новых важных и 
интересных направлений и теорий, а также решение некоторых знаменитых 
проблем, доставшихся в наследство с прошлых времён. Кроме того, в XX веке 
математика прошла ряд трудных испытаний, сопровождающих её бурный рост, 
но благополучно выходит из кризиса с готовностью и впредь оставаться на 
доброй службе у человечества. 

В конце прошлого века благодаря работам немецкого математика 
Г. Кантора зародилась теория множеств, но только в XX веке она прочно 
встала на ноги и заняла центральное место в математике. Известна попытка 
группы талантливых французских математиков, объединившихся под псевдо-
нимом Н. Бурбаки, на фундаменте теории множеств построить современный 
небоскреб математики. Хотя эта попытка и не была доведена до логического 
завершения (и вряд ли будет доведена из-за непрекращающегося строительства 
этого небоскреба, уходящего верхними этажами в облака), тем не менее, она 
весьма поучительна и наглядно свидетельствует о первостепенной роли, кото-
рую призвана играть теория множеств на беспредельных пространствах мате-
матики. 
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В начале XX века в теории множеств были открыты так называемые анти-
номии, т.е. противоречия, показавшие, что нельзя произвольным образом объе-
динять объекты в «множества». Так, например, логически противоречивым ока-
залось понятие множества всех множеств. Попытки преодолеть возникшие 
трудности были предприняты на пути  превращения теории множеств в аксио-
матическую теорию наподобие геометрии. Впервые это было выполнено в ра-
боте немецкого математика Э. Цермело в 1908 г., а позже система аксиом Цер-
мело была усовершенствована  израильским математиком А. Френкелем. В на-
стоящее время система аксиом Цермело–Френкеля – наиболее часто исполь-
зуемая специалистами по теории множеств. Эта система аксиом не допускает к 
рассмотрению множество, которое содержит все множества, и тем самым явля-
ется надежным основанием для построения многих важных математических 
теорий. 

Проблему обеспечения непротиворечивости аксиоматически построенной 
теории множеств выдвинул и пытался решить ярчайший представитель немец-
кой математической школы Д. Гильберт. Его основная мысль состояла в полной 
формализации аксиоматической теории множеств, трактовке её как некоторой 
формальной системы. Цель, поставленная Д. Гильбертом, оказалась недости-
жимой, что было доказано австрийским математиком К. Гёделем в 1931 г. Од-
нако большой интерес представляет введенный Д. Гильбертом новый раздел 
математики – метаматематика, часть конструктивной математики.  

В математическом мире широко известны 23 проблемы Гильберта, сфор-
мулированные им в 1900 г. Вокруг этих проблем на протяжении всего века бы-
ли сосредоточены творческие усилия многих математиков различных школ и 
направлений. Подавляющее большинство из этих проблем к настоящему вре-
мени «закрыты», т.е. получили либо положительное, либо отрицательное реше-
ние. В частности, алгоритмическую неразрешимость 10-й проблемы Гильберта 
в 1970 г. установил талантливый представитель ленинградской школы матема-
тиков Ю.В. Матиясевич. Развитие идей, связанных с содержанием поставлен-
ных Д. Гильбертом проблем, составило значительную часть математики нашего 
столетия. 

Подобно тому, как ствол дерева порождает, поддерживает и питает много-
численные плодоносящие ветви, так теория множеств дала жизнь таким фунда-
ментальным дисциплинам, как теория функций вещественной переменной, об-
щая алгебра, общая топология и современный функциональный анализ. 

Рука об руку с теорией множеств развивалась и крепла математическая 
логика. Первые работы в этой области, принадлежащие британским математи-
кам Дж. Булю и О. де Моргану, появились в середине прошлого века, но имен-
но начало XX века и первая его половина характеризуется интенсивным ста-
новлением математической логики как одного из фундаментальных разделов 
математики. Современный вид математическая логика приобрела благодаря 
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мощным усилиям уже упоминавшихся Д. Гильберта и К. Гёделя, а также англи-
чанина А. Тьюринга, советского математика П.С. Новикова, американца 
П. Коэна и др.  

В настоящее время практически ни один инженер и экономист не может 
при проектировании или прогнозировании обойтись без понятий и методов 
теории вероятностей, представляющей собой формализованный взгляд на 
природу случайных явлений нашего мира. Хотя возникновение теоретико-
вероятностных представлений восходит к работам начала XVII века швейцар-
ского ученого Я. Бернулли, только в тридцатые годы нашего столетия совет-
ский математик А.Н. Колмогоров заложил прочные аксиоматические основы 
этой теории, находящей многочисленные приложения в самых различных сфе-
рах человеческой деятельности. На базе теории вероятностей возникли теория 
случайных процессов и теория массового обслуживания, окрепла и приобрела 
современный вид математическая статистика.  

В предшествующие века математика считалась прежде всего величайшим 
творением человеческого разума, предназначенным для исследования Природы. 
В XX веке некоторые крупные математики пришли к выводу, что заниматься 
решением проблем, так или иначе связанных с реальным миром, совершенно 
необязательно. Широкий размах математических и естественнонаучных иссле-
дований не позволял им одинаково свободно чувствовать себя и в математике, и 
в естественных науках. В этой ситуации некоторые из них решили ограничить 
сферу своих интересов рамками так называемой «чистой» математики. По это-
му поводу признанный специалист по математической физике Дж. Синж в 
1944 г. заметил: «Итак, окончен бал. Сколько радости было, пока он длился!.. 
Природа по-прежнему продолжает подбрасывать глубокие проблемы, но они 
уже не доходят до математиков. В ожидании противника они сидят в своей 
башне из слоновой кости, вооруженные до зубов, но противник так и не появ-
ляется. Природа не ставит перед математиками четко сформулированных про-
блем. Добыть ясно поставленную задачу можно, лишь вооружившись киркой и 
лопатой, и тот, кто боится испачкать руки, никогда сколько-нибудь стоящей за-
дачи не найдет».  

Известный популяризатор математики М. Клайн один из разделов своей 
замечательной книги «Математика. Утрата определенности» так и назвал: «Ма-
тематика в изоляции». Он пишет: «Талейран заметил однажды, что идеалист не 
может долго оставаться идеалистом, если он не реалист, и реалист не может 
долго оставаться реалистом, если он не идеалист. Применительно к математике 
высказывание Талейрана можно истолковать так, что реальные проблемы необ-
ходимо идеализировать и изучать абстрактно, но деятельность идеалиста, игно-
рирующего реальность, не жизнеспособна. Математика должна прочно стоять 
на земле и уходить головой в облака. Подлинную, живую, содержательную ма-
тематику рождает сочетание абстракции и конкретных проблем. Математики 
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могут воспарять в облака абстрактного мышления, но, подобно птицам, за пи-
щей должны возвращаться на землю. Чистую математику можно сравнить с 
тортом, подаваемым на десерт. Он приятен на вкус и даже способен в какой-то 
мере насытить нас, но организм не может существовать только на тортах – без 
«мяса и картошки» реальных проблем, составляющих основу его питания». 

Последнее слово в споре между «чистыми» и «нечистыми» математиками 
принадлежит самой действительности. А она такова, что в XX веке прочно ут-
вердился термин прикладная математика, в вузах появилась соответствующая 
специальность, а в последней трети нашего столетия при крупных университе-
тах были открыты факультеты прикладной математики, которые до сих пор 
продолжают активно готовить специалистов, пользующихся спросом в различ-
ных областях науки и техники. В частности, впервые в СССР такой факультет 
был создан в Ленинградском университете в 1969 г. под руководством извест-
ного специалиста в области теории устойчивости и теории управления 
В.И. Зубова. 

Целые разделы классической математики приобрели ярко выраженную 
практическую направленность и нашли успешное применение при решении ря-
да сложных практических проблем. Прежде всего это относится к теории экс-
тремальных задач (теории оптимизации), берущей свое начало с античных 
времен. В XX веке появился её новый раздел – математическое программиро-
вание, включающий линейное, выпуклое, дискретное, динамическое и стохас-
тическое программирование. Знаменитый симплекс-метод решения канониче-
ской задачи линейного программирования во многих индустриальных странах 
помог справиться с рядом важных экономических проблем.  

К теории экстремальных задач вплотную примыкает активно развиваю-
щаяся в последние три десятилетия теория принятия оптимальных решений, 
используемая во многих областях науки, техники и экономики. 

Из недр теории динамических систем, появление которой обязано гению 
А. Пуанкаре и трудам выдающегося русского математика А.М. Ляпунова, на 
стыке с теорией экстремальных задач возникла теория (оптимального) управ-
ления. Её применение позволило человечеству совершить выход за пределы 
земного пространства, благополучно достичь Луны и приступить к непосредст-
венному исследованию других планет Солнечной системы. Важнейшим инст-
рументом решения различных задач оптимального управления по праву являет-
ся знаменитый принцип максимума, сформулированный крупным советским 
математиком Л.С. Понтрягиным.  

Сравнительно недавно своеобразное продолжение и развитие теория экс-
тремальных задач получила в теории особенностей (теории катастроф), свя-
занной с именами американца Х. Уитни, француза Р. Тома и отечественного 
математика В.И. Арнольда. 
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В дополнение к классическому математическому анализу в XX веке поя-
вился выпуклый анализ, основания которого были заложены в начале нашего 
века Г. Минковским, который в 1907–1908 гг. дал геометрическую интерпрета-
цию кинематики специальной теории относительности, введя так называемое 
пространство Минковского. Ему же принадлежит известная теорема об отде-
лимости выпуклых множеств, являющаяся основным рабочим инструментом 
при исследовании, например, теоретических вопросов математического про-
граммирования как в конечномерных, так и в бесконечномерных пространст-
вах.  

Еще один вид анализа – нестандартный анализ, основные идеи которого 
восходят к немецкому ученому XVII–XVIII веков Г. Лейбницу, обрёл свое пра-
во на существование и привлекает внимание многих математиков и преподава-
телей математики в самое последнее время. 

С начала XX века «носилась в воздухе» идея создания математической 
теории конфликта (теории игр). Систематическое изложение математической 
теории игр появилось в сороковые годы и принадлежит оно известному амери-
канскому математику Дж. фон Нейману и экономисту О. Моргенштерну. К на-
стоящему времени теория игр заметно разрослась и представляет собой специ-
альный раздел математики, предметом которого является изучение определён-
ных математических моделей принятия оптимальных решений в конфликтных 
ситуациях. Её результаты находят применение при исследовании различных 
экономических и социальных явлений общества. 

Более трехсот пятидесяти лет пытливый человеческий ум бился над дока-
зательством знаменитой великой теоремы Ферма, утверждающей, что уравне-
ние nnn zyx =+  не имеет целых положительных решений zyx ,,  при 2>n 1. И 
только совсем недавно, в последнем десятилетии XX века, завершающими уси-
лиями англичан А. Уайлса и Р. Тейлора удалось окончательно с ней справиться. 

Ещё одна знаменитая проблема рухнула под натиском современных мате-
матиков в конце нашего столетия. Речь идёт о проблеме четырёх красок, пер-
вые сведения о которой относятся к середине прошлого века. Эта проблема 
формулируется следующим образом: действительно ли достаточно красок 
лишь четырёх цветов для раскрашивания произвольной карты на плоскости 
таким образом, чтобы каждая страна была окрашена и при этом никакие две 
соседние страны не получили один и тот же цвет? Интересно, что для поло-
жительного решения проблемы четырёх красок американцами К. Аппелем и 
В. Хакеном во второй половине семидесятых годов был использован принци-

                                           
1 Ферма написал на полях сочинения Диофанта: «Разделить куб на два других куба, четвёртую 

степень или вообще какую-либо степень выше второй на две степени с тем же обозначением невоз-
можно, и я нашёл воистину замечательное доказательство этого, однако поля слишком узки, чтобы 
поместить его». 
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пиально новый, неизвестный до XX века способ доказательства – машинный, 
когда компьютер последовательно «просматривает» огромное число различных 
случаев, выполняя в каждом из них проверку определённых условий. Первый 
вариант «доказательства» потребовал 1200 часов машинного времени, тогда как 
человеку на подобный «просмотр» не хватило бы всей его жизни.  

О компьютере – гениальном изобретении XX века – следует поговорить 
особо. Невозможно переоценить значение этого творения пытливого человече-
ского разума. Например, известный отечественный математик Н.Н. Моисеев 
ставит изобретение компьютера в один ряд с такими достижениями человечест-
ва, как покорение огня и изобретение паровой машины. Уже первые плоды 
применения компьютеров в различных областях человеческой деятельности (от 
захватывающих детских компьютерных игр до сложнейших роботов и целых 
заводов, управляемых электронным мозгом), свидетелями которых мы являем-
ся, не могут не произвести неизгладимого впечатления на самого закоренелого 
скептика. А гигантские базы данных, доступные пользователю практически из 
любой точки земного шара благодаря всемирной сети Интернет?! Появилось 
даже специальное словосочетание виртуальная реальность для обозначения 
неизведанного безграничного пространства, которое компьютер распахнул пе-
ред изумленным человеком.  

Многие учёные, писатели, композиторы, издатели, работники средств мас-
совой информации уже не в состоянии представить свою профессиональную 
деятельность без компьютера, который стал незаменимым помощником в полу-
чении, обработке и хранении информации самого различного характера – от 
строгих колонок цифр до красочных копий полотен древних и современных 
мастеров кисти. 

Несколько слов хочется сказать и о тесной связи компьютера с математи-
кой. С одной стороны, бурное развитие таких математических разделов, как 
теория алгоритмов, теория автоматов и теория информации предопределили 
появление того устройства, которое впоследствии стали именовать компьюте-
ром. С другой стороны, по мере того, как это замечательное устройство обрета-
ло всё бóльшую мощь и развивало свои способности, возникали новые сложные 
математические проблемы. Они, в свою очередь, стимулировали появление и 
развитие таких новых разделов математики, как теория программирования, а 
также целой науки информатика, тесно связанной с математикой через понятие 
математической модели, математическую логику и теорию алгоритмов. 

Сначала компьютер использовался исключительно для выполнения число-
вых расчетов (в то время его именовали электронно-вычислительной машиной 
– ЭВМ). После того как в восьмидесятые годы компьютер «освоил» символьные 
вычисления, результатом его применения стал набор произвольных символов, в 
том числе цифр, функций (обозначаемых буквами того или иного алфавита), а 
также графических рисунков. Теперь простым нажатием клавиш клавиатуры 
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компьютера с использованием соответствующих математических пакетов (на-
пример, таких, как MAPLE V, MATHCAD, MATHEMATICA и др.) можно легко 
вычислять всевозможные пределы, выполнять операции дифференцирования и 
интегрирования, оперировать с матрицами, аналитически и численно решать 
различные (в том числе и дифференциальные) уравнения и системы уравнений 
многих важных классов, строить графики функций одной и двух переменных и 
многое другое. Практически любая стандартная задача из курса математики ря-
дового технического вуза может быть решена указанным выше простым спосо-
бом.  

Особую роль в настоящее время приобретает математическое моделиро-
вание. Находящееся на стыке со многими прикладными науками это направле-
ние стремительно развивается и быстро обогащается новыми методами и под-
ходами к исследованию самых различных явлений реального мира. В следую-
щем веке его ожидает блестящее будущее! 

Если в недалеком прошлом математические модели использовались для 
исследования в основном физико-механических систем, то теперь область их 
применения существенно расширилась. Объектами математического моделиро-
вания стали биологические, экономические, экологические и социальные сис-
темы. Появились даже попытки моделировать историю. Компьютер при этом 
играет немаловажную роль, так как перечисленные системы отличаются не-
обычайно высоким уровнем сложности и «вручную» проводить их изучение не 
представляется возможным.  

С помощью современных мощных компьютеров осуществляются экспери-
менты плане т арно го  масштаба, например, разыгрываются (в виртуальном 
пространстве) гигантские военные сражения с применением ядерного оружия 
или на основе математической модели биосферы строятся прогнозы земного 
климата, а также демографического развития и научно-технического прогресса.  

Нет никаких сомнений в том, что взаимообогащение и взаимная поддержка 
математики и вычислительной техники продолжатся и далее. Совместно они 
способны решать сложнейшие интеллектуальные и народнохозяйственные за-
дачи, помогать преодолевать экономические кризисы и обеспечивать дальней-
шее устойчивое продвижение человечества к новым неизведанным вершинам 
на тернистом пути эволюции в следующем тысячелетии. 
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