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При расчетах напряженно-деформированного состояния оснований фундаментов и 
конструкций [1] основное внимание уделяется механическим и реологическим свойствам грунтов 
[2-5]. Поскольку реальные грунты и породы обладают определенными механическими 
особенностями, а именно сугубо нелинейными зависимостями между напряжениями и 
деформациями, а также возможностью деформаций развиваться во времени, в этих расчетах 
используются самые разные феноменологические [6] и физические теории упругости [3], 
пластичности [7, 8] и ползучести [9, 10]. Одним из направлений исследования зон пластических 
деформаций в материалах и грунтах является эндохронный подход [11-17]. 

Активное развитие эндохронной теории неупругости началось с 80-х годов прошлого века 
[18, 19]. Современное состояние эндохронного подхода кратко изложено в обзоре [20]. 
Опубликовано достаточно много оригинальных работ, пытающихся связать эндохронный подход с 
хорошо известными классическими теориями (деформационная теория пластичности, теория 
скольжения, теория пластического течения, теория процессов, физическая теория неупругости 
и т.д.). В предлагаемой читателям статье делается попытка построить эндохронный вариант 
теории пластичности с присущими ей достоинствами и недостатками на основе работ 
Дж. Сандерса [21] и В.Д. Клюшникова [22]. Отметим, что оригинальный взгляд на эндохронную 
теорию пластичности, отличающийся от предлагаемой работы и от недавно опубликованной 
статьи [23], можно найти в ряде работ отечественных ученых [24-26].  

В работе Сандерса [21] было показано, как можно построить вариант теории пластического 
течения, если использовать понятия плоских поверхностей текучести. Оказалось, что такая теория 
близка как к прогнозам деформационной теории пластичности, так и к следствиям из теории 
скольжения [27]. В работе [22] В.Д. Клюшников изучил плоский случай нагружения. В статье [28] 
было намечено новое направление развития теории пластического течения, в предположении о 
том, что локальные поверхности текучести становятся плоскими. В предлагаемой статье на 
основе работ [21, 22] и [28, 29] авторами строится эндохронная теория пластичности.  

В работе [28], исходя из предположения о том, что влиянием первого и третьего 
инвариантов тензора напряжений на закономерности пластического деформирования можно 
пренебречь, авторы строят определяющие соотношения теории течения в пятимерном 
пространстве Ильюшина [30], дополнительно постулируя, что поверхности текучести являются 
плоскими. Эти поверхности текучести движутся независимо друг от друга, удаляясь от начала 
координат, как только точка в пространстве напряжений достигает их границы. Определяющие 
уравнения такой теории имели следующий вид: 
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Здесь k , p
k  – компоненты пятимерных векторов напряжений и пластических деформаций в 

пространстве Ильюшина;   – предел текучести материала; p
i  – интенсивность вектора 

пластических деформаций; b  – постоянный параметр.  
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В частности, для одноосного нагружения было показано, что  
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1  – среднее значение пластической деформации; 0  – граничное значение угла  , при 

котором плоскости поверхности текучести не перемещаются. Обратим внимание, что 

перемещаются поверхности текучести при значениях параметра в пределах 00   . 

Асимптотика решения имеет вид: 
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Согласно работам [18, 31] построим эндохронный вариант соотношений (1) – (2), если 

введем вместо вектора p
kb  новый вектор kr  по формуле  
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В определение (7) входят   – параметр эндохронности ( 10  ) и модуль сдвига G . 
Тогда получим, что 
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Как и в классической теории эндохронного типа [31], здесь интересны три частных случая: 

a) 0 , тогда p
kkr  ; 

b) 1 , тогда kkr  ; 

c) 0 , тогда решение а) может отличаться от b), особенно при циклических 
нагружениях. 

При построении эндохронной теории пластичности [18], [31] в определяющие соотношения 

специально вводился новый (малый) параметр 

 , чтобы обеспечить начальные условия 

деформирования 0 , 0 . При формулировке данного варианта теории вместо условия (5) 
будем использовать условие  
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из которого следует, что при 00  , 01  . Фактически это означает, что ir   принимается в 
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чтобы обеспечить работу соотношений, начиная со значения 0 . 

При одноосном прямом нагружении имеем 
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На рис. 1 приведено решение (кривая а), полученное согласно работе [22]. График б) на 
рис. 1 – результат использования формулы 
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Рисунок 1. Кривые деформирования при прямом одноосном нагружении 

На рис. 2 и рис. 3 приведены решения одноосной задачи, когда прямое нагружение 1  до 

величины 0
11    сменяется нагружением противоположного знака. Согласно идеям Сандерса 

[21], возникающие при этом пластические деформации образуются другими плоскими 
поверхностями текучести, расположенными в области от    до   . Если же 

воспользоваться формулами вида (12), то решение примет вид: 
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(13)

Здесь 0
1  и 0

1  – значения напряжения и деформации, достигнутые при прямом нагружении. 

Отметим, что характер кривых «напряжение-деформация», приведенных на рис.2 и рис.3, может 
вызвать вопросы у экспериментаторов. Однако они сознательно приводятся для того, чтобы 
подчеркнуть особенности подхода Сандерса-Клюшникова и необходимость дальнейшего 

уточнения и развития предложенного выше метода. Во всех расчетах принято, что 00  , 1 , 

12 G , 1 , 12 b .  
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Рисунок 2. Циклическое нагружение 
гипотетического материала по схеме 

Сандерса-Клюшникова 

Рисунок 3. Прямое и обратное нагружение 
гипотетического материала согласно (13) 

Подчеркнем, что знакопеременному и циклическому нагружению геоматериалов уделяется 
достаточно большое внимание инженеров и исследователей [32]. 

Таким образом, предложен новый эндохронный вариант теории неупругости, обобщающий 
подход Сандерса-Клюшникова. Приведенные примеры продемонстрировали, что определяющие 
соотношения новой теории инициируют дополнительные возможности в описании неупругого 
поведения материалов. Отмечено, что следствия, вытекающие из уравнений новой теории, 
должны быть проверены экспериментально для рекомендации их применения в практике 
инженерных расчетов. В дальнейших публикациях авторы намерены расширить число 
приведенных примеров за счет сложных траекторий нагружения и сопоставить результаты 
расчетов с имеющимися экспериментальными данными. 

 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(грант 13-01-00157). 
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Abstract 
The importance of exact estimation of plastic deformations in the soils and building materials is 

noted. 

The defining relations for stresses and endochronic type deformations generalizing the theory of 
Sanders-Klyushnikov were proposed. Quasi-statistical equations of the new theory are based on the 
Novozhilov’s idea about the independence of motion of piecewise-linear plane yield surfaces and the 
technology of conversion from flow theory to endochronic theory.  

The practical formulas for calculating the uniaxial active and reversible loading of the material are 
presented. The similarity and difference between the new theory and the Sanders-Klyushnikov’s version 
are demonstrated on the several examples. 
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