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В различных областях техники в последнее время все чаще применяются конструкции из 
композитных материалов [1, 2], особенно в виде тонкостенных оболочек [3, 4]. Исследования в 
данной области проводятся не только в России, но и за рубежом [5–9]. Возобновление интереса к 
исследованию оболочечных конструкций в последние годы вызвано, прежде всего, развитием 
вычислительной техники, которая позволила теперь по-новому взглянуть на нелинейные 
проблемы оболочек. Также немалую роль здесь играет появление новых материалов, 
позволяющих существенно улучшить прочностные характеристики конструкций. Активно изучается 
поведение цилиндрических оболочек [10–12], которые применяются в самых разнообразных 
областях техники. 

При использовании таких композитных материалов, как, например, железобетон [13] или 
стеклопластик, армирующие элементы часто располагают вдоль осей криволинейной системы 
координат оболочки, и в таком случае конструкцию можно считать ортотропной [14].  

Для повышения жесткости тонкостенные конструкции часто подкрепляются ребрами [15–18], 
что играет особо важную роль при строительстве большепролетных покрытий и перекрытий. 

Обзор литературы 
Основы теории анизотропных пластин и оболочек, в частности, ортотропных, можно найти в 

работах [19–21]. Одни из первых наиболее полных исследований по устойчивости ортотропных 
оболочек касаются кратковременной устойчивости стеклопластиковых цилиндрических 
конструкций при различных внешних нагрузках [22]. Проблемы длительной устойчивости были 
рассмотрены в работе [23]. Обширное исследование проблем устойчивости ортотропных оболочек 
приводится в работе Р.Б. Рикардса и Г.А. Тетерса [14]. Модель, описанная в указанных работах, 
строится на основе простейших уравнений теории оболочек, не учитывающих поперечные сдвиги, 
а алгоритм исследования устойчивости основан на методе Эйлера решения задач на собственные 
значения, т.е. линеаризованных уравнениях. В геометрически нелинейной постановке 
устойчивость ортотропных оболочек рассмотрена в работе В.А. Крысько [24], где исследуются 
пологие гладкие оболочки.  

Известно достаточно много работ, посвященных расчету ортотропных оболочек, но в них 
недостаточно полно исследуется ряд важных факторов, влияющих на напряженно-
деформированное состояние оболочки и ее устойчивость. В частности, при расчете 
подкрепленных оболочек не учитываются такие факторы, как поперечные сдвиги, сдвиговая и 
крутильная жесткость ребер и др. 

Чаще всего математическая модель в теории оболочек строится на основе уравнений 
равновесия. Использование вместо этих уравнений функционала полной энергии деформации 
оболочки позволяет применять более эффективные алгоритмы исследования. Варианты таких 
алгоритмов для изотропных подкрепленных оболочек можно найти в работах [25–27].  
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Постановка задачи 
Целью данной работы является построение математической модели деформирования 

подкрепленных ортотропных оболочек вращения, учитывающей ряд дополнительных факторов. 
Модель является геометрически нелинейной, учитывает поперечные сдвиги, сдвиговую и 
крутильную жесткость ребер, а также сложную форму контура конструкции. 

Описание исследования 
Математическая модель деформирования тонкой подкрепленной оболочки строится на 

основе функционала полной энергии деформации (или уравнений равновесия), а также включает 
в себя геометрические соотношения, физические соотношения и граничные условия. 

Модель Кирхгофа – Лява, когда неизвестными являются только три функции перемещений 
( ) ( ) ( )y,xWW,y,xVV,y,xUU ===  и в уравнениях равновесия функции U  и V  имеют вторые 

производные, а функция W  – четвертые, дает существенную погрешность. Необходимо 
учитывать еще и поперечные сдвиги, т. е. рассматривать модель Тимошенко – Рейснера. Тогда 
неизвестными будут пять функций – три функции перемещений точек координатной поверхности 

W,V,U  и две функции, характеризующие углы поворота нормали в плоскостях YOZ,XOZ : 

( ) ( )y,x,y,x yyxx Ψ=ΨΨ=Ψ . При этом получаемая модель будет геометрически нелинейной, 
т. е. зависимость деформаций от перемещений – нелинейная, что позволяет исследовать не 
только напряженно-деформированное состояние оболочки, но и ее устойчивость. В дальнейшем 
будем рассматривать только модель Тимошенко – Рейснера, учитывающую наличие ребер 
жесткости и сложную форму контура конструкции. 

В рассматриваемой модели геометрические соотношения для срединной поверхности 
оболочки принимают вид [28]: 
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где yx ,εε  – деформации удлинения вдоль координат x , y  срединной поверхности; xyγ  – 

деформации сдвига в плоскости XOY ; xk , yk  – главные кривизны оболочки вдоль осей x  и y ; 

B,A  – параметры Ламе, характеризующие геометрию оболочки. 

Функции изменения кривизн 1χ , 2χ и кручения 12χ  принимают вид: 
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Используя геометрические соотношения, можно сформировать выражения для усилий и 
моментов. В случае дискретного подкрепления конструкции ребрами жесткости для ортотропных 
оболочек они будут иметь вид [29]: 
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где 
21

1
1 1 μμ−

=
E

G , 
21

2
2 1 μμ−

=
E

G . Здесь yxxyyx N,N,N,N  – нормальные усилия вдоль осей 

y,x  и сдвиговые усилия в плоскости XOY  соответственно; yx M,M,M,M xyyx  – изгибающие 

моменты в направлении осей y,x  и крутящие моменты; yx Q,Q  – поперечные силы в плоскостях 

XOZ  и YOZ ; J,S,F  – функции, выражающие площадь поперечного или продольного сечения 
ребер, приходящуюся на единицу длины сечения, статический момент и момент инерции этого 
сечения. 

В приведенных соотношениях 21 E,E  – модули упругости в направлениях x  и y ; 21 μμ ,  – 

коэффициенты Пуассона; 231312 G,G,G  – модули сдвига в плоскостях YOZ,XOZ,XOY  

соответственно. В силу условия симметрии упругих постоянных верно равенство .EE 1221 μμ =  

Из показанных выше соотношений можно сформировать функционал полной энергии 
деформирования подкрепленной оболочки [30]: 
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Способ закрепления контура конструкции учитывается через граничные условия, которые 
влияют на выбор аппроксимирующих функций [30, 31], а область, занимаемая оболочкой, 
задается в пределах интегрирования [32]: ( ) ( )xyyxya,x 210 ≤≤≤≤ . Использование функций 

( ) ( )xy,xy 21  позволяет учитывать нестандартную форму контура оболочки. 

Подставив (1) в (2) и выполнив алгебраические преобразования, получим [30]:  
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При введении ребер жесткости постоянной высоты по методу конструктивной анизотропии 
функционал полной энергии деформации оболочки будет иметь вид (2), а усилия и моменты 
примут вид [29, 30]: 
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(4)

где ( )y,xFF xx = , ( )y,xFF yy = , ( )y,xSS xx = , ( )y,xSS yy = , ( )y,xJJ xx = , ( )y,xJJ yy =  

− площадь поперечного или продольного сечения ребра, приходящаяся на единицу длины 
сечения; статический момент и момент инерции этого сечения, являющиеся функциями координат 

y,x . Для произвольного вида оболочек приведенные жесткостные характеристики ребер 
представимы в виде:  
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Здесь r  – ширина ребра; h  – высота; индексы i  и j  указывают номер ребра, расположенного 

параллельно осям x  и y  соответственно; m,n  – количество ребер; переменные b,a  позволяют 

ребрам жесткости повторять геометрию оболочки и определяются как ,aAa =  
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aBxyxyb  В работе [17] подробно рассматривается подкрепление конструкции 

ребрами переменной высоты, что в ряде случаев является наиболее эффективным.  

Подставив (4) в (2), после соответствующих преобразований получим функционал в виде 
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Заключение 
Таким образом, функционал полной энергии деформации (3), являющийся основой для 

математической модели деформирования ортотропных подкрепленных оболочек вращения 
принимает такой же вид, что и для изотропных оболочек [30]. Отличие состоит лишь в числовых 
коэффициентах. Следовательно, для его минимизации можно использовать методики расчета и 
алгоритмы, описанные в работах [25–27]. Например, алгоритмы, основанные на градиентном 
методе и методе продолжения решения по параметру. 

Представленная математическая модель деформирования тонкой подкрепленной 
ортотропной оболочки учитывает ряд важнейших факторов, что позволяет более точно и полно 
проводить исследование напряженно-деформированного состояния и устойчивости конструкции. 
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Abstract 
In recent years there are more and more structures made of composite materials, especially in the 

form of thin-walled shells, being applied in various fields of technology. When using composite materials 
such as concrete or fiberglass, reinforcing elements are often placed along the axes of the curvilinear 
coordinate system of the shell, and in this case, the structure can be considered as orthotropic.  

There are a lot of papers on the calculation of orthotropic shells, but they do not adequately 
investigate a number of important factors that influence the stress-strain state of the shell and its stability. 
In particular, the calculation of reinforced shells does not take into account such factors as in-plane 
shear, shear and torsional stiffness of ribs, etc.  

The paper presents the mathematical model of deformation of thin orthotropic shells of revolution, 
based on the model of Timoshenko – Reissner. The model takes into account the design of 
reinforcement with the shear and torsional stiffness of the ribs, geometric nonlinearity and also the 
irregular shape of the shell. Possibility of application of methods and algorithms which are used in the 
study of isotropic shells is shown. The presented model  investigates the stress-strain state and stability 
of thin orthotropic reinforced shells of revolution more adequate. 
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