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MAGNETOOPTICAL EFFECTS IN UNDOPED BISMUTH SILICATE CRYSTALS

Исследованы эффект Фарадея и полярный магнитооптический эффект Керра в нелегированном 
нецентросимметричном кристалле Bi12SiO20. Установлено, что зависимость угла поворота плоскости 
поляризации от индукции магнитного поля для обоих эффектов нелинейна. Результаты интерпре-
тированы в рамках модели комбинированного электромагнитогирационного эффекта. Электрогира-
ционная часть вклада в угол поворота связывается с формированием продольного внутреннего элек-
трического поля, индуцированного оптической ориентацией спинов. Показано, что в суммарный 
гирационный эффект вносит вклад магнетизм неподеленных электронных пар (Bi–O)-гептаэдров. 

СИЛЛЕНИТЫ, ЭФФЕКТ ФАРАДЕЯ, МАГНИТООПТИЧЕСКИЙ ЭФФЕКТ КЕРРА, ГИРА-
ЦИЯ. 

The Faraday and the polar magnetooptical Kerr effects in undoped Bi12SiO20 (BSO) crystals have 
been investigated. The dependence of a turn angle of polarization plane on magnetic induction for both 
effects was established to be nonlinear. The results were interpreted within the framework of combined 
electromagnetogyration model. Electrogyration part of the contribution was due to the formation of 
the longitudinal internal electric field induced by optical spin orientation. It was shown that magnetism 
of nonshared electronic pairs of Bi–O hepthaedra made the contribution in the total gyration of BSO 
crystal. 

SILLENITES, FARADAY EFFECT, MAGNETOOPTICAL KERR EFFECT, GYRATION.

Данная работа посвящена исследованию 
эффекта Фарадея и магнитооптического эф-
фекта Керра в специально нелегированных 
кристаллах силиката висмута Bi12SiO20 (далее 

BSO), которые относятся к классу кубиче-
ских нецентросимметричных оксидов вида 
Bi12MO20 (М: Si, Ge, Ti) и по симметрии 
кристаллической решетки принадлежат к 
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пространственной группе I 23 [1].

Образцы и методика эксперимента

Исследование эффекта Фарадея и маг-
нитооптического эффекта Керра проведе-
ны на образцах, выращенных методом Чох-
ральского и имеющих размеры 10×10×1 мм. 
Зондирующий луч гелий-неонового лазера 
падал перпендикулярно поверхности {100}. 
На рис. 1, а представлена принципиальная 
схема проведенных магнитооптических из-
мерений; на рис. 1, б изображен ход лучей в 
эксперименте по изучению влияния внеш-
ней подсветки на эффект Фарадея в BSO.

Угол поворота φ плоскости поляризации 
(см. рис. 1, а) определяется выражением 

φ = (n+ – n–) πl/λ,

где n+, n– – коэффициенты преломления 
право- и левоциркулярных компонент 
линейно-поляризованного света; λ – длина 
волны лазерного излучения; l – толщина 
образца вдоль направления распростране-
ния света.

При исследовании эффекта Фарадея луч 
гелий-неонового лазера (λ = 633 нм) дважды 
проходил образец: в прямом направлении 
(когда волновой вектор электромагнитной 

(1)

Рис. 1. Оптические схемы наблюдения магнитооптических эффектов: 
а – эффекта Фарадея для проходящего зондирующего луча 5 и магнитооптического эффекта Керра для отра-
женного луча 6 (λ = 633 нм); б – эффекта Фарадея при двойном прохождении образца зондирующим светом 7  

при фотоактивной подсветке 8 (λ = 532 нм); 1 – образец BSO;  2, 3 – зеркала, 4 – призма Волластона

Рис. 2. Эффект Фарадея в кристалле BSO: а – зависимость угла поворота плоскости  
поляризации излучения гелий-неонового лазера от величины индукции магнитного поля B;  

полное время регистрации кривой – 30 мин, постоянная времени системы регистрации – 4 мин;  
б – «динамическая» петля гистерезиса;  

время записи петли  – 10 с, постоянная времени системы регистрации – 0,5 с 

а) б)

а) б)
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волны совпадал с направлением вектора 
индукции магнитного поля) и обратном 
(для исключения влияния естественной ги-
рации на результаты эксперимента).

Результаты эксперимента

Эффект Фарадея. На рис. 2,а пред-
ставлена зависимость угла поворота пло-
скости поляризации зондирующего луча  
(λ = 633 нм) от величины индукции маг-
нитного поля для кристалла BSO вдоль на-
правления <100>. 

Следует отметить отсутствие статиче-
ских гистерезисных явлений, а также на-
личие асимметрии ветвей кривой и их не-
линейность.

«Динамическая» петля гистерезиса. На 
рис. 2, б представлена одна из петель «ди-
намического» (изменяющегося во време-
ни) гистерезиса угла поворота плоскости 
поляризации. Время записи ветви петли 
составляло 10 с, постоянная времени ре-
гистрирующей системы – 0,5 с. В любой 
точке петли при остановке сканирования 
наблюдалось явление релаксации верхней 
ветви кривой к нижней (время релаксации 
τ = 100 с), совпадающей с кривой, пред-
ставленной рис. 2, а.

Влияние подсветки на магнитооптиче-
ские эффекты. При подсветке образца BSO 
лазерным излучением с длиной волны из 
области эффективной генерации фото-
электронов (λ = 532 нм, плотность мощ-
ности М = 100 мВт/мм2) было обнаружено  
30-процентное изменение величины угла 
поворота плоскости поляризации в магнит-
ном поле с индукцией 0,02 Тл. Плотность 
мощности зондирующего излучения с дли-
ной волны λ = 633 нм  составляла 5 мВт/мм2.  
При совпадении направлений вектора B 
индукции магнитного поля и волнового 
вектора k электромагнитного излучения 
подсветка уменьшала угол поворота, в про-
тивоположном случае – увеличивала.

При выключении подсветки наблю-
далось явление релаксации (с временем  
τ = 100 с) измененного подсветкой значе-
ния угла поворота φ к исходному значению. 
Типичная кинетическая кривая (рис. 3),  
получена при |B| = 0,02 Тл, плотности мощно-

сти подсветки M = 100 мВт/мм2 (λ = 532 нм).  
При |B| = 0,3 Тл изменение Δφ угла состав-
ляло 10 %.

Четность изменения угла поворота пло-
скости поляризации во внешнем магнитном 
поле под влиянием подсветки. Знак измене-
ния угла поворота под влиянием подсветки 
не зависит от направления вектора B ин-
дукции магнитного поля: облучение при 
одном направлении магнитного поля при-
водит к уменьшению, при другом – к уве-
личению угла φ. Отсюда следует, что под-
светка действует на некоторый векторный 
гирационный фактор, направление которо-
го не связано с направлением магнитного 
поля. 

Магнитооптический эффект Керра. На 
рис. 4 представлена кривая зависимости от 
|B| угла  поворота плоскости поляризации 
луча, отраженного от образца BSO, в по-
лярном магнитооптическом эффекте Кер-
ра. На упомянутой зависимости имеется 
горизонтальный участок, присутствуют вы-
раженная асимметрия ветвей кривой и «ди-
намический» гистерезис, а также изменение 
угла поворота φ при наличии фотоактивной 
подсветки.

Рис. 3. Кинетика изменения угла поворота 
плоскости поляризации в эффекте Фарадея 

кристалла BSO под влиянием подсветки  
фотоактивным светом с плотностью мощности 

M = 100 мВт/мм2 (λ = 532 нм).  
Индукция магнитного поля – 0,02 Тл; 1 – подсветка 

включена, 2 – выключена
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Основные положения схемы  
интерпретации результатов

1. В величину угла поворота, помимо ки-
ральных свойств кристаллической решетки, 
дают существенный вклад киральные свой-
ства хромофорных молекулярных групп,  

а именно (Bi–O)-гептаэдров [2] (рис. 5). 
2. Атомы кислорода в кристалле BSO рас-

положены в центрах октаэдров (рис. 6 [2])  
и находятся в состоянии 2s2(1)2p4(3)-
гибридизации, причем две из четырех ги-
бридных орбиталей содержат по одной 
неподеленной паре электронов (в скобках 
указаны числа задействованных в гибриди-
зации атомных орбиталей). 

Наличие неподеленных электронных 
пар многократно усиливает магнитный от-
клик материала и делает его нелинейным. 
Это обусловлено прецессией в магнитном 
поле одиночного спина в составе σ-связи 
кислорода [3]. Прецессия инициирует во-
влечение орбитального магнитного момен-
та неподеленных пар в суммарный магнит-
ный момент системы. Принципиальным 
для такого вовлечения является высокое 
значение константы Λ спин-орбитальной 
связи в атоме кислорода [4], дополнительно 
многократно увеличенной за счет его взаи-
модействия с висмутом [5].

Действительно, отклонение g-фактора, 
определяющего магнитный отклик матери-
ала, от чисто спинового значения опреде-
ляется в простейшем случае выражением

g = gs – gs(aΛ/ΔE),

где Λ – константа спин-орбитальной свя-

Рис. 6. Схема sp3-гибридизации орбиталей  
атома кислорода.  

Треугольник выделяет одну из плоскостей,  
содержащих две неподеленные электронные пары. 

Данная плоскость перпендикулярна четвертой  
гибридной орбитали, содержащей один электрон

Рис. 5. Элементарная ячейка  
кристалла BSO (Bi12SiO20). 

Для четырех гептаэдров с ионами кислорода  
показаны его неподеленные электронные пары (↑↓), 
не участвующие в образовании химических связей 

Рис. 4. Магнитооптический эффект Керра  
на кристалле BSO.  

Полное время записи петли гистерезиса – 20 с; по-
стоянная времени регистрирующей системы – 1 с

(2)
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зи, ΔE – энергетическое расщепление 
между уровнями основного и ближайшего 
возбужденного состояния, участвующих в 
орбитальном движении; а – множитель, 
зависящий от природы парамагнитного 
комплекса, а также от величины и ориен-
тации вектора В индукции внешнего маг-
нитного поля относительно направлений 
орбиталей комплекса [3]. 

Из выражения (2) следует, что чем мень-
ше значение ∆E и чем больше Λ, тем боль-
ше отклонение эффективного g-фактора от 
чисто спинового значения, что проявляется 
в магнитооптическом отклике материала. 

Более строгая аргументация данного 
утверждения сводится к следующему. Из 
квантовой теории дисперсии известна дис-
персионная формула для показателя пре-
ломления

2

2
2 2

1 8 ,
( )
k1 k1

k k1

P
n = + N

⋅ ω
π ⋅ ⋅

⋅ ω − ω∑


где N – число атомов в единице объема;  
ωk1 – частота кванта, соответствующая пе-
реходу с k-го уровня на первый; ω – ча-
стота кванта зондирующего излучения;  
Рk1 – дипольный момент соответствующего 
перехода. 

Для синглетного уровня значения ча-
стот ωk1 неодинаковы для право- и лево-
циркулярных компонент зондирующего из-
лучения из-за снятия вырождения по спину 
в магнитном поле. Это в равной мере от-
носится как к внутрицентровым, так и к 
зон-зонным переходам в полупроводнике. 
Так, для двухуровневой системы частоты 
определяются соотношением

ω21 = ω0 ± Δω0 gΔm,

где ∆ω0 = µБH/ħ (µБ – магнетон Бора); g – 
множитель Ланде; m –магнитное квантовое 
число, причем ∆m = ± 1. 

Подстановка выражения для ω21 в вы-
ражение (3) для показателя преломления 
n определяет зависимость показателя пре-
ломления право- и левоциркулярной ком-
понент от g-фактора и, соответственно, от 
модуля |В| вектора индукции магнитного 
поля. При постоянстве величины g-фактора 
имеет место линейная по магнитному полю 

зависимость угла поворота плоскости по-
ляризации, что соответствует обычному 
эффекту Фарадея. Если же само значение 
эффективного g-фактора зависит от |В|, то 
эта функциональная связь оказывается не-
линейной. 

Возвращаясь к силлениту, отметим, что 
его кристаллическая ячейка содержит четыре 
гептаэдра с атомами кислорода, имеющими 
свободные неподеленные пары электронов 
(обозначены на рис. 5 стрелками). Суще-
ствование неподеленных пар представля-
ется очевидным, так как ионы кислорода 
(1–4 на рис. 5) имеют три σ-связи с ато-
мами висмута, расположенные не в одной 
плоскости, но образующие в пространстве 
трехгранный угол. Согласно теории валент-
ных связей, такое положение возможно 
лишь для случая sp3-гибридизации атома 
кислорода [2s2(1)2p4(3)]. При этом одна из 
гибридизованных орбиталей обязательно 
содержит неподеленную пару электронов.

3. Атомы кислорода обладают сильным 
спин-орбитальным взаимодействием [4], 
которое в случае силленита в несколько 
раз больше обычного, поскольку константа 
спин-орбитальной связи в атомах кисло-
рода, входящих в состав (Bi–O)-гептаэдра, 
многократно увеличена за счет взаимо-
действия с атомами висмута (см. рис. 6), 
имеющими гигантскую константу спин-
орбитальной связи. Данный факт установ-
лен теоретически и подтвержден экспе-
риментально в работе [5]. В этой работе 
показано, что за счет гигантской одноэ-
лектронной константы спин-орбитального 
взаимодействия 6р-орбиталей ионов Bi3+, 
ковалентно примешивающихся к 2р-
орбиталям ионов кислорода, происходит 
резкое возрастание величины циркулярной 
магнитооптики, поскольку 6p-орбитали 
ионов Bi3+ характеризуются гигантскими 
значениями одноэлектронной констан-
ты спин-орбитального взаимодействия ζ6p, 
равной 17000 см–1 [5].

Расчет в работе [5] приводит к эффек-
тивному спин-орбитальному взаимодей-
ствию Vso eff  на кислороде, определяемому 
выражением

Vso eff = Vso + Vso iso + Vso an,

(3)

(4)

(5)
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где Vso = Λ2p
.(l,s) – обычное спин-орбитальное 

взаимодействие в кислороде без вмеша-
тельства висмута ((l,s) – скалярное произ-
ведение векторов орбитального и спиново-
го моментов); Vso iso = ∆Λ2p

.(l,s) – изотропная 
добавка к величине Vso за счет висмут-
индуцированного приращения ∆Λ2p эф-
фективной константы спин-орбитального 
взаимодействия для 2p-оболочки, причем  
∆Λ2p = γΛ6p (γ – параметр ковалентности); 
при γ = 0,4 имеем ∆Λ2p = 4000 см–1; Vso an – 
анизотропная добавка к спин-орбитальному 
взаимодействию.

4. В стандартном выражении для га-
мильтониана молекулярного комплекса в 
магнитном поле присутствует член, зави-
сящий от вектор-потенциала А магнитного 
поля [6]. Отсюда следует, что если имеют-
ся возбужденные состояния молекуляр-
ного комплекса, орбитальный момент 
которых отличен от нуля, то они могут 
примешиваться к основному состоянию 
из-за наличия в выражении для гамильто-
ниана члена, линейного по А. Соответ-
ствующий оператор имеет вид

(e / 2mc)BL = B µL,

где L – оператор орбитального момента 
импульса электронов; µL –оператор магнит-
ного момента, который пропорционален L. 

Во втором порядке теории возмущений 
этот член дает вклад в энергию

2

0

0

0 ( / )
,

L

n n

B n
=

µ ⋅ µ
δξ

ξ − ξ∑

который положителен и квадратичен по 
модулю |B| вектора индукции магнитного 
поля. Отсюда возникает, как хорошо из-
вестно, постоянный парамагнетизм Ван 
Флека. Эта формула применима, как по-
казано в работе [6], только к атому, иону, 
молекуле или молекулярному комплек-
су. В кристалле орбитальный магнетизм 
обычно «заморожен» благодаря эффекту 
Штарка в кристаллическом поле. Однако 
такое вырождение может быть снято при 
наличии спин-орбитального взаимодей-
ствия [6]. При этом  вклад энергетического 
расщепления δE должен возрастать в слу-
чае, когда энергия возбуждения становит-

ся малой, как, например, в случае, когда 
над заполненной энергетической зоной 
имеется малая щель или система близко 
расположенных уровней в запрещенной 
зоне. Такая ситуация как раз и имеет место  
в кристаллах силленитов (и, в частности,  
в Bi12SiO20), в которых запрещенная зона со-
держит развитую систему близко располо-
женных энергетических уровней. Указанная 
система проявляется в спектрах поглоще-
ния в виде широкого плеча в сине-голубой 
области спектра, что придает кристаллу 
желто-оранжевый цвет [1]. Детальные све-
дения о механизме возникновения плеча 
поглощения в нелегированных силленитах 
в литературе отсутствуют, однако хорошо 
известно [1], что легирование силленитов 
алюминием, то есть трехвалентной приме-
сью Al3+, замещающей трехвалентный ион 
Bi3+, полностью уничтожает данное пле-
чо поглощения. Кристалл BSO становится 
прозрачным в видимой области спектра, 
поскольку ширина его запрещенной зоны 
соответствует энергии около 3 эВ. Это дает 
основания предположить, что Bi-гептаэдры 
c известной долей вероятности являются 
ответственными за возникновение плеча 
поглощения.

Таким образом, в предлагаемой схе-
ме постулируется, что ответственным за 
происхождение плеча поглощения в сине-
зеленой области спектра является система 
энергетических уровней (Bi–O)-комплекса. 
Такое предположение объясняет, почему 
наведенный внешним магнитным полем 
орбитальный магнетизм такого комплекса 
должен принимать непосредственное уча-
стие в магнитооптическом отклике мате-
риала.

Важно указать, что магнитные поля, обе-
спечивающие магнитное диполь-дипольное 
взаимодействие орбитальных магнитных 
моментов соседних комплексов, являются 
дальнодействующими и непосредственно 
зависят от константы Λ спин-орбитального 
взаимодействия. Так, для кристаллов куби-
ческой симметрии, согласно монографии 
[7], взаимодействие соседних орбитальных 
моментов пропорционально Λ4. В данной 
книге также показано, что орбитальное 
движение электронов приводит к появле-

(7)

(6)
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нию эффективного магнитного поля – поля 
анизотропии  (порядка 0,1 – 1 Тл) − даже 
в материалах кубической симметрии. В ре-
зультате этого выстраивание орбитальных 
моментов во внешнем магнитном поле со-
провождается тем, что магнитооптический 
отклик кристалла силленита оказывается 
нелинейным по величине модуля |B| векто-
ра индукции магнитного поля.

Отсюда следует принципиальный вы-
вод: в висмут-содержащих материалах и в 
частности в силленитах, эксперимент дол-
жен давать нелинейную по |B| функцию  
φ = φ(B).

5. Для таких нецентросимметричных 
фотополупроводников, как силлениты, ха-
рактерно проявление фотогальванических 
(фотовольтаических) эффектов – возник-
новения электродвижущей силы на освеща-
емом образце. Так в работах [8, 9] установ-
лено возникновение аномально большого 
линейного фотогальванического эффекта, 
который обусловлен баллистической про-
дольной асимметрией пространственного 
распределения фотоэлектронов. 

Аномальный фотовольтаический эф-
фект (АФЭ) является частным случаем 
АФЭ, описываемого для кристаллов без 
центра симметрии тензором третьего ранга 
αijk [9]:

Ji  = αijk Ej E
*
k,

где Ji – плотность фотовольтаического 
тока; Ej, E

*
k – проекции вектора поляриза-

ции света на две взаимно перпендикуляр-
ные оси. 

При разомкнутых электродах фотоволь-
таический ток Ji генерирует фотонапряже-
ние 

Ui = Ji l / (σт + σф),

где σт, σф – темновая и фото-проводимость 
соответственно; l – расстояние между элек-
тродами. 

В кристаллах без центра симметрии, 
таких как силлениты, генерируемые фо-
тонапряжения имеют величину порядка  
103 – 105 В [10]. Для силленитов поля на-
столько велики, что в них наблюдается 
сильная рефракция (эффект Поккельса) 
[1], а также явление электрогирации [11].  

Отсюда следует, что ввиду высокой фо-
точувствительности силленитов внутрен-
нее электрическое поле в них может быть 
частично заэкранировано континуумом 
свободных фотоносителей заряда, инду-
цированных равномерной фотоактивной  
(λ = 470 нм) засветкой образца [12].  В этом 
случае максвелловское время релаксации 
соответствует выражению

τM = (εε0) / (enµ),

где произведение enµ представляет собой 
проводимость кристалла (e –заряд электро-
на, n – концентрация носителей, µ – под-
вижность свободных носителей заряда), ко-
торая в силленитах мала. 

Поэтому величина τM, а, значит, и время 
экранирования внутреннего поля, достига-
ет в нелегированных силленитах значений 
в сотни секунд [12]. 

6. Асимметрия электронных зон в кри-
сталлах без центра инверсии, атомы ко-
торых имеют сильное спин-орбитальное 
взаимодействие, не только приводит к на-
правленному движению носителей заряда с 
эквивалентной ему эдс, но и дополнитель-
но создает внутреннее магнитное поле при 
фотовозбуждении кристалла [13]. Таким 
образом, спин-орбитальное взаимодействие 
в полупроводниках без центра инверсии  
(типичные представители GaAs, Bi12SiO20, 
Bi12GeO20, Bi12TiO20) приводит к расщепле-
нию энергетических зон при отличном от 
нуля волновом векторе и описывается га-
мильтонианом Дрессельхауза:

Ĥso = ħσ Ω(k),

где σ = (σx , σy , σz) – спиновые матрицы 
Паули, а вектор Ω(k), 

Ω(k)  =    2 2 2 2 2 2[ ( ), ( ), ( )],x y z y z x z x yk k k k k k k k k− − −

представляет собой внутреннее эффектив-
ное магнитное поле, зависящее от вектора 
k (kx ,ky ,kz) квазиимпульса электрона. 

С учетом вышесказанного становится 
ясным, что прецессия нескомпенсирован-
ного спина в таком внутреннем поле долж-
на приводить (при наличии большого спин-
орбитального взаимодействия) к частичному 
выстраиванию орбитальных моментов не-
поделенных пар (Bi–O)-гептаэдров даже в 

(8)

(9)
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отсутствие внешнего магнитного поля.
Из изложенного в пп. 1 – 6 следует, 

что при распространении в кристалле сил-
ленита линейно-поляризованного зонди-
рующего света, раскладывающегося на две 
циркулярно-поляризованные компоненты, 
которые обладают резко различающимися 
между собой сечениями взаимодействия с 
кристаллом (подтверждением чему служит 
естественная гирация), возникает преиму-
щественная оптическая ориентация спи-
нов. А всякая ориентация спинов создает в 
кристаллах без центра инверсии дополни-
тельное внутреннее тянущее электрическое 
поле и внутреннее магнитное поле. 

Подчеркнем, что описанный комплекс 
явлений реализуется в кристаллах силлени-
тов вследствие ряда характерных свойств: 

киральности решетки; 
большого спин-орбитального взаимо-

действия в атомах решетки; 
большого различия сечений взаимодей-

ствия лево- и правоциркулярно поляри-
зованного света с кристаллом BSO (есте-
ственная гирация).

7. Длина и энергия химических связей 
в кристаллах силленитов резко изменяют-
ся при деформациях сжатия-растяжения и 
практически не изменяются при действии 
на кристалл силленита деформации сдви-
га. Это вызвано легкостью разрыва хими-
ческих связей при скольжении слоев кри-
сталла силленита друг относительно друга 
(эффект, хорошо известный в механохимии 
[14]). Существование данного явления в 
кристаллах BSO подтверждено результатами 
исследования спектров комбинационного 
рассеяния в силленитах [15] и использова-
но нами при интерпретации эксперимен-
тальных данных по магнитооптическому 
эффекту Керра.

При механической полировке кристал-
лов абразивами на основе высокотвердых 
частиц возникают интенсивные сдвиговые 
деформации поверхностных слоев. Поэ-
тому использование при полировке BSO 
хром-оксидных абразивов приводит к об-
разованию в нарушенном слое силленита 
двух типов кислородных гептаэдров: Bi–O 
и Cr–O. При этом  связи Cr–O возника-
ют  благодаря реакции замещения ионов 

Bi3+ ионами Cr3+, что представляет собой 
типичный эффект, возникающий, согласно 
данным механохимии [14], в «мягких» кри-
сталлах с низкой энергией связи элементов 
кристаллической решетки, к которым от-
носятся и силлениты.

Таким образом, можно утверждать, что 
исследованный в настоящей работе магни-
тооптический эффект Керра, будучи сугубо 
поверхностным явлением, целиком разы-
грывается в нарушенном поверхностном 
слое кристалла силленита, свойства кото-
рого сильно отличаются от объемных. Кон-
кретнее, толщина нарушенного слоя в BSO 
составляет десятки микрон [14], тогда как 
область оптической когерентности, в ко-
торой формируется отраженное излучение 
при возникновении магнитооптического 
эффекта Керра, составляет величину, го-
раздо меньшую длины световой волны [7], 
и, по крайней мере, на порядок меньшую 
толщины нарушенного полировкой при-
поверхностного  слоя кристалла [15]. Дей-
ствительно, граница раздела между двумя 
различными средами представляет собой 
в реальности, согласно [7], не геометри-
ческую поверхность, а тонкий переходный 
слой. Вывод формул, описывающих явления 
естественной и индуцированной гираций, 
основанный на использовании условий на 
границе раздела кристалл–вакуум, предпо-
лагает малость толщины переходного слоя 
(по сравнению с длиной волны) и вряд ли 
может подлежать сомнению. Толщина пе-
реходного слоя, согласно монографии [7], 
сравнима с межатомными расстояниями, 
малыми по сравнению с длиной световой 
волны, поскольку в противном случае было 
бы вообще невозможно макроскопическое 
рассмотрение свойств электромагнитного 
поля [7].

Из изложенного выше непосредственно 
следует, что величина магнитооптического 
эффекта Керра определяется магнитными 
моментами хромофорных киральных групп 
двух типов, входящих в состав нарушен-
ного слоя (Bi–O)- и (Cr–O)-гептаэдров. 
А поскольку, как известно [3], орбиталь-
ные магнитные моменты инициируются 
прецессией одиночных спинов в составе 
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σ-связей, возбуждающих орбитальное дви-
жение неподеленных электронных пар в 
висмут-кислородных гептаэдрах (рис. 7), то 
инициирование магнитных моментов двух 
указанных типов должно происходить при 
сильно различающихся значениях магнит-
ных полей, так как атом хрома не способен 
подобно атому висмута  увеличивать кон-
станту спин-орбитального взаимодействия 
в атоме кислорода.

Интерпретация экспериментальных  
результатов в рамках предложенной схемы

Ориентация спинов. Кристалл силленита 
обладает большой естественной гирацией. 
Отсюда следует, что такой кристалл резко 
асимметрично взаимодействует с право- и 
левоциркулярным излучением [16]. В рас-
сматриваемых силленитах при комнатной 
температуре наблюдаются линейный и 
циркулярный фотогальванические эффек-
ты [16], то есть возникает продольное вну-
треннее электрическое поле, и, кроме того, 
происходит оптическая ориентация спи-
нов, степень которой различна при взаи-
модействии с право- и левоциркулярным 
светом. Возникновение электрического 
поля сопровождается электрооптически-
ми эффектами и явлением электрогирации 
[11], а оптическая ориентация спинов со-
провождается возникновением в кристалле 
силленита внутреннего оптически индуци-

рованного магнитного поля (см. п. 6 пред-
ыдущего раздела), которое описывается га-
мильтонианом Дрессельхауза [7]. Поэтому 
вокруг направления возникшего поля на-
чинается прецессия нескомпенсированных 
спинов атомов кислорода четырех (Bi–O)-
гептаэдров, содержащих неподеленные 
электронные пары.

Отсюда следует, что возникшее при 
спиновой ориентации магнитное поле спо-
собно индуцировать в кристалле дополни-
тельный орбитальный магнетизм неподе-
ленных электронных пар за счет прецессии 
нескомпенсированных спинов σ-связей во-
круг направления магнитного поля Дрес-
сельхауза.

Таким образом, при исследовании маг-
нитооптических эффектов с помощью 
линейно-поляризованного лазерного луча 
в кристаллах силленитов должен наблю-
даться комбинированный эффект магнито-
электрогирации, нечетный по магнитному 
полю и четный по электрическому [11]. 
Отсюда, в свою очередь, следует, что при 
внешней подсветке фотоактивным све-
том однородная фотогенерация свободных 
электронов, способная экранировать лишь 
электрическое поле, будет по-разному воз-
действовать на суммарный поворот плоско-
сти поляризации в комбинированном эф-
фекте магнитоэлектрогирации, уменьшая 
или увеличивая его в зависимости от вза-
имной ориентации электрического и маг-
нитного полей.

Таким образом, на основании выпол-
ненных в данной работе экспериментов 
можно утверждать следующее.

1. Наличие сильных магнитооптических 
явлений в нелегированном кристалле BSO 
кубической симметрии объясняется общей 
киральностью материала, причем магнито-
оптика усилена магнетизмом неподеленных 
электронных пар (Bi–O)-гептаэдра.

2. Четность эффекта фотоизменений 
электромагнитогирационного угла поворо-
та и асимметрия кривой зависимости угла 
поворота плоскости поляризации при ре-
версе вектора B (см. рис. 2, а и б) связаны 
с четностью электрогирационного вклада в 
суммарный угол поворота плоскости поля-
ризации.

Рис. 7. Связь Bi3+-гептаэдра и О2– -тетраэдра.  
Пунктиром показаны вакантные орбитали висмута; 

выделенный треугольник соответствует  
приведенному на рис. 6 
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3. Нелинейный ход кривой полевой за-
висимости угла поворота определяется не-
линейной полевой зависимостью числа 
ориентированных по полю орбитальных 
моментов в условиях сильного диполь-
дипольного взаимодействия. Наличие не-
линейности находится в соответствии с 
предсказаниями теории для подобного рода 
явлений [17].

4. Наличие релаксирующего остаточного 
магнетизма в петле гистерезиса (см. рис. 2, б)  
после быстрого выключения магнитного 
поля величиной в 0,6 Тл имеет кинетиче-
скую природу и связано с большим време-
нем релаксации измененного магнитным 
полем электрогирационного вклада к свое-
му исходному значению. Величина такого 
«кинетического» остаточного магнетизма 
определяется соотношением между време-
нем регистрации treg кривой и максвеллов-
ским временем τM релаксации. «Кинетиче-
ский» гистерезис уверенно регистрируется 
ввиду медленной (100 с) релаксации элек-
трогирационного вклада к исходному зна-
чению после выключения магнитного поля. 
При величине treg << τM гистерезис уверенно 
наблюдается, в противоположном же слу-
чае он отсутствует.

5. Большое время (100 – 150 с) релак-
сации фотоизменений магнитооптического 
эффекта к исходному значению (см. рис. 3)  
определяется большим временем τM мак-
свелловской релаксации в нелегированных 
кристаллах силленитов, составляющим сот-
ни секунд [1].

Нарушенный приповерхностный слой. 
Измененный процессом обработки припо-
верхностный слой силленита изобилует обо-
рванными химическими связями, разрыв 
которых вызван сдвиговой деформацией 
поверхностных слоев при полировке кри-
сталла. Обработка образцов BSO в настоя-
щей работе производилась абразивами на 
основе оксида хрома Cr2O3. Известно [14], 
что энергия разрыва («прочность») связей 
Cr3+– O2– приблизительно на порядок выше 
прочности связей (Bi3+−O2–)-гептаэдра. От-

сюда следует, что возбуждение магнетизма 
неподеленной пары (Cr3+−O2–)-гептаэдра 
требует, ввиду особенностей механизма ин-
дуцирования [3], значительно более высо-
ких значений вектора |В| индукции магнит-
ных полей, чем (Bi3+−O2–)-гептаэдра.

В связи с этим можно утверждать, что 
наличие двойного нелинейного участка на 
кривой полевой зависимости магнитоопти-
ческого эффекта Керра в BSO (см. рис. 4) 
определяется, во-первых, нелинейностью 
орбитального магнетизма по магнитному 
полю, а во-вторых, наличием нарушенно-
го приповерхностного слоя кристалла BSO, 
где этот эффект развивается. Поэтому до-
полнительный вклад в магнитооптический 
эффект Керра, связанный с магнетизмом 
неподеленных электронных пар (Cr−O)-
гептаэдров, формируется в более высоких 
(0,5 – 0,7 Тл) магнитных полях, существен-
но больших по сравнению с полями, требу-
емыми для формирования вклада  (Bi–O)-
гептаэдров (0,1 – 0,2 Тл). Таким образом, 
наличие плато на кривой ∆φ(B) (см. рис. 4) 
подтверждает в рамках предлагаемой схемы 
наличие значительного вклада магнетизма 
неподеленных электронных пар в общий 
магнитооптический эффект в кристаллах 
силленитов, а дополнительный подъем 
кривой полевой зависимости магнитоопти-
ческого эффекта Керра при 0,5 Тл указыва-
ет на существование двух типов гептаэдров 
в нарушенном обработкой приповерхност-
ном слое кристалла.

Подводя итоги, можно констатировать, 
что результаты исследования эффекта Фа-
радея и полярного магнитооптического эф-
фекта Керра в нелегированном монокри-
сталле Bi12SiO20 удается непротиворечиво 
интерпретировать в рамках схемы, соглас-
но которой в силленитах имеет место ком-
бинированный магнитоэлектрогирацион-
ный эффект. При этом спин-орбитальное 
взаимодействие в атоме кислорода усилено 
гигантским спин-орбитальным взаимодей-
ствием в атоме висмута.
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THE ANNEALING EFFECT ON GREEN X-RAY LUMINESCENCE  
OF ZINC OXIDE POWDERS

Исследовано влияние термообработки на рентгенолюминесценцию порошков оксида цинка. 
Термообработка производилась в вакууме и в воздушной атмосфере. После этого порошки ZnO 
были термообработаны в газовой смеси Ar : H2. В исследуемых образцах регистрировались полосы 
люминесценции с максимумами 515 нм при термообработке в вакууме и 525 нм при термообработ-
ке в воздушной среде. Термообработка в водородосодержащей атмосфере не оказывала влияния на 
образцы, термообработанные в вакууме. Интенсивность люминесценции образцов, термообрабо-
танных в воздухе, значительно снижалась после термообработки в водородосодержащей атмосфере. 
Все образцы обладали сложными кривыми спада интенсивности люминесценции, которые удалось 
описать тремя экспонентами.

ОКСИД ЦИНКА, ЗЕЛЕНАЯ ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ, ТЕРМООБРАБОТКА, РЕНТГЕНОЛЮ-
МИНЕСЦЕНЦИЯ.

The annealing effects on X-ray luminescence of zinc oxide powders have been investigated. Annealing 
was performed in vacuum and atmosphere. Thereafter, the samples were annealed in Ar : H2 gas mixture. 
The luminescence bands located at 515 nm after vacuum annealing and at 525 nm after air annealing were 
detected in the samples. Annealing in hydrogenous ambience had no effect on samples annealed previously 
in the vacuum. Luminescence intensity of air-annealed powders decreased significantly after annealing in 
hydrogenous ambience. All samples had complex decay time curves with three exponential constants.

ZINC OXIDE, GREEN LUMINESCENCE, ANNEALING, X-RAY LUMINESCENCE.

Оксид цинка ZnO вызывает огромный 
интерес у исследователей, поскольку его 
свойства обладают рядом особенностей, со-
четающих в себе характеристики полупро-
водникового материала при значительной 
доле ионных связей. Порошкообразный 
ZnO известен как эффективный люмино-
фор, а в виде тонких пленок он используется 
как детектор частиц в дейтерий-тритиевых 
генераторах [1]. В многообразных формах 
ZnO, таких как монокристаллы, тонкие 

пленки, нити, нанокристаллы, иглы и т. п.,  
под воздействием рентгеновских лучей ре-
гистрируются, как правило, две полосы 
излучения: коротковолновая вблизи края 
поглощения кристалла (краевая люминес-
ценция) и широкая длинноволновая, мак-
симум которой обычно лежит в зеленой 
области спектра, а время высвечивания 
составляет около 1 мкс. Краевая люминес-
ценция (КрЛ) с максимумом при 3,35 эВ и 
временем спада примерно 0,7 нс имеет эк-
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ситонную природу [3]. Природа же зеленой 
люминесценции (ЗЛ), несмотря на огром-
ное число исследований, все еще остается 
предметом обсуждений. 

В данной работе представлены резуль-
таты исследований по воздействию термо-
обработки в различных газовых средах на 
спектры и кинетику ЗЛ оксида цинка, а 
также ее связь с природой точечных дефек-
тов в данном соединении.

Состояние проблемы

Источник ЗЛ обычно связывают с соб-
ственными дефектами оксида цинка. Рас-
сматривались следующие центры люми-
несценции, ответственные за ЗЛ: вакансии 
кислорода VO [4, 5], вакансии цинка VZn  
[6, 7], антикислородные центры ZnO [8], 
межузельные ионы цинка Zni [9], переходы  
Zni → VZn [10].

Согласно теоретическим расчетам, энер-
гия образования Ef вакансии кислорода VO, 
равная 0,15 эВ, существенно ниже энер-
гии образования других точечных дефектов  
[11, 12]. С другой стороны, в оксиде цинка 
с избытком кислорода в стехиометрическом 
составе наименьшую энергию образования 
имеют вакансии цинка VZn [13]. В связи с 
этим, в настоящее время основными цен-
трами, связанными с ЗЛ, считаются вакан-
сии кислорода или вакансии цинка.

К сожалению, отсутствуют достоверные 
теоретические расчеты энергетического по-
ложения и зарядового состояния этих ва-
кансий. Так например, некоторые расчеты 
указывают на то, что вакансия кислорода – 
это донор с глубиной залегания примерно 
1 эВ  [6, 12], а согласно другим расчетам, 
это  акцептор с такой же глубиной залега-
ния [13].

Для того чтобы определить эксперимен-
тально, какой тип вакансий связан с ЗЛ, 
было предпринято большое количество по-
пыток исследования связи ЗЛ со специаль-
но вносимыми изменениями в стехиоме-
трический состав исследуемых образцов. В 
основном эти изменения вызывались воз-
действием термообработки в восстанови-
тельной и окислительной атмосферах.

Так, в работах [14, 15] были изго-
товлены порошки с избытком цинка  

(Zn-rich) или кислорода (O-rich). Образцы 
Zn-rich были получены отжигом ZnO в па-
рах цинка. Такие образцы содержат боль-
шое число (порядка 1018 см–3) кислородных 
вакансий VO, которые служат центрами лю-
минесценции; ее спектр содержит широкую  
(∆E1/2 = 340 мэВ) полосу с максимумом при 
2,52 эВ. Образцы O-rich были получены от-
жигом ZnO в кислороде или в воздушной 
среде. В таких образцах центрами люми-
несценции служат преобладающие вакан-
сии цинка VZn. Спектр люминесценции 
образцов O-rich содержит более широкую 
(∆E1/2 = 450 мэВ) полосу с максимумом при 
2,30 эВ. Было показано, что концентра-
ция вакансий цинка в образцах O-rich, по 
крайней мере, на три десятичных порядка 
меньше концентрации вакансий  кислорода 
в образцах Zn-rich [15]. Считается, что ЗЛ 
возникает в результате рекомбинации сво-
бодных электронов или дырок на центрах 
VZn или VO. 

В работе [16] кристаллы оксида цинка 
имплантировали кислородом или цинком с 
концентрацией от 1.1017 см–3 до 5.1019 см–3, а 
затем подвергали отжигу в атмосфере кис-
лорода. Авторы пришли к заключению, что 
в обоих видах кристаллов центрами люми-
несценции являются вакансии цинка. 

В эксперименте, проведенном  на тон-
ких (около 300 нм) пленках оксида цинка 
с добавлением азота (ZnO : N) [17], реги-
стрировалась аномальная температурная 
зависимость ЗЛ: ее интенсивность  возрас-
тала при нагревании образца от 15 до 50 K. 
Анализ полученных данных позволил авто-
рам предположить, что ЗЛ возникает в ре-
зультате электронных переходов из основ-
ного (D0) и возбужденного (D*) состояний 
мелкого донора (межузельного иона цинка 
Zni) на глубокий акцептор в виде вакансии 
цинка VZn.

Информации, получаемой из спектров 
излучения, оказалось недостаточно для 
того, чтобы определить природу центров 
люминесценции и механизмы переноса 
энергии, связанные с ЗЛ. Ценную инфор-
мацию о наличии точечных дефектов и их 
связи с люминесценцией дают методы ЭПР 
(электронный парамагнитный резонанс) и 
ОДМР (оптически детектируемый магнит-
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ный резонанс). В работе [18] авторы ис-
следовали методом ЭПР порошки оксида 
цинка. Было изучено воздействие восстано-
вительной атмосферы (N2 : H2) на порошок 
с нормальной стехиометрией и окислитель-
ной атмосферы (O2) на порошок с избыт-
ком цинка в стехиометрическом составе. 
Авторы связывают наблюдаемый ими сиг-
нал (g = 1,966) с одиночно ионизованными 
вакансиями кислорода VO

+. Показана кор-
реляция интенсивности ЗЛ с количеством 
вакансий кислорода VO

+ и количеством 
свободных носителей в зоне проводимости 
для обоих порошков. Кроме того, в работе 
делается вывод о том, что обработка в ат-
мосфере N2 : H2 не создает новых вакансий 
кислорода, а лишь изменяет зарядовое со-
стояние уже имеющихся. При этом отжиг 
в атмосфере кислорода уменьшает количе-
ство вакансий кислорода. Таким образом, 
авторы полагают, что зеленая люминес-
ценция связана с рекомбинацией дырки на 
VO

+. К сожалению, в указанной публикации 
не дается каких-либо комментариев к сво-
ей работе по поводу вакансий цинка.

В пользу той версии, что за ЗЛ ответ-
ственны именно VO

+, также говорят на-
блюдения фотолюминесценции в нанокри-
сталлах ZnO [19]: авторы измеряли спектры 
фотолюминесценции нанокристаллов окси-
да цинка,  помещая их в окружение различ-
ных атмосфер и в вакуум. При замене кис-
лородосодержащей атмосферы на инертный 
газ или вакуум наблюдалось тушение ЗЛ. 
Авторы объясняют этот результат тем, что 
кислород атмосферы играет роль акцептора, 
создавая положительно заряженные вакан-
сии  VO

+. В отсутствие кислорода все имею-
щиеся вакансии находятся в нейтральном 
состоянии VO

0 и не принимают участия в 
процессе люминесценции.

Однако имеются сомнения в правиль-
ности интерпретации полученных результа-
тов. В статье [20] теоретическими расчета-
ми показано, что однократно ионизованная 
вакансия кислорода термодинамически не-
стабильна и не должна наблюдаться в окси-
де цинка при отсутствии возбуждения. Кро-
ме того, существуют разногласия по поводу 
интерпретации сигнала ЭПР с g-фактором 
g = 1,96. Часть исследователей связывают 

его с вакансиями кислорода VO
+ [21–23], 

тогда как другая часть связывает с вакан-
сиями кислорода другой сигнал ЭПР –  
с g = 1,99, а сигнал с g = 1,96 относит к 
свободным носителям заряда [24–26].

В работе [20] показано, что энергия об-
разования вакансий кислорода в различных 
зарядовых состояниях значительно зави-
сит от положения уровня Ферми, и в раз-
личных материалах в наиболее стабильном 
состоянии могут существовать различные 
зарядовые состояния вакансии кислорода. 
На основе своих расчетов авторы делают 
вывод, что ЗЛ связана с переходом вакан-
сии из состояния VO

0 в состояние VO
+ в ма-

териалах с уровнем Ферми, близким к ва-
лентной зоне.

Анализируя данные метода ОДМР, ав-
торы статьи [27] показали, что в кристалле 
оксида цинка происходит перенос энер-
гии от экситона D0X к вакансии кислорода  
(VO-центр). Нейтральная вакансия кисло-
рода, содержащая два электрона, под дей-
ствием падающего УФ-излучения перехо-
дит в возбужденное синглетное состояние, 
затем релаксирует в возбужденное триплет-
ное состояние (S = 1), из которого проис-
ходит излучение центра. Эксперименталь-
ный факт обнаружения центра с S = 1 не 
может быть подвергнут сомнению, однако 
интерпретация результата вызвала ряд дис-
куссий. Стоит отметить, что сигнал, припи-
сываемый вакансиям кислорода, несколько 
отличается от данных, приведенных выше. 
Существует мнение, что наблюдавшийся 
сигнал относится к вакансиям цинка [20].

Кроме того, авторы работы [28], которые 
исследовали оксид цинка методом ЭПР со-
вместно с фотолюминесценцией, наблюда-
ли при низких температурах люминесцен-
цию и отнесли ее к вакансиям цинка.

Таким образом, на современном этапе 
исследований отсутствует определенное 
мнение о природе центров, ответственных 
за ЗЛ. В качестве основных центров лю-
минесценции рассматриваются вакансии 
цинка или кислорода. При этом существу-
ют разногласия как в определении степе-
ни участия каждого центра в процессе лю-
минесценции, так и зарядового состояния 
этого центра. Сложность интерпретации 
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экспериментальных результатов дополня-
ется отсутствием надежных теоретических 
расчетов.

В данном случае изучение спектров 
люминесценции не может ответить на во-
прос о присутствии тех или иных дефектов, 
так как максимумы их излучения лежат в 
одной области. Информацию об этих про-
цессах можно получить путем исследования 
кривых спада люминесценции. Эти кривые 
также дают информацию о процессах пере-
носа энергии в веществе. 

В данной работе представлены результа-
ты исследования спектров и кривых спада 
люминесценции в порошках оксида цинка 
при воздействии различных термообработок. 

Методика эксперимента

В работе использовались образцы окси-
да цинка разной степени очистки: порошок 
химической чистоты (порошок № 1, 99,9 %, 
российского производства) и порошок мар-
ки ОСЧ (порошок № 2, 99,999 %, амери-
канского производства, фирмы Alfa Aesar). 
Термообработка (ТО) в вакууме и на возду-
хе производилась при температурах 800 °C  
и 1050 °C  в течение двух часов. После 
этого порошки проходили термообработ-
ку в смеси аргона и водорода, содержащей  
85 % Ar и 15 % H2. Термообработка в аргоно-
водородной атмосфере производилась при 
температуре 800°C в течение 30 мин.  

Измерение спектров люминесценции 
порошков проводилось при непрерывном 
рентгеновском (40 кВ, 14 мА) возбуждении. 
Регистрирующая часть содержала монохро-
матор МДР-2 с решеткой 1200 штр./мм и 
фотоприемник ФЭУ-106. Все измеренные 
спектральные кривые были откорректиро-
ваны с учетом чувствительности ФЭУ и не-
равномерности пропускания монохромато-
ра для различных длин волн.

Кинетика люминесценции измерялась с 
использованием экспериментальной уста-
новки, описанной ранее [29]. Для возбуж-
дения люминесценции образцов использо-
вался источник рентгеновского излучения 
с длительностью импульса менее 1 нс, ра-
ботающий при напряжении 30 кВ и макси-
мальной амплитуде тока до 500 мА. Реги-
стрирующая схема состояла из ФЭУ-71 и 
регистрирующей электроники, работающей 
в режиме счета фотонов. Система позволяет 
проводить измерения с точностью не хуже 
чем 400 пс.

Измерение спектров и кинетики лю-
минесценции проводились в геометрии 
«на отражение»: угол между направлением 
рентгеновского излучения и ФЭУ состав-
лял 90 град. Все измерения были выполне-
ны при комнатной температуре.

Результаты экспериментов

Спектры рентгенолюминесценции (РЛ) 

Рис. 1. Спектры рентгенолюминесценции порошков ZnO различной химической чистоты  
(а – образец № 1, б – образец № 2) до (1) и после (2, 3) их термообработки  

при температуре 1050 °C в вакууме (2) и на воздухе (3);  
I, II – области зеленой и краевой люминесценции соответственно (интенсивности излучения нормализованы)

а) б)
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порошка № 1 представлены на рис. 1, а. 
Спектр РЛ исходного порошка содержит 
широкую полосу ЗЛ с максимумом при 
513 нм и пик КрЛ при 389 нм. После ТО 
в вакууме максимум ЗЛ сохраняет свое по-
ложение, а ее интенсивность увеличивается 
примерно в десять раз для ТО при 800 °C и 
в двадцать раз для ТО при 1050 °C. Интен-
сивность представленных на рисунке кри-
вых нормирована на единицу. Для обоих 
порошков, термообработанных на воздухе, 
максимум ЗЛ смещается в красную область 
(525 нм), а ее интенсивность примерно в 
пять раз выше, чем у исходного порошка.

Спектр РЛ порошка № 2 отличается от 
спектра первого порошка (рис. 1, б): мак-
симум интенсивности ЗЛ находится в об-
ласти 585 нм, а его КрЛ имеет большую 
интенсивность, чем у порошка № 1. По-
сле ТО в вакууме интенсивность КрЛ зна-
чительно возрастает по отношению к ЗЛ. 
Тем не менее общая светимость порошка 
существенно не изменяется и остается до-
вольно низкой. Максимум ЗЛ находится на 
510 нм. Результат ТО на воздухе совпадает 
с таковым для порошка № 1: происходит 
увеличение интенсивности ЗЛ, а ее макси-
мум находится на длине волны 525 нм.

Кривые спада интенсивности РЛ по-
рошка № 1 после различных ТО представ-
лены на рис. 2. Все они имеют сложную 
структуру, которую можно аппроксими-

ровать несколькими экспоненциальными 
функциями. Кривые спада для порош-
ков, термически обработанных на воздухе 
при различных температурах, совпадают. 
Из рисунка видно, что медленная компо-
нента спада люминесценции порошков, 
которые прошли ТО в вакууме, ускоряет-
ся с увеличением температуры. В кривых 
спада интенсивности РЛ порошков, термо-
обработанных на воздухе, выделяются три 
компоненты. Времена спада, полученные 
с помощью аппроксимации тремя экспо-
ненциальными кривыми, составляют 5,  
100 – 200 и 4000 – 5000 нс. Кривые спада 
интенсивности РЛ порошков, термообрабо-
танных в вакууме, могли бы быть аппрок-
симированы с неплохой точностью двумя 
экспоненциальными спадами, но с учетом 
предыдущего случая, была выбрана аппрок-
симация тремя экспоненциальными спада-
ми. Трехкомпонентная аппроксимация дает 
одинаковые постоянные времени спада для 
первых двух компонент: 10 – 50, 100 – 200 нс.  
Медленная компонента отличается для по-
рошков с разной температурой ТО. Для по-
рошка с ТО при 800 °C эта компонента со-
ставляет 1600 нс, а для порошка с ТО при 
1050 °C она составляет 1100 нс.

Результаты ТО в водородосодержащей 
атмосфере значительно отличаются для по-
рошков, первоначально прошедших термо-
обработку в вакууме и на воздухе (рис. 3, а).  
На порошки, которые прошли предвари-
тельно ТО в вакууме, термообработка в 
водородосодержащей среде не оказывает 
значительного влияния: положение макси-
мума и интенсивность ЗЛ не изменяются. 
В порошке, термообработанном на воздухе, 
интенсивность ЗЛ после термообработки в 
водородосодержащей атмосфере значитель-
но снижается, в то же время относительная 
интенсивность КрЛ растет.

При сравнении кривых спада интенсив-
ности РЛ образца, который был термооб-
работан в вакууме, до и после термообра-
ботки в водородосодержащей атмосфере, 
видно (рис. 3, б), что кривые имеют одина-
ковые медленные компоненты и различие в 
быстрой компоненте, которая тушится под 
воздействием водорода.

Рис. 2. Кривые спада интенсивности  
рентгенолюминесценции порошка ZnO  
(образец № 1) после его термообработки  

в различных режимах и средах: в вакууме (1, 2) 
и на воздухе (3).  

Температуры обработки, °C: 800 (2) и 1050 (1, 3)
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Обсуждение экспериментальных результатов

Изменения в спектрах РЛ после воздей-
ствия термообработки на образцы оксида 
цинка можно объяснить, если считать, что 
ЗЛ с максимумом при 510 – 515 нм связана 
с вакансиями кислорода, а ЗЛ с максиму-
мом при 520 – 530 нм связана с вакансия-
ми цинка. 

Эффект от воздействия термообработ-
ки в воздушной среде и вакууме должен 
быть главным образом вызван созданием 
собственных дефектов: вакансий цинка и 
кислорода соответственно. Хотя в оксиде 
цинка существует большое количество дру-
гих собственных дефектов, но они имеют 
достаточно высокую энергию образования 
[13] и поэтому не могут оказывать замет-
ного влияния на люминесценцию. Ис-
ключением является межузельный цинк –  
дефект, который имеет низкую энергию 
образования [13] и ведет себя как мелкий 
донор, поэтому он может принимать уча-
стие в процессе переноса энергии. 

Термообработка в водородосодержащей 
атмосфере удаляет избыток кислорода. Рас-
четами теории функциональной плотности 
было показано [30], что водород может 
нейтрализовать вакансии цинка, создавая 
комплексы (VZn – H2)

0. Также водород мо-
жет вести себя как мелкий донор.

Термообработка образцов в вакууме соз-
дает вакансии кислорода, увеличивая таким 
образом интенсивность ЗЛ. После этого ТО 
в водородной атмосфере не может произ-
вести значительного эффекта. Термообра-
ботка оксида цинка в воздухе уменьшает 
число вакансий кислорода и создает вакан-
сии цинка. Энергия образования вакансий 
цинка выше [20, 31], поэтому ЗЛ имеет 
меньшую интенсивность. Последующая ТО 
образцов в водородосодержащей атмосфере 
уменьшает избыток кислорода и нейтрали-
зует вакансии цинка. В результате интен-
сивность ЗЛ заметно снижается.

К такому объяснению природы ЗЛ скло-
няются и авторы работы [15]. Однако такое 
предположение, во-первых, не было кор-
ректно подтверждено прямыми экспери-
ментальными измерениями количества тех 
или иных дефектов, и, во-вторых, не может 
объяснить сложные (многокомпонентные) 
кривые спада интенсивности РЛ. Наличие 
двух центров люминесценции должно при-
водить к двухкомпонентным кривым, а в 
случае, когда один из центров доминирует –  
к одной постоянной спада. Полученные 
нами кривые имеют трехкомпонентную 
сложную структуру. Кроме того, неясно: 
почему в порошке № 2 ТО в вакууме не 
приводит к увеличению интенсивности ЗЛ.

Однако можно предложить другое объ-

Рис. 3. Спектр рентгенолюминесценции (а) и кривая спада ее интенсивности (б) порошка ZnO 
(образец № 1) после его  однократной (1, 2) и двукратной (3, 4) термообработки в различных 

средах: в вакууме (1) и на воздухе (2) при температуре 1050 °C и в водородосодержащей атмосфере 
при температуре 800 °C (3, 4) после первой термообработки;  

I, II – области зеленой и краевой люминесценции соответственно (интенсивности излучения нормализованы)

а) б)
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яснение наблюдаемых результатов. Воз-
действие термообработки можно связать 
не с изменением количества вакансий кис-
лорода или цинка, а с ее влиянием на по-
ложение уровня Ферми и, как следствие, с 
изменением зарядового состояния одной и 
той же вакансии.

Вакуум и водород играют роль восста-
новительных сред, их участие в процессе 
термообработки увеличивает количество 
свободных носителей в зоне проводимости 
[18]. Термообработка в водородосодержа-
щей атмосфере может создавать большое 
количество мелких доноров H+ и увеличи-
вать количество избыточных ионов цинка, 
которые, занимая межузельные позиции, 
также служат мелкими донорами [30]. Та-
кой процесс увеличивает количество сво-
бодных носителей в зоне проводимости 
и сдвигает уровень Ферми в направлении 
зоны проводимости. 

Воздух, содержащий кислород, играет 
роль окислительной среды, его воздействие 
уменьшает количество свободных носи-
телей в зоне проводимости [18], опуская 
уровень Ферми к потолку валентной зоны. 
Различия в поведении спектров РЛ порош-
ков № 1 и № 2 после ТО в вакууме можно 
объяснить различием в чистоте исходных 
порошков (в них могут быть донорные или 
акцепторные примеси).

Это предположение подкрепляется так-
же результатами введения в порошки ок-
сида цинка трехвалентных примесей алю-
миния и индия [32, 33], которые, являясь 

мелкими донорами, увеличивают проводи-
мость и, сдвигая уровень Ферми ближе к 
валентной зоне, вызывают тушение ЗЛ.

Итак, в работе исследовано влияние 
термообработки в вакууме, на воздухе и в 
водородосодержащей атмосфере на спек-
тры и кривые спада интенсивности РЛ 
порошков оксида цинка. В исследуемых 
образцах регистрировалась полосы люми-
несценции с максимумами 515 и 525 нм 
при  их термообработке в вакууме на воз-
духе, соответственно. Последующий на-
грев в водородосодержащей атмосфере не 
оказывал влияния на образцы, предвари-
тельно термообработанные в вакууме. Ин-
тенсивность люминесценции порошков, 
термообработанных на воздухе, значитель-
но снижается после термообработки в водо-
родосодержащей атмосфере. Все порошки 
имеют сложные кривые спада интенсивно-
сти люминесценции, которые удается опи-
сать тремя экспонентами. Полученные ре-
зультаты можно объяснить, прежде всего, 
созданием вакансий кислорода или цинка, 
которые являются центрами люминесцен-
ции; однако нельзя исключать из рассмо-
трения эффект, вызываемый смещением 
уровня Ферми, в результате которого мо-
жет изменяться зарядовое состояние цен-
тров и характер их участия в процессе лю-
минесценции. Совершенно неправильно 
было бы связывать ЗЛ с каким-то одним 
простым дефектным центром, например с 
изолированной вакансией кислорода. 
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Влияние концентрации АЛЮМИНИЯ В БАРЬЕРНОМ СЛОЕ  
НА СВОЙСТВА СВЕТОДИОДОВ ЗЕЛЕНОГО ДИАПАЗОНА  

НА ОСНОВЕ НИТРИДА ИНДИЯ-ГАЛЛИЯ-АЛЮМИНИЯ
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Influence of ALUMINUM CONTENT IN blocking layer  
on properties of green InGaAlN LEDs

Исследовано влияние барьерного для электронов слоя AlGaN на свойства светодиодов, излу-
чающих свет на длинах волн 520 – 565 нм (зеленый диапазон), на основе InAlGaN. Обнаружено, что 
изменение содержания алюминия приводит как к изменению эффективности, так и к существенно-
му изменению длины волны излучения исследованных  светодиодов.

НИТРИДЫ III ГРУППЫ, СВЕТОИЗЛУЧАЮЩИЕ ДИОДЫ, ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА, 
ЭПИТАКСИЯ.

The influence of AlGaN blocking layer on properties of green InGaAlN LEDs has been studied. 
The variation in aluminum content was found to change both LEDs efficiency and emission maximum 
position.

III-NITRIDES, LIGHT-EMITTING DIODES, OPTICAL PROPERTIES, EPITAXY.

Интенсивное развитие технологии соз-
дания эффективных светодиодов позволи-
ло расширить диапазон их излучения как 
в инфракрасную, так и в ультрафиолето-
вую области [1]. В видимой же области до 
недавних пор свойства гетероструктур в 
желто-зеленом диапазоне длин волн были 
изучены мало, так как существующий уро-
вень технологии не позволял создавать 
нитридные структуры необходимого ка-
чества для данного участка спектра. Раз-
витие технологии эпитаксиального роста 
и получение новых данных о свойствах 
указанных диодов позволили существенно 
повысить их эффективность, и в настоя-
щее время проводятся активные исследо-
вания свойств светодиодов желто-зеленой 
области спектра. 

В данной работе исследовалось влияние 
барьерного для электронов слоя (БС), из-
готовленного на основе AlGaN, на свойства 
светодиодов, излучающих свет в  диапазоне 
длин волн 520 – 565 нм.

Экспериментальная часть

Полупроводниковые структуры вы-
ращивались методом МОС-гидридной  
(МОС – металлоорганическое соединение) 
эпитаксии на сапфировых подложках ори-
ентации (0001). В качестве несущих газов 
использовались азот, водород и их смеси, а 
в качестве элементных источников – три-
метилгаллий (ТМГ), триэтилгаллий (ТЭГ), 
триметилиндий (ТМИ), триметилалюми-
ний (ТМА), моносилан и биспентацикло-
диенил магния. 
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Светодиодная структура включала семь 
слоев: буферный GaN : Si толщиной око-
ло 4 мкм; три периода пассивной сверх-
решетки InGaN/GaN, образованной кон-
вертацией InGaN при прерываниях роста; 
низкотемпературный слой GaN толщиной 
20 нм; одну активную квантовую яму (КЯ) 
InGaN толщиной 3 нм; барьерный слой 
GaN толщиной 5 нм; БС для электронов 
AlGaN : Mg толщиной 12 нм и контакт-
ный слой GaN : Mg толщиной 180 нм. 
Детали эпитаксиального роста описаны в 
статье [2]. Схематичное изображение зоны 
проводимости представлено на рис. 1, а. 
Структуры различались только величи-
ной  потока ТМА (а значит, содержани-
ем  алюминия), использованного при их 
выращивании, а точнее – при росте БС 
AlGaN : Mg. Поток варьировали от 0 до  
50 стандартных см3/мин. Выращенные 
структуры изучались методами фотолюми-
несценции (ФЛ), электролюминесценции 
(ЭЛ) и рентгеновской дифракции.

Оптические свойства исследовались с 
помощью ФЛ-спектроскопии, причем для 
возбуждения ФЛ использовались два ла-
зера, излучающих свет в непрерывном ре-
жиме: гелий-кадмиевый  с мощностью из-
лучения 20 мВт и рабочей длиной волны  
λ1 = 325 нм, а также  полупроводниковый 
(λ2 = 405 нм, 100 мВт). 

Для регистрации ФЛ использовался 
монохроматор МДР-23 и фотоэлектрон-
ный умножитель ФЭУ-100. Для повышения 
чувствительности измерений и снижения 
шумов применялся синхронный детектор 
SR810-DSP. 

Электролюминесцентные (ЭЛ) свой-
ства выращенных структур исследовались 
в непрерывном режиме на неразделенных 
пластинах с выводом света через подлож-
ку. Спектры ЭЛ регистрировались на спе-
циальной установке, включающей моно-
хроматор и фотоэлектронный умножитель. 
При измерении эффективности светоди-
одных структур интенсивность ЭЛ изме-
рялась путем сравнения с калиброванным 
фотодиодом. 

Рентгеновская дифрактометрия исполь-
зовалась для оценки реальной концентра-
ции алюминия в БС, поскольку встраива-
ние ионов алюминия в кристаллическую 
решетку твердого раствора полупроводника 
отличалось нелинейной зависимостью от 
потока ТМА (т. е. уровень потока не мог 
служить показателем концентрации).

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

В исследуемых структурах в ходе их вы-
ращивания мы варьировали  поток ТМА 
при росте барьерного слоя; это приводи-

Рис. 1. Энергетические диаграммы исследуемых объектов: а – для зоны проводимости 
всего светодиода, б – для квантовой ямы (КЯ) светодиода, с учетом поля от барьерного 

слоя; SL, QW – сверхрешетка и КЯ, соответственно. 
Степени легирования, см–3: 1 – 6٠1018 (n), 2 –  2٠1020 (p), 3 –1020 (p); стрелками показано  

туннелирование электронов через барьер  

а) б)
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ло к изменению в слое содержания алю-
миния, перестройке зонных структур, и, 
следовательно, их оптических свойств. За-
висимость содержания алюминия от потока 
ТМА носит нелинейный характер, что свя-
зано с паразитными реакциями в газовой 
фазе [3]. Для выращенных структур были 
получены спектры электролюминесценции 
(ЭЛ) при силе тока в 50 мА, а также  спек-
тры фотолюминесценции при комнатной 
температуре.

Полученные результаты представлены в 
таблице и далее на графиках.

На рис. 2, а приведены зависимости 
положения пиков ФЛ от процентного со-
держания алюминия в БС. Все они име-
ют линейный вид (показан пунктиром),  и 
наклон аппроксимированной прямой со-
ставляет –6,6 мэВ / %. Таким построением 
можно определить, насколько искривляет-
ся квантовая яма под действием электриче-
ского поля, созданного блокирующим сло-

Зависимость параметров фото- и электролюминесценции светодиодов  
от содержания алюминия в барьерном слое

Поток 
ТМА, 

см3/ мин

Содер-
жание
Al, %

Положение пика, нм Полуширина пика, нм
ФЛ

ЭЛ
ФЛ

ЭЛ
λ1 = 325 нм λ2 = 405 нм λ1 = 325 нм λ2 = 405 нм

0 0,00 532,18 518,34 521,48 43,55 30,82 43,59
2,5 6,00 531,45 528,99 537,69 37,46 31,65 39,02
5,0 11,00 546.58 537,77 549,83 36,03 31,35 37,73
15 17,00 553,16 557,88 548,66 36,05 35,58 39,46
30 21,50 559,79 560,47 560,21 34,33 35,42 40,25
50 24,50 553,11 561,65 565,4 39,72 35,80 42,76

Примечания . 1. ФЛ, ЭЛ – фото- и электролюминесценция, ТМА – триметилалюминий (источ-
ник алюминия).
2. λ1,, λ2  – рабочие длины волн гелий-кадмиевого (20 мВт) и полупроводникового (100 мВт) лазеров, 
возбуждающих ФЛ.
3. Спектры ЭЛ получены при токе инжекционной накачки 50 мА.
4. Все спектры зарегистрированы при комнатной температуре.

Рис. 2. Зависимости положения (а)  и полуширины (б) пиков ФЛ (1, 2) и ЭЛ (3)  
от содержания алюминия в барьерном слое AlGaN при возбуждении ФЛ  
на разных длинах волн: λ1 = 325 нм (1) и λ2 = 405 нм (2) (см. таблицу).  

Температура комнатная

а) б)
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ем AlGaN. При изменении мольной доли 
алюминия в БС от 0 до 24,5 % энергия пе-
рехода в квантовой яме изменяется от 2,38 
до 2,19 эВ (что соответствует значениям 
длины волны излучения от 521 до 565 нм).

Такое  небольшое изменение объясня-
ется тем, что при изгибе квантовой ямы 
зоны проводимости и валентная сближают-
ся настолько, что может происходить тун-
нелирование носителей заряда в запрещен-
ную зону и их последующая рекомбинация  
(рис. 1, б). Поле создается ионами магния 
в БС. В отсутствие алюминия акцептор 
(Mg2+) при комнатной температуре имеет 
небольшую энергию активации [4], и в ито-
ге реальная концентрация примеси может 
падать в десятки раз. Помимо этого, ионы 
магния могут быть пассивированы ионами 
водорода (протонами), что также уменьшает 
величину p-легирования в барьере ямы. Ак-
цепторы в барьерном слое необходимы для 
создания обедненной области заряда и, как 
следствие, потенциального барьера на гра-
нице активной области с барьерным слоем, 
а это необходимо для увеличения внутрен-
него квантового выхода. Атомы алюминия, 
помимо функции создания энергетического 
барьера, осуществляют также повышение 
энергии активации магния, что приводит 
к необходимой концентрации акцепторов 
(2٠1020 см–3).

Таким образом, изменяя концентра-
цию алюминия в БС, можно варьиро-
вать энергию излучения  КЯ в пределах  
200 мэВ благодаря полю, созданному БС. 
Если предположить, что расстояние между 
максимумами волновых функций электро-
на и дырки в квантовой яме составляет  
2 нм, то можно оценить электрическое 
поле, создаваемое БС с содержанием алю-
миния 10 %: оно составит 330 кВ/см.

На рис. 2, б приведены зависимости по-
луширины пиков ФЛ от процентной доли 
алюминия в БС. Положение максиму-
ма ФЛ хорошо воспроизводится для обе-
их длин волн возбуждающего излучения 
(см. рис. 1, а), тогда как  ширина спектра 
ЭЛ ближе к ширине спектров ФЛ, изме-
ренных с применением гелий-кадмиевого 
лазера. При использовании полупрово-
дникового лазера ширина спектра ФЛ су-

щественно меньше, что может быть связа-
но с различными условиями поглощения 
света. Поскольку энергия излучения по-
лупроводникового лазера меньше ширины 
запрещенной зоны GaN (этот лазер излу-
чает на большей длине волны), возбужде-
ние происходит главным образом в КЯ и 
сверхрешетке, из которой электроны при 
комнатной температуре туннелируют в 
КЯ. При использовании гелий-кадмиевого 
лазера возбуждение носителей происходит 
преимущественно в барьерах (электроны 
впоследствии захватываются в КЯ), а это 
ближе к режиму электролюминесценции. 
Так нами трактуются результаты, пред-
ставленные на рис. 2, б.

Однако спектры ФЛ, полученные с 
применением полупроводникового лазе-
ра, несут больше информации о процес-
сах, происходящих в КЯ. По ним можно 
наблюдать, что при концентрации алюми-
ния 15 % происходит перелом  в поведении 
полученных зависимостей: полуширина 
увеличивается на 11 % (см. рис. 2, б), мак-
симум полосы ФЛ практически перестает 
смещаться в длинноволновую область (см. 
рис. 2, а), а эффективность излучения па-
дает (рис. 3). Все это говорит о том, что но-
сители заряда начинают покидать кванто-
вую яму и рекомбинировать вне активной 
области. Можно предположить, что поле 
от БС слишком сильно искривляет КЯ и 
электроны туннелируют через стенку кван-
товой ямы (см. рис. 1, б). Тот же самый 
процесс наблюдается и при исследовании 
фотолюминесценции другими способами. 
Но на графике рис. 2, б отчетливо видно, 
что в отсутствие барьерного слоя электро-
ны также покидают активную область, что 
говорит о его эффективности.

Влияние слоя, блокирующего электро-
ны (БС), на свойства светодиодов исследо-
валось как теоретически [5], так и экспери-
ментально [5, 6]. Расчеты показывают, что 
для светодиодов сине-фиолетового диапазо-
на [5] наличие БС приводит к увеличению 
эффективности светодиодной структуры. 
Это объясняется уменьшением тока утечки 
инжектированных носителей, которая про-
исходит из-за большого количества горячих 
электронов при повышении напряжения на 



Физика конденсированного состояния

35

светодиоде. БС создает дополнительный ба-
рьер, не позволяющий носителям покидать 
активную область. Это было эксперимен-
тально показано для светодиодов, излучаю-
щих на длине волны 410 нм [6].

В то же время исследования, проведен-
ные для светодиодов зеленого диапазона 
[6], также говорят об эффективности БС. 
Он понижает энергию активации магния, 
что приводит к увеличению концентрации 
дырок между квантовой ямой и барьерным 
слоем. Такой эффект приводит к уменьше-
нию тока утечки инжектированных носи-
телей, увеличению излучательной рекомби-
нации; это было показано теоретически для 
структур на неполярном GaN [5].

В нашем случае наблюдается максимум 
эффективности при промежуточных соста-
вах AlGaN БС (поток ТМА – 20 см3/мин, 
содержание алюминия – 18 %); при увели-
чении же мольной доли алюминия наблюда-
ется снижение эффективности (см. рис. 3).  
Последняя также падает с увеличением тока 
инжекции. Аналогичное поведение эффек-
тивности наблюдалось при исследованиях, 
опубликованных в работе [6], и связано с 
тем, что высоты БС оказывается недоста-
точно, чтобы задержать инжектированные 
носители в активной области. 

Таким образом, в результате проведен-
ных исследований показано, что уровень 
содержания  алюминия в барьерном слое 
светодиодов зеленого диапазона может ока-
зывать существенное влияние на эффектив-
ность и длину волны излучения при номи-
нально идентичной активной области. 

При этом энергия перехода, ответствен-
ного за люминесценцию, линейно зависит 
от концентрации алюминия в барьерном 
слое, и ею можно управлять в интервале 
энергий вплоть до 200 мэВ и менять при 
этом длину волны излучения. Максимум 
эффективности излучения исследованных 
светодиодов зеленого диапазона наблюда-
ется при содержании  алюминия в барьер-
ном слое от 15 до 20 %.

Работа проведена при поддержке Государ-
ственного контракта с Министерством образо-
вания и науки РФ № 12.527.12.3018 от 4 июня 
2012г. 

Рис. 3. Зависимость эффективности  
излучения светодиода от потока ТМА  

при росте барьерного слоя AlGaN для двух  
значений тока накачки, мА: 10 (1) и 140 (2)
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THE ELECTRONIC STRUCTURE OF EXCITED ARGON-XENON  
MOLECULES IN THE SPECTRAL REGION NEAR XENON EXCITED STATES

Методом трехфотонного возбуждения молекул с последующей однофотонной ионизацией ис-
следованы фотоионизационные спектры димерных молекул ArXe вблизи возбужденных состояний 
Хе* 7p, 6d в области от 87500 до 90000 см–1, близкой к энергии ионизации молекул. Эта область 
содержит 12 состояний Хе*, из них два разрешенных при трехфотонном возбуждении. Сложная 
картина спектра наблюдается при регистрации молекулярных ионов ArXe+. Для двух колебательных 
систем были определены диссоционные пределы, к которым они сходятся: ArXe* → Ar1S0 + Хе* 
7р[5/2]2 и Ar1S0 + Хе* 6d[7/2]0

3. Для соответствующих возбужденных состояний определены молеку-
лярные постоянные и построены потенциальные кривые. Эти данные получены впервые.

РЕЗОНАНСНАЯ МНОГОФОТОННАЯ ИОНИЗАЦИЯ, МОЛЕКУЛА, ИОН, ВОЗБУЖДЕН-
НОЕ СОСТОЯНИЕ, БЛАГОРОДНЫЙ ГАЗ, ЭЛЕКТРОННОЕ СОСТОЯНИЕ, ДИССОЦИАЦИЯ, 
МАСС-СПЕКТРОСКОПИЯ, ЛАЗЕРНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ.

The photoionization spectra of ArXe dimer molecules near the excited states Xe* 7p, 6d in the high-
energy area 87500 – 90000 cm–1 close to the energy of ionization of molecules have been recorded by the 
method of three-photon excitation of molecules followed by one-photon ionization. There are 12 states of 
Xe* in this area, two of them are allowed at three-photon excitation. The spectrum recorded by monitor-
ing the molecular ions ArXe+ had the complicated image. The dissociation limits of two vibrational systems 
were measured: ArXe*→Ar1S0 + Хе*7р[5/2]2 и Ar1S0 + Хе*6d[7/2]0

3. For these excited states the molecular 
constants and the potential curves were calculated. These data were obtained for the first time.

RESONANCE MULTIPHOTON IONIZATION, MOLECULE, ION, EXCITED STATE, RARE 
GAS, ELECTRONIC STATE, DISSOCIATION, MASS-SPECTROSCOPY, LASER EXCITATION.

Необходимость исследования электрон-
ной структуры молекулярных образований, 

состоящих из атомов инертных газов, вы-
звана их существенным влиянием на свой-
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ства газоразрядных источников света. Тео-
ретические расчеты потенциальных кривых 
для такого типа молекул, находящихся в 
основном и некоторых возбужденных со-
стояниях, были выполнены в работах [1–4]. 
Экспериментальные исследования элек-
тронной структуры молекул ArXe проводи-
лись методами оптического поглощения [5, 
6], флюоресценции [7, 8], микроволновой 
спектроскопии [9] и методами многофо-
тонной лазерной фотоионизации [10–15]. 
В результате этих исследований было уста-
новлено, что некоторые из возбужденных 
состояний могут быть предиссоционными, 
а функции потенциальных кривых могут 
иметь несколько минимумов и располагать-
ся частично или полностью выше диссоци-
онного предела. Было также показано, что 
потенциальная кривая основного состоя-
ния хорошо описывается функцией Мор-
зе; в работах [16, 17] приведены следующие 
значения молекулярных постоянных для  
ArXe X0+: частота гармонического коле-
бания ωe″ = 26,09 см–1, постоянная ан-
гармоничности ωex″e = 1,37 см–1, энергия 
диссоциации De = 131 см–1, равновесное 
межъядерное расстояние re = 4,09 Å.

Однако все вышеперечисленные ра-
боты содержат сведения о структуре воз-
бужденных молекул ArXe* только в очень 
ограниченных энергетических областях, 
а именно в области атомного перехода  
Хе1S0 → Хе*6s[1/2]1 (6845,7 см–1), вбли-
зи атомного перехода Хе1S0 → Хе*6s′[1/2]1 

(77000 – 77300 см–1), в области возбуж-
денных состояний Хе* 5d, 5p (78000 – 
80100 см–1) и в области атомного перехода  
Хе1S0 → Хе*5d[3/2]0

1 (83800 – 84000 см–1).
Ранее нами были получены данные об 

электронной структуре молекулы ArXe ме-
тодами многофотонной лазерной фотоио-
низации в областях возбужденных состоя-
ний Хе* 6s[3/2]0

1,2 (66500 – 68800 см–1) [18], 
Хе* 6s', 6p, 5d (77000 – 80200 см–1) [19] и   
Xe* 5d, 7s, 6d, 6p' (80300 – 89500 см–1) [20].  
В области 67500 – 85000 см–1 были однознач-
но выделены электронно-колебательные 
прогрессии, найдены пределы и проведена 
оценка молекулярных постоянных для воз-
бужденных состояний в приближении по-
тенциальной функции Морзе.

Спектральная область 88500 – 90100 см–1  
заслуживает особого внимания, так как в 
ней расположено большое количество воз-
бужденных состояний и она близка к энер-
гии ионизации молекулы Еион(АrXe+) =  
= 96515,6 cм–1. Для исследования элек-
тронной структуры двухатомных молекул 
благородных газов в этой области пред-
ставляется существенным использование 
двух методов: многофотонной резонансной 
ионизации в сочетании с времяпролетной 
масс-спектрометрией REMPI-TOF и фо-
тоэлектронной времяпролетной спектро-
скопии REMPI-PES. Ранее в работе [21] 
фотоэлектронные спектры ArXe были за-
регистрированы только при двухфотонном 
резонансе с ионизацией третьим фотоном, 
имеющим длину волны 2501,88 Å.

В данной статье приведены результаты 
изучения электронной структуры ридбер-
говских состояний молекул ArXe в спек-
тральном диапазоне 88500 – 88850 см–1 с 
использованием методов REMPI-TOF и  
REMPI-PES. Фотоэлектронные спектры 
позволяют определить каналы диссоциации 
возбужденных молекул, что дает дополни-
тельную информацию о структуре возбуж-
денных электронных состояний молекул.

Экспериментальная часть

В эксперименте использовалась уста-
новка, которая включает в себя источник 
охлажденных молекул ArXe, перестраивае-
мый лазер для фотоионизации, времяпро-
летный масс-спектрометр для регистрации 
ионов и времяпролетный электронный 
спектрометр для регистрации фотоэлектро-
нов.

Для формирования молекул ArXe ис-
пользовался источник сверхзвуковой струи. 
Газовая смесь, содержащая 5 % ксенона и 
95 % аргона, истекала из объема высокого 
давления (4 атм) в вакуум (10–7 Торр) через 
импульсное сверхзвуковое сопло, испыты-
вая при этом адиабатическое расширение 
и охлаждение до температуры ниже 10 K. 
Длительность газового импульса задавалась 
пьезоэлектрическим вентилем и составляла 
0,5 мс с частотой следования 10 Гц. Пери-
ферия сверхзвуковой струи отрезалась ко-
ническим скиммером, установленным на 
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расстоянии 3 см от сопла вдоль по потоку.
Фотоионизация молекул осуществля-

лась с помощью лазерного комплекса фир-
мы Quantel, состоящего из Nd-YAG-лазера 
накачки и лазера на красителе TDL 90. 
Длительность импульса лазера составляет 
6 нс. Сканирование длин волн в диапазо-
не 219,5 – 226,0 нм (44250 – 45050 см–1) 
производилось при удвоении основной гар-
моники лазера на красителе родамин 6G и 
последующем смешении удвоенной гар-
моники с излучением λ = 1064,175 нм Nd-
YAG-лазера, стабилизированного иттерби-
евым волоконным задающим генератором. 
Энергия выходного УФ лазерного импульса 
составляла 1 мДж. Калибровка длины вол-
ны излучения производилась по оптогаль-
ваническому эффекту неоновой лампой с 
точностью 0,2 см–1. Ширина полосы излу-
чения составляла 0,3 см–1.

Ионы и электроны, образующиеся в 
зоне пересечения лазерного и молекуляр-
ного пучков, анализировались времяпро-
летным масс-спектрометром Kaesdorf и 
фотоэлектронным времяпролетным спек-
трометром типа «магнитная бутылка». 
Масс-спектрометр обеспечивает разреше-
ние М/ΔМ ≈ 100 в области исследуемых 
масс. 

Энергетическая шкала фотоэлектронного 
спектра была прокалибрована с точностью 
±20 мэВ (160 см–1). Для калибровки исполь-
зовался фотоэлектронный спектр атомов 
ксенона при резонансной трехфотонной ио-
низации. Ширина фотоэлектронного пика 
Хе+ 2Р3/2 на половине максимума составила 
примерно 30 – 40 мэВ (240 – 320 см–1).

Методика регистрации трехмерных фо-
тоэлектронных спектров состояла в сле-
дующем: при сканировании длины волны 
ионизирующего лазерного излучения запи-
сывались энергетические спектры электро-
нов во всем доступном интервале энергий. 
Соответствующей выборкой из полного 
массива данных было получено два типа 
фотоэлектронных спектров: спектр интен-
сивности фотоэлектронного сигнала как 
функции кинетической энергии (КЕ) и 
так называемый «constant-ion-state» (CIS) 
спектр [22], дающий зависимость интен-
сивности потока электронов с фиксиро-

ванной энергией от сканируемой лазерной 
частоты.

Наблюдаемые спектры в области  
88500 – 88850 см–1 и их обсуждение

В области 88500 – 88850 см–1 располо-
жены 10 атомных переходов атомов ксе-
нона, из них при двухфотонном поглоще-
нии в дипольном приближении полностью 
разрешены только два атомных перехода:  
Хе1S0 → Хе*7p[3/2]2 и Хе1S0 → Хе*7p[1/2]0. 
Все возбужденные состояния атома Хе* в 
этой области включены в табл. 1. Там же 
приведены симметрии молекулярных со-
стояний, возникающих из комбинации 
атомов Хе* и Ar1S0. При интерпретации 
спектров использовалось эмпирическое 
правило, согласно которому наиболее ин-
тенсивные молекулярные полосы должны 
наблюдаться вблизи разрешенных атомных 
переходов. При этом также учитывалось, 
что молекулярные полосы могут появлять-
ся и вблизи запрещенных атомных линий.

Фотоэлектронные спектры мы интер-
претировали, исходя из того, что молеку-
лы ArXe*, образовавшиеся в результате 
резонансного двухфотонного поглощения, 
могут участвовать в следующих процессах 
ионизации:

ArXe* + hν → ArXe+ + e–,

ArXe* + hν → Ar + Xe+ + e–,

ArXe* + hν → Ar+ + Xe + e– ;

в случае предиссоциации – 

ArXe* → Ar + Xe*, 

Xe* + hν → Xe+ + e–.

В процессе (2) возникают электроны с 
энергиями 

Ee = 3hν – D0(ArXe) – E(ArXe+),

где D0 – теплота диссоциации основного 
состояния молекулы ArXe X+0g, равная 118 
см–1; E(ArXe+) – энергия молекулярного 
иона; hν – энергия одного возбуждающего 
фотона.

В этом процессе молекулярный ион 
ArXe+ может образовываться в состояни-
ях Х1/2, A13/2 или A21/2 с энергиями дис-

(2)

(3)

(4)

(5)
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социации D0(ArXe+), равными 1432, 516 и  
850 см–1, соответственно [23]. В таком слу-
чае энергии регистрируемых электронов 
могут превышать энергию электронов, по-
лучаемых при нерезонансной трехфотон-
ной ионизации атомов ксенона, 

Ee = 3hν – I.P.(Xe),

в пределах от 0,163 эВ (1314 см–1) до 0,049 эВ  
(398 см–1, в зависимости от состояния, в 
котором оказывается молекулярный ион.

В процессе (3) образуются электроны с 
энергиями 

Ee ≤ 3hν – D0(ArXe) – I.P.(Xe),

где I.P.(Xe) – потенциал ионизации атома 
Хе.

В процессе (4) образуются электроны с 
энергиями 

Ee ≤ 3hν – D0(ArXe) – I.P.(Ar),

что в исследуемой области спектра состав-
ляет менее 7500 см–1 (0,930 эВ).

Процесс (5) приводит к образованию 
дискретного спектра электронов с энергия-
ми 

Ee = hν + E(Xe*) – I.P.(Xe),

где Е(Хе*) – энергия возбужденного состо-
яния атома ксенона.

На рис. 1 представлены фотоионные 
спектры молекул в области 88500–88850 см–1,  
полученные при регистрации молекуляр-

ных и атомных ионов ArXe+, Ar+, Хе+. При 
регистрации ионов ArXe+ и Ar+ спектр со-
стоит из большого числа узких полос. При 
регистрации иона Хе+ в спектре наблюда-
ются две интенсивные полосы, относящие-
ся к разрешенным в дипольном приближе-
нии атомным переходам Хе1S0 → Хе*7p[3/2]2  
при 88686 см–1 и Хе1S0 → Хе*7p[1/2]0 при 
88842,3 см–1. Сплошной фон появляется 
из-за присутствия в молекулярном пучке 
кластеров Хеn , которые при возбуждении 
лазерным излучением диссоциируют на 
атом Хе* и остаточный кластер Xen–1: 

Хеn → Xen–1 + Xe*.

При анализе всех спектров, приведен-
ных на рис. 1, нами была выделена коле-
бательная (v' ) последовательность А, со-
стоящая из шести полос, которая хорошо 
видна при регистрации атомных ионов Ar+. 
Самой красной полосе был приписан пере-
ход (0,0). В спектре при регистрации Хе+ 
видны только три полосы этой прогрессии; 
им приписаны колебательные квантовые 
числа v' = 1, 2, 3.

Волновые числа полос прогрессии А при-
ведены в табл. 2. Построен график зависи-
мости волнового числа ν от колебательного 
номера v', v'', и в приближении ангармо-
нического осциллятора для возбужденного 
состояния прогрессии А методом наимень-
ших квадратов оценены молекулярные по-
стоянные; их значения следующие:

Таблица  1

Молекулярные состояния, образованные из комбинации атомов Xe*(7p, 6d, 6p′) и Ar1S0  
в области 87500 – 8900 см–1

Диссоционный предел 
Хe*+Ar1S0

Энергия Xe*, 
см–1

Симметрия молекулярных  
состояний Ω

7р[1/2]1+
1S0 87927,131 0–, 1

7р[5/2]2+
1S0 88351,681 0+, 1, 2

6р'[3/2]1+
1S0 88379,126 0–, 1

7р[5/2]3+
1S0 88469,213 0–, 1, 2, 3

6d[1/2]0
0+

1S0 88491,020 0–

6d[1/2]0
1+

1S0 88549,775 0–, 1, 2
7р[3/2]0

2+
1S0 88686,500 0+, 1

6d[3/2]2+
1S0 88708,466 0–, 1, 2

7p[3/2]1+
1S0 88744,560 0+, 1

7p[1/2]0+
1S0 88842,300 0+
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ωe' = 59,85 cм–1, ωexe' = 1,97 см–1, 

Тe' = 88489,5 см–1, De' = 454,6 см–1.

С использованием этих молекулярных 
постоянных была построена потенциальная 
кривая Морзе для возбужденного состоя-
ния, и на базе принципа Франка – Кондо-
на проведена оценка равновесного расстоя-
ния: re' = 3,53 Å. Вычисленная асимптота 
потенциальной кривой 

Еасимп. = Тe' + De' = 88944,1 см–1

хорошо совпадает с пределом 

Епред. = Е(Хе*) + De'' = 88973,4 см–1,

относящимся к переходу 

ArXe* → Ar1S0 + Хе*7р[1/2]0.

Этому пределу соответствует только 

одно возбужденное состояние симметрии: 
Ω = 0+.

Рис. 1. (2 + 1)REMPI-TOF-спектры молекул АrXe в области атомного 
состояния Хе*7р[3/2]2 при регистрации ионов ArXe+ (а), Ar+ (б), Xe+ (в). 

А – колебательная последовательность из шести пиков. Звездочкой отмечена  
полоса при 88625 см-1 (см. рис. 2)

Таблица  2

Результаты анализа спектров на рис. 1

v′, v′′ ν, см–1 ∆Gv′+1/2, см
–1

0, 0 88518,6 57,9
1, 0 88576,5 50,2
2, 0 88626,7 46,0
3, 0 88672,7 46,0
4, 0 88721,4 37,1
5, 0 88758,5 –

Обозначения  : ν – волновое число наблю-
даемых полос в колебательной прогрессии A;  
v′, v'' – колебательные квантовые числа;  
∆Gv′+1/2 – расстояния между ближайшими поло-
сами.

а)

б)

в)
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Как видно из рис. 1, относительная ин-
тенсивность полосы (0,0) с волновым чис-
лом 88518,6 см–1 в прогрессии А при реги-
страции ионов ArXe+ на порядок больше, 
чем при регистрации ионов Ar+. Можно 
предположить, что эта полоса принадлежит 
сразу двум прогрессиям, А и А', и что в про-
грессии А' она соответствует переходу (0',0), 
а другие члены этой колебательной по-
следовательности очень слабые. При этом 
равновесное расстояние минимума потен-
циальной кривой возбужденного состояния 
А' примерно такое же, как и для основного:  
re' ≈ re''. Для этого возбужденного состояния 
предел 

ArXe* → Ar1S0 + Хе*7р[3/2]2

при 88816,5 см–1 является наиболее вероят-
ным. В таком случае энергия диссоциации 
De' молекулы в состоянии A' должна быть 
больше 300 cм–1. Полоса (0',0) системы A' 
наблюдается только при регистрации мо-
лекулярных ионов и не наблюдается при 

регистрации атомных ионов Ar+ и Xe+. 
При этом регистрируемые фотоэлектроны 
имеют энергию 4,37 эВ (35230 см–1), что на 
0,050 эВ (400 см–1) больше, чем при нере-
зонансной трехфотонной ионизации атома 
ксенона в состояние Хе+ 2P3/2. Это означает, 
что возбужденная молекула при поглоще-
нии третьего кванта образует молекуляр-
ный ион в стабильном основном состоянии 
ArXe+ X1/2.

Фотоэлектронный спектр, представлен-
ный на рис. 2, был получен при возбуж-
дении полосы электронно-колебательного 
перехода 

ArXe X0+(ν'' = 0) → ArXe* 0+( ν' = 2)

при 88625 см–1. На рис. 1 эта полоса от-
мечена звездочкой. Эта выбранная полоса 
хорошо отделена от ближайшего атомного 
перехода 

Хе 1S0 → Xe*7р[3/2]2

и от молекулярных полос Хе2. На рис. 2 
также приведен фотоэлектронный спектр, 

Рис. 2. Энергетические спектры фотоэлектронов, образующихся  
при двухфотонном резонансе с молекулярным переходом ArХе X0+(ν'' = 0) → ArХе* (ν' = 2)  
(I, сплошная линия) и с атомным переходом Хе1S0 → Xe* 7р[3/2]2 (II, пунктирная линия).  
Переходам I и II соответствуют волновые числа 88625,0 и 88686,5 см–1. Номера пиков соответствуют  

приведенным в табл. 3
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полученный при резонансном возбуждении 
перехода 

Хе1S0 → Хе*7p[3/2]2

и использованный для калибровки фото-
электронного спектрометра для этой систе-
мы полос. Указанный спектр содержит два 
пика при энергиях 4,36 эВ и 3,06 эВ, отно-
сящихся к переходам 

Хе1S0 → Хе+2Р3/2, Хе1S0 → Хе+2Р1/2,

соответственно.
В фотоэлектронном спектре молекул 

ArXe*, полученном путем их возбуждения 
лазерным излучением при 44312 см–1, на-
блюдается целый ряд пиков, пронумеро-
ванных на рис. 2 арабскими цифрами. Со 
стороны высоких кинетических энергий 
относительно ожидаемых пиков нерезо-
нансной трехфотонной ионизации атомов 
ксенона с образованием Хе+2Р3/2 и Хе+2Р1/2 
наблюдаются два интенсивных пика: 1 и 
2 при 4,37 и 3,10 эВ соответственно. Эти 
пики есть результат фотоионизации моле-
кул ArXe* с образованием связанных состо-
яний молекулярных ионов ArXe+, которые 

можно отнести  к электронному состоянию 
X1/2 или A13/2 и состоянию A21/2 соот-
ветственно. Ряд пиков, расположенных со 
стороны меньших кинетических энергий 
относительно пиков 1 и 2, следует отнести 
к атомным ионам, образующимся за счет 
предиссоциации возбужденных молекул с 
последующей ионизацией возбужденных 
атомов:

ArХе X0+ + 2hν → ArXe* → Ar + Xe* + 
+ hν → Ar + Xe+ 2P3/2 + e;

ArХе X0+ + 2hν → ArXe* → Ar + Xe* + 
+ hν → Ar + Xe+ 2P1/2 + e.

Появление этих пиков означает, что 
потенциальную кривую для возбужденно-
го состояния молекул прогрессии А пере-
секают отталкивательные потенциальные 
кривые, приводящие к диссоциации. Отне-
сение спектральных пиков к соответствую-
щим состояниям и переходам приведено в 
табл. 3.

В энергетическом спектре (см. рис. 2) 
наблюдается ряд фотоэлектронных пиков, 
номера которых помечены звездочками. 

Таблица  3

Результаты анализа энергетических спектров фотоэлектронов, приведенных на рис. 2

Переход
Волновое 

число, см–1

Номер 
пика

Eкин, эВ Отнесение пика

I
(молекулярный)

88625,0

1
2
3
4
5
6
7
8
9*
10*
11*
12*

4,37
3,10
4,32
3,01
3,93
2,62
3,76
2,46
3,58
3,52
3,40
3,28

ArXe+ X1/2 или A13/2
ArXe+ A21/2
Xe*7р[5/2]2→Xe+2P3/2

               →Xe+2P1/2

Xe*7s[3/2]2→Xe+2P3/2

               →Xe+2P1/2

Xe*5d[3/2]0
1→Xe+2P3/2

                →Xe+2P1/2

Xe*5d[5/2]0
3→Xe+2P3/2

Xe*5d[5/2]2→Xe+2P3/2

Xe*5d[7/2]0
3→Xe+2P3/2

Xe*5d[1/2]0
1→Xe+2P3/2

II
(атомный)

88686,5
4,36
3,06

Xe+(2P3/2)
Xe+(2P1/2)

Примечание . Пики, номера которых помечены звездочками, связаны с ионизацией 
возбужденных атомов, вылетающих из кластеров ксенона.
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Эти пики были отнесены к атомным ионам, 
образующимся из кластеров (см. табл. 3).  
Электронные спектры в условиях преобла-
дания кластеров в настоящее время явля-
ются предметом исследований.

Определенный интерес представляет 
факт образования ионов аргона. Если пред-
положить, что ионы Ar+ образуются в ре-
зультате процесса 

ArXe* + hν → Ar+ + Xe + e,

то должны появляться электроны с энерги-
ей не более 0,7 – 1,0 эВ. Однако электроны 
с такими энергиями в спектре отсутствуют.

Второй возможный путь образования 
ионов Ar+ – это фотодиссоциация ио-
нов ArXe+, причем эффективность такого 
процесса может существенно зависеть от 
электронной конфигурации и степени ко-
лебательного возбуждения молекулярного 
иона. В пользу этого пути свидетельству-
ет факт значительного выхода атомарных 
ионов аргона при резонансной ионизации 
ArXe через состояния с энергиями менее  

84700 см–1, где энергии третьего фотона 
оказывается недостаточно для образования 
иона Ar+ [18]. Проведенный нами анализ 
молекулярных последовательностей ука-
зывает на то, что такая диссоциация идет 
только из основного состояния молекуляр-
ного иона ArXe+ Х1/2.

Итак, совокупность эксперименталь-
ных данных, полученных методами фото-
электронной и фотоионной спектроскопии, 
позволила получить сведения о структуре и 
каналах релаксации исследованных рид-
берговских состояний гетеронуклеарных 
молекул ArXe* (предиссоциация с образо-
ванием возбужденных атомов ксенона) и о 
состояниях молекулярного иона ArXe+, за-
селяемых в ходе последующей фотоиониза-
ции молекул ArXe*.

Работа была выполнена при финансовой 
поддержке Минобрнауки России на обору-
довании ЦКП «Аналитический центр нано- и 
биотехнологий ГОУ СПбГПУ» на базе ФГБОУ 
ВПО «СПбГПУ».
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A Final DF-CО2  AMPLIFIER OF THE MULTI-TERAWATT PICOSECOND  
10 MICROMETER LASER SYSTEM

В статье представлены результаты измерений коэффициента усиления и энергии усиленной 
спонтанной люминесценции импульсного химического DF-CО2-усилителя при давлении активной 
среды до 2,5 атм. Полученные значения и большая апертура усилителя (100 мм) позволяют его ис-
пользовать в качестве конечного усилителя мультитераваттной пикосекундной 10-микронной ла-
зерной системы.

DF-CО2-ЛАЗЕР, КОЭФФИЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ, УСИЛЕННАЯ СПОНТАННАЯ ЛЮМИНЕС-
ЦЕНЦИЯ.

The paper presents the results of measurements of the gain and the energy of the amplified spontaneous 
luminescence of pulsed chemical DF-CO2 amplifier at an active medium pressure up to 2.5 atm. The values 
obtained and the large amplifier aperture (100 mm) allow to use it as a final amplifier of the multiterawatt 
10-µm picosecond laser system.

DF-CО2 LASER, LINEAR GAIN COEFFICIENT, AMPLIFIED SPONTANEOUS LUMINES-
CENCE.

В последние годы обострился интерес к 
разработке и созданию сверхмощных лазер-
ных систем, генерирующих в десятимикрон-
ном  диапазоне импульсы сверхкороткой 
длительности с релятивисткой интенсив-
ностью [1 – 3]. Известные схемы мощных 
лазерных систем, генерирующих сверхко-
роткие импульсы десятимикронного диа-
пазона, включают генератор затравочного 
сверхкороткого 10-микронного импульса, 
регенеративный СО2-усилитель высоко-
го давления и оконечные СО2-усилители 

либо высокого (8 – 10 атм) давления [2], в 
которых спектр усиления является квази-
сплошным из-за перекрытия колебательно-
вращательных переходов в молекулах СО2, 
либо промежуточного (2 – 3 атм) давления, 
при котором усиление происходит в суще-
ственно дискретном спектре [3]. В качестве 
конечных усилителей обычно используют-
ся электроразрядные или электроиониза-
ционные СО2-лазеры. При этом возника-
ют серьезные технические проблемы при 
организации однородного разряда в ши-
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рокоапертурной активной среде повышен-
ного давления. Оптическая однородность 
активной среды импульсного химического 
DF-CO2-лазера, его относительно высокие 
коэффициенты усиления (4 – 6 м–1), возмож-
ность создания лазеров большой апертуры 
(более 100 см2) при повышенном давлении 
активной среды позволили авторам работы 
[4] предложить его использование в каче-
стве конечного усилителя мультитераватт-
ной пикосекундной лазерной системы, ра-
ботающей в 10-микронном диапазоне. Для 
подтверждения используемых в указанной 
публикации параметров были проведены 
измерения энергетических и усилитель-
ных характеристик DF-CO2-лазера с не-
большой апертурой при давлении среды до  
2,5 атм [5]. Значение коэффициента усиле-
ния и его однородность по сечению – это 
одни из главных характеристик усилите-
ля, поэтому исследование этих параметров  
DF-CO2-лазера большой апертуры явля-
лось логическим завершением цикла работ, 
посвященных возможности использования 
этого лазера в качестве конечного усили-
теля мультитераваттной пикосекундной ла-
зерной системы.

Описание DF-CO2-лазера

Для возможного использования в каче-
стве конечного усилителя 10-микронной 
пикосекундной лазерной системы был 
спроектирован и изготовлен DF-CO2-
усилитель со следующими параметрами: ди-
аметр активной среды – 100 мм, ее длина –  
100 см; фотоинициирование осуществля-
ется с помощью четырех импульсных ксе-
ноновых ламп диаметром 23 мм. Энергия 
для инициирования запасалась в четырех 
конденсаторах емкостью 3 мкФ, которые 
заряжались до напряжения 35 кВ (общая 
энергия составляла до 7,35 кДж). Посколь-
ку разработанный  DF-CO2-усилитель был 
предназначен для исследования его харак-
теристик при давлении активной среды  
от 1,0 до 2,5 атм, с самого начала было ре-
шено не использовать очень дорогостоящие 
окна на всю апертуру (100 мм), а исполь-
зовать специальные фланцы, на которые 
можно устанавливать окна с диаметрами, 
требуемыми для трехпроходного усиления 

с расширением пучка от 8 до 50 мм. На 
выходном фланце были установлены три 
окна:  два со световыми диаметрами 8 мм 
и одно со световым диаметром 50 мм. На 
противоположном фланце были установле-
ны два окна со световыми диаметрами 8 мм 
и 30 мм. Принципиально новым моментом 
в конструкции изготовленного DF-CO2-
усилителя являлись окна из селенида цин-
ка с просветлением на 10,6 мкм и защитой 
от агрессивной среды. 

Необходимо отметить, что ранее основ-
ной проблемой химических DF-CO2-лазеров 
были именно окна. Ни один из извест-
ных оптических материалов, прозрачных  
в 10-микронной  области, не обладает стой-
костью к агрессивной среде лазера. Исклю-
чение составляет только фтористый барий, 
но у него относительно большое поглоще-
ние в области 10,6 мкм (около 0,15 см–1). 
Для приготовления смеси использовался 
быстрый динамический напуск с помощью 
полуавтоматической напускной системы с 
нейтрализацией отработанной смеси на хи-
мическом поглотителе. Полуавтоматический 
режим работы напускной системы означает, 
что подготовка к напуску (добавление полу-
смесей в расходные объемы) делается вруч-
ную, а собственно напуск осуществляется 
электроклапанами, управляемыми програм-
матором. Отметим, что разработанные и 
опробованные подходы к вытеснительному 
режиму напуска позволяют сократить время 
между «выстрелами» до 10 с.

В предварительных экспериментах по 
отработке методики измерения коэффици-
ента усиления и оптимизации состава смеси 
использовался DF-CO2-усилитель меньше-
го объема (для уменьшения расхода сме-
си). Реактор этого усилителя изготовлен из 
тефлоновой трубы с внутренним диаметром 
66 мм и длиной 90 см. Для инициирования 
реакции внутри реактора были установле-
ны две импульсные кварцевые ксеноновые 
лампы с внешним диаметром 23 мм и дли-
ной между электродами 75 см. Энергия для 
инициирования запасалась в двух конден-
саторах емкостью 3 мкФ, которые заряжа-
лись до напряжения 35 кВ (общая энергия –  
3,675 кДж). На металлических фланцах, 
ограничивающих тефлоновую трубу, по оси 
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трубы устанавливались окна из селенида 
цинка с просветлением на 10,6 мкм и с за-
щитой от химического воздействия среды. 
Световой диаметр окон составлял 11 мм.

Методика измерения  
коэффициента усиления

Измерение коэффициента усиления 
DF-CO2-лазера осуществлялось на экспе-
риментальной установке, схема которой 
представлена на рис. 1. Для зондирова-
ния использовался электроразрядный ТЕ-
СО2-лазер (2), энергия и форма импуль-
са излучения которого контролировались 
пироэлектрическим калориметром 4 и 
фотоприемником 6. Из измерений энер-
гии и формы импульса на входе в усили-
тель следует, что интенсивность излучения 
на входе не превышает 1 Вт/см2, что даже 
при самом большом измеренном усилении 
на проход (220) оставляет интенсивность 
излучения на выходе усилителя почти на 
два порядка ниже интенсивности  насыще-
ния. На выходе  DF-CO2-лазера  регистри-
ровалась фотоприемником 7 только форма 
импульса излучения. Оба фотоприемника  
(6, 7) – это охлаждаемые жидким азотом 
КРТ-фотодиоды (КРТ – теллурид кадмия-
ртути) с характерным временем 100 нсек. 
Перед каждым из них устанавливался осла-
битель 5. В ТЕ-СО2-лазере использовалась 
смесь СО2 : N2 : He = 1 : 12 : 12  при дав-
лении 30 Тор. Резонатор лазера состоял из 
медного сферического зеркала с радиусом 
кривизны 8 м и плоского диэлектрического 

зеркала с коэффициентом отражения 94 %. 
Смесь с высоким содержанием газообраз-
ного азота и низким давлением была вы-
брана для того, чтобы получить длинный 
(свыше 300 мкс по основанию) импульс с 
плавно спадающим «хвостом». Типичная 
форма импульса показана на рис. 2.

Генерация ТЕ-СО2-лазера с неселектив-
ным резонатором происходит в основном 
на переходе Р20 10-микронной полосы, что 
вполне приемлемо для измерения коэффи-
циента усиления DF-CO2-лазера. Система 
синхронизации запуска позволяла начи-
нать инициирование химического лазера 
в любом нужном месте зондирующего им-
пульса. 

Отметим, что сигнал с фотоприемника 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки  
для измерения коэффициента усиления DF-CO2 -лазера (1):  

2 – зондирующий лазер TE-CO2; 3 – плоское зеркало; 4 –пироэлектрический калориметр;  
5 – ослабители излучения; 6, 7 – фотоприемники; 8 – светоделители

Рис. 2. Типичный импульс TE-CO2-лазера. 
Стрелкой показан момент инициирования  

DF-CO2-лазера
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7 (см. рис. 1) регистрировался на двух кана-
лах осциллографа с разными чувствитель-
ностями (рис. 3), что позволяло (благодаря 
надежной экстраполяции плавно спадаю-
щего «хвоста» зондирующего импульса) по-
лучать сигнал на входе в усилитель в ин-
тервале времени существования инверсии 
(прямая линия на рис. 3, б).

Таким образом, использование осцил-
лограммы 3, а и экстраполяции осцилло-
граммы 3, б позволяло получать временной 
профиль усиления на проход за один «вы-
стрел» (рис. 4, а):

K(t) = S1 (t)/ S2Э (t), 

а также временной профиль коэффициента 
усиления (рис. 4, б):

k(t) = (1/L) ln [K(t)],

где L – длина активной среды. 
Отметим, что резкая переполюсовка 

сигнала (см. рис. 3, б) не имеет никакого 
отношения к регистрируемому процессу. 
Это реакция усилителя осциллографа на 
слишком большой (при чувствительности 
20 мВ/дел) сигнал. Но после появления 
инверсии в усилителе, т. е. после начала 

(2)

а) б)

Рис. 3. Сигнал на выходе  DF-CO2-усилителя (с фотоприемника 7 на рис. 1), зарегистрированный 
двумя каналами осциллографа с разными чувствительностями: 1 В/дел (а)  и 20 мВ/дел (б).  

Стрелкой  показана экстраполированная функция осциллограммы S2Э (t)

(1)

Рис. 4. Результаты обработки осциллограмм (см. рис. 3): временные профили усиления   
на проход K(t) (а) и коэффициента усиления k(t) (б) – см. формулы (1) и (2)

а) б)
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усиления, сигнал с этого канала уже не об-
рабатывается.

Результаты измерений

Измерения коэффициента усиления 
проводились для трех смесей, отличающих-
ся содержанием газообразного фтора: D2 : 
F2 : CO2 : He = 5 : 7 : 35 : 53;  5 : 10 : 35 : 50 
и  5 : 15 : 35 : 45. Содержание кислорода во 
всех смесях составляло 0,008 от содержания 
фтора. Известно [6], что оптимальное отно-
шение для получения большего энергосъе-
ма F2 : D2 близко к  3 : 1. В наших экспе-
риментах это соотношение газов  менялось 
от 3 : 1 до 1,4 : 1,0. Для DF-CO2-усилителей 
большой апертуры (100 мм и более) с дав-
лением среды около 2,5 атм большое со-
держание фтора в смеси может привести к 
неоднородному инициированию по объему 
из-за сильного поглощения инициирующе-
го света молекулярным фтором. Именно 
поэтому и были проведены измерения ко-
эффициента усиления с уменьшенным со-
держанием фтора.

Результаты измерений коэффициен-
та усиления в максимуме инверсии пред-
ставлены на рис. 5. Видно, что данные для 
смесей, содержащих 10 и 15 % F2, при до-
стигнутой точности измерений неразличи-

мы. Коэффициент усиления меняется для 
этих смесей от 6,0 м–1 при давлении в 1 атм 
до 5,1 м–1 при увеличении давления смеси 
до 2,5 атм. Для смеси с содержанием фтора 
7 % коэффициенты усиления оказываются 
заметно меньше, и при 2,5 атм полученные 
значения не превышают 4,3 м–1. Это может 
быть связано с более медленным протека-
нием химической реакции.

Отработка методики измерения коэф-
фициента усиления и измерения усиления 
для смесей с разным содержанием фто-
ра были проведены на DF-CO2-усилителе 
меньшего размера (его диаметр – 66 мм). 
Далее все измерения проводились на DF-
CO2-усилителе диаметром 100 мм, с ис-
пользованием смеси состава F2 : D2 : CO2 : 
He = 5 : 10 : 35 : 50. Целями этих измерений 
являлись определение коэффициентов уси-
ления и проверка однородности коэффи-
циента усиления по сечению. Были прове-
дены измерения коэффициентов усиления 
в разных зонах сечения DF-CO2-усилителя. 
Локализация зон определялось расположе-
нием и размерами окон. 

Как установлено, коэффициент усиле-
ния не меняется по сечению усилителя в 
пределах точности (±5 %), определенной 
по множеству измерений: при давлении 
смеси 1 атм он составляет 5,4 м–1. Из по-
лученного же при давлении смеси 2,5 атм 
значения коэффициента усиления, равного 
4,50 ± 0,09 м –1  (напомним, что измерения 
проводились в максимуме полосы 10Р), 
следует, что в максимуме полосы 10R ко-
эффициент усиления должен быть равным 
4,0 – 4,1 м–1. Значения длительностей на 
полувысоте временных профилей коэффи-
циентов усиления составляют 1,6 мкс (при 
2,5 атм) и 2,2 мкс (при 1 атм).

Собственный шум усилителя

Усиление любой лазерной системы 
ограничено. Основное ограничение свя-
зано с усиленным спонтанным излучени-
ем (шумом) и вызванным им истощением 
инверсной заселенности при приближении 
плотности энергии к насыщающей. При-
менительно к активной среде на молекулах 
CO2 допустимый показатель полного уси-
ления составляет kL ≈ 35 (это соответствует 

Рис. 5. Результаты измерения  
коэффициента усиления в максимуме инверсии  

для газообразных смесей с разным  
содержанием фтора, %: 7 (треугольники),  

10 (кружки), 15 (квадраты).  
Кривая получена путем усреднения двух последних 

групп экспериментальных точек
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усилению примерно e35), где k – погонный 
коэффициент ненасыщенного усиления в 
максимуме полосы усиления, L – длина 
усиливающего пути [1]. Паразитные обрат-
ные связи также ограничивают усиление. 
Точный анализ этого вопроса затруднен, 
но в усилителях на углекислом газе по этой 
причине трудно реализовать большее уси-
ление, чем e10 (kL ≈ 10) на одном проходе 
через каскад.

Помимо истощения инверсии усилен-
ное спонтанное излучение ухудшает кон-
траст импульса, что может значительно 
повлиять на физику процессов взаимодей-
ствия излучения с веществом. В работе [4] 
была рассмотрена лазерная система, со-
стоящая из параметрического генератора 
затравочного импульса, регенеративного 
СО2-усилителя  высокого давления (15 атм) 
с оптической накачкой, промежуточного 
ТЕ-СО2-усилителя с давлением среды 10 
атм и конечного DF-CO2-усилителя с дав-
лением среды 2,5 атм. В этой расчетной 
работе было показано, что в ситуации, ког-
да основным источником помех является 
шум, накопленный в регенеративном уси-
лителе, энергия шума на выходе конечно-
го усилителя может достигать значений 0,5 
Дж (при выходной энергии пикосекундно-
го излучения примерно 50 Дж). В связи с 
этим представляло интерес провести из-

мерения энергии шума исследуемого DF-
CO2-усилителя. 

Схемы измерений энергии шума пред-
ставлены на рис. 6, где показана регистра-
ция уровня шума после одного (рис. 6, а) и 
после трех (рис. 6, б) проходов. 

Чувствительность (порог срабатывания) 
используемых пироэлектрических калори-
метров составляла 150 мкДж. Перед на-
чалом измерений, с учетом полученных 
значений коэффициентов усиления, были 
рассчитаны ожидаемые энергии шума как 
после одного, так и после трех проходов. 
Расчетные значения оказались лежащими 
значительно ниже порогов измерения: при-
близительно 10 нДж  для одного прохода 
и  5 мкДж  для трех. Расчетные значения 
энергии шума получены с помощью систе-
мы уравнений, описанной в работе [4].

Проведенные измерения показали суще-
ственно более высокие значения: до 3 мДж 
для одного прохода и до 20 мДж для трех. 
Необходимо отметить, что первоначаль-
ные измерения энергии шума для одного 
прохода дали значения на уровне 20 мДж, 
а  коэффициента усиления – 2,0 ÷ 2,5 м–1. 
Однако затем были тщательно зачернены 
все участки фланцев, которые могли слу-
жить источниками паразитных бликов. Та-
кая мера привела к улучшению параметров: 
энергия шума на одном проходе оказалась 

Рис. 6. Схемы измерения энергии собственного усиленного шума  
после одного (а) и трех (б) проходов;  

1 – DF-CO2-усилитель; 2 – калориметры; 3 – плоские зеркала; 4 – отрицательная линза

а)

б)
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менее 3 мДж, а значение коэффициента 
усиления выросло до 5,4 м–1.

Воспроизводимость коэффициентов 
усиления в разных экспериментах была 
достаточно хорошей (± 5 %), в то время 
как измерения энергии шума давали очень 
большой разброс значений: от 0,2 до 3 мДж 
на одном проходе и от 5 до 20 мДж на трех. 
Более того, при одновременном измерении 
энергии шума (рис. 6, а) изменения показа-
ний калориметров не воспроизводились от 
выстрела к выстрелу. Таким образом, боль-
шой разброс показаний и значительное 
превышение измеренных значений энергии 
шума над расчетными значениями указы-
вают на многократное (много проходов по 
активной среде за счет оставшихся пара-
зитных обратных связей) усиление шума. 
Тем не менее, даже максимальное значение 
энергии шума, полученное после трех про-

ходов (20 мДж), в 25 раз меньше рассчитан-
ного для полной системы [4]. Это означает, 
что реальный DF-CO2-усилитель не будет 
влиять на контраст системы.

Таким образом, достигнутые параме-
тры созданного импульсного химического 
DF-CO2-усилителя отвечают требованиям, 
предъявляемым к его использованию в ка-
честве конечного усилителя мультитера-
ваттной 10-микронной пикосекундной ла-
зерной системы.

Авторы благодарны докторам физико-
математических наук В.М. Гордиенко и В.Т. 
Платоненко (МГУ им. М.В. Ломоносова) за 
постоянный интерес к работе и полезные 
обсуждения полученных результатов.

Работа поддержана грантом РФФИ 11-02-12197-
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И.В. Вощула, В.А. Длугунович, А.Ю. Жумарь

Обратное рассеяние поляризованного лазерного излучения 
терморегулирующими покрытиями и конструкционными 

материалами

I.V. Voschula, V.A. Dlugunovich, A.Yu. Zhumar

Institute of Physics of the National Academy of Sciences of Belarus,  

68 Nezalezhnastsi Ave., Minsk, 220072, Belarus.

backscattering of polarized laser radiation by thermal 
control coatings and constructional materials 

Изучены закономерности отражения назад материалами и покрытиями, используемыми в изде-
лиях аэрокосмической техники, которые освещались линейно поляризованным излучением гелий-
неонового лазера с длиной волны 632,8 нм. Использована бистатическая схема измерений, т. е. 
источник излучения и фотоприемник располагались неподвижно. Изменение угла падения излу-
чения на образец осуществлялось поворотом образца. Наблюдается хорошее соответствие между 
результатами измерений и расчетов.

степень поляризации, лазерное излучение, функция распределения 
двунаправленного коэффициента отражения, терморегулирующее по-
крытие.

The backscattering of spacecraft materials and coatings illuminated by linearly polarized radiation of He-
Ne laser at a wavelength of 632.8 nm has been studied. Bistatic measurement scheme was used, i. e. the laser 
and a detector were placed stationary. Variation of the incidence angle was carried out by sample rotation. 
There was a good agreement between the results of measurements and calculations.

degree of polarization, laser radiation, bidirectional reflectance 
distribution function, thermal control coating.

При разработке и создании поляриза-
ционно-чувствительных систем дистан-
ционного зондирования и распознавания 
аэрокосмических объектов [1 – 3], а так-
же неразрушающего контроля элементов 
изделий аэрокосмической техники [4, 5] 
требуются сведения о закономерностях об-
ратного отражения терморегулирующими 
покрытиями и конструкционными матери-
алами, используемыми в летательных аппа-
ратах, при освещении их поляризованным 
излучением. Аналитическое описание угло-
вого распределения коэффициента двуна-
правленного отражения данных материалов 
является очень сложным, так как требует 
знания оптических констант материала, 
параметров шероховатости его поверхно-

сти, вида функции затенения микрограней 
шероховатости и корректного учета одно- 
и многократного рассеяния излучения на 
поверхности и в объеме образца [6, 7]. По 
этой причине для установления закономер-
ностей взаимодействия поляризованного 
излучения с конструкционными материа-
лами и покрытиями космических аппара-
тов требуется проведение эксперименталь-
ных исследований [3, 6 – 11].

Ранее нами были исследованы угловые 
зависимости коэффициента зеркального 
отражения поверхности терморегулирую-
щих покрытий и теплозащитных материа-
лов, освещаемых линейно поляризованным 
излучением гелий-неонового  лазера, что 
позволило установить их оптические кон-
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станты [10]. Исследования рассеяния по-
ляризованного лазерного излучения в диа-
пазоне углов регистрации θr от 5 до 80° при 
неизменном угле падения θi = –5° были 
проведены в статье [11].

В данной работе изучены закономер-
ности отражения назад материалами и 
покрытиями, используемыми в изделиях 
аэрокосмической техники, которые осве-
щались линейно-поляризованным излуче-
нием гелий-неонового   лазера с рабочей 
длиной волны 632,8  нм. Использовалась 
бистатическая схема измерений, т. е. ис-
точник излучения и фотоприемник распо-
лагались неподвижно. Угол α = (|–θi| + θr) 
между направлением лазерного луча и на-
правлением наблюдения был постоянным 
и составлял 10°. Такая схема измерений мо-
жет применяться в активных системах дис-
танционного зондирования и распознава-
ния аэрокосмических объектов. Изменение 
угла падения излучения на образец θi и угла 
регистрации θr осуществлялось поворотом 
образца на угол γ вокруг оси, перпендику-
лярной плоскости падения, которая рас-
полагалась горизонтально.

Исследовались образцы терморегулиру-
ющих покрытий: серебристой (ВЭ-30), чер-
ных (АК-512 и АК-243), белых (КО-5191 
и АК-573) эмалей и белого керамического 
покрытия ТП-15М, нанесенных на алюми-
ниевый сплав АМг6, а также углепластика 
КМУ-4, зеленой краски АК-512з на по-
верхности фенольного пластика, химиче-
ски полированного алюминия и титаново-
го сплава ОТ4. Данные материалы широко 
применяются в конструкциях космических 
аппаратов [12 – 15].

Методика измерения  
поляризационных характеристик излучения, 

отраженного образцами

Измерения проводились на лазерном го-
ниофотометрическом Стокс-поляриметре, 
который был собран по одноканальной 
схеме с вращающейся фазовой пластинкой 
λ/4 и неподвижным анализатором (рис. 1) 
[16]. Источником излучения служил гелий-
неоновый лазер ЛГ-126. Диаметр многомо-
дового лазерного пучка составлял пример-
но 4 мм. Зондирующее лазерное излучение 

было поляризовано в плоскости падения 
либо в ортогональной ей плоскости. Изу-
чаемый образец располагался на столике 
гониометрического устройства. Телесный 
угол регистрирующей системы Δω состав-
лял 7,2⋅10–3 ср, а угловое разрешение Δθr в 
плоскости наблюдения – около 5°. Изме-
рялись интенсивность I0 лазерного излуче-
ния, падающего на образец, а также интен-
сивность Ir и нормированные параметры 
Стокса {1, p1, p2, p3} излучения, отраженно-
го исследуемыми материалами в диапазо-
не углов поворота образцов γ от 5 до 70°  
(см. рис. 1). Это позволяло определять сте-
пень поляризации отраженного излучения P 
в зависимости от угла поворота образцов γ:

2 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ).P p p pγ = γ + γ + γ

В качестве радиометрической величины, 
характеризующей распределение потока, 
отраженного по различным направлениям 
поверхностью при ее направленном осве-
щении, использовали функцию распреде-
ления двунаправленного коэффициента от-
ражения [11, 17]:

1

0

( )
( ) (cp ).

cos
r

r

I
f

I
−γ

γ =
∆γ γ

В отличие от двунаправленного коэффи-
циента отражения, значения которого для 

Рис. 1.  Схема измерений поляризационных  
характеристик излучения, отраженного  

исследуемыми материалами назад  
при бистатическом угле α = 10°:  

1 – лазер, 2 – образец, 3 – вращающаяся фазовая 
пластинка (λ/4), 4 – поляризатор,  

5 – фотоприемник; γ – угол поворота образца

(1)

(2)
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образцов с шероховатой поверхностью за-
висят не только от материала, но и от теле-
сного угла измерительной системы Δω (для 
одного и того же материала чем больше этот 
телесный угол, тем выше двунаправленный 
коэффициент отражения), значения функ-
ции f(γ) не зависят от Δω. Использование 
указанной функции позволяет сравнивать 
отражательные свойства материалов, изме-
ренные различными авторами, независимо 
от телесного угла Δω применяемой ими ре-
гистрирующей системы.

Связь угла падения θi и угла регистра-
ции θr с углом поворота образца γ задается 
следующими выражениями (см. рис. 1):

;
2i

α θ = − γ + 
 

.
2r

α θ = − γ − 
 

Модуль абсолютной погрешности из-
мерения степени поляризации отраженно-
го излучения P(γ) не превышал 0,03 [16], 
а относительной погрешности определения 
f(γ) – 0,07 [11].

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

При углах падения θi  =  –5° и наблю-
дения θr  =  5° (в данных измерениях это 

соответствует углу поворота образцов 
γ  =  0°) излучение, отраженное химиче-
ски полированным алюминием, спла-
вом ОТ4, серебристым покрытием ВЭ-30,  
черными эмалями и углепластиком  
КМУ-4, практически не деполяризуется. 
Так, степень поляризации излучения с дли-
ной волны 632,8 нм, отраженного указан-
ными материалами при γ = 0°, составляет 
0,99 ± 0,01 (рис. 2). С увеличением угла по-
ворота образцов степень поляризации из-
лучения, отраженного назад металлами, се-
ребристым покрытием, черными эмалями 
и углепластиком, уменьшается. При этом 
излучение, отраженное металлами, деполя-
ризуется слабо:

P(γ) = 0,96 ± 0,01 при γ = 40°, 

а излучение, отраженное серебристым по-
крытием, черными эмалями, углепласти-
ком, деполяризуется сильнее. Например, 
степень поляризации излучения, отра-
женного при γ  =  60° серебристой эмалью  
ВЭ-30 и черными покрытиями, составляет 
0,85 ± 0,01, а отраженного углепластиком – 
0,74 ± 0,02 (см. рис. 2).

Излучение, отраженное зеленой краской 
АК-512з при γ = 0°, более деполяризовано, 
чем излучение, отраженное серебристым 
покрытием, черными эмалями и углепла-
стиком. Степень поляризации излучения, 

а) б)

(3)

(4)

Рис. 2. Зависимости степени поляризации излучения (λ = 632,8 нм), отраженного назад  
различными материалами, от угла поворота образцов:  

1 – химически полированный алюминий; 2 – черная эмаль АК-512; 3 – белая эмаль КО-5191;  
4 – углепластик КМУ-4; 5 – зеленая краска АК-512з; светлые и темные знаки – падающее излучение  

линейно поляризовано в плоскости падения и ей ортогональной, соответственно; линии – усредненные  
значения P = (P|| + P⊥)/2



Приборы и техника физического эксперимента

59

отраженного зеленой краской АК-512з при 
γ = 0°, составляет 0,72 ± 0,01 и с увеличе-
нием угла поворота образцов до 60° умень-
шается до 0,42 ± 0,03 (рис. 2, б).

Излучение, отраженное белыми покры-
тиями, практически полностью деполяри-
зовано:

P(γ) = 0,09 ± 0,03 при γ = 0°,

и степень его поляризации почти не изме-
няется с увеличением угла поворота образ-
ца γ (см. рис. 2, а).

В отличие от степени поляризации из-
лучения, отраженного в зеркальном направ-
лении [10], либо рассеянного в диапазоне θr 
от 5 до 80° при освещении образцов под 
неизменным углом падения θi  =  –5° [11], 
степень поляризации излучения, отражен-
ного исследуемыми материалами назад, не 
зависит от азимута поляризации зондирую-
щего линейно- поляризованного излучения 
(см. рис. 2).

Установленные закономерности можно 
объяснить, если использовать существую-
щие представления, согласно которым из-
лучение, отраженное материалом, сформи-
ровано в результате рассеяния падающего 
излучения как на шероховатостях поверх-
ности, так и на подповерхностных неодно-
родностях в объеме материала [6, 7]. Депо-
ляризация излучения, рассеянного первым 
из указанных путей, обычно мала [18, 19]. 
Вызвано это тем, что отражение проис-
ходит, в основном, за счет однократного 
рассеяния на микроплощадках шерохова-
той поверхности с сохранением состояния 
поляризации падающего луча. Излучение 
же, отраженное в результате многократно-
го рассеяния на шероховатостях поверхно-
сти, деполяризуется сильнее [18, 19]. Что 
касается излучения, отраженного частично 
прозрачными материалами, то оно сфор-
мировано, в основном, в объеме материала 
при многократном рассеянии на подпо-
верхностных неоднородностях и поэтому 
сильно деполяризовано [20].

Высокая степень поляризация излуче-
ния, отраженного химически полирован-
ным алюминием, сплавом ОТ4, углепласти-
ком, черными и серебристым покрытиями, 
свидетельствует об однократном рассеянии 

падающего излучения микроплощадками 
шероховатой поверхности данных материа-
лов. Более существенная деполяризация 
излучения, отраженного зеленой краской, 
вызвана многократным рассеянием на ше-
роховатостях ее поверхности [10, 11]. Су-
щественная деполяризация излучения, от-
раженного белыми покрытиями, указывает 
на то, что значительную долю в отражен-
ном ими потоке составляет вышедшее из 
объема материала, многократно рассеян-
ное, деполяризованное излучение.

Имеется совпадение между результа-
тами данных измерений и теоретического 
моделирования [21], которое показало, что 
степень поляризации излучения, рассеян-
ного назад, зависит не только от шерохо-
ватости поверхности материала, но и от 
его типа. Например, степень поляризации 
излучения, отраженного назад диэлектри-
ками, имеющими небольшой коэффициент 
преломления, заметно уменьшается с уве-
личением угла падения, в то время как сте-
пень поляризации излучения, отраженного 
назад металлами, изменяется несуществен-
но даже при очень больших углах падения 
[21].

Используя результаты измерения степе-
ни поляризации отраженного излучения и 
функции распределения двунаправленного 
коэффициента отражения образцов f(γ) (см. 
формулу (2)), можно определить компонен-
ты f(γ), соответствующие отражению поля-
ризованной f

pol(γ) и деполяризованной fdep(γ) 
составляющих отраженного излучения.  
С этой целью были измерены функции 
распределения двунаправленного коэф-
фициента отражения f||(γ) и f⊥(γ) образцов, 
освещаемых излучением, поляризованным 
в плоскости падения либо в ортогональной 
ей плоскости, в зависимости от угла реги-
страции γ. Функции f||(γ) и f⊥(γ) исследуе-
мых материалов определялись с помощью 
выражения (2), с учетом связи между углом 
поворота образца γ, бистатическим углом α 
и углом регистрации θr отраженного излу-
чения (4).

Поскольку поток, отраженный материа-
лом, состоит из поляризованной и деполя-
ризованной компонент, полученные зави-
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симости f||(γ) и f⊥(γ) были представлены в 
виде суммы двух слагаемых, которые опи-
сывают отражение поляризованного fp(γ), 
fs(γ) и деполяризованного || ( ),depf γ  ( )depf ⊥ γ  из-
лучений соответственно [6, 7]:

||
||( ) ( ) ( );p depf f fγ = γ + γ

( ) ( ) ( ).s depf f f ⊥
⊥ γ = γ + γ

Чтобы установить, как изменяются fp(γ) 
и fs(γ) исследованных образцов от угла их 
поворота γ, необходимо перемножить изме-
ренные значения P||(γ) и f||(γ), а также P⊥(γ) 
и f⊥(γ), соответствующие одинаковым углам 
γ [6, 7]:

|| ||( ) ( ) ( );pf P fγ = γ γ

( ) ( ) ( ),sf P f⊥ ⊥γ = γ γ

где P||(γ), P⊥(γ) – степени поляризации из-
лучения, отраженного исследуемыми ма-
териалами при освещении их излучением, 
поляризованным либо в плоскости паде-
ния, либо в ортогональной ей плоскости.

Аналогичным образом можно опреде-
лить изменение составляющих || ( )depf γ  и 

( ),depf ⊥ γ  которые описывают отражение де-
поляризованного излучения [6, 7]:

||
|| ||( ) [1 ( )] ( );dep r r rf P fθ = − θ θ

( ) [1 ( )] ( ).dep r r rf P f⊥
⊥ ⊥θ = − θ θ

Поскольку неполяризованное излучение 
можно разложить на две компоненты ис-
ходного пучка, равные по интенсивности, 
некогерентные и ортогонально линейно-
поляризованные, то, определив в соответ-
ствии с формулами (7) – (10) зависимости 
fp(γ), fs(γ) и || ( ),depf γ  ( ),depf ⊥ γ  можно найти 
функцию распределения двунаправленного 
коэффициента отражения f(γ) исследован-
ных образцов, освещаемых неполяризован-
ным излучением:

( ) ( ) ( ),pol depf f fγ = γ + γ

где

( ) [ ( ) ( )] / 2;pol p sf f fγ = γ + γ

||( ) [ ( ) ( )] / 2.dep dep depf f f ⊥γ = γ + γ

Установлено, что химически поли-
рованный алюминий и сплав ОТ4 от-
ражают назад зеркально. Существенная 
зеркальная составляющая присутствует 
также в компоненте fpol(γ) функции рас-
пределения двунаправленного коэффи-
циента отражения серебристого покрытия  
ВЭ-30, черной эмали АК-512, бе-
лой эмали КО-5191 и углепластика  
КМУ-4. Результаты определения зависимо-
сти fpol(γ) серебристого покрытия ВЭ-30 и 
зеленой краски АК-512з представлены на 
рис. 3 точками.

Аналогичный характер рассеяния дан-

Рис. 3. Экспериментальные (символы) и расчетные (линии)  
зависимости компоненты функции распределения  f(γ) от угла поворота образцов  
для двух материалов: а – серебристая эмаль ВЭ-30; б – зеленая краска АК-512з;  

расчет мод( )polf γ  по формуле (13) с использованием параметров, установленных в работах [10, 11]

а) б)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(12)

(13)

(11)
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ными материалами наблюдался и при их 
освещении под неизменным углом падения 
θi = –5° [11]. Однако при рассеянии назад 
компонента fpol(γ) функции распределения 
двунаправленного коэффициента отраже-
ния исследуемых образцов – более узкая, 
чем соответствующая компонента fpol(γ) при 
освещении их под неизменным углом па-
дения θi  =  –5°. Это объясняется тем, что 
поток, отраженный назад, формируется в 
основном за счет однократного зеркально-
го отражения на микрогранях шероховатой 
поверхности и вклад многократного отра-
жения при этом минимален.

При описании полученных зависимо-
стей перспективно использовать полуэмпи-
рическую модель [6], в которой поверхность 
материала представляется в виде совокуп-
ности статистически распределенных по 
ориентациям микроплощадок, каждая из 
которых отражает электромагнитное излу-
чение в соответствии с законами геометри-
ческой оптики. Данная двухкомпонентная 
модель широко используется при анализе 
результатов пассивного дистанционного 
зондирования и распознавания объектов 
для описания рассеяния поляризованной 
и деполяризованной компонент излучения, 
отраженного рассеивающими материалами 
с шероховатыми поверхностями, которые 
освещаются неполяризованным солнеч-
ным излучением [6, 7]. Поляризационные 
характеристики отраженного излучения в 
данной модели учитываются френелевски-
ми коэффициентами отражения микропло-
щадки для излучения, поляризованного в 
плоскости падения либо в ортогональной 
ей плоскости. Поэтому эту модель можно 
использовать и для описания рассеяния из-
лучения объектами, которые освещаются 
линейно-поляризованным излучением.

В используемой модели выражение для 
компоненты мод( )polf γ  исследуемых материа-
лов, описывающей отражение поляризо-
ванного излучения, записывается в виде  
[6, 7]:

мод F( )
( ) ( )SO( , ),

4 cos cospol N
i r

R
f p

β
γ = θ τ Ω

θ θ

где RF(β) – френелевские коэффи-

циенты отражения микроплощадки;  
β – угол между нормалью к микроплощадке 
и падающим (зеркально отраженным) лу-
чом; θi, θr – углы падения и регистрации, 
связанные с углом поворота образца γ вы-
ражениями (3) и (4); p(θN) – функция ве-
роятности распределения нормалей к ми-
кроплощадкам, имеющая размерность ср–1; 
θN – угол между нормалями к поверхности 
и к микроплощадке; SO(τ,Ω) – функция, 
учитывающая затенение микроплощадками 
падающего излучения или экранирование 
ими рассеянного излучения.

Влияние функции p(θN) заключается в 
описании распределения интенсивности 
излучения, отраженного в зеркальном на-
правлении. В данной модели в качестве 
функции вероятности распределения нор-
малей к микроплощадкам p(θN) использу-
ются функция Гаусса либо модифициро-
ванная функция Коши. В работе [11] было 
показано, что лучшее совпадение результа-
тов измерений и расчета наблюдается при 
аппроксимации функции p(θN) шероховато-
сти поверхности исследованных образцов 
модифицированной кривой Коши:

pС(θN) = 
2 2

( ) ,
cos ( tg )С N

N N

B
p θ =

θ σ + θ

где σ – безразмерный параметр, характе-
ризующий шероховатость поверхности;  
B – параметр, характеризующий наклон 
микроплощадок шероховатой поверхности 
и имеющий размерность ср–1 [6, 7].

Функция SO(τ, Ω) имеет вид [6, 7]:

1 exp( 2 / )
SO( , ) ,

1

N

N

θ
+ − β τ

Ωτ Ω =
θ

+
Ω

где τ, Ω – параметры, имеющие размер-
ность углов.

Связь между углами β, θN и θi, θr задается 
следующими уравнениями [6, 7]:

cos 2 cos cos sin sin cos ,i r i rβ = θ θ + θ θ ϕ

где φ = φr – φi (φi, φr – азимутальные углы 
между нормалью к поверхности и волно-
выми векторами падающего и отраженного 
излучения соответственно),

(14)

(15)

(16)

(17)
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cos cos
cos .

2 cos
i r

N

θ + θ
θ =

β

Выражение для компоненты мод( )depf γ  ма-
териала, описывающей рассеяние деполя-
ризованного излучения, в данной модели 
представляется в виде [6, 7]:

мод 2
( ) = ,

cos cos
V

dep D
i r

f
ρ

γ ρ +
θ + θ

где ρD, ρV, ср
–1 – параметры, описывающие 

как ламбертовское поверхностное, так и 
неламбертовское многократное объемное 
рассеяние на подповерхностных неодно-
родностях материала соответственно.

Значения показателя преломления n и 
главного показателя поглощения κ иссле-
дованных терморегулирующих покрытий, 
а также параметры модели B, σ, τ, Ω, ρD 
и ρV, необходимые для расчета их мод( )polf γ   
(см. формулу (14)) и мод( ),f γ  были опреде-
лены ранее [10, 11]. С использованием этих 
данных были рассчитаны значения компо-
нент мод( )polf γ  и мод( )depf γ  (см. формулу (19)) 
модельной функции [6]:

мод мод мод( ) ( ) ( )pol depf f fγ = γ + γ

для данных материалов в зависимости от 
угла поворота образцов.

Получено хорошее соответствие между 
рассчитанными по модели мод( ),polf γ  мод( )depf γ  
и полученными экспериментально fpol(γ), 
fdep(γ) компонентами функции распределе-
ния двунаправленного коэффициента от-
ражения терморегулирующих покрытий, 
которые описывают отражение поляризо-
ванной и деполяризованной составляющих 
излучения. Соответствие рассчитанных 

мод( )polf γ  и определенных на основе измере-
ний fpol(γ) серебристого покрытия ВЭ-30 и 
зеленой краски АК-512з представлены на 
рис. 3. Это дополнительно подтверждает 
применимость модели [6] к условиям осве-
щения терморегулирующих покрытий по-
ляризованным излучением и адекватность 
установленных параметров, характеризую-
щих исследуемые образцы [11].

На основе экспериментальных изме-
рений и расчетов с использованием выра-
жений (11) и (20), были найдены функции 
распределения двунаправленного коэффи-
циента отражения исследованных материа-
лов в случае их освещения неполяризован-
ным излучением. Результаты определения 
f(γ) и мод( )f γ  ряда материалов представле-
ны на рис. 4. Наблюдается очень хорошее 
соответствие между результатами расчета 
и измерений. Различие значений функции 
распределения двунаправленного коэффи-

а) б)

(18)

(19)

Рис. 4. Экспериментальные (символы) и расчетные (линии) зависимости  
функции распределения f(γ) для различных материалов от угла поворота образцов  

при их освещении неполяризованным излучением:  
1 – белое покрытие КО-5191; 2 – черное покрытие АК-512; 3 – углепластик КМУ-4; 4 – зеленая краска  

АК-512з; при расчете мод( )f γ  использованы выражения (13) – (19) и те же параметры, что на рис. 3 

(20)
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циента отражения исследованных мате-
риалов, полученных обоими способами, не 
превышает 15 %.

Таким образом, изучены закономер-
ности отражения назад материалами и 
покрытиями, используемыми в издели-
ях аэрокосмической техники. Покрытия 
освещались линейно-поляризованным из-

лучением гелий-неонового лазера с рабо-
чей длиной волны 632,8 нм. Показано, что 
наблюдается хорошее соответствие между 
результатами измерения функциональной 
зависимости распределения двунаправ-
ленного коэффициента отражения иссле-
дованных материалов от угла поворота 
образцов и ее расчета с использованием 
модели [6].
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ВЫБОР  СИСТЕМЫ КОЛЛИМАЦИИ И РАССЕЯНИЯ ПРОТОННОЙ 
ОФТАЛЬМОЛОГИИ С ЦЕЛЬЮ ГАРАНТИИ ЕЕ КАЧЕСТВА

Zh.S. Lebedeva, Yu.B. Shurakova 
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26 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 194021, Russia.

QUALITY ASSURANCE OF PROTON OPHTALMOLOGY:  
SELECTION OF COLLIMATION AND SCATTERING SYSTEMS

В статье описаны основные требования к системам рассеяния и коллимации при создании про-
тонного тракта для лечения злокачественных глазных новообразований. Приведены результаты мо-
делирования посредством программного комплекса Geant4 системы доставки пучка до пациента.

ПРОТОННАЯ ОФТАЛЬМОЛОГИЯ, МЕТОД ПАССИВНОГО РАССЕЯНИЯ, РАССЕИВАЮ-
ЩАЯ СИСТЕМА, ФИНАЛЬНЫЙ КОЛЛИМАТОР, GEANT4.

This study covers basic requirements for scattering and collimation systems while creating a nozzle for 
treatment of malignant ocular tumors. The results of treatment simulations in Geant4 are represented.   

PROTON OPHTALMOLOGY, PASSIVE SCATTERING METHOD, SCATTERING SYSTEM, 
FINAL COLLIMATOR, GEANT4.

Одним из наиболее перспективных на-
правлений развития лучевой терапии (ЛТ) 
является адронная терапия с использова-
нием пучков тяжелых частиц – адронов: 
протонов, а также ионов легких химиче-
ских элементов (гелий, углерод и другие). 
Адронная терапия обладает рядом преиму-
ществ по сравнению со стандартной ЛТ 
благодаря тому, что протоны и ионы при 
прохождении через вещество имеют наи-
большие линейные потери энергии в кон-
це пробега (так называемый пик Брэгга), 
а также слабо рассеиваются в веществе и 
способны обеспечить формирование рез-
ких границ поля облучения. Эти  особен-
ности позволяют существенно (примерно в 
два раза) сократить радиационную нагрузку 
на здоровые ткани.

Одним из направлений применения про-
тонной ЛТ является органосохраняющее ле-
чение внутриглазных злокачественных опу-
холей. Применение протонов при опухолях 
глаза было начато в 1977 г. в Гарвардском 
университете (США) [1]. Размеры, форма 

и локализация опухолей глаза лимитируют 
применение традиционных лучевых мето-
дов, преимущества же протонной тера-
пии позволяют формировать дозные поля, 
близкие к оптимальным. Однако в связи с 
наличием большого числа близко располо-
женных друг к другу критических структур 
планирование протонного облучения для 
лечения внутриглазных новообразований, а 
также обеспечение гарантии качества имеют 
свои особенности, не позволяющие исполь-
зовать общие подходы, применяемые в про-
тонной терапии для широкого круга других 
локализаций злокачественных опухолей. 

Данная работа проводилась в рамках 
подготовки проекта ФГБУ «ПИЯФ» по 
применению изохронного циклотрона Ц-80 
в медицинских целях, в том числе и для ле-
чения злокачественных новообразований 
органа зрения. На основе компьютерного 
моделирования в программном комплексе 
Geant4 были выработаны основные требо-
вания к системам рассеяния и коллимации 
пучков протонов с энергиями 60 МэВ.



Приборы и техника физического эксперимента

67

Метод пассивного рассеяния

На выходе из ускорителя обычно полу-
чают узкий (до 7–8 мм) моноэнергетиче-
ский пучок. Без последующей модифика-
ции он даст непригодное для клинического 
использования энергетическое распреде-
ление. Для того чтобы сделать пучок со-
ответствующим поставленной задаче, ис-
пользуют два основных метода: пассивного 
рассеяния и карандашного пучка. Достоин-
ства и недостатки обоих методов приведе-
ны в работе [2]. Данная статья посвящена 
первому из этих методов.

На протонном комплексе Ц-80 для ле-
чения офтальмологических заболеваний 
предполагается использовать метод пас-
сивного рассеяния, общая схема которого 
представлена на рис. 1.

Первоначально узкий пучок протонов 
из ускорителя расширяется при помощи 
рассеивающей системы 1, задача которой 
состоит также в создании области относи-
тельно равномерного плато в поперечном 
сечении. Для расширения пучка использу-
ются тонкие (десятки микрометров) фоль-
ги, чаще всего из тантала. Далее пучок про-
ходит через гребенчатый фильтр 2, который 
позволяет создать плато поглощенной дозы 
заданной протяженности (модифицирован-
ная кривая Брэгга). В случае необходимо-
сти уменьшения энергии и пробегов про-
тонов пучок направляется на поглотитель 

3 (деградер). Коллиматор 4 обеспечивает 
конформность облучения (соответствие до-
зного распределения форме патологическо-
го объема) в плоскости, перпендикулярной 
оси пучка. Компенсатор 5 позволяет регу-
лировать дистальное распределение дозы, 
учитывая гетерогенность тела человека, 
неравномерность поверхности и необходи-
мость не затронуть критические органы.

Материалы и методы

В настоящей работе было произведено 
моделирование доставки до пациента про-
тонного пучка с энергией 60 МэВ методом 
пассивного рассеяния. Для расчета исполь-
зовалась система библиотек Geant 4.9.5. 

Виртуальная модель системы достав-
ки пучка, разработанная в ПИЯФ имени  
Б.П. Константинова [2], состоит из трех 
основных частей: рассеивающей системы, 
модулятора и системы коллиматоров. 

Вся система расположена в воздухе. Пу-
чок выходит из некоторого объема, имити-
рующего выход ускорителя. Рассеивающая 
система представляет собой набор танта-
ловых фольг и латунный поглотитель цен-
тральной части пучка, имеющий цилин-
дрическую форму. Финальный коллиматор, 
расположенный непосредственно перед 
фантомом, также изготовлен из латуни и 
описывается классом G4Tubs. 

Для описания физических процессов 
был использован QGSP_BIC PhysicsList с 

Рис. 1 [3]. Схема метода пассивного рассеяния: 1 –  рассеивающая система;  
2 – гребенчатый фильтр; 3 – деградер; 4 – коллиматор; 5 – компенсатор;  

6 – кожа; 7 – опухоль
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уточненной моделью электромагнитных 
взаимодействий Standart_option3 и моделью 
бинарного внутриядерного каскада BIC. 

Влияние воздушного зазора  
на качество пучка

Помимо расширения пучка при помо-
щи рассеивающей системы, также проис-
ходит дополнительное рассеяние пучка на 
воздухе, в промежутках между элементами 
системы доставки. С целью выяснения, как 
этот фактор влияет на конечное качество 
пучка, было смоделировано распределение 
поглощенной дозы в водном фантоме от 
протонного пучка радиусом 3 мм в зави-
симости от расстояния между источником 
и поверхностью (РИП) фантома. Оценка 
результата проводилась по ширине 50 % 
от уровня дозы и по величине полутени на 
профиле пучка. Последняя определяется 
как расстояние по оси абсцисс между ко-
ординатами точек с уровнями дозы в 50 %  
и нулевым (рис. 2). По мере увеличения 
РИП от 1 до 180 см ширина профиля пучка 
возрастает приблизительно вдвое, в то вре-
мя как величина полутени увеличивается в 
четыре раза. Поэтому вся система доставки 
пучка должна занимать такое расстояние, 
чтобы нежелательную дозу можно было 
бы полностью убрать системой коллима-
ции; в клинической практике это значение 
обычно составляет около 1,5 м. Необходи-
мо также учитывать величину воздушного 
зазора между финальным коллиматором и 
пациентом, чтобы избежать нежелательно-

го рассеяния клинического пучка на возду-
хе после окончательной коллимации.

Использование широкого пучка

Поскольку циклотрон Ц-80 предназна-
чен также для наработки изотопов и для 
радиационных исследований (отдельные 
тракты), изначально создается широкий 
пучок. Представляется целесообразным 
рассмотреть вопрос о его использовании 
без коллимации на входе в лечебный тракт 
и последующего расширения в зале облуче-
ния. Для того чтобы понять, как изменятся 
требования к рассеивающей системе, было 
проведено моделирование профилей узкого 
пучка диаметром 3 мм и широкого пучка 
диаметром 24 мм. Для каждого пучка был 
протестирован ряд различных вариантов 
рассеивающей системы, на основе реко-
мендаций клиник, действующих в настоя-
щее время. Для узкого пучка в результате 
была выбрана рассеивающая система из 
двух танталовых фольг и поглотителя цен-
тральной части пучка для создания плато на 
профиле. На рис. 3, а изображен неколли-
мированный профиль пучка, который по-
зволяет создать такая система, а также про-
фили при наличии коллиматоров разных 
диаметров (табл. 1). Подобная система по-
зволяет облучать опухоли глаза с наиболь-
шим размером во фронтальной плоскости 
(протяженностью) до 1 см.

Исследования на широком пучке диа-
метром 24 мм  показали, что такого же ре-
зультата можно достичь при использовании 
рассеивающей системы из одной фольги и 
поглотителя. На рис. 3, б представлен про-
филь данного пучка с двумя различными 
коллиматорами. В этом случае одиночная 
рассеивающая система позволяет обеспе-
чить облучение глазных опухолей шириной 
до 1,5 см. В случае, если требуется поле 
меньшего размера, выбирается конечный 
коллиматор  соответствующего радиуса; 
для большего размера необходим более ши-
рокий входной пучок. 

Финальный коллиматор и выход нейтронов

Для того чтобы сформированный кли-
нический пучок не подвергался дополни-
тельному рассеянию на воздухе, финаль-

Рис. 2. Характеристики дозного распределения 
пучка в плоскости, перпендикулярной  

направлению пучка
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ный коллиматор необходимо располагать 
на малых расстояниях от пациента. Однако 
при этом следует также обратить внимание 
на выход нейтронов.

Финальный коллиматор изготавливает-
ся из латуни. Пробег протонов с энерги-
ей 60 МэВ в латуни равен приблизительно 
5,8 мм. Длина коллиматора (в данной ра-
боте она составляет 7 мм) подбирается та-
ким образом, чтобы полностью остановить 
протоны, создающие дозу облучения в не-
желательной области. Значительная часть 
ядерных реакций, проходящих в коллима-
торе (их вероятность при полной остановке 
протонов с энергией 60 МэВ в латуни со-
ставляет около 4,5 % [4]), сопровождается 

выходом нейтронов. 
В данной работе было оценено число 

нейтронов на один протон n/p, вошедших в 
фантом, в зависимости от расстояния фи-
нального коллиматора по отношению к по-
верхности тела пациента (табл. 2).

В то время как величина полутени умень-
шается по мере приближения коллиматора 
к поверхности фантома, число нейтронов, 
вошедших в него, растет. Следовательно, 
при определении позиции финального 
коллиматора относительно пациента не-
обходимо исходить из учета приемлемого 
соотношения между величиной полутени 
и количеством нейтронов, проникающих в 
ткани пациента.

а) б)

Рис. 3. Смоделированные профили протонных пучков диаметрами 3 мм (а) и 24 мм (б)  
для различных значений диаметра коллиматора D и условий прохождения излучения (см. табл. 1)

Таблица  1

Параметры моделирования профилей протонных пучков

Диаметр 
протонного 
пучка, мм

Толщина 
фольги, мкм

Радиус  
поглотителя 
центральной  

части пучка, мм

Диаметр D  
коллиматора, мм

Номер позиции 
на рис. 3

1 2

3 15 30 2
10 1
14 2

неколлимированный 3

24 30 3
12 4
16 5

неколлимированный 6
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Обычно опухоли имеют неправильную 
форму, и для различных случаев требует-
ся изготовление индивидуальных коллима-
торов, обеспечивающих соответствующее 
распределение дозы. При этом возможны 
ситуации, когда для достижения заданного 
дозного распределения требуется перекрыть 
часть коллиматора. Это означает, что пло-
щадь латунного слоя возрастает, а, следова-
тельно, увеличивается выход нейтронов. 

На рис. 4 изображены профили, полу-
чаемые в поперечной плоскости пучка на 
глубине пика Брэгга, когда перекрыты либо 
правая верхняя четверть (рис. 4, а), либо 
половина (рис. 4, б) коллиматора. 

При этом число нейтронов, достиг-
нувших поверхности фантома, возросло с 
0,02 до 0,03 и 0,04 нейтрон/протон соот-
ветственно.

Таким образом, для каждого клиниче-
ского случая необходима оценка нейтрон-
ной дозы в зависимости от выбранной 
апертуры. При этом возможен поиск ком-
промисса между необходимостью умень-
шения величины полутени и сокращением 
нейтронной дозы, а также рассмотрение 
вопроса о предварительной коллимации 
пучка.

Итак, в настоящей работе были рассмо-
трены требования к параметрам пучка и 
элементам системы рассеяния и коллима-
ции посредством моделирования процесса 
доставки протонного пучка с энергией 60 
МэВ к пациенту (использован программ-
ный комплекс Geant4). В результате уста-
новлено следующее:

с целью предотвратить ухудшение каче-

Таблица  2

Зависимость числа нейтронов, достигших поверхности фантома,  
от расстояния rcs между финальным коллиматором и поверхностью фантома 

rcs, см h50%, мм Полутень, мм n/p

1,35 9,08 1,71 0,04
2,35 9,31 1,77 0,03
4,35 9,43 1,90 0,01

Обозначение : h50% – ширина поля на 50%-м уровне дозы (см. рис. 2).

Рис. 4. Влияние степени перекрывания коллиматора на профиль  
в поперечной плоскости адронного пучка: 1 – открытый коллиматор (диаметр 16 мм);  

2, 3 – с перекрытой правой верхней четвертью  и половиной соответственно

а) б)
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ства пучка вся система доставки протонно-
го пучка от выхода ускорителя до пациента 
должна занимать расстояние около 1,5 м;

для облучения опухолей глаза протяжен-
ностью до 1 см на тонком пучке необходимо 
использовать двойную рассеивающую си-
стему, состоящую из двух танталовых фольг 
и поглотителя центральной части пучка;

использование широкого пучка дает 
возможность облучать опухоли до 1,5 см 
посредством одиночной рассеивающей си-
стемы из одной фольги и поглотителя. В 
случае если требуется большее уширение 
поперечного профиля, возможно увеличе-
ние толщины фольги, использование двой-
ной системы рассеяния или более широко-
го первоначального пучка протонов;

выбор конструкции и позиции финаль-
ного коллиматора по отношению к паци-

енту необходимо осуществлять с учетом 
величины нейтронного выхода в каждом 
отдельном клиническом случае. 

Полученные результаты могут быть 
взяты за основу при разработке требова-
ний к планируемому протонному тракту 
и некоторых пунктов программы гаран-
тии качества протонной офтальмологии. 
В связи с актуальностью проблемы акти-
вации лечебной комнаты за счет вторич-
ных нейтронов, рождающихся в элементах 
системы доставки, важную практическую 
ценность имеет возможность использова-
ния широкого пучка.

Авторы статьи признательны доктору 
физико-математическихнаук Н.А. Иванову 
(СПбГПУ) за полезное обсуждение полученных 
результатов.
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1 Vvedenskogo Sq., Fryazino, Moscow Oblast, 141190, Russia

DRAWING OF CAPILLARIES AND OPTICAL FIBERS  
USING HIGH-TEMPERATURE FURNACE WITH NONUNIFORM  

AZIMUTHAL PROFILE OF TEMPERATURE FIELD

Экспериментально исследовано влияние азимутальной неоднородности температурного поля 
высокотемпературной печи на эллиптичность поперечных сечений капилляров и оптических во-
локон. Показана возможность управлять указанной эллиптичностью.

СХЛОПЫВАНИЕ СТЕКЛЯННОЙ ТРУБЫ, ВЫТЯЖКА КАПИЛЛЯРА, РАЗНОТОЛЩИН-
НОСТЬ СТЕНОК КАПИЛЛЯРА, ЭЛЛИПТИЧНОСТЬ КАПИЛЛЯРА, АЗИМУТАЛЬНЫЙ ПРО-
ФИЛЬ, ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНАЯ ПЕЧЬ. 

The effect of the nonuniform azimuthal profile of the temperature field in a high-temperature furnace 
on the cross-section ellipticity of the capillaries and optical fibers has been investigated experimentally. The 
control possibility for this ellipticity was demonstrated.

COLLAPCE OF GLASS TUBE, CAPILLARY DRAWING, WALL THICKNESS INHOMOGENEITY, 
CAPILLARY ELLIPTICITY, AZIMUTHAL PROFILE, HIGH-TEMPERATURE FURNACE.

Стеклянные капилляры, в частности 
кварцевые, широко используются в раз-
личных областях науки и техники – в хро-
матографии, вискозиметрии, в волоконно-
оптических системах передачи информации, 
в волоконно-оптических датчиках физиче-
ских величин, в капиллярных сборках для 
микроструктурированных оптических во-
локон [1 – 5].

У капилляров, вытянутых  из цилин-
дрических труб-заготовок с их «подсхло-
пыванием» (неполным схлопыванием) во 
время процесса вытяжки, часто наблюда-
ется эллиптичность в поперечном сечении. 
Возможность предсказывать и управлять 
эллиптичностью капилляра – важный мо-
мент в отношении их использования в раз-
личных волоконно-оптических устройствах. 

На величину эллиптичности влияют два 
исходных фактора: азимутальные разнотол-
щинность трубы-заготовки и  неоднород-
ность температурного поля высокотемпера-
турной (ВТ) печи, а также  относительный 
диаметр отверстия вытягиваемого капил-
ляра, регулируемый выбором температуры 
такой печи. 

В связи с этим одна из целей данной 
работы – это выяснить экспериментально 
характер влияния указанных выше пара-
метров, а именно азимутальной разнотол-
щинности трубы-заготовки, азимуталь-
ной неоднородности температурного поля  
ВТ-печи и относительного диаметра от-
верстия вытягиваемого капилляра, на эл-
липтичность поперечных сечений таких 
капилляров.
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Если вместо однородной кварцевой 
трубки взять  кварцевую трубу с нане-
сенными по технологии MCVD (Modified 
Chemical Vapor Deposition) на ее внутрен-
нюю поверхность слоями легированного 
кварцевого стекла (т. е. взять несхлопнутую 
MCVD-преформу) и использовать ВТ-печь 
с азимутально-неоднородным температур-
ным профилем, то при ее перетяжке в пол-
ностью схлопнутый капилляр можно попы-
таться сформировать оптическое волокно с 
эллиптической световедущей сердцевиной. 
Такие волокна  обладают оптической ани-
зотропией [6], позволяющей создавать на 
их основе различные сенсоры интерферен-

ционного типа. 
Экспериментальная апробация возмож-

ности вытяжки оптических волокон с эл-
липтической световедущей сердцевиной из 
несхлопнутых MCVD-преформ представля-
ет вторую цель данной работы.

Вытяжка капилляров  
из стеклянных труб-заготовок

Установка для вытяжки капилляров со-
держит стандартный набор компонентов. 
Их перечень с основными рабочими пара-
метрами приведен в табл. 1.  

При вытяжке стеклянных капилляров  
в ВТ-печи использовались нагреватель-

Таблица  1

Характеристики установки для вытяжки капилляров из стеклянных труб-заготовок

Функциональный узел Основной параметр
Единица

измерения
Диапазон 
значений

Механизм подачи заготовки Скорость подачи Vз мм/мин 0,5 – 20

Графитовая высокотемпературная 
печь с автоматическим регулятором 
температуры

Температура

Точность 
°C

500–2200

± 0,5

Механизм вытягивания капилляра
Скорость вытяжки Vв

База вытяжки
см/мин

м 
10 – 100
0,6 – 1,0

Измеритель внешнего диаметра 
капилляра (теневого типа)

Диаметр капилляра мм 0,1 – 4,5

Примечание : База вытяжки – это расстояние от нижнего патрубка печи до тянущих роликов 

Таблица  2
Геометрические характеристики нагревательных элементов (НЭ) высокотемпературной печи

Наименование
Размер 

НЭ-37/30 НЭ-30/30
Нагревательные элементы

Внутренний диаметр, мм 37 30 
Толщина, мм 3,5 3,0 
Высота, мм 30 

Продольные сквозные пазы в НЭ
Количество 20 16
Ширина, мм 1,0 
Угловой интервал между пазами, град 18,0 22,5 
Длина перемычки, мм 5,0 4,5 
Количество непропиленных пазов в азимутально-неоднородном НЭ 1 2
Угловой интервал между непропиленными пазами, град – 180 
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ные элементы (НЭ) корончатого типа. Их 
основные геометрические характеристики 
представлены в табл. 2. 

Электрическая цепь в нагревательном 
элементе НЭ-37/30 представляла собой 
две параллельно соединенные одинако-
вые части из десяти полосок каждая, что 
обеспечивало вполне однородное ази-
мутальное распределение температурно-
го поля. У азимутально-неоднородного  
НЭ-37/30 мм/мм в одной из частей оста-
вался непропиленным один из пазов, что 
вызывало азимутальную неоднородность 
его температурного поля. Обмеренные с 
помощью хромель-алюмелевой термопары 
осевые, радиальные и азимутальные тем-
пературные профили двух использован-
ных НЭ-37/30 мм/мм приведены на рис. 1.  
Использовалась цилиндрическая система 
координат (x, r, φ), причем за начало ко-
ординат была принята точка пересечения 
оси и срединного сечения НЭ (ось x на-
правлена вдоль оси НЭ); азимутальный 
угол отсчитывается по часовой стрелке 
(если смотреть на НЭ сверху вниз), нуле-
вой азимутальный угол φ = 0 соответству-

ет направлению на оператора вытяжной 
установки. Важным замеряемым параме-
тром являлась температура Tm  в точке на-
чала координат. 

В качестве труб-заготовок использо-
вались колбы из легкоплавкого электро-
вакуумного стекла марки СЛ-97-1 от лю-
минесцентных ламп фирм-производителей 
ЛИСМА (СВЕТ), OSPAM и Philips (изго-
товлены в Венгрии). Состав стекла и его 
основные характеристики приведены в табл. 
3 и 4 [7]. В экспериментах это стекло разо-
гревали до температуры ≈ 900 °С, что соот-
ветствует вязкости μ = 103,0 ÷ 103,5 Па∙с. 

Влияние азимутальной разнотолщинности 
стеклянной трубы-заготовки на эллиптич-
ность вытягиваемого капилляра. Экспери-
менты были проведены при использовании 
в ВТ-печи азимутально-однородного на-

Рис. 1. Обмеренные температурные профили для азимутально-однородного (а – в)  
и азимутально-неоднородного (г) нагревательных элементов НЭ-37/30 мм/мм при Tm = 870 °C.  

Профили: а – осевой, б – радиальный (x = 0, φ = 90 град), в – азимутальный (x = 0, r  = 13 мм), 
г  – азимутальный 

а) в)

б) г)

Таблица  3

Состав стекла СЛ-97-1 труб-заготовок (мол.%)

SiO2 BaO CaO MgO Na2O Ka2O Fe2O3

69,5 5,0 5,5 3,5 12,5 4,0 0,12
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гревательного элемента НЭ-37/30 мм/мм. 
Предварительно  у семейства труб были 
обмерены поперечные сечения. Геометри-
ческие параметры обмера поперечных се-
чений трубы-заготовки и капилляра, сфор-

мированного на конце «луковицы», а также 
все производные от них параметры, ис-
пользованные нами, приведены  в табл. 5.

Обмер поперечных сечений труб и ка-
пилляров проводили с помощью микроско-

Таблица  4

Характеристики использованных труб-заготовок из стекла СЛ-97-1

Параметр Значение

Температура размягчения, °C
при вязкости μ = 1010 Па٠с

μ = 106,7 Па٠с 
550 ± 10
675 ± 10

Рабочая температура, °C ≈ 900

Вязкость при рабочей температуре, Па٠с 103,0 – 103,5

Внешний диаметр Dт , мм 25,5 – 26,0 

Внутренний диаметр dт, мм 23,5 – 24,4

ξт = dт /Dт 0,92 – 0,94

Толщина стенки hт , мм 0,7 – 0,8

Таблица  5

Принятые обозначения геометрических параметров стеклянных труб-заготовок и вытягиваемых из них 
капилляров

Геометрический параметр
Обозначение

Труба Капилляр
Измеряемые параметры

Внешний диаметр
больший
меньший 

Dтб

Dтм

Dкб

Dкм

Внутренний диаметр
больший
меньший

dтб

dтм

dкб

dкм

Среднее значение диаметра
внешнего
внутреннего

Dт

dт

Dк

dк

Толщина стенки hт hк

Производные от измеряемых параметров

Нормированная толщина стенки hтн(φ) = hт(φ)/min[hт(φ)] hкн(φ) = hк(φ)/min[hк(φ)]

Разнотолщинность стенок δт = max[hт(φ)]/min[hт(φ)] δк = max[hк(φ)]/min[hк(φ)]

Эллиптичность границы поперечного 
сечения

внешней
внутренней

εт0 = Dтб / Dтм

εт1 = dтб / dтм

εк0 = Dкб/Dкм  
εк1 = dкб/dкм

Относительный диаметр отверстия ξт = (dтб + dтм) /(Dтб + Dтм) ξк = (dкб+ dкм)/(Dкб + Dкм)
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па МБС-1 (Fiber Check). Для эксперимен-
тов были отобраны образцы с существенно 
различными разнотолщинностями: тру-
ба № 1 (Philips, изготовлена в Венгрии) с  
δт = 1,03 и труба № 2 (СВЕТ) с δт  = 1,09. 

Из двух отобранных труб-заготовок 
регулировкой температуры ВТ-печи и 
скорости подачи заготовки (при фикси-
рованном значении скорости вытяжки) 
были вытянуты два семейства капилляров 
с внешним диаметром Dк = 1,0 – 1,2 мм 
и различными значениями относительного 
диаметра отверстия капилляра ξк: от прак-
тически геометрически подобной вытяжки  
(ξк = 0,920 – 0,945) до практически полного 
схлопывания (ξк = 0,050). У всех вытянутых 
образцов были обмерены азимутальные за-
висимости толщины стенок hк(φ) и геоме-
трические размеры поперечных сечений.  

На рис. 2 приведены измеренные азиму-
тальные зависимости нормированной тол-
щины трубы-заготовки hтн(φ) и вытянутого 

из нее капилляра hкн(φ) (см. обозначения 
в табл. 5) для двух отобранных труб. Они 
построены для капилляров, вытянутых с 
сильным подсхлопыванием труб-заготовок: 

ξк << ξт (0,030 << 0,945 и 0,050 << 0,940 
соответственно). 

Из приведенных кривых видно, что 
в обоих случаях разнотолщинности сте-
нок трубы и вытянутых из них капилля-
ров оказались одинаковыми. Тот же ре-
зультат был получен и для капилляров, 
вытянутых с меньшим подсхлопыванием 
трубы-заготовки (0,050 < ξк< 0,940). От-
сюда следует вывод: при использовании 
НЭ с азимутально-однородным темпера-
турным профилем, независимо от допу-
стимой величины относительного диаме-
тра отверстия вытягиваемого капилляра ξк  

(0 < ξк < ξт), разнотолщинность его стенок 
равна разнотолщинности трубы-заготовки: 
δк ≈ δт = const. 

Рис. 2. Обмеренные азимутальные зависимости нормированных значений толщины  
двух труб-заготовок (а,в) и  вытянутых из них капилляров (б,г) при использовании  

азимутально-однородного НЭ-37/30 мм/мм.  
Трубки различались величиной разнотолщинности δт : 1,03 (а) и 1,09 (в), а капилляры – величиной  

относительного диаметра отверстия ξк: 0,07 (б) и 0,03 (г), однако их разнотолщинности δк = 1,05 (б) и 1,09 (г) 
повторяли значения, характерные для заготовок

а) в)

б) г)
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Существенно иначе зависят от вели-
чины ξк полученные эллиптичности εк вы-
тянутых капилляров. На рис. 3 приведены 
зависимости эллиптичности внутренней 
границы поперечного сечения εк от ве-
личины ξк для капилляров, вытянутых из 
труб № 1 и № 2.   

Из приведенных кривых видно, что 
эллиптичность внутренней границы по-
перечного сечения εк увеличивается при 
уменьшении величины ξк, т. е. при более 
сильном подсхлопывании трубы-заготовки. 
Внешняя же граница поперечного сечения 
капилляра  практически подобна внешней 
границе трубы-заготовки для любой допу-
стимой величины ξк.

Исходя из двух экспериментально уста-
новленных свойств поперечного сечения вы-
тягиваемого капилляра (разнотолщинность 
капилляра равна разнотолщинности трубки-
заготовки, внешняя граница поперечного 
сечения капилляра – практически круглая), 
для оценки эллиптичности внутреннего от-
верстия вытягиваемого капилляра εк можно 
вывести следующую формулу: 

εк = [1 – (δт – 1)(ξк
–1 – 1)]–1. 

Формула (1) справедлива для капил-
ляров с относительными диаметрами от-
верстий ξк = 0,90 – 0,05, вытягиваемых 
из труб-заготовок с разнотолщинностью  
δт  = 1,01 – 1,10 при использовании НЭ с 
азимутально-однородным температурным 

профилем. Она качественно описывает 
все экспериментально наблюдаемые за-
висимости (см. рис. 3), при этом точность  
оценок – не менее 25 %.

Влияние азимутальной неоднородности 
температурного поля ВТ-печи на эллиптич-
ность вытягиваемого стеклянного капилля-
ра. В данных экспериментах при вытяж-
ке капилляров использовалась ВТ-печь 
с азимутально-неоднородным нагрева-
тельным элементом НЭ-37/30 мм/мм. По 
сравнению с азимутально-однородным  
НЭ-37/30 мм/мм, он обладал некото-
рой азимутальной неоднородностью тем-
пературного поля: maxT(φ) = 934 °С ,  
minT(φ) = 882 °С , maxT(φ)/ minT(φ) = 1,06 
(см. рис. 1, г). Указанную неоднородность 
можно было наблюдать по яркости его све-
чения. 

С использованием азимутально-
неоднородного НЭ-37/30 мм/мм из труб с 
различной разнотолщинностью также были 
вытянуты семейства капилляров с внешним 
диаметром Dк = 1,0 – 1,2 мм и различны-
ми значениями относительного диаметра 
отверстия ξк. После обмеров поперечных 
сечений вытянутых образцов по ним были 
построены экспериментальные зависимо-
сти эллиптичности εк, внутренней границы 
поперечного сечения капилляра, от вели-
чины ξк.

В качестве примера на рис. 4 (кривая 2)  
приведена зависимость εк = f(ξк) для ка-

Рис. 3. Экспериментальные зависимости внутренней эллиптичности от относительного диаметра  
отверстия для капилляров, вытянутых из трубок с различной разнотолщинностью δт: 1,04 (а) и 1,08 (б);  

использован азимутально-однородный НЭ-37/30 мм/мм

а) б)

(1)
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пилляров, вытянутых из трубы № 3  
(OSRAM) c геометрическими размера-
ми Dт/hт  ≈ 25,5/0,7 мм/мм; эллиптичность 
трубы εт = 1,01 и ее разнотолщинность  
δт = 1,04. Хотя данная труба имела сравни-
тельно низкую разнотолщинность, эллип-
тичность внутренней границы поперечных 
сечений вытянутых из нее капилляров была 
высокой: она достигала величины εк =1,24 
при ξк = 0,05. В то же время при использо-
вании азимутально-однородного НЭ-37/30 
вытянутые из этой же трубы капилляры 
имели небольшую эллиптичность даже 
при вытяжке с сильным подсхлопывани-
ем трубы-заготовки: при ξк = 0,05 значение  
εк = 1,06 (кривая 1 на рис. 4). Приведенные 
на рис. 4 кривые наглядно показывают, на-
сколько может увеличиться эллиптичность 
вытягиваемого капилляра при использова-
нии азимутально-неоднородного нагрева-
тельного элемента.  

Вытяжка капилляров  
из кварцевых труб-заготовок

Вытяжки капилляров с использованием 
азимутально-однородного и азимутально-
неоднородного нагревательных элемен-
тов были проведены также и из кварцевых 
труб фирмы Heraeus, применяемых в ка-
честве опорных  при формировании пре-
форм оптических волокон методом MCVD. 
Согласно паспортным данным, внешний 

диаметр одной из использованных труб 
составлял Dт = 25,04 мм, толщина стенки 
hт = 2,48 мм, т. е. отношение внутреннего 
диаметра трубки к внешнему dт/Dт  = 0,802. 
Разнотолщинности стенок у таких труб не 
превышали 2,5 %, эллиптичности внутрен-
них отверстий – 0,3 %, т. е. по данным 
параметрам трубы из стекла СЛ-97-1 усту-
пают кварцевым. Как и при вытяжке сте-
клянных капилляров, были вытянуты се-
мейства капилляров с внешним диметром  
Dк = 1,0 – 1,2 мм и различными значения-
ми относительного диаметра отверстия ка-
пилляра ξк [8].

В качестве нагревательных элемен-
тов при вытяжке кварцевых капилляров 
использовались НЭ корончатого типа  
НЭ-30/30 мм/мм (см. табл. 2). У азимутально-
неоднородного НЭ-30/30 мм/мм остави-
ли непропиленными два паза: один на-
против другого (через 180 град). Осевой, 
радиальный и азимутальный температур-
ные профили азимутально-неоднородного 
НЭ-30/30 мм/мм, обмеренные с помощью 
вольфрам-рениевой термопары, приведены 
на рис. 5. Отметим, что при температуре  
Tm = 1865 °С на оси данного НЭ в его сре-
динном сечении азимутальная неоднород-
ность температуры не превышала 70 °С . 

На рис. 6 в качестве иллюстрации при-
ведены фотографии поперечных сечений 
кварцевых капилляров, вытянутых при раз-

Рис. 4. Экспериментальные зависимости внутренней эллиптичности капилляров,  
вытянутых из одной и той же трубы-заготовки, от относительных диаметров 

их отверстий при использовании азимутально-однородного (1) и азимутально-
неоднородного (2) НЭ-37/30; δт = 1,04
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личных значениях относительного диаметра 
отверстия ξк с использованием азимутально-
неоднородного НЭ-30/30 мм/мм.

Зависимости внешней и внутренней эл-
липтичностей εк0 и εк1 от относительного 
диаметра отверстия ξк, построенные по ре-
зультатам обмеров поперечных сечений вы-
тянутых капилляров, приведены на рис. 7.  
Отметим основные характерные свойства 
приведенных кривых.

Во-первых, для обоих использованных 
нагревательных элементов внутренние эл-

липтичности εк1 монотонно возрастают 
при уменьшении относительного диаме-
тра отверстия ξк (при увеличении темпе-
ратуры НЭ), стремясь к своим максималь-
ным значениям при ξк → 0 (рис. 7, б). При 
этом для любых допустимых значений ξк  
(0 ≤ ξк ≤ ξТ) большей внутренней эллип-
тичностью  обладают капилляры, вытя-
нутые с использованием азимутально-
неоднородного НЭ. Этот факт можно 
объяснить непосредственным влиянием 
еще одного фактора (помимо разнотол-

Рис. 5. Обмеренные температурные профили азимутально-неоднородного нагревательного 
элемента НЭ-30/30 мм/мм при Tm = 1865 °C. Профили: а – осевой, б – радиальный  

(x = 0 (1, 2), φ = 0 град (1), 90 град (2)), в – азимутальный (x = 0, r = 12,5 мм)

а) б)

в)

Рис. 6. Фотографии поперечных сечений кварцевых капилляров с различными значениями  
относительного диаметра отверстия ξк: 0,75 (а), 0,60 (б), 0,37 (в),  0,24 (г); использован 

азимутально-неоднородный НЭ-30/30 мм/мм

а) б) в) г)
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щинности трубы-заготовки), вызывающе-
го внутреннюю эллиптичность капилляра: 
азимутальной неоднородности темпера-
турного поля. Эта неоднородность про-
является также в том, что деформация 
поперечного сечения вытянутого капил-
ляра (относительно поперечного сечения 
исходной трубки-заготовки) и связанная 
с ней эллиптичность  наблюдаются даже 
при вытяжке без подсхлопывания (при  
ξк = ξТ). В результате у вытянутых при 
этих условиях капилляров внутренняя эл-
липтичность оказывается большей, чем у 
исходной трубы-заготовки. При использо-
вании азимутально-однородного нагрева-
тельного элемента при ξк = ξТ имеет место 
геометрически подобная перетяжка трубы-
заготовки в капилляр.

Во-вторых, зависимости внешних эл-
липтичностей εк0 от относительного диаме-

тра отверстия ξк ведут себя иначе (рис. 7, а).  
При использовании азимутально-одно-
родного НЭ внешняя эллиптичность εк0 
практически не зависит от величины ξк 
и равна внешней эллиптичности трубы-
заготовки εт0. В случае использования 
азимутально-неоднородного НЭ сначала 
(при ξк = ξТ ) внешняя эллиптичность ка-
пилляра εк0 больше внешней эллиптично-
сти трубы-заготовки εт0. При уменьшении 
величины ξк внешняя эллиптичность моно-
тонно уменьшается, стремясь к единице  
(т. е. внешняя граница поперечного сече-
ния капилляра стремится к окружности).

Вытяжка оптических волокон  
из несхлопнутых MCVD-преформ

На основе экспериментов по вытяж-
ке кварцевых капилляров была опробована 
технология  формирования оптического во-

Рис. 7. Экспериментальные зависимости внутренней (а) и внешней (б) эллиптичностей кварцевых 
капилляров от относительных диаметров их отверстий;  

использованы азимутально-неоднородный (1) и азимутально-однородный (2) НЭ-30/30 мм/мм 

а) б)

Рис. 8. Фотографии поперечных сечений волокон, вытянутых из MCVD-преформы  
(несхлопнутой) с использованием азимутально-неоднородного (а) и азимутально-однородного (б) 

НЭ-30/30 мм/мм

а) б)
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локна с эллиптической сердцевиной из нес-
хлопнутой MCVD-преформы путем ее пере-
тяжки на вытяжной установке в полностью 
схлопнутый капилляр (волокно), с исполь-
зованием азимутально-неоднородного на-
гревательного элемента НЭ-30/30 мм/мм.

На внутреннюю поверхность кварцевой 
трубы марки Heraeus с внешним диаметром 
25 мм и толщиной 2,5 мм на MCVD-станке 
были нанесены три оболочки (слоя) леги-
рованного кварцевого стекла: боросили-
катная B2O3٠SiO2 (напрягающая оболочка), 
силикатная SiO2 (буферная) и германоси-
ликатная GeO2٠SiO2 (световедущая сердце-
вина). Сначала из полученной преформы 
было вытянуто волокно с внешним диа-
метром 1,2 мм, при этом был использован 
азимутально-однородный НЭ-30/30 мм/мм.  
Затем из той же преформы было вытянуто 
аналогичное волокно и использован азиму-
тально-неоднородный НЭ-30/30 мм/мм.  
Фотографии поперечных сечений вытяну-
тых волокон приведены на рис. 8. На них 
явно видно, что световедущая сердцевина 
волокна, вытянутого с использованием ази-
мутально-неоднородного НЭ-30/30 мм/мм,  
обладает небольшой эллиптичностью.

Наконец, из той же MCVD-преформы 
были вытянуты образцы одномодовых опти-

ческих волокон диаметром 125 мкм с эл-
липтичесной сердцевиной и с покрытием из 
УФ-отверждаемого уретанакрилата. На этих 
образцах было получено двулучепреломле-
ние с длиной биений примерно 8 мм. 

Итак, проведенные экспериментальные 
исследования позволили получить следую-
щие результаты: 

найдена связь эллиптичности попе-
речных сечений вытянутых капилляров 
с их относительным диаметром отвер-
стия, разнотолщинностью используемой 
трубы-заготовки, а также с азимутальной 
неоднородностью температурного поля вы-
сокотемпературной печи;

впервые были сформированы образцы 
двулучепреломляющих оптических волокон 
с эллиптической световедущей сердцеви-
ной с применением нетрадиционной техно-
логии: непосредственно на вытяжной уста-
новке из несхлопнутой MCVD-преформы, 
благодаря использованию азимутально-
неоднородного температурного поля высо-
котемпературной печи;

формируемые по новой технологии об-
разцы оптических волокон  могут быть ис-
пользованы  в волоконно-оптических сен-
сорах.
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APPLICABILITY ANALYSIS OF DIFFUSION APPROACH  
FOR CALCULATION OF RADIATIVE CHARACTERISTICS  

OF THE HIGH PRESSURE GAS DISCHARGE

В работе выполнен анализ применимости диффузионного приближения для расчетов переноса 
энергии излучением в газовых разрядах высокого давления. Показано, что диффузионный подход 
дает асимптотически правильные результаты в случаях оптически прозрачной и оптически плотной 
плазмы. В случае промежуточных значений оптических толщин различие точного и диффузионного 
подходов не превышает 20 %.

ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ, ГАЗОВЫЙ РАЗРЯД, ДИФФУЗИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ, МО-
ДЕЛИРОВАНИЕ, СПЕКТР ИЗЛУЧЕНИЯ ПЛАЗМЫ, ПЛАЗМЕННЫЕ ИСТОЧНИКИ ИЗЛУЧЕ-
НИЯ. 

An analysis of the diffusion approach applicability for the radiation transfer calculations in the high 
pressure gas discharge has been carried out. It was shown that the diffusion approximation led to asymptotically 
correct results for the cases of optically thin and optically thick plasma columns. In the case of intermediate 
values of optical thickness the distinction between exact and diffusion approaches did not exceed 20 %. 

RADIATION TRANSFER, GAS DISCHARGE, DIFFUSION APPROACH, MODELING, PLASMA 
RADIATION SPECTRUM, RADIATIVE  PLASMA SOURCES. 

Расчет радиационных характеристик 
представляет собой трудоемкую часть за-
дачи моделирования излучающих разря-
дов [1]. Один из способов существенного 
упрощения расчетов опирается на исполь-
зование диффузионного приближения [2]. 
Применимость такого подхода не может 
быть обоснована в общем виде и требует 

тщательного анализа в каждом отдельном 
случае.

В настоящей работе анализирует-
ся возможность использования диффу-
зионного подхода для расчетов переноса 
энергии излучением в условиях аксиально-
симметричной плазмы газовых разрядов 
высокого давления. В таких разрядах, бла-
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годаря большой скорости столкновитель-
ных процессов, электронная компонента 
находится в состоянии локального термоди-
намического равновесия (ЛТР), т. е. имеют 
место распределение Максвелла и соотно-
шения Саха – Больцмана, выполняющие-
ся при температуре электронов Те [3 – 5]. 
Это приводит к существенному упрощению 
уравнения переноса излучения в плазме [2]. 
Анализ применимости диффузионного под-
хода проводится на примере столба плазмы, 
возникающего в условиях, характерных для 
импульсно-периодического разряда высо-
кого давления в цезии [6, 7]. Такой разряд 
реализуется в сапфировой трубке c вну-
тренним радиусом R ≈ 2 – 3 мм. При этом в 
трубке с помощью дежурного разряда с то-
ком около 0,5 А поддерживается слабоио-
низованное состояние плазмы, через кото-
рую периодически, с частотой ν ≈ 1000 Гц,  
пропускается импульс тока заданной фор-
мы амплитудой Imax ≈ 10 – 100 А [8, 9]. 

Основные соотношения

Для аксиально-симметричной плазмы, 
находящейся в условиях ЛТР, уравнение 
переноса излучения вдоль заданного на-
правления Ω при отсутствии рассеяния све-
та имеет вид [2]:

( ),PI k I I
s λ λ λ λ

∂ ′= −
∂

где ( , )I I rλ λ= WΩ) – спектральная интенсив-
ность излучения c длиной волны λ; 

IλP = 2hc2λ–5[exp(hc/ λkBTe) – 1] –1

– равновесная (планковская) спектральная 
интенсивность; r – радиальная координа-
та; s – координата вдоль светового луча;  
Te = Тe(r) – температура электронов;  
k'λ(r) – коэффициент поглощения плазмы.

Подробное описание расчета k'λ в цезие-
вой плазме приведено в работе [10]. Реше-
ние (1) может быть записано в интеграль-
ной форме:
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где углы ψ и θ задают направление луча ин-
тегрирования Ω;

lW = rcosθ + (R 2 – r 2sin2θ)1/2;

R – радиус столба плазмы.
Используя решение (2), можно найти 

радиальную плотность потока лучистой 
энергии Fλ и объемную плотность энергии 
электромагнитного излучения Uλ по форму-
лам

(4 )

( ) ;rF I dλ λ
π

= ⋅ Ω∫ eWΩ
(4 )

( ) ;rF I dλ λ
π

= ⋅ Ω∫ eW  
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π
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где er – вектор единичной длины, задаю-
щий направление нормали к поверхности.

Объемная мощность радиационных по-
терь энергии Wλ задается соотношением 

1
( ) ( ),PW rF ck U U

r rλ λ λ λ λ

∂ ′= = −
∂

где UλP = 4πIλP/c – равновесная (планков-
ская) плотность энергии излучения. 

Для получения диффузионного прибли-
жения разложим спектральную интенсив-
ность излучения Iλ в ряд по сферическим 
гармоникам и ограничимся двумя первыми 
членами разложения [2]: 

00 10( , ) ( ) ( ).rI r I r I rλ = + ⋅ eW WΩ) 00 10( , ) ( ) ( ).rI r I r I rλ = + ⋅ eW WΩ00 10( , ) ( ) ( ).rI r I r I rλ = + ⋅ eW W

Физический смысл коэффициентов раз-
ложения можно увидеть после подстановки 
выражения (5) в формулы (3):

I00(r) = cUλ(r)/4π; I10(r) = 3Fλ(r)/4π.

Подстановка разложения (5) в уравне-
ние (1) и усреднение по всему телесному 
углу с весом Ω приводит к соотношению

( ) .
3
c

F r U
k rλ λ

λ

∂
= −

′ ∂
Теперь, с учетом соотношения (4), по-

лучаем диффузионное уравнение для плот-
ности энергии Uλ: 

1
( ).

3 P

с r
U ck U U

r r k r λ λ λ λ
λ

 ∂ ∂ ′− = − ′∂ ∂ 
Граничные условия к уравнению (7) 

имеют вид [2]:
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Основное преимущество диффузионной 
модели состоит в том, что уравнения (6) – 
(8) существенно проще соответствующих 
точных выражений (2), (3). Использование 
этой модели позволяет относительно легко 
(с малым временем загрузки CPU) выпол-
нять расчеты радиационных величин U, W, 
F даже в случае нестационарной плазмоди-
намики и сложного спектра излучения. 

Анализ применимости  
диффузионного приближения

Для дальнейшего рассмотрения удобно 
ввести величину радиальной оптической 
толщины τR столба излучающей плазмы:

0

( ) .
R

R k r drλ′τ = ∫
В случае оптически прозрачной плазмы, 

когда τR << 1, уравнения диффузионной 
модели и точное уравнение (4) дают оди-
наковую асимптотику  для величины спек-
тральных потерь энергии на излучение:

( ) ( ).PW r ck U rλ λ λ′=

Величина спектрального потока энер-
гии Fλ может быть в этом случае найдена из 
интегрального соотношения:

0

1
( ) ( ) .

r

F r r W r dr
rλ λ′ ′ ′= ∫

В случае оптически плотной плазмы, 
когда τR >> 1, из уравнения (7) следует, что 
Uλ ≈ UλP. После подстановки в соотношения 
(6) и (4) величины UλP вместо Uλ получаем 
приближение лучистой теплопроводности:

( ) ;еT
F r f

rλ λ

∂
= −

∂
 

1
,еT

W rf
r r rλ λ

∂∂
= −

∂ ∂
где

2
BB

4 1
 .

1 exp( / )3 P
ее

hc
f I

hc k Tk T kλ λ
λ

π
= ⋅

′ − − λλ

Такую же асимптотику дают и точные 
выражения (2), (3) после выполнения двой-
ного интегрирования по частям в выраже-
нии (2). 

Отметим здесь, что соотношения лучи-
стой теплопроводности (11) справедливы 
во всем объеме плазмы, кроме узкого слоя 
толщиной порядка 1( ( ))k R R−

λ′ <<  вблизи 
границы плазмы. В этом слое вместо со-

отношения (11) необходимо использовать 
асимптотические выражения, которые по-
лучаются из выражений (2), (3). В частно-
сти, при r = R интегрирование по частям 
в выражении (2) и усреднение по внешней 
полусфере в формуле (3) приводит к вы-
ражениям

22
( ) ( ) 1 ( ) ;

3
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P
W r R

TR
F R F R O

T rλ λ
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=

′= ×

 ∂
× + ε + ε ∂ 

где

( / ) / ( ) 1;Whc kT k R Rλ′ε = λ <<  

TW = Te(R).

Таким образом, в случаях оптически 
прозрачной и оптически плотной плазмы 
диффузионное приближение (6), (7), с уче-
том (12), (13), позволяет найти правильные 
значения Fλ и Wλ без интегрирования урав-
нения переноса излучения. 

Точность диффузионной модели в слу-
чае промежуточных значений оптической 
плотности столба плазмы (τR ≈ 1) может 
быть оценена только численным путем. С 
этой целью в работе проведены расчеты 
Fλ(r) и Wλ(r) во всем излучаемом диапазоне 
длин волн. Параметры плазмы соответству-
ют режиму, характерному для импульсно-
периодического разряда в цезии [8, 10]. 
Радиальный профиль температуры плазмы 
(рис. 1),  возникающей после пропускания 
импульса тока, аппроксимировался выра-
жением

Te(x) = T10 – (T10 – TW)x3 + 

+T20[1 – (1 – exp(–αx2))/(1 – exp(–α)) +

+ x2(1 – x12)/10α]

при значениях T10 = 2700 K, T20 = 3300 K, 
TW = 1500 K и α = 0,2 (здесь x = r/R – без-
размерная радиальная переменная).

На рис. 1 приведены (в относительных 
единицах) результаты расчетов Iλ(r)/Imax,  
Fλ/Fmax и Wλ/Wmax для значения длины волны 
λ = 501 нм, при которой радиальная опти-
ческая толщина столба цезиевой плазмы  

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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τR = 0,75. Вычисления выполнены методом 
прямого интегрирования (МПИ) соотно-
шений (2) – (4) и в диффузионном прибли-
жении (5) – (7). Максимальные значения 
величин равны:

Imax = 15,9 кВт/(м2·нм·ср);

Fmax = 36,9 кВт/(м2·нм);

Wmax = 54,3 МВт/(м3·нм).

Как видно из рисунков, приближенный 
подход дает качественно правильные ре-
зультаты. При этом результаты, полученные 
в рамках МПИ и в диффузионном прибли-

жении, различаются не более чем на 20 %.  
На рис. 2 приведены результаты рас-

четов спектрального потока энергии из-
лучения Fλ(R), выходящего из столба газо-
разрядной плазмы. Видно, что результаты 
расчетов различаются также не более, чем 
на 20 %. Наибольшее различие достигает-
ся в тех областях спектра, где радиальная 
оптическая толщина плазмы τR  ≈ 1. 

Отметим, что различие между инте-
гральными по спектру величинами F и W, 
рассчитанными в рамках МПИ и с по-
мощью диффузионного приближения, не 
превышает соответствующих значений для 
спектральных величин. 

В настоящей работе выполнен анализ 
применимости диффузионного приближе-
ния для расчетов радиальных распределе-
ний спектральных потоков энергии Fλ и 
спектральных потерь энергии из плазмы Wλ  
на излучение в газовых разрядах высокого 
давления. Показано, что диффузионный 
подход дает асимптотически правильные 
результаты в случаях оптически прозрач-
ной (τR << 1) и оптически плотной (τR >> 1)  
плазмы. В промежуточном случае опти-
ческих толщин различие подходов макси-
мально при значениях τR  ≈ 1 и не превы-
шает 20 %. Результаты работы могут быть 
использованы для расчетов радиационного 
теплообмена и спектров излучения газовых 
разрядов высокого давления. 

Рис. 1. Радиальные распределения четырех величин (а, б) в столбе плазмы:  
1 – спектральной интенсивности излучения Iλ / Imax в радиальном направлении; 2 – температуры Te / T0;  
3 – спектральной потери энергии на излучение Wλ / Wmax; 4 – спектрального потока энергии  Fλ / Fmax. 

Величины 1, 3, 4 получены двумя способами: точным расчетом (сплошные линии)  
и в диффузионном приближении (пунктиры)  

а) б)

Рис. 2. Распределение по длинам волн  
двух величин в столбе плазмы:  

1 –  потока энергии излучения из плазмы  Fλ(R),  
2 – радиальной  оптической толщины τR (λ).  

Величина 1 получена двумя способами: точным  
расчетом (сплошная линия) и в диффузионном  

приближении (пунктир)
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Ю.К. Голиков , К.В. Соловьёв 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ СШИВАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ИОННО-ОПТИЧЕСКИХ  
СИСТЕМ С ИДЕАЛЬНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ  

ФОКУСИРОВКОЙ

Yu.K. Golikov , K.V. Solovyev

St. Petersburg State Polytechnical University, 

29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia

ANALYTICAL CONNECTION OF IDEAL SPACE-TIME FOCUSING  
ION SYSTEM ELEMENTS

В статье дано описание новой идеологии синтеза идеально фокусирующих ионно-оптических 
систем путем сшивания их элементов без потери качества фокусировки в местах сшивки. Описан-
ная теория применена для построения электростатической ионной ловушки.

ИОННАЯ ОПТИКА, ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ ИОННАЯ ЛОВУШКА, ИДЕАЛЬНАЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ ФОКУСИРОВКА.

A new approach to ideal ion optical system synthesis using analytical connection of ion optical elements 
is described. The method discussed prevents loss of ideal focusing in a place of elements junction. The theory 
described is used to  build electrostatic ion trap.

ION OPTICS, ELECTROSTATIC ION TRAP, IDEAL SPACE-TIME FOCUSING.

Принцип идеальной пространственно-
временной фокусировки (ИПВФ) в стати-
ческих электрических полях с потенциалом, 
содержащим аддитивную компоненту, ква-
дратичную по одной декартовой координа-
те, был впервые предложен в работе [1]. Этот 
принцип дал начало целому направлению 
динамической масс-спектрометрии [2 – 5], 
интенсивно развивающемуся в последние 
несколько лет и приведшему к появлению 
нового класса аналитических приборов с ре-
кордными параметрами. Конструирование 
традиционных корпускулярно-оптических 
систем позволяет использовать дискрет-
ные элементы ионного тракта, обеспечи-
вая оптимальное сочетание фокусирующих 
и диспергирующих элементов прибора. В 
процессе же синтеза систем с ИПВФ не-
обходимо решать задачу сохранения не-
прерывной квадратичной зависимости по-
тенциала по одному из направлений (для 
определенности – по координате z) вдоль 

всего пути следования ионного пакета, так 
как в противном случае идеальная фокуси-
ровка разрушится. В то же время следует 
обеспечивать удержание (и даже фокуси-
ровку) пучка в плоскости его поперечного 
движения. Аналогичная проблема удержа-
ния решается в ловушках Пауля [6] за счет 
переменного поля, а в ловушках Орбитреп 
[3 – 4] – за счет использования углового 
момента и, соответственно, существующей 
при определенных начальных данных эф-
фективной радиальной потенциальной ямы. 
Если мы строим, например, электростати-
ческую систему с плоскостью симметрии, 
то лишены указанных способов решения 
данной задачи. Рассмотрим поле гипербо-
лоида, определяемое соотношением

φ = –αx2 + βy2 + γz2 ;

–α + β + γ = 0; α, β, γ ≥ 0.

Данное поле обеспечивает финитность 
движения ионов по координатам z и y, но 

(1)
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не по x. В то же время из фрагментов потен-
циалов (1) с различными коэффициентами 
вполне можно собрать систему, в которой 
реализуется и удержание по x. Действитель-
но, зависимость потенциала (1) от x пред-
ставляется перевернутой параболой, с кото-
рой «скатываются» частицы. Если же взять 
три смещенных друг относительно друга 
параболы, то их фрагменты позволяют реа-
лизовать потенциальную яму, в которой две 
крайние (с бóльшей амплитудой) будут слу-
жить берегами, а средняя парабола – дном 
ямы. Этой идее использования фрагментов, 
как кажется на первый взгляд, противоре-
чит требование аналитичности потенциала. 
Покажем, что это не так.

Рассмотрим далее некоторую одномер-
ную кусочно-непрерывную функцию:

0 1 1

1 2

( ) { ( ), ] , ]; ( ),

] , ];. . . ( ), ] , [}.n n

f x f x x x f x

x x x f x x x

= ∈ − ∞

∈ ∈ + ∞

Введем в рассмотрение также функцию 
Хевисайда: 

( ) { 0, 0; 1, 0}.H x x x= < ≥

Очевидно, что

( ) {1, 0; 0, 0}.H x x x− = < ≥

Построим также вспомогательную 
П-образную функцию:

1 2 2 1

1 2 1 2

( , , ) ( ( ) ( )) / 2

{1, [ , ]; 0, [ , ]}.

G x x x H x x H x x

x x x x x x

= − + − =

= ∈ ∉

Тогда функция f(x) (см. формулу (2)) 
может быть записана в виде 

0 1

1

1
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , , ),

n n

n

i i i
i

f x f x H x x f H x x

f x G x x x
−

+
=

= − + − +

+∑

где , 0,..., ,if i n=  могут обладать на всей 
числовой оси любой степенью гладкости, 
а их сшивка определяется обобщенными 
функциями Хевисайда. 

В общем случае (3) не будет даже 
кусочно-непрерывной. Функция H может 
определяться как пределы некоторых не-
прерывных функций, взятых с соответ-
ствующими коэффициентами, например 
таких, как гиперболический тангенс (th) 
или арктангенс (arctg). Если точного совпа-
дения значений f (x) и fi (x) вблизи точек 
xi  (xi – точки сочленения фрагментов) не 
требуется, вполне резонным будет заме-
нить функции Хевисайда в выражении (3) 
приближающими их непрерывными агрега-
тами – например, такими (рис. 1, а): 

( ) (1 th ) / 2.H x a x= +

Данная идея может быть реализована и 
при синтезе ионно-оптического тракта ион-
ной ловушки из фрагментов полей вида (1) 
или каких-либо иных. Алгоритм такого по-
строения использует методы теории функ-
ций комплексного переменного для рас-
пространения поля с плоскости симметрии 
системы в пространство. Существенной яв-

(2)

Рис. 1. Функция ( ), 1H x a =  (a) и построенный на ее базе аннулятор h(x, y) (б) (см. формулы (4), (5))

а) б)

(3)

(4)
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ляется структура двумерно-гармонических 
функций-аннуляторов, определяемых соот-
ношениями 

( , ) Im ( ( ))

1 sh 2
2 2(cos 2 ch 2 )

h x y i H x i y

ax
ay ax

= + =

= +
+



и дающая возможность осуществить ука-
занную стыковку фрагментов полей. 

Вид аннулятора (5) при a = 1 представ-
лен на рис. 1, б.

Итак, рассмотрим применение аннуля-
торов для синтеза ионных ловушек с ква-
дратичной зависимостью потенциала от z. 

Поле ловушки можно представить в виде 

φ = z2 – y2 + g(x, y),

где , ( , ) 0,x y g x y∆ =  т. е. трехмерно-
гармоническая функция представлена сум-
мой двух двумерно-гармонических. 

При этом вторая функция в выражении 
(6) в значительной степени произвольна, и 
зависимость от x входит в него только через 
структуру функции g. Следовательно, кон-
струируя определенным образом g, можно 
обеспечить пространственно-временную 
фокусировку пучка по этой координате. За-
давая зависимость ( , ),g x y  не следует забы-

(5)

Рис. 2. Технология построения требуемого одномерного потенциала  
с использованием аннуляторов; 1 2, ,G H H   – аннуляторы, 1 2 3, ,P P P  – параболы

(6)
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вать, что необходимо также гарантировать 
удерживающее воздействие поля на пучок 
по координате y. 

Рассмотрим для начала процесс постро-
ения функции ( ) ( , 0)f x g x=  как процедуру 
сшивания квадратичных функций, обеспе-
чивающую создание требуемого x-профиля 
потенциала. Идея состоит в выделении 
участков парабол путем умножении этих 
парабол на аннуляторы с последующим 
сложением результатов умножений:

4
2

1

( , 0) (( ) )

th ( ) 1
,

2

i i i
i

i

g x k x x c

a x d
=

= − + ×

− +
×

∑

где , , ,i i i ik x c d  – параметры согласова-
ния. 

Графически схема данного алгоритма 
представлена на рис. 2. Результат постро-
ения искомого одномерного потенциала 
приведен в правом нижнем углу рисунка. 

Следующий шаг – восстановление поля 
в пространстве – следует за распростра-
нением (аналитическим продолжением) 
функции g с прямой на плоскость:

( , ) Im ( ( )).g x y i f x i y= +

При переходе к трехмерному рассмотре-
нию процесс синтеза может интерпретиро-
ваться как процесс сочленения трех гипер-
болоидов (1).

Аналитическое сшивание элементов по-
средством аннуляторов приводит к тому, 
что происходит существенная деформация 
эквипотенциалей вблизи области сшивания, 
обусловленная структурой поля аннулято-
ров. Дело в том, что функции аннуляторов 
(в данном случае) имеют особые точки. Од-
нако при соответствующем выборе параме-
тра (параметр a на рис. 1) особенности поля 
расположены на достаточном расстоянии 
от области распространения пучка и пред-
ставляется возможным обеспечить вполне 
приемлемую конфигурацию полезадающих 
электродов (рис. 3).

Потенциал системы дается выражением
4

2 2

1

2 2
1

2

( )

1
 ( , , , ) (( ) )

2
 ( , , , ),

i
i

i i i i i

i i i

z y x x y

s x x y a b x x y c

s x x y a b

=

ϕ = − + − ×

× − + − − + ×

× −

∑

где

1

2

sin (2 )
,

cos (2 ) ch (2 ( ))

sh (2 ( ))
1 .

cos (2 ) ch (2 ( ))

ay
s

ay a x b

a x b
s

ay a x b

−
=

+ −
− −

= +
+ −

Значения входящих в выражение (9) па-
раметров определяются в процессе оптими-
зации ионно-оптических свойств ловушки.

Рис. 3. Эквипотенциальный портрет и траектории поля ионной ловушки в плоскости z = 0

(7)

(8)

(9)

(10)
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Таким образом, в работе описан но-
вый принцип синтеза идеальных ионно-
оптических систем, базирующийся на вве-
дении специальных функций-аннуляторов, 
позволяющих обеспечить «бесшовное» со-

единение элементов системы. Идеи проил-
люстрированы примером синтеза электро-
статической ионной ловушки с идеальной 
пространственно-временной фокусировкой 
пучка.
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ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ НА когерентностЬ излучения  
полупроводниковых лазеров 

A.V. Kniazkov, V.A. Kukurichkin

 St. Petersburg State Polytechnical University,  

29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia.

Temperature effects upon coherence  
of semiconductor lasers emission

В статье приводятся результаты исследований влияния температурного фактора на когерент-
ность излучения полупроводникового лазера красного диапазона и второй гармоники неодимого 
лазера зеленого диапазона с полупроводниковой лазерной накачкой для рабочего диапазона темпе-
ратур (20 – 40° С). Когерентность излучения оценивалась по морфологическим числам Эйлера 
картин интерференции. Обнаружена сильная зависимость контраста интерференционных картин 
от рабочей температуры излучающих лазеров. Даны рекомендации.

ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ ЛАЗЕР, НЕОДИМОВЫЙ ЛАЗЕР, КОГЕРЕНТНОСТЬ ИЗЛУЧЕ-
НИЯ, морфологическое число эйлера, картина интерференции, влияние 
ТЕМПЕРАТУРЫ.

The paper presents the study of thermal effects upon a semiconductor laser emission coherence for 
red radiation range and a diode-pumped Nd laser operating on second harmonic of green radiation range 
for operating temperatures (20 – 40° C). The coherence of the radiation was estimated by morphological 
Euler numbers of the interference patterns. A strong dependence of the interference patterns contrast on the 
operating temperature of emitting lasers was detected. Recommendations were given.

Semiconductor laser, NEODIM LASER, COHERENCE radiation, MORPHOLOGICAL 
EULER NUMBER, INTERFERENCE PATTERNS, THERMAL EFFECTS.

Полупроводниковые лазеры находят все 
более широкое применение в измеритель-
ных системах, системах оптической обра-
ботки информации, в оптических вычис-
лительных устройствах и голографических 
исследованиях. Применения полупрово-
дниковых лазеров и твердотельных с ди-
одной накачкой в когерентно-оптических 
устройствах ограничены из-за довольно не-
большой длины когерентности излучения 
этих лазеров (сантиметры) и в связи с ее 

сильной зависимостью от внешних факто-
ров, таких как ток накачки и температуры 
рабочего тела и резонатора. Интерфероме-
трия относится к одной из важных обла-
стей применения источников когерентного 
излучения. Оценка минимальной длины 
когерентности оптического излучения для 
формирования однородной картины ин-
терференции наиболее полно дана в работе 
[1]. Для повышения когерентности излуче-
ния используют, как правило, резонаторы 
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Фабри – Перо. Анализ модовой структуры 
прямоугольного резонатора полупроводни-
кового лазера показал, что она существен-
но отличается от спектра мод резонатора 
Фабри – Перо [2]. Методам эксперимен-
тального определения когерентности полу-
проводниковых лазеров посвящены работы 
[3, 4].

В работе [5] были обнаружены перио-
дические колебания мощности излучения 
одночастотного газоразрядного гелий-нео-
нового лазера повышенной мощности с 
внутренним резонатором Фабри – Перо 
во время самопрогрева, при этом степень 
когерентности излучения не исследовалась. 
Спектральные характеристики излучения 
инжекционного полупроводникового лазе-
ра и второй гармоники неодимого лазера с 
полупроводниковой лазерной накачкой при 
переходе от одной моды к другой исследо-
вались в работе [6]. При этом изучались 
зависимости степени когерентности излу-
чения только от тока накачки, и влияние 
температуры не рассматривалось. В работе 
[7] представлены исследования температур-
ной чувствительности мощности излучения 
полупроводниковых лазеров на квантовых 
ямах. Недавно появилась статья об одно-
частотном режиме работы лазерных диодов 
[8]. Авторы провели спектральное иссле-
дование существования области генерации 
одночастотного режима в зависимости от 
тока накачки и температуры.

Настоящая работа посвящена иссле-
дованиям влияния температуры на коге-
рентность излучения широко используе-
мых полупроводниковых лазеров красного 
диапазона и второй гармоники неодимого 
лазера зеленого диапазона с полупроводни-
ковой лазерной накачкой при оптимальном 
токе последней. Измерение степени коге-
рентности излучения лазеров проводились 
с помощью модифицированного интерфе-
рометра МИИ-4. Установка представляла 
собой интерферометр Майкельсона с рав-
ными плечами, т. е. измерения проводи-
лись при нулевой разности фаз интерфе-
рирующих пучков ∆d = d

2 – d1 – d3 = 0  
(рис. 1). Степень когерентности обычно 
оценивается по кривой видности картины 
интерференции при изменении разности 

длин плеч. Мы ее оценивали по количе-
ству светлых пятен, покрывающих картину 
интерференции и превышающих заданный 
уровень интенсивности. Количество этих 
спекл-пятен зависит от контраста спекл-
картины, который определяется степенью 
когерентности излучения. Если степень 
когерентности зависит от температуры ра-
бочего тела и резонатора лазера, то и чис-
ло таких пятен будет изменяться. Именно 
таким связям и зависимостям посвящена 
данная статья.

Полупроводниковые лазеры отличаются 
повышенной чувствительностью к внеш-
ним факторам, таким как температура и 
ток накачки.  Температура изменяет пока-
затель преломления кристалла, ширину его 
запрещенной зоны и инжекционный ток, а 
также она влияет на геометрические разме-
ры резонатора лазера. Влияние выражается, 
прежде всего, в уровне излучаемой мощ-
ности и степени когерентности излучения. 
Полоса длин волн усиливаемых колебаний 
в полупроводниковом лазере достаточно 
широка. Но генерация возникает лишь на 
тех типах колебаний, длина волны которых 
близка к линии максимума полосы усиле-
ния λ0 при выполнении условий пороговой 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки 
(интерферометр Майкельсона):  

1 – лазер, 2 – полупрозрачное зеркало, 3 – плоское 
зеркало, 4 – CCD-камера, d1 – толщина зеркала 2; 

d2, d3 – длины плеч интерферометра
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Рис. 2. Прямоугольный (1) и гауссовский (2) спектры лазерного излучения (а),  
а также полученные для них зависимости видности V картины интерференции  

от разности фаз ∆d интерферирующих пучков (б);  
для прямоугольного (1 ') и гауссовского (2 ') спектров λ0 = 635 нм, ∆λ = 1 нм

Рис. 3. Изменение картины интерференции равных по интенсивности пучков (при нулевой раз-
ности фазовых задержек) от температуры резонатора лазера LD-63104TL;  

значения температуры, °С: 36,0 (а), 35,0 (б), 31,3 (в), 30,0 (г), 28,0 (д), 25,5 (е)

а) б)

а) б) в)

г) д) е)
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генерации. Температура может смещать 
линию усиления, вызывая так называемый 
эффект «перескока» генерируемых мод. 
Этот эффект в полупроводниковых лазерах 
хорошо известен, особенно он проявляет-
ся при малом числе генерируемых мод, и 
наблюдается как шум «перескока» моды  
[9, 10]. 

Основной характеристикой когерентно-
сти излучения является степень когерент-
ности γ. Зависимость модуля степени коге-
рентности |γ(∆d)| излучения от разности фаз 
интерферирующих пучков ∆d соответствует 
поведению видности интерференционной 
картины V(∆d) и для равных интенсивно-
стей интерферирующих пучков определяет-
ся выражением

max min

max min

( ) ( )
( ) ( ) ,

( ) ( )
I d I d

d V d
I d I d

∆ − ∆
γ ∆ = ∆ =

∆ + ∆

где Imax и Imin – соответствующие экстре-

мумы интенсивности интерференционной 
картины. 

По кривой видности находится дли-
на когерентности Lcog излучения, которая 
обусловлена шириной спектра генерируе-
мых длин волн источника ∆λ. Для прямоу-
гольной аппроксимации спектра генерации 
G(λ) (рис. 2, а) длина когерентности Lcog, 
определяемая по первому минимуму кри-
вой видности, связана простым соотноше-
нием с центральной длиной волны спектра 
источника λ0: 

2
0 .cogL

λ
=

∆λ
Можно показать, что в случае гауссов-

ской аппроксимации спектра генерации 
источника-лазера G(λ) длина когерентности 
Lcog, которая подчиняется выражению (2) и 
соответствует такой же ширине прямоу-
гольного спектра ∆λ, будет определяться по 

Рис. 4. Изменение картины интерференции равных по интенсивности пучков  
(при нулевой разности фазовых задержек) от температуры резонатора лазерного модуля S10;  

значения температуры, °С: 24,1 (а), 28,4 (б), 29,8 (в), 31,3 (г), 34,7 (д), 36,6 (е)

а) б) в)

г) д) е)

(1)

(2)
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уровню 0,5 кривой видности (рис. 2, б).
Зависимость относительной степени 

когерентности излучения полупроводни-
кового лазера от температуры его корпуса 
была продемонстрирована нами в рабо-
те [11] на примере излучения лазерного 
диода LD-63104TL (λ = 635 нм). Темпера-
турный нагрев осуществлялся с помощью 
ячейки Пельтье. Измерения проводились 
в квазистационарных условиях. Каждую 
минуту регистрировались картины ин-
терференции в режиме остывания лазера 
со скоростью 0,1 град/мин (рис. 3). Про-
странственный период картин интерфе-
ренции соответствовал небольшому числу 
полос интерферометра Майкельсона; по 
ним можно было достоверно рассчитать 
контраст видности классическим методом 
по формуле (1).

Были также проведены исследования 
когерентности излучения лазерного модуля 
S10 (λ = 532 нм), работающего на второй 
гармонике неодимого лазера с полупрово-
дниковой лазерной накачкой (рис. 4).

Обычно видность картины интерферен-
ции, по которой рассчитывается степень 
когерентности излучения, оценивается 
по контрасту полос интерференционной 
картины. В настоящей работе степень ко-
герентности оценивалась по контрасту 
спекл-картины двух интерферирующих 
квазиплоских волн, отражающему степень 
когерентности излучения [12]. Изменение 

среднего уровня отсчета освещенности пя-
тен спеклов вызывает изменение их коли-
чества на единицу площади [13]. Интер-
ференционная картина обрабатывалась по 
всей апертуре, и для подсчета светлых пятен 
спеклов рассчитывались морфологические 
числа Эйлера по соответствующему уров-
ню. Уровень расчета выбирался так, чтобы 
указанные числа отражали пропорциональ-
ность контрасту интерференционных полос 
или длине (степени) когерентности излуче-
ния. Числа Эйлера рассчитывались для всех 
картин интерференции при помощи функ-
ции MorphologicalEulerNumber[image, τ]  
из пакета Вольфрам Математика. Средний 
уровень их расчета τ был равен 0,40 для ла-
зера LD-63104TL (λ = 635 нм) и 0,65 для 
лазерного модуля S10 (λ = 532 нм).

Типичные интерполяционные кривые 
температурной зависимости относитель-
ного модуля степени когерентности γ/γmax 
лазерного диода LD-63104TL и лазерного 
модуля S10 показаны на рис. 5. Относи-
тельная погрешность измерений не превы-
шала 10 %.

Полученные экспериментальные дан-
ные указывают на сильную немонотон-
ную зависимость степени когерентности 
от рабочей температуры резонатора полу-
проводниковых лазеров. Это является про-
явлением нестабильности спектрального 
состава генерируемых мод, связанного с 

а) б)

Рис. 5. Температурные зависимости относительной степени когерентности двух лазеров:  
а − LD-63104TL (λ = 635 нм), б – S10 (λ = 532 нм)
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А.В. Князьков

Измерение наведенного двулучепреломления  
электрооптических материалов по модуляции  

коэффициента отражения света

A.V. Kniazkov

St. Petersburg State Polytechnical University, 

29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia

THE Measurement of the induced BIREFRINGENCE  
of electrooptic materials through the MODULATION  

OF light reflection COEFFICIENT

в статье проводится анализ результатов измерения наведенного двулучепреломления электрооп-
тических (ЭО) материалов по модуляции коэффициента отражения монохроматического, линейно 
поляризованного света, падающего на поверхность ЭО среды. Рассмотрены случаи нормального 
падения света и его падения в области угла Брюстера. Оценена чувствительность метода.

измерение наведенного двулучепреломления, электрооптические сре-
ды, коэффициент отражения.

The article analyzes the measurement results for electrooptic (EO) birefringence of materials by 
modulating the reflection coefficient of monochromatic light polarized linearly that incidents on the surface 
of the EO medium. The cases of the normal light incidence and those in the area of the Brewster angle were 
reviewed. The sensitivity of the method was evaluated.

Measurements, induced birefringence, ELECTROOPTIC MEDIUM, reflection 
coefficient.

Измерение наведенного двулучепрелом-
ления электрооптических (ЭО) сред осу-
ществляется методами, позволяющими опре-
делить разности фазовых задержек между 
обыкновенно и необыкновенно поляризо-
ванными световыми волнами, прошедшими 
ЭО среду в различных интерферометриче-
ских схемах (поляризационно-оптические 
схемы) [1 – 3]. Для поглощающих сред ин-
тенсивность прошедшей волны с измеряе-
мой фазой может оказаться недостаточной 
для проведения достоверных измерений 
этой фазы. Световая волна, падающая на 
границу раздела сред, всегда испытывает 
отражение от последней. Коэффициент от-
ражения R определяется показателем пре-
ломления n среды в соответствии с зако-
нами Френеля [1, 4, 5]. Наиболее простое 

выражение для величины R получается для 
нормального падения волны, которое в 
случае отсутствия проводимости среды вы-
глядит следующим образом:

2
1

.
1

n
R

n
− =  + 

Детальное рассмотрение методов реф-
рактометрии по отражению света проведено 
в работе [6]. В работе [7] теми же авторами 
предложен прецизионный метод измере-
ния показателя преломления материалов 
по определению значения угла Брюстера 
при отражении света. Эти работы легли в 
основу разработки нового отражательного 
метода измерения наведенного двулучепре-
ломления ЭО сред по модуляции коэффи-
циента отражения.

(1)
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Для двулучепреломляющих сред значе-
ние показателя преломления среды зави-
сит от ориентации поляризованной свето-
вой волны относительно оптической оси 
индикатрисcы показателя преломления. 
Коэффициент отражения световой волны 
с поляризацией, параллельной оптической 
оси, определяется обыкновенным показа-
телем преломления n0, а для ортогональ-
ной ориентации плоскости поляризации 
относительно оптической оси среды –  
необыкновенным показателем преломле-
ния ne. Величина двулучепреломления ∆n 
характеризуется максимальной разницей:  
∆n = n0 – ne. Идея измерения величины ∆n 
в пропускающей геометрии состоит в опре-
делении фазового набега между обыкно-
венно и необыкновенно поляризованными 
волнами. Так и в отражательной геометрии: 
чтобы измерить ∆n по разности коэффици-
ентов отражения, необходимы две ортого-
нально поляризованные волны, падающие 
на среду,  либо одна волна с круговой по-
ляризацией.

В пропускающей геометрии электриче-
ское поле, индуцирующее изменение дву-
лучепреломления ЭО среды, создается в 
объеме при помощи электродов, располо-
женных на противоположных поверхностях 
образца, и направлено либо вдоль направ-
ления распространения волны (продоль-
ный ЭО эффект), либо поперек (попереч-
ный ЭО эффект). 

В предложенной нами отражательной 
геометрии наведенное двулучепреломление 
∆n ЭО образца 1 создается поперечным по-

лем при помощи планарных электродов 2 
(рис. 1). Оптическая индикатрисса, описы-
вающая наведенное двулучепреломление 
изотропного образца под действием поля 
в зазоре между электродами, будет иметь 
оптическую ось, ориентированную по соз-
даваемому электрическому полю. Оценить 
чувствительность измерения наведенного 
двулучепреломления при нормальном паде-
нии света по модуляционному изменению 
интенсивности отраженной необыкновен-
ной волны ∆Ie можно по первой произво-
дной коэффициента отражения ∂R/∂n вы-
ражения (1): 

3

4( 1)
.

( 1)
R n
n n

∂ −
=

∂ +

Изменение интенсивности ∆Ie отражен-
ной необыкновенной волны от ЭО среды 
с показателем преломления 2,5 при изме-
нении наведенного двулучепреломления  
∆n = 10–3  вычисляется как 

∆Ie = I0(∂R/∂n)∆n = 1,4⋅10–4I0,

где I0 – интенсивность падающей волны. 
Такое изменение отраженной интенсив-

ности может быть достоверно зарегистри-
ровано применением техники синхронного 
детектирования [8].

Имеется также другая разновидность 
отражательной методики измерения на-
веденного двулучепреломления: можно 
использовать наклонное падение волны, 
поляризованной в плоскости падения, в об-
ласти углов падения вблизи угла Брюстера. 
Этот угол ϕ= соответствует равенству коэф-
фициентов отражения наклонного пучка и 
пучка при нормальном падении (рис. 2). 
Выражение для коэффициента отражения 
R|| наклонной волны в случае отсутствия 
проводимости среды можно записать в сле-
дующем виде[5]:

2
2 2 2

|| 2 2 2

cos sin
.

cos sin

e e

e e

n n
R

n n

 ϕ − − ϕ
 =
 ϕ + − ϕ 

Приравнивая формулу (1) выражению 
(3), найдем угол ϕ=:

2 4

1
arccos .

1 n n
=

 
ϕ =  

+ + 

Рис. 1. Отражательная геометрия: образец  
ЭО среды 1 с планарными электродами 2. 
Показано сечение оптической индикатрисcы  

показателя преломления в электрическом поле,  
создаваемом электродами

(2)

(3)

(4)
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Анализ разложения в ряд Тейлора по 
малому параметру ∆n выражений (1) и (3) 
показывает, что величина изменения коэф-
фициента отражения волны из-за наведен-
ного изменения необыкновенного показа-
теля преломления при нормальном падении 
и при угле ϕ= для волны, поляризованной 
ортогонально наведенной оптической оси, 
ведет себя одинаковым образом (рис. 3).

Мы предлагаем реализовать новую отра-
жательную методику измерений наведенно-
го показателя преломления: по модуляции 
необыкновенного показателя преломления. 
Измерения можно осуществлять в двух ва-
риантах падения света: нормальном и на-
клонном.

Схемы экспериментальных установок 
для исследования наведенного двулуче-
преломления по отражению света при 
околонормальном и наклонном падени-
ях показаны на рис. 4. Источником света 
служил полупроводниковый лазер 3, из-
лучение которого расщеплялось призмой 
Номарского 4а на два ортогонально по-
ляризованных пучка равной интенсивно-
сти (вместо призмы Номарского можно 
использовать четвертьволновую пластин-
ку, которая дает один пучок круговой по-
ляризации). Далее эти пучки почти нор-
мально падали на образец 1 в зазор между 
планарными электродами 2 и отражались, 
попадая на призму Волластона 5а, где 
ортогонально поляризованные пучки раз-
делялись и попадали на фоторегистриру-

ющие датчики 6. Разность сигналов с этих 
датчиков усиливается операционным уси-
лителем 7 и подается на селективный ре-
гистрирующий синхронный усилитель 8.  
На планарные электроды 2 образца 1 по-
давалось высоковольтное напряжение, 
которое формировалось специальным 
усилителем 10 от задающего генератора 
низкой частоты 9.

Однолучевая схема эксперименталь-
ной установки исследования наведенного 
двулучепреломления по отражению света 
при наклонном угле падения показана на  
рис. 4, б. Она отличается от схемы на  
рис. 4, а тем, что вместо призмы Номар-
ского 4а  используется обычный поляри-
затор 4б, настроенный на поляризацию в 
плоскости падения света, а вместо призмы 
Волластона 5а используется обычный ана-
лизатор 5б, вырезающий поляризацию пло-
скости падения света. 

Экспериментальное подтверждение от-
ражательной методики исследования наве-
денного двулучепреломления ЭО материа-
лов выполнялось по схеме, представленной 
на рис. 4, б при наклонном угле падения, 
равном ϕ=, на образцах ЦТCЛ сегнетомяг-
кой прозрачной керамики состава 9/65/35 
с планарными электродами, зазор между 
которыми составлял 3 мм. Источниками 
1 служили лазерные модули DPSS: модель 
TD-GP (100 мВт) и модель 303 с длинами 
волн излучения 532 нм (зеленые указки). 
В качестве фотодатчика 6 использовался 

Рис. 2. Зависимости коэффициента отражения 
нормально поляризованной En (1)  

и поляризованной в плоскости падения Ep (2) 
световых волн от угла падения.  

Показатель преломления среды n = 2,5

Рис. 3. Зависимость разности  
коэффициентов отражения световых волн En, 
нормально падающих, и Ep, падающих под 

углом ϕ= от наведенного двулучепреломления. 
Показатель преломления среды n = 2,5
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фотодиод с трансимпедансным усилителем 
OPT101. Регистрация производилась селек-
тивным нановольтметром Unipan 233. На 
планарные электроды образца подавалось 
высоковольтное синусоидальное напряже-
ние частотой 80 Гц с амплитудой до 3,5 кВ, 
формируемое специальным усилителем 10. 
В силу квадратичного ЭО эффекта в изо-
тропной ЦТСЛ-керамике сигнал ЭО моду-
ляции коэффициента отражения регистри-
ровался на второй гармонике оптического 
сигнала. 

Исследование модуляции коэффициен-
та отражения из-за индуцированного дву-
лучепреломления проводилось при разных 
интенсивностях падающего света. На рис. 5  

Рис. 4. Схемы экспериментальных установок для исследования наведенного двулучепреломления 
по нормальному (а) и наклонному (б) отражению поляризованного света:  

1 – образец ЭО материала с планарными электродами 2; 3 – лазерный источник света;  
4а – призма Номарского (или четвертьволновая пластинка); 4б – поляризатор; 5а – призма Волластона;  

5б – анализатор; 6 – фотодатчики; 7 – операционный усилитель; 8 – регистрирующий селективный  
синхронный усилитель; 9 – задающий низкочастотный генератор; 10 – высоковольтный усилитель  

(формирователь специального сигнала)

а)

б)

Рис. 5. Экспериментальная зависимость  
изменения двулучепреломления  

ЦТСЛ-керамики от величины электрического 
поля между планарными электродами
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показана типичная экспериментальная за-
висимость изменения индуцированного 
двулучепреломления ЦТСЛ-керамики при 
наклонном падении света под углом, рав-
ным ϕ=, от поля, создаваемого между пла-
нарными электродами на отражающей по-
верхности. 

Таким образом, в настоящей работе 
впервые проанализирована и эксперимен-
тально показана возможность измерения 
наведенного электрическим полем двулу-
чепреломления по изменению отражения 
света от ЭО материалов, вызванного моду-
ляцией показателя преломления. 
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ПРИ ПОЛЯРИЗАЦИИ СТЕКОЛ
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29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia.

FORMATION OF CHANNEL OPTICAL WAVEGUIDES UNDER  
THE GLASS POLING

Построена физическая модель и выполнены численные расчеты, описывающие процесс форми-
рования канальных оптических волноводов при поляризации стекол. Определены условия форми-
рования одномодового канального волновода.

ОДНОМОДОВЫЕ КАНАЛЬНЫЕ ВОЛНОВОДЫ, ПОЛЯРИЗАЦИЯ СТЕКЛА, ЧИСЛЕННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ.

The physical model and numerical simulation of channel optical waveguides formation under the glass 
poling have been performed. The conditions of single-mode waveguide formation were found. 

SINGLE-MODE CHANNEL WAVEGUIDES, GLASS POLING, NUMERICAL MODELLING.

Оптические волноводы – структуры 
для направленного распространения све-
тового излучения – широко используют-
ся в современных оптических системах.  
В простейшем случае оптический волновод 
представляет собой удлиненную область 
прямоугольного сечения, окруженную сре-
дой с меньшим показателем преломления, 
вдоль которой может распространяться све-
товое излучение. Такая структура называ-
ется оптическим волноводом. Существуют 
также градиентные волноводы – структуры, 
в которых показатель преломления умень-
шается от сердцевины к периферии. Такие 
волноводы могут быть сформированы при 
помощи метода ионного обмена – про-
цесса, при котором ионы, содержащиеся 
в образце, заменяются ионами из внеш-
него источника [1 – 3]. Диффундирующие 
ионы изменяют показатель преломления 
исходного материала, за счет чего и фор-
мируется волновод [4, 5]. Преимуществом 
ионного обмена является гибкость этой 

методики, позволяющей варьировать пара-
метры формируемых волноводных структур 
в широком диапазоне. Метод электрости-
мулированного ионного обмена позволя-
ет изготавливать заглубленные волноводы  
[5 – 9]. Дополнительные возможности 
управления концентрацией ионов в стекле 
дает приложение к образцам стекла высо-
кого напряжения при повышенной тем-
пературе – поляризация стекол [10]. При 
поляризации вблизи поверхности стекла 
формируется либо слой объемного заряда, 
компенсирующий в конечном итоге при-
ложенное электрическое поле [11], либо 
область, обогащенная проникающими из 
атмосферы ионами водорода [12]; при этом 
исходно присутствующие в стекле ионы 
перераспределяются. Формирование пла-
нарных оптических волноводов при поля-
ризации стекол было зарегистрировано в 
эксперименте [8], однако обеспечиваемый 
в этом процессе перепад показателя пре-
ломления, связанный с накоплением ио-
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нов калия, не превышал 0,01, и параметры 
этих структур не рассчитывались. В рамках 
настоящей работы построена физическая 
модель и выполнены численные расчеты, 
описывающие процесс формирования и 
свойства канальных оптических волново-
дов, формируемых при поляризации стекол 
с помощью профилированного электрода 
[13]. Предварительно в стекла методом ион-
ного обмена были введены ионы серебра.

Цель работы – построение модели и 
определение оптимальных условий форми-
рования одномодового канального волно-
вода на основе стекла с помощью вышео-
писанной методики. 

При моделировании проводился поиск 
оптимальных условий формирования одно-
модовых канальных оптических волново-
дов для используемых на практике длин 
световых волн. Волноводы формировались 
при поляризации натриево-кальциево-
силикатного стекла, в котором предвари-
тельно проводился ионный обмен Na+ ↔ Ag+,  
с помощью профилированного электрода. 
Рассматривалась поляризация в атмосфере, 
из которой возможна диффузия ионов во-
дорода. 

Постановка задачи

Для решения рассматриваемой задачи 

необходимо выполнить моделирование рас-
пределения ионов серебра, участвующих в 
процессе поляризации, и распределения 
электромагнитного поля в формирующейся 
структуре в зависимости от условий процес-
са. Предполагалось, что перераспределение 
ионов серебра приведет к формированию 
выделенной серебросодержащей области 
с повышенным показателем преломления, 
способной локализовать световое излу-
чение по двум поперечным координатам. 
Примерное расположение области с повы-
шенной  концентрацией ионов серебра по-
казано на рис. 1.

Ионный обмен в стекле

Для ионного обмена Na+ ↔ Ag+ размеры 
ионов соизмеримы [9], и основным факто-
ром, вызывающим изменение показателя 
преломления, выступает отличие их поляри-
зуемостей. В работах [14, 15] было показано, 
что профили концентрации допирующего 
иона и изменения показателя преломления 
линейно связаны. Таким образом, при тер-
мическом ионном обмене на эффективную 
глубину d = sqrt(Dt), где D − коэфффициент 
диффузии, формируется профиль измене-
ния показателя преломления

∆n ~ C ~ erfc(x/2d).

Рис. 1. Схема процесса поляризации, а также предполагаемая область повышенной концентрации 
ионов серебра (ограничена пунктиром) и распределение электрического поля каналируемой моды 

(овальный тонированный рисунок);  
V0 – напряжение, qAg+ – поток ионов серебра, h, w – геометрические размеры канавки электрода
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 Для ионного обмена Na+ ↔ Ag+ ха-
рактерное значение максимального пере-
пада показателя преломления составляет  
∆nmax ≈ 0,1. Для моделирования выбирались 
следующие значения эффективной глубины 
ионного обмена: d = 0,5; 1; 2; 4 мкм. Ионо-
обменный профиль концентрации серебра 
задавался в качестве начальных условий 
при моделировании  поляризации стекла.

Моделирование поляризации стекла

Профили концентраций ионов натрия, 
серебра и водорода находятся решением 
связанных уравнений диффузии-дрейфа и 
уравнения Пуассона, описывающих поля-
ризацию стекол [16]. Начальные условия 
соответствуют отсутствию в стекле водо-
рода и распределению ионов серебра и на-
трия, полученному при ионном обмене с 
учетом распределения поля, формируемо-
го электродом с прямоугольной канавкой. 
Потоки серебра и натрия через поверхность 
стекла под электродом отсутствуют. 

В работе моделировались профили кон-
центрации серебра и распределения по-
казателя преломления при поляризации 
с использованием П-образного электрода  
(см. рис. 1). Размеры электрода составляли 
h = 1 мкм, w = 2, 3, 4, 5 мкм. Напряжение, 
подаваемое на электрод, V0 = 300, 400, 500, 

600 В. Рассматривался процесс поляриза-
ции при температуре 600 K. Коэффициенты 
диффузии и подвижности ионов выбирались 
в соответствии c принятыми в работе [17]: 
DAg+ ≈ DNa+ ≈ 103 ·DH+ ≈ 2·10–15 м2/с. Модели-
рование выполнялось в симуляторе Comsol-
Multiphysics 4.3a. 

Пример одного из полученных распре-
делений концентрации ионов представлен 
на рис. 2.

Распределения концентраций для дру-
гих исследованных режимов поляризации 
сохраняют основные черты распределения, 
представленного на рис. 2.

По распределению ионов серебра в об-
ласти, находящейся под зазором электрода, 
определяется показатель преломления 

Ag
max0

0

, 
C

n n n
C

+
= + ⋅ ∆

где n0 = 1,5 – показатель преломления 
натриево-кальциево-силикатного стекла. 

Таким образом, показатель преломле-
ния становится функцией координат.

Максимальный перепад показателя 
преломления ∆nmax после поляризации со-
ставляет примерно 0,080 – 0,095, то есть 
он несколько ниже, чем до поляризации. 
Характерное значение показателя прелом-
ления, соответствующее такому профилю 

Рис. 2. Распределения концентрации ионов серебра CAg+ до (а) и после (б) поляризации  
образца при условиях: V0 = 300 B, w = 5 мкм, толщина серебросодержащего слоя d = 4 мкм;  

б – дополнительно показано распределение протонов CH+

а) б)
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концентрации, представлено на рис. 3, где 
пунктиром выделена серебросодержащая 
область, способная локализовать световое 
излучение. Такая структура волноводной 
области является модификацией гребенча-

того оптического волновода.

Расчеты оптико-волноводных свойств  
полученной структуры

Следующим этапом моделирования по-
лученной структуры является проверка ее 
оптико-волноводных свойств, определение 
модового состава и расчет эффективных 
показателей преломления и распределе-
ний электрического поля каналируемых 
мод для длин световых волн Λ = 0,63; 0,87; 
1,30; 1,50 мкм. При этом с помощью про-
граммы ComsolMultiphysics 4.3a решались 
уравнения Максвелла для среды с профи-
лем показателя преломления, полученном 
на предыдущем этапе, и выполнялся поиск 
решений, соответствующих бегущим мо-
дам, локализованным по двум координатам 
в области  с увеличенным показателем пре-
ломления. В таблице  представлены режи-
мы поляризации, при которых могут быть 
сформированы одномодовые оптические 
волноводы для различных значений длины 
световой волны. 

Рис. 3. Расчетное распределение показателя 
преломления для образца, полученного  

при условиях: V0 = 300 B, d = 4 мкм, w = 5 мкм.  
Белым пунктиром выделена серебросодержащая об-
ласть, способная локализовать световое излучение

Результаты поиска решений, соответствующих одномодовому режиму в рассматриваемых волноводах

d, мкм w, мкм 
V0, В

Λ = 0,63 мкм Λ = 0,87 мкм Λ = 1,30 мкм Λ = 1,50 мкм

0,5

2 300 – 600 300 – 600 – –
3 300 – 600 – –
4 300 – 600 – –
5 400 – 600 400 – 600

1,0 

2 300 – 600 300 – 600
3 300 – 600 300 – 600
4 300 – 600 300 – 600
5 300 300 – 600

2,0 

2 300 – 600 300 – 600
3 300 – 400 300 – 600
4
5

4,0 

2
3
4
5

Обозначения : d – глубина серебросодержащей области, w – ширина канавки профилированного 
электрода, V0 – величина приложенного напряжения; прочерки и затушеванные области относятся 
к случаям, когда волноводные моды не поддерживаются либо наблюдается многомодовый режим, 
соответственно.
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Анализируя полученные при моделиро-
вании результаты, можно отметить, что мо-
довый состав оптико-волноводной структу-
ры, полученной для образца с эффективной 
толщиной слоя, содержащего ионы серебра, 
d = 0,5 мкм, состоит не более чем из трех 
типов низших TEM мод, что связано с ма-
лым количеством ионов серебра. Одномо-
довый режим наблюдается для всех иссле-
дуемых длин волн при различных условиях 
поляризации. Модовый состав для случаев 
w = 2, 3, 4 мкм не меняется с ростом при-
кладываемого напряжения. На длинах волн 
1,3 и 1,5 мкм одномодовый режим реализу-
ется только для случая w = 5 мкм. 

Увеличение толщины серебросодержа-
щей области d до 1 мкм приводит к появ-
лению высших мод на длинах волн 0,63 и 
0,87 мкм. При этом для длин волн 1,3 и 
1,5 мкм наблюдается одномодовый режим 

практически для всех исследуемых значе-
ний приложенного напряжения. Достаточ-
но сложная структура волноводной области 
приводит к возможности существования 
распространяющихся мод с распределения-
ми электрического поля, не характерными 
для диффузионных оптических волново-
дов (так называемые «развернутые» моды). 
Пример распределения электрического 
поля такой моды представлен на рис. 4,а.

При толщине серебросодержащего слоя 
d = 2 мкм одномодовый режим поддержи-
вается только для длин волн 1,3 и 1,5 мкм 
при использовании канавок шириной 2 и 3 
мкм. В режиме w = 4, 5 мкм, V0 = 300 − 600 В  
для всех рассматриваемых длин волн рас-
пространяются поперечные моды. 

Последняя группа волноводов, рас-
считываемых для образца с эффективной 
толщиной слоя серебра d = 4 мкм, отли-

Рис. 4. Эквипотенциальные карты развернутых мод,  
распространяющихся на длине волны Λ = 0,63 мкм, для различных наборов параметров модели:  

а – d = 1 мкм, w = 4 мкм, V0 = 400 В; б – d = 4 мкм, w = 5 мкм, V0 = 500 В

а)

б)
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чается большим числом мод, особенно на 
длине волны 0,63 мкм (до 15). Характер-
ная особенность модового состава – по-
явление поперечных мод более высокого 
порядка: TEM04, TEM05, TEM06, TEM22, 
TEM13, TEM14 и увеличение числа развер-
нутых мод. Примеры распределения элек-
трического поля таких мод представлены 
на рис. 4, б.

Итак, с помощью программы Comsol-
Multiphysics выполнено моделирование 
процесса формирования канальных опти-
ческих волноводов –  от ионного обме-
на и поляризации до модового состава, и 
получены распределения электрического 

поля. Результаты свидетельствуют о том, 
что рассматриваемая методика при доста-
точно тонкой диффузионной области (эф-
фективная глубина диффузии до 2 мкм) 
позволяет получить пригодные для сты-
ковки с лазерами и оптическими волок-
нами одномодовые волноводные структу-
ры для всех рассматриваемых длин волн. 
Показано, что рассматриваемые структуры 
при определенных условиях поддержива-
ют волноводное распространение мод, не 
характерных для стандартных диффузион-
ных световодов.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Министерства образования и науки РФ (соглашение 
№14.B37.21.0752).
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DIPOLE MOMENTS OF N-METHYLPYRROLIDONE IN LIQUID STATE  
AND IN DILUTE AQUEOUS SOLUTION

Проведено исследование дипольных моментов N-метилпирролидона (NМП) в состоянии жид-
кости и в разбавленных водных растворах. Температурные зависимости величин дипольного мо-
мента и фактора Кирквуда свидетельствуют о том, что NМП – слабо ассоциированная жидкость. 
Дипольный момент NМП в водных растворах в условиях бесконечного разбавления, определенный 
по статистической теории диэлектрической поляризации Бакингейма, составил 4,12 Д при 25 °C, 
что указывает на отсутствие ожидаемого поляризационного влияния полярных молекул воды. 

ДИПОЛЬНЫЙ МОМЕНТ, N-МЕТИЛПИРРОЛИДОН, РАЗБАВЛЕННЫЙ РАСТВОР.

The study of temperature dependences of N-Methylpyrrolidone dipole moments (NMP) has been 
carried out in its liquid state and in dilute aqueous solutions. The dipole moment and the Kirkwood factor 
temperature dependences suggested the NMP to be weakly associated liquid. The NMP dipole moment in 
aqueous solutions calculated by Buckingham statistical theory of the dielectric polarization was 4.12 D at 25 
deg.cent. indicating the absence of the expected polarization influence of the polar water molecules. 

DIPOLE MOMENT, N-METHYLPYRROLIDONE, DILUTE SOLUTION.

N-метилпирролидон (NМП) широко 
используется в современной фармацевти-
ке как растворитель, обладающий высокой 
химической и термической стабильностью, 
а также в цепочке химических реакций при 
синтезе водорастворимых полимеров (на-
пример, поливинилпирролидона). Структу-
ра молекулы NМП представлена на схеме 1.  
Известно, что связь–N–CО–, входящая 
в структуру пятичленного (лактамового) 
кольца, является плоской и, будучи по-
лярной, ответственна за дипольные взаи-

модействия и ассоциативные свойства ве-
ществ, в молекулярную структуру которых 
она включена [1]. 

Цель данной работы – определение ди-
польного момента NМП в состоянии жид-
кости и в разбавленном водном растворе в 
условиях бесконечного разбавления, когда 
межмолекулярным взаимодействием моле-
кул NМП можно пренебречь. Информация 
о молекулярных свойствах NМП в связи с 
его структурой важна для понимания про-
цессов ассоциации в NМП и его растворах.
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Образец жидкости NМП был предостав-
лен фирмой Fluka. Перед измерениями ди-
электрической проницаемости и плотности 
эту жидкость перегоняли. Диэлектрическую 
проницаемость определяли в измерительной 
платиновой ячейке с собственной электри-
ческой емкостью С0 = 4,3 пФ, а  плотность – 
в бикапиллярном пикнометре-дилатометре 
по описанной ранее методике [2]. Растворы 
в бидистиллированной воде готовили к из-
мерениям гравиметрическим методом.

Дипольный момент NМП  
в состоянии жидкости

На рис. 1 представлены эксперимен-
тально полученные температурные зависи-
мости диэлектрической проницаемости ε и 
плотности ρ NМП в состоянии жидкости. 
Дипольный момент NМП рассчитывался 
по теории диэлектрической поляризации 
Онзагера [3] с использованием формулы

2 3
2

2

9 (2 )( )
,

4 ( 2)A

kT M n n
N n

ε + ε −
µ = ⋅ ⋅

π ρ ε +

где ε, ρ, n – диэлектрическая проницае-
мость, плотность, оптический показатель 

преломления; М – молекулярная масса; Т –  
температура; k –  постоянная Больцмана; 
NA – число Авогадро. 

Показатель преломления был определен 
через молярную рефракцию R жидкости по 
формуле Лоренц – Лорентца:

2

2

1
.

2
n M

R
n

−
=

ρ+

Значение R было получено аддитивным 
методом [4]. С помощью значений М = 99 и 
R = 26,89 см3, а также и экспериментальных 
значений ε и ρ из зависимостей, приведен-
ных на рис. 1, были определены дипольные 
моменты μ молекул NМП по формуле (1). 

Полученные температурные зависи-
мости дипольных моментов и фактора 
Кирквуда g = μ2/μ0

2 приведены на рис. 2. 
Следует отметить, что значение μ0 опреде-
ляется, как правило, либо в газообразном 
состоянии вещества, либо в растворе в не-
полярном растворителе при бесконечном 
разбавлении, т. е. в условиях, когда межмо-
лекулярным взаимодействием в веществе 
можно пренебречь. Таким образом, фактор 
Кирквуда g показывает степень корреляции 
в ориентациях дипольного момента моле-
кулы и характеризует межмолекулярное 
взаимодействие, влияющее на значение 
дипольного момента молекулы вещества 
в конденсированном состоянии. При рас-
чете g мы использовали значение диполь-
ного момента μ0 = 4,06 Д, определенное 
в работе [5] для NМП в диоксане (непо-
лярном растворителе) при 25 °С. Из рис. 2  
видно, что значения дипольного момента 
изменяются с температурой незначительно: 
от 4,22 Д при температуре 20 °С до 4,5 Д 
при 65 °С. Значения фактора корреляции g 

Схема 1. Структурная формула 
N-метилпирролидона 

Рис. 1. Температурные зависимости  
диэлектрической проницаемости (1)  

и плотности (2) NМП в жидком состоянии

(1)

(2)

Рис. 2. Температурные зависимости  
дипольного момента (1)  и фактора корреляции 

Кирквуда (2) NМП в жидком состоянии
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превышают единицу и также слабо возрас-
тают с температурой от значения 1,08 при  
20 °С до 1,25 при 65 °С; это свидетель-
ствует о том, что NМП представляет со-
бой ассоциированную жидкость с весьма 
устойчивым ближним порядком. Диэлек-
трические характеристики жидкости NМП 
предопределены структурой его молекулы. 
Как видно из схемы 1, пятичленное коль-
цо содержит компланарную молекулярную 
группировку СН3–N–CO–, определяющую 
плоское строение всего кольца. Сопряжен-
ность связи –N–CO– может приводить к 
возникновению резонансного состояния 
молекулы (см. схему 2) и, как следствие, ин-
дуцированного дипольного момента. Таким 
образом, увеличение дипольного момента с 
температурой (см. рис. 2) обусловлено воз-
растанием статистического веса молекул 
NМП в донорно-акцепторной форме, при-
водящей, в свою очередь, к ассоциирова-
нию молекул NМП. 

Дипольный момент NMП в водном растворе

На рис. 3 приведены концентрацион-
ные зависимости С(х2) – электрической 
емкости ячейки, заполненной  растворами 
NМП в воде, при температурах в диапазо-
не 20 – 40 °С (х2 – концентрация NМП). 
Видно, что эти зависимости линейны в 
указанном температурном диапазоне, что 
позволило определить инкременты диэлек-
трической проницаемости растворов NМП 
в воде по формуле 

12 12

0 2 2

.
C

C x x
∂ ∂ε

α = =
∂ ∂

При исследовании дипольных момен-
тов полярных веществ в полярных раство-
рителях обычно применяют статистические 

теории поляризации. Конечные уравнения 
этих теорий можно упростить для случая 
двухкомпонентной системы и условия, 
когда содержание одного компонента бес-
конечно мало. В настоящей работе мы ис-
пользовали статистическую теорию поля-
ризации Бакингейма [6] для определения 
дипольного момента полярного вещества 
в полярном растворителе в условиях бес-
конечного разбавления. Конечная формула 
представлена ниже:
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Схема 2. Молекула NМП в равновесном  
(слева) и резонансном (справа) состояниях

Рис. 3. Концентрационные зависимости 
электрической емкости ячейки, заполненной 
водными растворами NМП при различных 

температурах, °С: 20(1), 25(2), 30(3), 35(4), 40(5)

(3)

(4)
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где индексы 1 и 2 относятся соответственно 
к растворителю и растворенному веществу; 

2 2 2
эф2 2 2(1 cos )z gµ = µ + γ = µ

(z – координационное число окружения 
молекулы); μ2 – дипольный момент моле-
кулы в среде; g – параметр корреляции. 

Дипольный момент μ2  отличается от 
дипольного момента μ0  в вакууме и может 
быть записан по уравнению Онзагера:

2
2

2 02
2

2 2 1
.

3 2
n

n
+ ε +

µ = ⋅ ⋅ µ
ε +

Последний член правой части уравне-
ния (4) учитывает молекулярное взаимо-
действие молекул растворителя и опре-
деляется при измерении характеристик 
чистого растворителя. Таким образом на 
основании изучения концентрационной 
зависимости диэлектрической проницае-
мости и удельного объема полярного ве-
щества проводится оценка взаимодействия 
с растворителем. Определение μэф в дан-
ном растворителе позволяет оценить пара-
метр g, характеризующий межмолекуляр-
ное взаимодействие молекул NМП в этом 
растворителе.

Значения всех экспериментальных и 
расчетных величин в формуле (4), которые 
нами получены и использованы, сведены в 
таблицу. Значение инкремента удельного 
объема растворов NМП принято равным 
нулю; в выбранной области концентраций 
разности удельных объемов растворов и 
растворителя находятся в пределах погреш-
ности измерений.

На рис. 4 представлены температурные 
зависимости дипольных моментов и фак-
тора Кирквуда, вычисленные на основе 
экспериментальных данных для NМП в 

водном растворе в условиях бесконечного 
разбавления. Из данных, приведенных в 
таблице, а также на рис. 2 и 4,  видно, что 
величина дипольного момента NМП при 
25 °С, равная  4,12 Д, имеет промежуточ-
ное значение между дипольным моментом 
в неполярном растворителе (бензоле), рав-
ным 4,06 Д, и дипольным моментом в со-
стоянии жидкости – 4,25 Д. Близость по-
лученных значений дипольного момента 
в полярном растворителе (воде) и в непо-
лярном растворителе (бензоле) позволяют 
сделать относительно молекул NМП сле-
дующие выводы: в воде они изолированы 
при условии бесконечного разбавления; 
они не нарушают ближнего порядка воды, 
встраиваясь в ее пространственную сетку, 
имеющую строение додекаэдров флуктуа-
ционной природы с пятиреберными граня-
ми (последние образованы ковалентными 
и водородными связями [7]), хотя и имеют 
плоское пятичленное кольцо с встроенной 
в его структуру донорно-акцепторной свя-

Температурная зависимость экспериментальных  
и расчетных характеристик NМП в водном растворе

T, °C ε1extr v1 уд,г/см
3 n1

2 μ1
2,Д2 g1 v2 уд,г/см

3 n2
2 αx2

20 84,06 1,0018 1,7778 9,7 2,86 0,9585 2,18 26,6
25 82,10 1,0030 1,7765 9,6 2,85 0,9709 2,17 28,5
30 80,13 1,0044 1,7750 9,6 2,82 0,9837 2,15 30,4
35 78,17 1,0060 1,7731 9,5 2,80 0,9968 2,12 32,3
40 76,20 1,0078 1,7712 9,4 2,80 1,0102 2,10 34,2

Рис. 4. Температурные зависимости  
дипольного момента (1) и фактора корреляции 

Кирквуда (2) для водного раствора NМП
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зью –С–N–СО–. В результате взаимодей-
ствия с молекулой NМП молекулы воды не 
привносят дополнительного индукционно-
го  дипольного момента; они  приобретают 
в воде резонансную форму с повышением 
температуры; это приводит к некоторому 
возрастанию дипольного момента, но его 
новое значение не превышает таковое для 

молекулы NМП в состоянии жидкости.  

Итак, в результате проведенных исследо-
ваний получены новые данные, которые рас-
ширяют существующие представления о мо-
лекулярных свойствах N-метилпирролидона 
и процессах его ассоциации в различных 
растворителях. 
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ФОНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ ПРИ РЕГИСТРАЦИИ СОБЫТИЙ  
КОГЕРЕНТНОГО ФОТОРОЖДЕНИЯ J/Ψ-МЕЗОНОВ  

В УЛЬТРАПЕРИФЕРИЧЕСКИХ СТОЛКНОВЕНИЯХ ПРОТОНОВ

Ya.A. Berdnikov, V.A. Rebyakova, D.O. Spirin 

St. Petersburg State Polytechnical University,  

29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia.

BACKGROUND PROCESSES WHILE MONITORING COHERENT  
J/Ψ-MESONS PHOTOPRODUCTION EVENTS  

IN ULTRAPERIPHERAL PROTON-PROTON COLLISIONS 

В работе получены количественные оценки вклада двух основных фоновых процессов в величи-
ну сечения когерентного фоторождения J/ψ-мезонов в ультрапериферических столкновениях про-
тонов при энергиях Большого адронного коллайдера. 

УЛЬТРАПЕРИФЕРИЧЕСКИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ, ФОТОРОЖДЕНИЕ, J/Ψ-МЕЗОН. 

The contribution of two main background effects to the cross-section value of coherent J/ψ-meson 
photoproduction in ultraperipheral proton-proton collisions at Large Hadron Collider has been evaluated. 

ULTRAPERIPHERAL COLLISIONS, PHOTOPRODUCTION, J/Ψ-MESON.

В настоящее время эксперименталь-
ное исследование процессов фоторожде-
ния векторных мезонов на протонных и 
ядерных мишенях при высоких энергиях 
возможно только в ультрапериферических 
столкновениях (УПС) протонов и ядер на 
Большом адронном коллайдере (БАК). 

Ультрапериферическими называют-
ся столкновения, происходящие на рас-
стояниях, превышающих сумму радиусов 
сталкивающихся частиц, где сильные вза-
имодействия подавлены по сравнению с 
электромагнитными. Поэтому взаимодей-
ствие частиц происходит через окружаю-
щие их потоки эквивалентных фотонов. 

Протон испускает эквивалентные фото-

ны когерентно, при этом длина волны фо-
тона превышает радиус протона Rp. В соот-
ветствии с принципом неопределенности, 
можно оценить верхний предел поперечно-
го импульса фотона Tp , испущенного про-
тоном: 

/  330 ÌýÂ / c.T pp c R≤ ≈ с. 

В продольном направлении, в соответ-
ствии с преобразованием Лоренца, макси-
мально возможный импульс фотона / pc R  
необходимо умножить на γL-фактор Лорен-
ца протона, значение которого для энергий 
БАК составляет порядка нескольких тысяч 
[1]. С учетом γL-фактора значения импульса 
эквивалентных фотонов оказываются до-
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статочными для рождения векторных мезо-
нов.

Использование метода эквивалентных 
фотонов [2] позволяет представить сечение 
когерентного фоторождения векторного 
мезона в УПС протонов в виде произведе-
ния потока эквивалентных фотонов, испу-
скаемых одним из сталкивающихся прото-
нов, и сечения когерентного фоторождения 
векторного мезона на втором протоне: 

1 2 1 2 1 2 2

2 1 1

/

/

( ) ( , )

( ) ( , )
,

p p pVp p p p V

p p pV

d dN y d y t

dtdy dy dt

dN y d y t

dy dt

→ γ γ →

γ γ →

σ σ
= ⋅ +

− σ −
+ ⋅

где t, (ГэВ)2 – квадрат переданного им-
пульса; y – быстрота образовавшегося 
векторного мезона V; /[ ( )] /

ip
dN y dyγ  – 

поток эквивалентных фотонов, испускае-
мых одним из сталкивающихся протонов; 
[ ( , )] /

i ip pVd y t dtγ →σ  – сечение когерентного 
фоторождения мезона на втором протоне. 

Процесс когерентного фоторождения 
векторного мезона (J/ψ) в УПС протонов 
схематично изображен на рис. 1, а.

Появление двух слагаемых в выражении 
(1) связано с симметрией УПС на встречных 
пучках, поскольку фоторождение вектор-
ного мезона может произойти на каждом из 
сталкивающихся протонов. Правомерность 
факторизации сечения в виде (1) и возмож-
ность точного определения величины по-

токов эквивалентных фотонов [3] делают 
исследование УПС эффективным способом 
изучения процессов фоторождения.

Процесс фоторождения J/ψ-мезона 
(тяжелого кваркония) относится к жест-
ким процессам, которые являются одним 
из основных источников информации о 
структуре частиц и динамике их взаимо-
действий на малых расстояниях. Жест-
кий масштаб обусловлен большой массой  
J/ψ-мезона (~3  ГэВ/c2), достаточной для 
применения теории возмущений квантовой 
хромодинамики (КХД) при расчете сече-
ний эксклюзивного фоторождения тяжелых 
кваркониев при высоких энергиях. В лиди-
рующем порядке теории возмущений КХД 
сечение фоторождения J/ψ-мезона на про-
тоне пропорционально квадрату глюонной 
плотности [4]. Таким образом, анализ сече-
ний фоторождения J/ψ позволяет исследо-
вать непосредственно поведение глюонной 
плотности в протоне [5]. Распределение 
глюонных плотностей в нуклонах и ядрах 
является одним из ключевых параметров в 
формировании экстремальных состояний 
материи при высоких температурах. 

Механизмы и вероятности процессов 
фоторождения векторных мезонов в УПС 
протонов и ядер были подробно исследо-
ваны в работах [5,  6]. Рассчитанная в ра-
боте [5] величина сечения когерентного 
фоторождения J/ψ-мезона в УПС протонов 
при энергии    7 ÒýÂS =  с быстротой в диа-

Рис. 1. Схематические диаграммы процессов фоторождения векторных мезонов  (J/ψ) в ультрапе-
риферических столкновениях (УПС) протонов: а – когерентное фоторождение, б – фоторождение 
при больших значениях t (сопровождается диссоциацией одного из протонов); MX – инвариантная 

масса образовавшейся системы адронов 

а) б)

(1)
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пазоне –4 < y <  –2,5 составляет примерно 
7 нб. 

При измерении сечений когерентного 
фоторождения J/ψ в условиях конкретных 
экспериментов на ускорителях частиц, не-
обходимо учитывать источники фоновых 
процессов. Последние подразумевают все 
возможные способы рождения J/ψ, исклю-
чая когерентное фоторождение J/ψ-мезона.

В настоящей работе проанализированы 
два наиболее значимых фоновых процес-
са [1], вклад которых в величину сечения 
фоторождения J/ψ-мезона должен быть на-
дежно оценен и учтен при обработке экс-
периментальных данных.

В качестве первого значимого фонового 
процесса в настоящей работе рассмотрено 
рождение J/ψ-мезонов в сильных взаимо-
действиях протонов.

Роль этого фонового процесса рассмо-
трена на примере эксперимента  ALICE  
(A Large Ion Collider Experiment) на БАК. 
Эксперимент ALICE позволяет регистри-
ровать J/ψ-мезоны по димюонному каналу 
распада с помощью мюонного спектроме-
тра, перекрывающего диапазон псевдобы-
строт 

–4       –2,5,<η<

где ln[tg( / 2)]η = − θ  (θ – полярный угол) 
[7, 8]. 

Величина инклюзивного сечения рожде-
ния J/ψ-мезона в сильных взаимодействиях 
протонов в диапазоне быстрот мюонно-
го спектрометра, измеренная в экспери-
менте ALICE, составляет  приблизительно 
6,31  мкб [9], что значительно больше ве-
личины сечения когерентного фоторож-
дения J/ψ. Для исключения фоновых со-
бытий рождения J/ψ-мезона в сильных 
взаимодействиях протонов необходимо на 
этапе анализа экспериментальных данных 
наложить дополнительные ограничения на 
характеристики частиц, рожденных в стол-
кновениях протонов.

Такие ограничения в настоящей ра-
боте были получены следующим путем. 
С помощью генератора событий PYTHIA 
[10], позволяющего на основании мето-
да Монте-Карло моделировать процессы 
столкновения элементарных частиц при 

высоких энергиях, были смоделированы 
события рождения J/ψ-мезонов в сильных 
взаимодействиях протонов. В результате 
моделирования были получены множе-
ственности частиц в каждом столкновении, 
углы вылета и энергии частиц. 

Процессы когерентного фоторождения 
векторных мезонов характеризуются не-
большими значениями переданного им-
пульса |  t  |  <<  1  (ГэВ)2/c2, и диссоциации 
взаимодействующих протонов не происхо-
дит. Поэтому в когерентном фоторождении 
J/ψ образуется только один мезон и нет 
других частиц. Для учета подобной специ-
фики когерентных процессов фоторожде-
ния необходимо отбирать события с рожде-
нием J/ψ-мезона только в том случае, когда 
сигналы заряженных и нейтральных частиц 
отсутствуют в детекторной системе, то есть 
рассматривать в качестве фоновых только 
случаи рождения одиночных J/ψ в сильных 
взаимодействиях. Это дает возможность по-
лучить оценку величины сечения рождения 
фоновых J/ψ в сильных взаимодействиях на 
уровне около 10 нб, что уже сопоставимо с 
величиной исследуемого сечения когерент-
ного фоторождения J/ψ-мезонов.

Величина вклада фоновых J/ψ, рожден-
ных в сильных взаимодействиях, в когерент-
ное фоторождение J/ψ-мезонов может быть 
дополнительно уменьшена, если принять 
во внимание описанное далее обстоятель-
ство. На рис.  2 представлено полученное 
в данной работе импульсное распределе-

Рис. 2. Распределение по поперечному  
импульсу J/ψ-мезонов, рожденных в УПС  

протонов (энергия    7 ÒýÂS = )
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ние J/ψ, рожденных когерентно в ультра-
периферических столкновениях протонов. 
Из рисунка видно, что большая часть ко-
герентно рожденных J/ψ-мезонов обладает 
поперечным импульсом pt < 1 ГэВ/c. Поэ-
тому если наложить это ограничение на ве-
личину поперечного импульса J/ψ-мезонов, 
рожденных в сильных взаимодействиях, то 
это приведет к дополнительному снижению 
величины сечения фонового процесса.

Таким образом, рассчитанный вклад 
фонового процесса рождения J/ψ-мезонов 
в сильных взаимодействиях протонов в 
величину сечения когерентно рожденного 
J/ψ-мезона в УПС протонов, при учете всех 
вышеперечисленных критериев отбора со-
бытий, составляет порядка 10 % от 7 нб.

Вторым фоновым процессом, тре-
бующим учета, является фоторождение  
J/ψ-мезонов в УПС, сопровождающееся 
дифракционной диссоциацией мишени.

Если переданный мишени импульс 1/2t  
велик, то фоторождение векторного мезо-
на в ультрапериферических столкновениях 
протонов может сопровождаться дифрак-
ционной диссоциацией мишени с образо-
ванием струи адронов. Такой дифракци-
онный процесс фоторождения векторного 
мезона схематично изображен на рис. 1, б. 
При этом в конечном состоянии ультрапе-
риферического взаимодействия будут на-
блюдаться: исходный протон, испустивший 
поток эквивалентных фотонов; рожденный 
векторный мезон; струя адронов, образо-
ванная при диссоциации протона (MX – ин-
вариантная масса образовавшейся системы 
адронов). 

Хотя дифракционные процессы фото-
рождения векторных мезонов сами по себе 
несут важную информацию о динамике 
сильных взаимодействий, а при высоких 
энергиях и при наличии достаточной стати-
стики их можно использовать для получе-
ния сведений о глюонных распределениях 
внутри нуклона в области малых значений 
x (доля импульса протона, переносимая 
глюоном) [5], все же в нашем случае они 
являются фоновыми и дают дополнитель-
ный вклад в исследуемое сечение когерент-
ного фоторождения векторного мезона.

Если образовавшаяся при диссоциа-
ции протона струя адронов MX обладает 
значениями псевдобыстрот из диапазонов 
5,1 8,6< η <  и 8,6 3, 7,− < η < −  то в усло-
виях эксперимента ALICE заряженные вто-
ричные частицы MX зарегистрированы не 
будут. Другими словами, это событие будет 
зарегистрировано так же, как событие коге-
рентного фоторождения J/ψ-мезона, и будет 
являться источником погрешности. Для уче-
та этого эффекта в настоящей работе были 
рассчитаны величины сечений рождения 
J/ψ-мезонов в УПС протонов, сопровожда-
ющиеся диссоциацией протона, при усло-
вии, что рожденная струя адронов не будет 
зарегистрирована в детекторах ALICE.

Процессы фоторождения J/ψ, сопрово-
ждающиеся диссоциацией протона, харак-
теризуются большими, достаточными для 
диссоциации протона, значениями пере-
данного импульса, в отличие от процессов 
когерентного фоторождения J/ψ, когда t 
имеет значение, близкое к нулю. В рамках 
подхода, описанного в работе [5], сечения 
фоторождения J/ψ-мезонов, сопровождаю-
щего диссоциацией протона, не могут быть 

Рис. 3. Зависимость сечения  
фоторождения J/ψ-мезонов в УПС протонов, 
сопровождающегося диссоциацией протона 

(см. рис. 1, б), от квадрата переданного  
импульса (для случая, когда J/ψ обладает  

псевдобыстротой диапазона –4 < η < –2,5).  
Точками отмечены рассчитанные величины сечения 

при энергии    7 ÒýÂS =  в рамках подхода  
из работы [5]; затемненная область – возможные 

значения сечения при | t | < 2 ГэВ 
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надежно рассчитаны для значений квадрата 
переданного импульса t   <  2  (ГэВ)2. Од-
нако для оценки вклада этого фонового 
процесса в величину сечения когерентного 
фоторождения J/ψ необходимо знать вели-
чину сечения фонового процесса именно 
при значениях t, близких к нулевым. 

На рис.  3 точками отмечены значения 
сечений фоторождения J/ψ-мезонов, вы-
численные для разных значений t в рамках 
подхода, принятого в работе [5]. Видно, что 
в области 2 2 (ГэВ)<t  сечение фоторожде-
ния практически не зависит от величины t,  
а с ростом t  наблюдается спад зависимости 
сечения от квадрата переданного импульса. 
Для оценки данного значения сечения была 
проведена экстраполяция зависимости, 
приведенной на рис. 3, в область t, пример-
но равную нулю. Затемненная область на 
рис.  3 ограничивает диапазон возможных 
значений сечения фоторождения J/ψ при 

2 2 (ГэВ) .<t  Оцененная таким образом 
возможная величина сечения дифракцион-
ного рождения J/ψ-мезона при значениях 
t, близких к нулю, лежит в диапазоне при-
мерно от 0,45 до 0,90  нб. Это дает вклад 
около 5 – 15 % в величину сечения коге-
рентного фоторождения J/ψ-мезона в УПС 
протонов [5].

Проведенные в данной работе иссле-
дования показали, что в условиях экспе-
римента ALICE вклад фонового процесса 
дифракционного фоторождения векторно-
го мезона, сопровождающегося дифракци-
онной диссоциацией мишени, в величину 
сечения когерентного фоторождения век-
торного мезона составляет около 5 – 15 %.  
Вклад фонового процесса рождения  
J/ψ-мезона в сильных взаимодействиях 
протонов составляет порядка 10 %. Таким 
образом, суммарный вклад рассмотренных 
фоновых процессов может достигать 25 %. 
Это необходимо учитывать на этапе обра-
ботки экспериментальных данных для пра-
вильной оценки величины сечения коге-
рентного фоторождения J/ψ-мезона в УПС 
протонов.

Авторы выражают глубокую благодарность 
М.Б.  Жалову, ведущему научному сотруднику 
отделения физики высоких энергий Петербург-
ского института ядерной физики им. Б.П. Кон-
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NUCLEAR MODIFICATION FACTORS FOR ELECTRONS FROM DECAYS  
OF PARTICLES CONTAINING HEAVY QUARKS

Представлены результаты измерения факторов ядерной модификации для электронов от полу-
лептонных распадов частиц, содержащих тяжелые кварки. Использовались измерения, проведенные 
на спектрометре ФЕНИКС ускорителя RHIC в столкновениях протонов и ядер золота при энергии 
200 ГэВ. Приведены сравнения полученных результатов с расчетами известных теоретических мо-
делей.

КВАРК-ГЛЮОННАЯ ПЛАЗМА, МЕЗОНЫ, ТЯЖЕЛЫЕ КВАРКИ, АНАЛИЗ.

The nuclear modification factors for electrons from semi-leptonic decays of particles containing heavy 
quarks are presented. The results obtained in the PHENIX experiment at RHIC in p + p and Au + Au col-
lisions at 200 GeV.NNs =  The comparison of the results with the calculations of the known theoretical 
models is shown.

QUARK-GLUON PLASMA, MESON, HEAVY QUARKS, ANALYSIS.

Исследование столкновений тяжелых 
релятивистских ядер относится к одному из 
приоритетных направлений в физике высо-
ких энергий [1]. Квантовая хромодинамика 
– фундаментальная теория сильных взаимо-
действий предсказывает, что при температу-
ре взаимодействующей системы около 170 
МэВ должен происходить фазовый переход 
адронной материи в состояние со «свобод-
ными» кварками и глюонами. Подобное со-
стояние материи принято называть кварк-
глюонной плазмой. Условие экстремально 
высокой температуры взаимодействующей 
системы реализуется в столкновениях тяже-
лых ядер, обладающих большой энергией. 

Основной целью программы исследований 
таких столкновений является поиск и изу-
чение свойств нового состояния материи – 
кварк-глюонной плазмы. 

Одним из наиболее выдающихся резуль-
татов, полученных всеми экспериментами 
на коллайдере RHIC, является наблюдение 
подавления выхода легких адронов с боль-
шим поперечным импульсом в центральных 
столкновениях ядер золота [2]. Поэтому ис-
следование рождения тяжелых адронов, со-
держащих тяжелые кварки (b и с) служит 
важным инструментом для систематиче-
ского изучения свойств кварк-глюонной 
плазмы. Практически все теоретические 



124

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4-1(182) 2013

модели предсказывали, что степень пода-
вления выхода частиц, содержащих в сво-
ем составе тяжелые кварки, должна быть 
меньшей, по сравнению с легкими адрона-
ми. В силу ряда обстоятельств (конструк-
ции спектрометров, недостаточные объемы 
накопленных данных и т. п.) эксперименты 
на коллайдере RHIC не позволяют выпол-
нять прямые измерения рождения тяжелых 
кварков. Поэтому был предложен вариант 
косвенных измерений: через выходы элек-
тронов от полулептонных распадов частиц, 
содержащих тяжелые кварки. 

Данная работа посвящена изучению 
факторов ядерной модификации подобных 
электронов в столкновениях ядер золота 
при энергии взаимодействия 200 ГэВ. Все 
результаты, представленные в настоящей 
статье, получены в эксперименте ФЕНИКС 
[3] на коллайдере RHIC [4].

Факторы ядерной модификации

В основе результатов, представленных 
в данной статье, лежат измерения выходов 
нефотонных электронов, полученных ранее 
для (p + p)- [5] и (Au + Au)- [6] столкнове-
ний при энергии 200 ГэВ.

Жесткие рассеяния являются точечны-
ми процессами с характерным масштабом 
расстояний порядка 1/pT. Поэтому можно 

предположить, что выход частицы в стол-
кновениях ядер есть величина, пропорци-
ональная произведению выхода частицы 
в (p + p)-столкновениях и среднего числа 
парных неупругих нуклон-нуклонных стол-
кновений столкнN .  Коллективные ядерные 
эффекты в начальном или конечном состо-
яниях могут нарушать данную пропорцио-
нальность. Обычно подобные нарушения 
изучаются с помощью параметра RAВ, по-
лучившего название фактора ядерной мо-
дификации и равного
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стиц, измеренные в элементарных нуклон-
нуклонных и (А + В)-взаимодействиях.

В условиях отсутствия коллективных 
эффектов (А + А)-взаимодействия пред-
ставляют собой суперпозицию нуклон-
нуклонных столкновений и параметр RAВ 
равен единице. Основными эффектами на-
чального состояния являются эффект Кро-
нина и  модификации функций распределе-

Рис. 1. Зависимости от поперечного импульса измеренных факторов ядерной модификации  
для электронов, образованных в результате полулептонных распадов частиц, содержащих тяжелые 

кварки, для двух центральностей столкновений ядер золота: 0 – 10 % (а) и  60 – 92 % (б).  
Вертикальные «усы» и прямоугольники вокруг символов соответствуют статистическим и систематическим 

ошибкам измерений

а) б)
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ния партонов в ядре. Возможные эффекты 
конечного состояния могут быть связаны с 
образованием определенной среды в стол-
кновениях тяжелых релятивистских ядер. 

На рис. 1 представлены результаты из-
мерения факторов ядерной модификации 
для электронов от полулептонных распадов 
частиц, содержащих тяжелые кварки. Ре-
зультаты показаны для двух классов собы-
тий по центральности. 

В случае периферийных (Au + Au)-
взаимодействий фактор близок к единице 
(рис. 1, б), свидетельствуя об отсутствии 
сильных коллективных эффектов, оказыва-
ющих влияние на рождение частиц. В цен-
тральных (Au + Au)-столкновениях выход 
электронов подавлен в 2 – 5 раз (рис. 1, а), 
что говорит об очень большой плотности 
среды, созданной в этих столкновениях. 
Полученные результаты не согласуются с 
теоретическими предсказаниями, согласно 
которым основные потери энергии тяже-
лых кварков в новой среде будут опреде-
ляться излучением глюонов (тормозное из-
лучение). На рис. 2, а показано сравнение 
измеренного фактора ядерной модифика-

ции с предсказаниями, сделанными в ста-
тье [7] для электронов, образовавшихся в 
результате распада B и D-мезонов (затуше-
ванная область 1 на рис. 2). Хорошо наблю-
дается несоответствие между теоретически-
ми и экспериментальными результатами. 
Толстой пунктирной линией 3 показаны 
расчеты, учитывающие не только радиа-
ционные потери энергии, но и потери на 
рассеяние [8]. Тонкая пунктирная линия 4 
соответствует электронам, образовавшим-
ся в результате распада D-мезона. Моде-
ли с учетом потерь энергии на рассеяние 
демонстрируют более хорошее согласие с 
экспериментальными данными (в пределах 
ошибок измерений).

В статье [9] была специально разработа-
на теоретическая транспортная модель для 
тяжелых кварков, которая описывает экс-
периментальную степень подавления выхо-
да электронов (см. рис. 2 , б, пунктирные 
линии). Но, как оказалось, эта модель не 
может описать эллиптический поток для 
таких электронов (рис. 2, в, пунктирные 
линии). На той же основе была построе-
на еще одна теоретическая модель [10, 11], 

Рис. 2. Сравнение измеренных (символы)  и теоретически предсказанных  
с помощью разных моделей (линии и затушеванные области) зависимостей от поперечного  

импульса факторов ядерной модификации (а, б) и эллиптического потока (в) для электронов,  
образованных от распада полулептонных частиц, содержащих тяжелые кварки.  

Энергия взаимодействия ядер золота – 200 ГэВ. Линии и области 1 – 5 соответствуют расчетам,  
опубликованным в работах [7 – 9], 6 – в работах [10, 11] (см. пояснения в тексте)  

а)
б)

в)2



126

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4-1(182) 2013

согласно которой для упругого рассеяния 
учтено резонансное возбужденное состоя-
ние тяжелых кварков в среде. Вычисления 
на решетке дают теоретические свидетель-
ства существования такого возбужденного 
состояния. Вычисления в рамках этой мо-
дели смогли описать как эффект сильного 
подавления выхода электронов, так и ази-
мутальную анизотропию (см. рис. 2, б, в, 
затушеванные области). 

Таким образом, результаты, представ-
ленные в настоящей статье, дают воз-

можность детально изучить явление по-
давления тяжелых кварков в центральных 
столкновениях тяжелых ядер при энергии 
200 ГэВ и позволяют продолжить изуче-
ние фундаментальных свойств ядерной 
материи в условиях экстремально высо-
ких плотностей энергии, превышающих 
критическую плотность перехода в кварк-
глюонную плазму.

Исследование выполнено при поддержке 
Министерства образования и науки Российской 
Федерации, Соглашение 14.B37.21.1300.
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ANALYSIS OF PIECEWISE LINEAR STOCHASTIC SYSTEMS  
IN HALF-SPACES BY MEANS OF THE PUGACHEV–SVESHNIKOV EQUATION

Предлагается аналитический метод получения распределения фазовых координат кусочно-
линейных стохастических систем, линейных в полупространствах. Метод основан на решении 
уравнения Пугачёва – Свешникова для характеристической функции. Его решение  сводится к 
решению параметрической краевой задачи Римана. В качестве примера решена задача Кренделла 
о вычислении вероятностных характеристик перемещения незакрепленного тела, помещенного на 
подвижное основание, совершающее случайные колебания. Рассматривается случай анизотропного 
вязкого трения. Исследуется асимптотика моментов перемещения.

Непрерывный марковский процесс, уравнение Пугачёва –Свешникова, 
краевая задача Римана, стохастическая механика, задача Кренделла, ани-
зотропное вязкое трение.

An analytic approach is presented to obtain a probability distribution function of the state-vector of 
piecewise linear systems which have two domains (half-spaces) of linearity. The approach is based on the use 
of the Pugachev – Sveshnikov equation for the characteristic function and its reduction to the parametric 
Riemann boundary value problem for half-planes. Crandall’s problem for anisotropic viscosity friction is 
solved as an example of application of the derived theory. The displacement of a body, placed on a randomly 
oscillating foundation, is explored. And the asymptotical behaviour of the mathematical expectation of this 
body’s displacement is obtained.

Continuous Markov process, Pugachev – Sveshnikov equation, Riemann 
boundary value problem, stochastic mechanics, Crandall’s problem, 
anisotropic viscous friction.

В реальных условиях динамические 
системы часто подвергаются воздействию 
нерегулярных, хаотически меняющихся, 
случайных возмущений. Стохастическими 
свойствами обладает, например, ряд типо-
вых, широко распространенных механиче-
ских воздействий естественного, природ-

ного происхождения: морское волнение, 
ветровая нагрузка, сейсмические воздей-
ствия, турбулентные пульсации атмосферы, 
микропрофиль автодорог. Случайные шумы 
и флуктуации появляются и во многих дру-
гих прикладных задачах самого различного 
физического содержания.
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Статистическое рассмотрение динами-
ческих систем вынуждает применять мето-
ды теории случайных функций. Ее матема-
тический аппарат хорошо разработан для 
линейных систем и включает такие клас-
сические разделы, как корреляционную и 
спектральную теорию, теорию выбросов, а 
также оптимальной фильтрации [1]. Между 
тем, реальные динамические системы, как 
правило, содержат те или иные нелинейно-
сти. Например, в механике характеристики 
упругих и диссипативных элементов (пру-
жин и демпферов) можно считать линей-
ными только в достаточно узком диапазо-
не входных воздействий. В экстремальных 
режимах эксплуатации (высокая загружен-
ность, увеличение скоростей, передаваемой 
мощности и т. п.) гипотеза линейности на-
рушается.

Важным источником появления нели-
нейностей являются так называемые на-
чальные несовершенства, которые возни-
кают на этапе изготовления или сборки 
системы, причем даже в том случае, ког-
да ее отдельно взятые элементы линейны. 
Примером могут служить предварительные 
натяжения или поджатия, зазоры, люфты, 
трещины, гистерезисность и подобные им 
явления.

Основной аналитический метод ис-
следования статистической динамики не-
линейных систем основан на применении 
теории марковских процессов [2 – 4]. Этот 
метод приводит к некоторой задаче матема-
тической физики для уравнения Фоккера – 
Планка – Колмогорова (ФПК), задающего 
закон распределения фазовых координат 
динамической системы.

Для сколько-нибудь сложных нели-
нейных динамических систем найти точ-
ное решение уравнения ФПК обычно не 
удается, а вычислительные трудности при 
компьютерном решении порой сравнимы 
с аналитическими [2]. На практике инже-
неры и исследователи часто вынуждены 
довольствоваться приближенными метода-
ми. Наиболее употребителен из них метод 
статистической линеаризации (МСЛ) [3], 
основанный на линейной аппроксимации 
всех имеющихся в системе нелинейностей. 
МСЛ часто дает качественно верный ре-

зультат, однако строгие оценки его точно-
сти отсутствуют. Кроме того, встречаются 
задачи, в которых статистическая линеари-
зация приводит к аномально большой по-
грешности. Полной ясности в этом вопросе 
пока не достигнуто.

Начало применению уравнения ФПК к 
решению нелинейных стохастических за-
дач было положено в середине прошлого 
века. Стимулом к этому послужило бурное 
развитие авиации, ракетной техники и кос-
монавтики. Сразу же стало понятно, что 
построить точное аналитическое решение 
уравнения ФПК для нелинейных систем 
самого общего вида крайне затруднитель-
но. Во-первых, не удавалось найти реше-
ние при произвольной форме нелинейно-
стей (за исключением особых единичных 
случаев). Во-вторых, приходилось ограни-
чиваться рассмотрением систем самой про-
стой структуры, преимущественно младших 
порядков (не выше второго).

В связи с возникшими затруднениями 
появилась идея отказаться от рассмотрения 
наиболее общей формы нелинейностей и 
ограничиться таким более узким их клас-
сом, для которого уравнение ФПК стало 
бы аналитически разрешимым при произ-
вольной структуре системы. Вместе с тем 
этот класс нелинейностей должен быть до-
статочно широким для удовлетворительной 
аппроксимации реальных нелинейностей 
с помощью функций, принадлежащих к 
данному классу. Такое упрощение задачи 
относится к вынужденным мерам и пред-
ставляет определенный компромисс между 
общностью модели и возможностью ее де-
тального аналитического изучения.

В 1950 – 1960-х гг. предпринимались 
попытки построения аналитического ре-
шения уравнения ФПК в классе кусочно-
линейных систем. Этой задачей, в частно-
сти, активно занимался А.Н. Колмогоров и 
его ученики. По свидетельству Р.Л. Стра-
тоновича [5], в многомерных кусочно-
линейных стохастических задачах Колмо-
горов предложил переходить к уравнению 
для характеристической функции, причем 
высказал гипотезу, что это уравнение будет 
аналитически разрешимым. Стратонович 
пытался применить этот метод к решению 
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ряда стационарных задач диффузии, од-
нако довести вычисления до конца ему не 
удалось.

В конце 1950-х гг. Колмогоров вернул-
ся к данной проблематике и поставил за-
дачу построения решения уравнения ФПК 
для кусочно-линейных систем перед своей 
аспиранткой Э.М. Хазен. Она опубликова-
ла цикл статей [6 – 8], в которых исполь-
зовался метод, аналогичный описанному 
Стратоновичем [5]. Найти аналитическое 
решение ей также не удалось, но был раз-
работан приближенный метод, основан-
ный на численном решении некоторой 
системы многомерных интегральных урав-
нений.

Точным решением уравнения ФПК в 
классе кусочно-линейных систем много за-
нимался Т. Кохи. Совместно со своим аспи-
рантом Дж. Динзом он построил первое из-
вестное аналитическое решение подобного 
рода задач [9], которое относится к про-
стейшей системе первого порядка, включа-
ющей релейную нелинейность sign x. Впо-
следствии тем же методом, основанным на 
применении преобразования Лапласа, была 
решена аналогичная задача для произволь-
ной кусочно-линейной системы первого 
порядка [10]. Обобщение метода [9, 10] на 
системы более высокого порядка затрудни-
тельно, так как он существенно использу-
ет тот факт, что получаемые изображения 
по Лапласу определяются обыкновенными 
дифференциальными уравнениями.

Метод перехода от уравнения ФПК к 
уравнению для характеристической функ-
ции, который, как считал Колмогоров, 
способен дать даже аналитическое реше-
ние рассматриваемого класса задач, си-
стематически разрабатывал В.С. Пугачёв. 
Еще в конце 1930-х гг. он получил общее 
уравнение для характеристической функ-
ции непрерывного марковского процесса, 
часто называемое уравнением Пугачёва, и 
пытался применять его в существенно не-
линейных задачах, в том числе кусочно-
линейных. Однако решить свое уравнение 
аналитически в классе кусочно-линейных 
систем Пугачёву не удалось [5]; более того, 
он высказал мнение, что такое решение 
вряд ли вообще возможно из-за сложно-

го аналитического вида самого уравнения. 
Поэтому Пугачёв и его ученики сосредото-
чили свое внимание на разработке прибли-
женных методов решения уравнения Пуга-
чёва. Результаты обширных многолетних 
исследований в этом направлении подыто-
жены в монографиях [11, 12].

Уравнением Пугачёва заинтересовался 
А.А. Свешников. Он внимательно изучил 
его особенности для случая, когда нели-
нейность системы относится к так назы-
ваемому релейному типу. Функция φ(x) на-
зывается нелинейностью релейного типа, 
если существует такое a ≥ 0, что при |x| > a  
эта функция совпадает с релейной нели-
нейностью sign x, а при |x| ≤ a может быть 
произвольной. Свешников показал, что для 
систем релейного типа уравнение Пугачё-
ва принимает вид сингулярного интегро-
дифференциального уравнения и применил 
эту форму уравнения для его приближен-
ного решения.

Автору настоящей статьи удалось пока-
зать, что уравнение Пугачёва – Свешнико-
ва в определенном классе систем, включа-
ющих нелинейности вида sign x, допускает 
не только приближенное, но и точное ана-
литическое решение [13]. Впоследствии 
этот результат был распространен и на не-
которые системы, включающие нелиней-
ности вида |x| [14, 15]. В настоящей статье 
доказывается, что разработанная ранее тео-
рия сохраняет свою силу и для произволь-
ных кусочно-линейных систем, линейных 
в двух полупространствах, дополняющих 
друг друга до полного пространства.

Постановка задачи  
для уравнения Пугачёва – Свешникова

Рассмотрим динамическую систему 
произвольного порядка n, фазовое про-
странство которой разделено заданной ги-
перплоскостью Γ на два полупространства, 
в каждом из которых уравнения движения 
линейны. Без ущерба для общности будем 
считать, что особая гиперплоскость Γ со-
впадает с одной из координатных гипер-
плоскостей, например той, на которой пер-
вая фазовая координата обращается в нуль. 
Уравнения движения такой системы имеют 
вид 
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а описываемая ими динамическая систе-
ма представляет собой частный случай ре-
лейных систем, разобранный в работе [13].  
В настоящей статье мы откажемся от огра-
ничений (5) и будем считать уравнения ли-
нейных подсистем совершенно произволь-
ными.
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вых полуосей: 

1
( ) = (1 sign ).

2
y y±χ ±

С их помощью выражения (3) и (4) пе-
репишем следующим образом: 

1 1= ( ) ( ) ( ) ( ),C y d y C y d y+ + + − − −ϕ − + χ + + χ
 

 

1 1= 2( ( ) ( )).H y H y+ + − −Ψ χ + χ

Подстановка этих выражений в уравне-

ния движения (1) после несложных алге-
браических преобразований дает равенство 

0 0 1 1 1

0 1 1

( ) ( ) sign

2( sign ) ,

d
U C U d C U d U

dt

H H U

+ + + + =

= + ξ

   



 где введены следующие обозначения: 

0 1

0 1

0 1

= , = ;
2 2

= , = ;
2 2

= , = .
2 2

C C C C
C C

d d d d
d d

H H H H
H H

+ − + −

+ − + −

+ − + −

+ −

+ −

+ −

   

 

Стохастическое дифференциальное 
уравнение (10) задает непрерывный мар-
ковский процесс. Согласно общей теории 
[16], его вектор сноса 

a  и матрица диффу-
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причем символ T означает транспонирова-
ние матрицы.

Если исследуемая кусочно-линейная си-
стема не сводится к линейной, т. е. уравне-
ния линейных подсистем не совпадают, то 
на поверхности переключения y1 = 0 ком-
поненты вектора 

a  и элементы матрицы B 
будут иметь разрывы. Из-за этого уравне-
ние ФПК, в которое входят эти негладкие 
коэффициенты, теряет силу при y1 = 0 и 
должно быть дополнено соответствующи-
ми условиями сопряжения [16]. В резуль-
тате приходится одновременно решать две 
задачи для полупространств y1 > 0 и y1 < 0, 
связанные друг с другом через условия со-
пряжения. Решить такую задачу аналитиче-
ски чрезвычайно сложно.

Вместо уравнения ФПК гораздо удоб-
нее использовать уравнение Пугачёва. Оно 
задает характеристическую функцию про-
цесса 
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деляемая уравнением ФПК; 1=y ndV dy dy⋅ ⋅ 

1=y ndV dy dy⋅ ⋅ – элемент объема n-мерного евкли-
дова пространства .n .

В исходной форме, предложенной са-
мим Пугачёвым [11, 12], его уравнение вы-
глядело так: 
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Последняя, как показал Пугачёв, вы-
ражается в виде суммы линейной и ква-
дратичной форм относительно компонент 
вектора z
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являются компонентами вектора сноса 
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а квадратичной – элементами матрицы 
диффузии B.

При подстановке выражений (12) и (13) 
в (18), после интегрирования по формуле 
(16), в правой части формулы (16) появля-
ются интегралы четырех типов: 
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Интеграл I1 непосредственно совпадает 
с характеристической функцией (15), инте-
гралы I3, I4 выражаются через производные 
по zj от I1 и I2, соответственно. Интеграл же 
I2 преобразуется по методу А.А. Свешни-
кова, обратившего внимание на связь I2 и 
сингулярного интеграла с ядром Коши: 

1

1

1

sign ( ; )

( ; ) | =1
. . ,

Tiz y
y

n

z

e i y f y dV

E z s
v p ds

s z

+∞

−∞

τ =

τ
=

π −

∫

∫

 







где v.p. обозначает символ главного значе-
ния интеграла по Коши. Более подробное 
обоснование формулы (20) можно найти в 
[13].

Отметим, что правая часть равенства 
(20), а именно


1

1

( ; ) | =1
( ; ) = . . ,

zE z s
E z v p ds

s z

+∞

−∞

τ
τ

π −∫




носит название интегрального преобразо-
вания Гильберта от функции E по аргумен-
ту z1  [17].

Опуская несложные, но громоздкие ал-
гебраические преобразования, приходим к 
следующему результирующему уравнению: 

 

0 0 0

1 1 1

( grad ( ) )

 ( grad ( ) ) = 0,

T T T

T T T

E
z C E iz d z B z E

i z C E iz d z B z E

∂
+ + + −

∂τ

− + +



   



   

где grad E обозначает вектор градиента E по 
аргументам z1, …, zn.

Уравнение (22) носит название  уравне-
ния Пугачёва – Свешникова (далее в тек-
сте – уравнение пС). Ранее оно рассматри-
валось в работе [13] при дополнительных 
предположениях (5), отвечающих случаю 
релейной системы. В частном случае вы-
полнения условий (5), согласно формулам 
(11) и (14), получаем C1 = 0 и B1 = 0, так 
что в уравнении отсутствовал grad ,E  а ко-
эффициент при E  являлся линейной, а не 
квадратичной функцией компонент векто-
ра .z



 Как будет показано далее, это отли-
чие не влияет сколько-нибудь существенно 
на метод решения уравнения (22), который 
совершенно аналогичен использованному 
в работе [13]. В заключение данного раз-
дела заметим, что уравнение (22) должно 
решаться при начальном условии 

=0 0| = ( ),E E zτ



где E0 обозначает характеристическую 
функцию 0.U



Метод решения  
уравнения Пугачёва – Свешникова

Метод решения уравнения ПС для 
кусочно-линейных систем в своих главных 
и основных чертах повторяет таковой для 
случая нелинейности вида sign x, подробно 

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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изложенный в работе [13]; данный метод 
затем нашел применение в целом ряде при-
кладных исследований (см., например, ра-
боты [14,  15]). Поэтому остановимся далее 
лишь на основных моментах, а внимание 
сконцентрируем на тех изменениях, кото-
рые появляются из-за обобщения формы 
нелинейностей. Суть предлагаемого метода 
заключается в сведении поставленной зада-
чи к краевой задаче Римана теории функ-
ции комплексного переменного. Этот при-
ем хорошо известен и подробно описан в 
литературе [17].

Введем интеграл типа Коши: 

1
1

1 ( ; )
( ; , ) = (Im 0),

2
E z

F z' dz
i z

∞

−∞

τ
ζ τ ζ ≠

π − ζ∫




где вектор 2= ( , , )Tnz' z z


  включает все 
компоненты вектора ,z



 начиная со второй, 
а ζ  – комплексная переменная. 

Предельные значения F при 1 0z iζ → ±   
обозначим, соответственно, через 1( ; , )F z z'+ τ



 
и 1( ; , ).F z z'− τ



 Они удовлетворяют формулам 
Ю.В. Сохоцкого [17]: 



1 1

1 1

( ; , ) ( ; , ) = ( ; ),

( ; , ) ( ; , ) = ( ; ),

F z z' F z z' E z

F z z' F z z' iE z

+ +

+ −

τ − τ τ

τ + τ − τ

  

  

где E  – преобразование Гильберта (21).
Выражая в уравнении ПС (22) неизвест-

ное E и его преобразование Гильберта E  
по формулам Сохоцкого, после перегруп-
пировки слагаемых получим: 

0 1

0 1 0 1

0 1

0 1 0 1

( ) grad
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 ( ( ) ( ) ) ,
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 

  

или, учитывая выражения (11) и (14), 

grad

 ( )

grad

 ( ) .

+
+ +

+ + + +

−
− −

− − − −

∂
+ +

∂τ
+ + =

∂
= + +

∂τ
+ +





  





  

T

T T T

T

T T T

F z C F

iz d z H H z F

F z C F

iz d z H H z F

Функция F + аналитична в верхней, а 
F −  – в нижней полуплоскости комплекс-
ного переменного z1, причем на границе 
этих полуплоскостей при 1< <z−∞ +∞  вы-
полняются условия (27). Полученная крае-
вая задача относится к классу задач Римана 
и отличается от типовых задач Римана [17] 
только наличием параметров ,z' τ



 и присут-
ствием в краевом условии (27) производных 
по этим параметрам.

При кажущейся сложности уравнения 
ПС (22), представляющего собой сингуляр-
ное интегро-дифференциальное уравнение, 
структура краевого условия (27) очень про-
ста и наглядна: вторые слагаемые в обеих 
частях являются билинейными формами с 
матрицей C ±  относительно компонент z



 и 
grad ,F ±  а третьи слагаемые – суммой ли-
нейной формы (скалярного произведения z



 
на d ±



) и квадратичной формы с матрицей 
.TH H± ±  При этом в каждую часть краевого 

условия входят только коэффициенты со-
ответствующей подсистемы. Краевая задача 
(27) сразу же легко записывается непосред-
ственно по уравнениям движения.

Порядок интеграла типа Коши (24) от-
носительно ζ  при ζ → ∞  есть не выше ми-
нус первого. Поэтому применяя аналогич-
но [13] обобщенную теорему Лиувилля [17], 
приходим к основному уравнению: 

0 1 1

grad (

) = ( , ) ( , ),

±
± ± ±

± ± ±

∂
+ + +

∂τ
+ τ + τ



 

   

T T

T T

F z C F iz d

z H H z F G z' z G z'
где 0,G  1G  – неизвестные функции, под-
лежащие определению. 

Уравнение (28) фактически задает два 
уравнения (для F +  и F − ). В коэффициен-
тах берется индекс, совпадающий с индек-
сом при F.

Правая часть уравнений (28) представ-
ляет линейную функцию от z1. Коэффи-
циенты этой линейной зависимости выби-
раются так, чтобы F +  была аналитична в 
верхней, а F −  – в нижней полуплоскости. 
Отметим, что функции 0,G  1G  – целые от-
носительно компонент z'



 [13].
Основное уравнение (28) нужно допол-

нить начальными условиями 

=0 0| = ( ),F F z± ±
τ



(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
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где 0F ±  выражается либо через характери-
стическую функцию начального вектора по 
формулам Сохоцкого 

0 1
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либо через его плотность вероятности 
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F z e f y dV± ±

∫
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 



Решение уравнения ПС (22) осуществля-
ется в три этапа: определение неизвестных 
функций 0G  и 1;G  решение основного урав-
нения (28); вычисление характеристической 
функции по первой формуле Сохоцкого.

Из этих трех этапов решения нестан-
дартным является только первый. Он за-
ключается в решении некоторой обратной 
задачи для уравнения (28). Нужно так подо-
брать правую часть этого уравнения, чтобы 
его решение обладало заданными свойства-
ми аналитичности. Для случая кусочно-
линейных систем решение этой задачи 
принципиально не отличается от случая, 
разобранного в [13]. В настоящее время из-
вестны несколько типов таких задач, допу-
скающих аналитическое решение.

Допустим, что ,C ±  H ±  и d ±


 не зави-
сят от времени. В работе [13] изучены три 
типа систем, допускающих аналитическое 
нахождение 0G  и 1.G  Системы нулевого 
типа характеризуются нулевой матрицей 
C, то есть уравнения движения не содер-
жат членов, линейных относительно фазо-
вых координат, а нелинейности являются  
кусочно-постоянными.

Для систем первого типа все ненулевые 
элементы C находятся в первом столбце, 
а уравнения движения содержат только 
члены, пропорциональные U1, и кусочно-
постоянные нелинейности.

Второй тип означает, что все ненулевые 
элементы C сосредоточены в произвольном 
k-м столбце, причем k ≠ 1. Ясно, что здесь 
в уравнения движения входит только фа-
зовая координата Uk, а все остальные сла-
гаемые кусочно-постоянны. Системы, не 

сводящиеся ни к одному из перечисленных 
трех типов, относят к общему типу. Здесь 
матрица C содержит ненулевые элементы в 
двух и более столбцах.

В работе [13] изучались системы, для 
которых = ,C C+ −  то есть обе линейные 
подсистемы относились к одному типу. Для 
общих кусочно-линейных систем каждая 
подсистема может иметь свой тип, который 
будет определять конкретный вид уравне-
ний, задающих функции G0  и G1.

Пусть ,C ±  H ±  и d ±


 постоянны. Тогда 
удобно воспользоваться преобразованием 
Лапласа по τ. Обозначим аргумент преоб-
разования через p, а изображение – той 
же буквой, что и оригиналы, но с волной 
сверху. Можно показать, что все эти пре-
образования существуют, по крайней мере, 
при Re p > 0.

Для систем  нулевого типа непосред-
ственно из основного уравнения (28) на-
ходим изображения F +

  и ,F −
  каждое из 

которых имеет по одному полюсу в обеих 
полуплоскостях. Приравнивая к нулю вы-
четы в полюсах, «запрещенных» условиями 
аналитичности ,F ±

  получаем систему двух 
линейных уравнений для определения изо-
бражений 0G  и 1G  искомых функций.

В случае первого типа F +
  и F −

  удо-
влетворяют линейным дифференциальным 
уравнениям первого порядка. Их решение 
аналитично в любой конечной части пло-
скости, но обе эти функции будут иметь 
особенности в бесконечно удаленной точ-
ке. Требуя, чтобы F +

  и F −
  были аналитич-

ны по z1 в соответствующих расширенных 
полуплоскостях, вновь получаем линей-
ную систему для определения изображений  

0G  и 1.G

 Второй тип систем отличается более 
сложным методом определения Gj. Здесь 
оказывается, что F +

  и F −
  мероморфны 

по z1 и имеют бесконечное множество про-
стых полюсов. Приравнивая к нулю вычеты 
F ±
  в «запрещенных» полюсах, приходим к 

некоторой интерполяционной задаче от-
носительно аргументов z'



 для функций G0  
и G1, являющихся, как отмечалось выше, 
целыми функциями этих аргументов. При-
мер решения такой задачи можно найти в 
работе [13].

(30)

(31)
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Что касается систем  общего типа, то 
для них основное уравнение (28) приводит 
уже не к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению (как при первом и втором 
типах системы), а к уравнению в частных 
производных первого порядка. Задача под-
бора правой части этого уравнения из усло-
вий аналитичности его решения в настоя-
щее время изучена мало. Имеются лишь 
отдельные частные примеры, когда ее уда-
ется решить в замкнутом виде.

Выше шла речь о решении нестацио-
нарного уравнения ПС (22). Если в систе-
ме существует установившийся режим, то 
финальная характеристическая функция 

( ),E z∞



 отвечающая ,τ → +∞  должна удо-
влетворять стационарному уравнению ПС, 
которое отличается от (22) отсутствием про-
изводной по τ. Это уравнение следует решать 
при условии нормировки (0) = 1.E∞



 Метод 
решения стационарного уравнения аналоги-
чен описанному выше. Основное уравнение 
здесь отличается от (28) только отсутствием 
производной по τ и отсутствием зависимо-
сти решения от этого аргумента.

Далее рассмотрим конкретный пример 
исследования кусочно-линейной стохасти-
ческой системы с помощью решения урав-
нения ПС.

Задача Кренделла для случая  
анизотропного вязкого трения

Рассмотрим в качестве примера нели-
нейную стохастическую задачу механики 
твердого тела, поставленную С. Кренделлом 
и подробно описанную нами в статье [15]. 
Имеется плоское горизонтальное основа-
ние; сверху на него помещено тело, спо-
собное скользить с трением вдоль основа-
ния. Сила трения зависит от скорости тела 
относительно основания, причем нелиней-
ная характеристика силы трения задается. 
Основание приходит в движение, совер-
шая продольные колебания по известному 
случайному закону. Требуется найти закон 
распределения относительного перемеще-
ния тела или хотя бы его моменты.

Сам С. Кренделл приближенно ре-
шил сформулированную задачу с помо-
щью МСЛ для случая сухого трения, когда 
ускорение основания является процессом 

белого шума. В работах [15, 14] построено 
точное решение уравнения ПС для случаев 
соответственно сухого и комбинированно-
го трения. Найдем теперь аналогичное ре-
шение для анизотропного вязкого трения, 
когда сила сопротивления пропорциональ-
на скорости, но коэффициент пропорцио-
нальности скачкообразно меняется при из-
менении направления движения.

Такая характеристика сил сопротивле-
ния реализуется, например, если тело за-
креплено на основании с помощью амор-
тизатора, обладающего технологическим 
дефектом (неуравновешенностью, играю-
щей роль начального несовершенства си-
стемы).

Уравнения относительного движения 
тела по отношению к основанию таковы: 

( ) , ,V V V h U V
m
α

= − ϕ + ξ =

где V(t), U(t) обозначают, соответственно, 
скорость и перемещение тела вдоль осно-
вания в момент t; ξ(t) – стандартный га-
уссовский белый шум; α  – коэффициент 
вязкого трения, m – масса тела, h – интен-
сивность качания основания. 

Кусочно-постоянная функция 

1 , 0,
( ) =

1,     0

x
x

x

− ε >
ϕ 

≤

задает ослабление сопротивления амор-
тизатора при его прямом ходе по сравне-
нию с обратным. Безразмерный параметр  
0 < ε < 1 определяет относительное умень-
шение силы сопротивления. Значение ε = 0 
отвечает идеально симметричному, полно-
стью уравновешенному демпферу, а ε = 1 –  
одностороннему демпферу, не сопротивля-
ющемуся выдвижению штока вперед.

В безразмерных переменных 
1/2 3/2

1 2

2 2
= , = , =U V U U t

h m h m m
α α α    τ   

   
1/2 3/2

1 2

2 2
= , = , =U V U U t

h m h m m
α α α    τ   

   

исходная система уравнений преобразуется 
к виду 

1 1 1 2 1( ) 2 , .U U U U U= − ϕ + ξ = 

(32)

(33)

(34)

(35)
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Далее введем векторный процесс 

1 2( ) = ( ( ), ( ))TU U Uτ τ τ


и поставим однородные начальные усло-
вия: 

(0) = 0.U


Система (35) имеет порядок n = 2 и ли-
нейна в полуплоскостях U1 > 0 и U1 < 0. Для 
нее 0= = 0, = 0,d d U+ −

   

 а матрицы линей-
ной части и интенсивностей даются равен-
ствами 

(1 ) 0 1 0
= , = ,

1 0 1 0

1 0
= = .

0 0

C C

H H

+ −

+ −

− + ε −   
   
   

 
 
 

Уравнение ПС (22) и начальное условие 
к нему (23) здесь выглядят так: 

2
1 1 2

1

1 1

1

1
2

( ; ) | =
. . = 0,

2
z

E E
z E z z

z

E z sz
v p ds

s z

+∞

−∞

 ∂ ε ∂ + + − − −  ∂τ ∂  
τε

−
π −∫



=0| = 1.E τ

Применяя описанный выше метод ре-
шения уравнения (38), введем интеграл типа 
Коши (24). Его краевые значения при τ > 0 
удовлетворяют  основному уравнению: 

2
1 1 2

1

0 2 1 1 2

1 1
1

2 2

( ; ) ( ; ),

F F
z F z z

z

G z z G z

± ±
±   ∂ ∂ + + − ± ε − =   ∂τ ∂   
= τ + τ

а при τ = 0 – начальному условию 

=0

1
| = .

2
F ±

τ ±

По классификации [13] система (35) от-
носится к первому типу. Метод нахождения 
неизвестных функций G0  и G1 из условий 
аналитичности F ±  для систем такого типа 
детально изложен в работе [14] и основан 
на применении преобразования Лапласа 
по τ. Обозначим аргумент преобразования 
через p, а сами изображения – той же бук-
вой, что и оригиналы, но с волной сверху. 
Умножая обе части уравнения (40) на e–pτ и 
интегрируя по всем τ > 0, получим основ-

ное уравнение в изображениях:

2
1 2 1

1

0 2 1 1 2

1 1
1 ( )

2 2

1
( ; ) ( ; ) .

2

F
z z z p F

z

G z p z G z p

±
±   ∂ − ± ε − + + =    ∂   

= + ±





 

Все фигурирующие в нем изображения 
существуют при Re p > 0 и являются целы-
ми функциями z2, причем свойства анали-
тичности F ±

  по z1 – такие же, как у .F ±

Упростим задачу, довольствуясь только 
получением моментов перемещения U2, а 
не его закона распределения. В такой си-
туации можно ограничиться получением 
лишь конечного числа коэффициентов 
разложения неизвестных jG  в ряд по сте-
пеням z2:

, 2
2

=0

( )
( ; ) = ,

!

k
j k

j
k

G p z
G z p

k

∞

∑


 (j = 0,1).

Положим 

1 2
1 2

=0

( ; )
( ; , ) =

!

k
k

k

F z p z
F z z p

k

±∞
± ∑





и подставим разложения (43) и (44) в урав-
нение (42). Приравнивая коэффициенты 
при равных степенях z2 слева и справа, при-
ходим к бесконечной системе уравнений: 

2
1 1

1

1
0, 1 1, ,0

1

1 11 ( )
2 2

1 ,
2

±
±

±
−

∂  − ± ε + + =   ∂  
∂

= + ± δ +
∂







 

k
k

k
k k k

Fz z p F
z

FG z G k
z

где k ≥ 0; δi,j – символ Кронекера; 0kF ± =  
при k < 0 по определению; неизвестные 

0, ,kG  1,kG  определяются условиями анали-
тичности kF ±

  по аргументу z1.
Введем начальные моменты перемеще-

ния U2:

2( ) = [ ( )],k
km M Uτ τ  (k ≥ 1)

и их изображения по Лапласу ( ).km p  Ясно, 
что последние выражаются через изображе-
ние искомой характеристической функции 
путем дифференцирования: 

=0

1 ( ; )
( ) = | ,k zk k

E z p
m p

i z
∂

∂






  (k ≥ 1).

Переходя в формулах Сохоцкого (25) к 

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)
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изображениям по Лапласу и подставляя в 
первую из них степенное разложение (44), 
находим, согласно выражению (47): 

1
( ) = (0; ) (0; ) ,k k kk

m p F p F p
i

+ − − 
 

  (k ≥ 1).

Метод вычисления моментов, опираю-
щийся на основное уравнение для коэф-
фициентов степенных разложений, был 
подробно описан ранее в работах [14, 15] 
применительно к системам, содержащим 
нелинейность sign x. Он сохраняет силу и 
для произвольных кусочно-линейных си-
стем, линейных в полупространствах, в 
том числе и для системы (32). Суть это-
го метода состоит в том, чтобы выразить 
искомые моменты через неизвестные , ,j kG  
появляющиеся в правой части основных 
уравнений (45).

Вначале получим это выражение для 
изображения математического ожидания 

1( ).m p  Полагая в системе уравнений (45)  
k = 1 и z1 = 0, имеем: 

0
1 0,1

1

(0; )1
(0; ) = ( ) ,

F p
F p G p

p z

±
±  ∂

+ 
∂  





что с учетом формулы (47) дает выражение 

0 0
1

1 1

(0; ) (0; )1
( ) = .

F p F p
m p

ip z z

+ − ∂ ∂
− 

∂ ∂  

 



Исключим из последнего равенства про-
изводные от 0 .F ±

  Для этого запишем фор-
мулу (45) при k = 0, продифференцируем 
обе его части по z1, а затем положим z1 = 0. 
После очевидных алгебраических преобра-
зований приходим к выражению 

1,00

1

(0; )
= ,

1 (1 / 2 1 / 2)

GF p
z p

±∂
∂ + − ± ε





подстановка которого в формулу (48) по-
зволяет получить выражение

1 1,0( ) = ( ).
( 1)( 1 )

i
m p G p

p p p
ε

−
+ + − ε





Несколько сложнее находится 2( ).m p  
Совершенно аналогично равенству (49) из 
второго уравнения системы (45) выводим 
формулу

2 0,2
1

1 (0; )
(0; ) = ( ) 2 ,

F p
F p G p

p z

±
±  ∂

+ ∂ 





поэтому 

1 1
2

1 1

(0; ) (0; )2
( ) = .

F p F p
m p

p z z

+ − ∂ ∂
− − 

∂ ∂  

 



Фигурирующие в последнем равенстве 
производные находим, полагая в формуле 
(45) k = 1, дифференцируя обе части по 
z1, приравнивая z1 к нулю и разрешая по-
лученное равенство относительно нужных 
нам производных: 

1

1

2
0

1,1 2
1

(0; ) 1
1 (1 / 2 1 / 2)

(0; )
( ) .

F p
z p

F p
G p

z

±

±

∂
= ×

∂ + − ± ε

 ∂
× + 

∂  







Подставляя их в равенство (55), полу-
чаем промежуточное выражение 2m  через 
вторые производные 0 :F ±

  
2 2

0 0
2 1,1 2 2

1 1

(0; ) (0; )2 1 1
= ( ) .

( 1)( 1 ) 1 1
F p F p

m G p
p p p p pz z

+ − ∂ ∂ε
− + − 

+ + − ε + − ε +∂ ∂  

 





2 2
0 0

2 1,1 2 2
1 1

(0; ) (0; )2 1 1
= ( ) .

( 1)( 1 ) 1 1
F p F p

m G p
p p p p pz z

+ − ∂ ∂ε
− + − 

+ + − ε + − ε +∂ ∂  

 





Исключим из последнего выражения 

0 .F ±
  Для этого продифференцируем обе ча-

сти формулы (45) при k = 0 по z1 два раза 
и положим z1 = 0. После этого аналогично 
(55) получаем: 

2
0

2
1

0

(0; )

2
(0; ).

2(1 (1 / 2 1 / 2) )

F p
z

F p
p

±

±

∂
=

∂

= −
+ − ± ε





Осталось найти значение 0F ±
  в нуле. Это 

можно сделать непосредственно, положив 
k = 0 и z1 = 0 в формуле (45); в результате 
этого имеем: 

0 0,0

1 1
(0; ) = ( ) ,

2
F p G p

p
±  ±  



и окончательно 

2

0,0
1,1

2
( ) =

( 1)( 1 )

2 (3 4 2 ) ( )
( )

( 2)( 2 2 )

2( 1)( 2) (3 4 2 )
.

( 2)( 2 2 )

m p
p p p

p G p
G p

p p p

p p p
p p p

×
+ + − ε

 ε + − ε
× − ε +

+ + − ε
+ + − ε + − ε

+ + + − ε 







(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(59)

(58)

(57)

(56)

(55)

(54)



138

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4-1(182) 2013

Входящие в выражения (52) и (59) неиз-
вестные коэффициенты 0,0G  и 1,0G  находят-
ся из условия аналитичности 0 ,F ±

  а коэф-
фициент 1,1G  – из условия аналитичности 

1 .F ±


Вначале вычислим первые два из пере-
численных выше неизвестных коэффици-
ентов. Полагая в уравнениях (45) k = 0, 
имеем: 

20
1 1 0

1

0,0 1 1,0

1 1
1 ( )

2 2

1
.

2

F
z z p F

z

G z G

±
±∂  − ± ε + + =   ∂  

= + ±





 

Общее решение этих уравнений можно 
записать в виде

2 211
12 2

0 1 1 0,0 1,0
0

1
( ; ) = ( ) ( ) ( ) ,

2

zz s
p pF z p e z C p e s G p s G p ds

± ±κ κ
− ± ±± − ± ± −

   + κ + ±     
∫   ×

× 
2 211

12 2
0 1 1 0,0 1,0

0

1
( ; ) = ( ) ( ) ( ) ,

2

zz s
p pF z p e z C p e s G p s G p ds

± ±κ κ
− ± ±± − ± ± −

   + κ + ±     
∫  

где ( )C p±  – постоянные интегрирования, 
не зависящие от z1, а 

±κ  и p±  задаются ра-
венствами 

1
= ,

1 (1 / 2 1 / 2)

= .
1 (1 / 2 1 / 2)

p
p

±

±

κ
− ± ε

− ± ε

Учитывая, что Re p > 0, из условия 
ограниченности 0F ±

  при 1 0z →  находим 
= 0,C ±  а тогда решение (60) будет пред-

ставляться интегралом Дюамеля вида 
2 211

12 2
0 1 1 0,0 1,0

0

1
( ; ) = ( ) ( ) .

2

zz s
p pF z p e z e s G p s G p ds

± ±κ κ
− ± ±± ± − −  κ + ±  ∫   ×

× 
2 211

12 2
0 1 1 0,0 1,0

0

1
( ; ) = ( ) ( ) .

2

zz s
p pF z p e z e s G p s G p ds

± ±κ κ
− ± ±± ± − −  κ + ±  ∫  

Его аналитичность по z1 можно иссле-
довать с помощью специальной леммы, до-
казанной в работе [13], из которой следует, 
что обе функции 0F +

  и 0F −
  аналитичны в 

любой конечной части плоскости.
Вместе с тем обе функции 0 ,F ±

  как это 
имеет место для всех систем первого типа, 
к которому принадлежит система (32), во-
обще говоря, не являются аналитическими 

в бесконечно удаленной точке, а имеют в 
ней существенную особенность. Повторяя 
рассуждения работы [14], потребуем для 
устранения указанных особенностей обра-
щения в нуль следующих двух интегралов: 

2

12
0,0 1,0

0

1
( ) ( ) = 0.

2

i s
pe s G p s G p ds

±± ∞ κ
± −  + ±  ∫  

В интегралах (64) удобно проделать заме-
ну переменной интегрирования = ,t i s±κ  
после которой они преобразуются к еди-
нообразному виду 

2

12
0,0

0 1,0

1
= 0.

2

t
p it

e t G dt
G

+∞
− ± −

±

 
 ± ±
 κ 

∫ 

Фигурирующие в равенстве (65) ин-
тегралы легко выражаются через гамма-
функцию. Опуская очевидные преобра-
зования, приходим к следующей системе 
линейных уравнений относительно неиз-
вестных 0,0G  и 1,0 :G  

0,0

1,0

0,0

1,0

2 1
2 2

1
 = 0;

2 2

2 1
2 2

1
 = 0.

2 2

p p
G i

p
G

p p
G i

p
G

+ +

+

+

− −

−

−

   +
Γ + Γ ×   κ   

 
× + Γ  

 
   +

Γ − Γ ×   κ   
 

× − Γ  
 









Решая эту систему, находим: 

1 2
0,0

1 2

1,0

1 2

1

2

1
( ) = ;

2 1

2 2
( ) = ;

2 1

1
;

2 2

1
.

2 2

G p

p p
i

G p

p p

p p

+ −

+ −

− +

− ε Λ − Λ
 − ε Λ + Λ 

   
Γ Γ   

   
 − ε Λ + Λ 

   +
Λ = Γ Γ   

   
   +

Λ = Γ Γ   
   





Осталось определить 1,1.G  Для этого об-
ратившись вновь к уравнениям (45) и по-
ложив k = 1, получаем: 

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)
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21
1 1 1

1

0
0,1 1 1,1

1

[1 (1 / 2 1 / 2) ] ( )

.

F
z z p F

z

F
G z G

z

±
±

±

∂
− ± ε + + =

∂

∂
= + +

∂







 

Уравнения для 1F ±
  совершенно анало-

гичны уравнениям (60) для 0 ,F ±
  поэтому, 

повторяя приведенные ранее рассуждения, 
выводим следующее интегральное пред-
ставление: 

2 211
12 2

1 1 1
0

0
0,1 1,1

( ; ) =

( ; )
( ) ( ) .

zz s
p pF z p e z e s

F s p
G p s G p ds

s

± ±κ κ
− ± ±± ± − −

±

κ ×

 ∂
× + +  ∂ 

∫



 

По своим свойствам аналитичности 
функции (69) ничем не отличаются от 
функций (63). Требование аналитичности 

1F ±
  в бесконечно удаленной точке приво-

дит к уравнениям, аналогичным (64): 
2

12
0,1

0

0
1,1

( ( )

( ; )
( ) ) = 0.

i s
pe s G p

F s p
s G p ds

s

±± ∞ κ
± −

±

+

∂
+ ±

∂

∫ 





Первые два слагаемых в подынтеграль-
ном выражении здесь в точности повторя-
ют аналогичные члены (64), так что 0,1G  и 

1,1G  войдут в уравнение с теми же коэф-
фициентами, с которыми 0,0G  и 1,0G  входят 
в систему уравнений (66). Особого рассмо-
трения требует лишь интеграл 

2

1 02

0

( ; )
= .

i s
p F s p

I e s ds
s

±± ∞ κ ±
±± − ∂

∂∫


Сходные по виду интегралы приходи-
лось вычислять и в статье [14], но интегра-
лы I ±  от них несколько отличаются; кроме 
того, в указанной статье были опущены вы-
кладки. Поэтому на вычислении этих инте-
гралов следует остановиться подробнее.

Преобразуя систему линейных уравне-
ний (70), так же, как была преобразована 
система (63), получим новую систему ли-
нейных уравнений относительно ,1,jG  отли-
чающуюся от системы (66) только свобод-
ными членами: 

0,1 1,1

2 1
2 2

 2 = 0.
2

p

p p
G i G

i I

± ±

±

±
±

±

   +
Γ ± Γ +   κ   

 κ
 +
 
 

 



Решая систему (72), находим искомое 
выражение для 1,1,G  которое запишем в 
виде, аналогичном виду выражений (67): 

1,1

1 2

2
( ) = ,

2 2 2 21

p p

i p p
G p i I i I

+ −
− + + −

+ −

       κ κ    Γ − − Γ       − εΛ + Λ         

 ×

× 1,1

1 2

2
( ) = ,

2 2 2 21

p p

i p p
G p i I i I

+ −
− + + −

+ −

       κ κ    Γ − − Γ       − εΛ + Λ         



1,1

1 2

2
( ) = ,

2 2 2 21

p p

i p p
G p i I i I

+ −
− + + −

+ −

       κ κ    Γ − − Γ       − εΛ + Λ         



1

2

1
,

2 2

1
.

2 2

p p

p p

+ −

− +

   +
Λ = Γ Γ   

   
   +

Λ = Γ Γ   
   

Согласно равенствам (63) функции 0F ±
  

линейным образом выражаются через ко-
эффициенты 0,0G  и 1,0,G  полученные ранее. 
Ясно, что интегралы (71) также будут яв-
ляться некоторой линейной комбинацией 
величин 0,0G  и 1,0 .G  Получить эти коэф-
фициенты непосредственной подстановкой 
(63) в (71) не удается, так как не при всех 
Re p > 0 можно пользоваться формулой ин-
тегрирования по частям. Предварительно 
следует преобразовать интегралы (71) с по-
мощью приема, описанного ранее в работе 
[14].

Введем разность 

0 1 0 1 0( ; ) = ( ; ) (0; ).F z p F z p F p± ± ±∆ −  

Основываясь на уравнении (60), полу-
чаем для 0F ±∆   линейное уравнение вида 

0 1 0
1 1

1,0 1 0( (0; )),

p
F z F

z z

G z F p

±
± ± ±

± ±

 ∂
∆ + κ + ∆ = ∂  

= κ −

 

 

причем 0
1

| = 0,=0z
F ±∆   что следует из опре-

(68) (72)

(69)

(73)

(70)

(71)

(74)

(75)
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деления (74).
Решая уравнение (75) при указанном 

однородном начальном условии, нахо-
дим: 

2
1

2
0 1 1

21
2

1,0 0,0
0

( ; ) =

1
.

2

z
p

z s
p

F z p e z

s
e s G G ds

p

±κ
− ±± ± −

±κ
±

∆ κ ×

  × − ±  
  

∫



 

Выразим производную 0F ±
  по z1 с помо-

щью уравнения (60), причем воспользовав-
шись равенством (58), заменим 0,0 1 / 2G ±  
на 0 (0; ).pF p±

  В результате получим, что 

0
1 0 0 1,0

1 1

= .
F p

z F F G
z z

± ±
± ± ± ±∂

−κ − ∆ + κ
∂



 

Подставляя это выражение произво-
дной в определение (71) интегралов ,I ±  
находим: 

2

12
0 0 1,0

0

= ( ; ) ( ; ) .
i s

p p
I e s sF s p F s p G ds

s

±± ∞ κ ±
±± − ± ± ± ± 

−κ − ∆ + κ 
 

∫  

2

12
0 0 1,0

0

= ( ; ) ( ; ) .
i s

p p
I e s sF s p F s p G ds

s

±± ∞ κ ±
±± − ± ± ± ± 

−κ − ∆ + κ 
 

∫  

Подынтегральная функция (78) содер-
жит три слагаемых. Интеграл от третьего 
из них уже вычислялся, а интегралы от 0F ±

  
и 0F ±∆  можно найти интегрированием по 
частям, если выразить 0F ±

  и 0 ,F ±∆  соответ-
ственно, с помощью формул  (63) и (76). 
Имеем следующие равенства: 
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2
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  = κ − ±  
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∫

∫



 

причем внеинтегральные члены, получаю-
щиеся в результате интегрирования по ча-
стям, в обоих случаях обращаются в нуль.

После ряда алгебраических преобразо-
ваний выражение (78) приводится к виду 

0,0 1,0

2 2 1 1
= .

2 2 2 2

p
p p

I i i G p G

±
± ± ±

± ± ±
± ±
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 

Подставляя найденные значения I ±  в 
равенство (73), получаем явное выражение 

1,1G  через ранее вычисленные коэффициен-
ты 0,0G  и 1,0,G  после чего по формулам (52) 
и (59) определяем изображения моментов 
перемещения незакрепленного тела.

Результирующие изображения моментов 
являются достаточно громоздкими, а их об-
ращение представляет собой самостоятель-
ную и притом весьма трудоемкую задачу. 
В данной статье ограничимся получением 
асимптотики моментов при .τ → ∞  Эта за-
дача представляет несомненный практиче-
ский интерес, так как в реальных приложе-
ниях безразмерное время τ, определяемое 
формулой (34), может достигать, как это 
имело место, например, в оригинальной 
постановке Кренделла (см. статью [15]), со-
тен и даже тысячи единиц.

Опуская промежуточные выкладки, при-
ведем асимптотику изображений моментов 
при 0 :p →  

1 12

2 23

1
( ) = ( ( ));

2
( ) = ( ( )),

m p m O p
p

m p m O p
p

∞

∞
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+


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Следовательно, при больших значениях τ 
1

1

2 2 1

2 2 2

2 (1 ( ))
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1 ( 1 1)
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(1 ) ( 1 1)
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O
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−

ετ + τ
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ε − ε τ + τ
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Таким образом, за счет анизотропии 
сил сопротивления наблюдается система-
тический уход тела в сторону более слабого 

(76)

(81)

(77)

(78)

(82)

(83)

(84)

(79)

(80)
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сопротивления амортизатора, причем асим-
птотически средняя скорость ухода посто-
янна и определяется степенью неуравно-
вешенности амортизатора. Дисперсия и 
коэффициент вариации перемещения при 
больших τ даются равенствами 

2 2 1

2 2 2

1
2

1

2 (1 ( ))
( ( )) = ;

(1 ) ( 1 1)

( ( )) 1 ( )
( ) = = .

( ) 1

O
D U

D U O
m

−

−

ε τ + τ
τ

π − ε − ε +

τ + τ
γ τ

τ − ε

В заключение следует отметить, что ра-

зобранный пример представляет самостоя-
тельный интерес для нелинейной статисти-
ческой динамики. Вместе с тем, описанный 
в статье метод позволяет существенно рас-
ширить класс нелинейностей, допускающих 
применения аппарата уравнения Пугачёва –  
Свешникова. Ранее этот класс ограничи-
вался лишь простейшими типовыми нели-
нейностями вида sign x и | | .x

Автор считает своим долгом поблагодарить 
аспиранта СПбГПУ С.В. Берёзина за внима-
тельное изучение текста статьи и полезное об-
суждение ее содержания.
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ОПЕРАТОРЫ МИНИМИЗАЦИИ НОРМЫ  
НА КОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВАХ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА

V.N. Kozlov

St. Petersburg State Polytechnical University, 

29 Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia

Norm minimization operators for compact sets  
in THE Euclidean space

Сформулированные операторы являются обобщенными проекционными и минимизируют функ-
ционал типа нормы евклидова пространства на непустом пересечении линейного многообразия и 
шара. Определены эквивалентные канонические формы, инварианты, аналитические представле-
ния операторов минимизации и допустимых решений. Приложение операторов проиллюстрировано 
задачей анализа достаточных условий асимптотической устойчивости нелинейных разностных опе-
раторов замкнутых, локально оптимальных систем автоматического управления.

обобщенныe проекционныe операторы, норма, компактные множе-
ства, линейное многообразие.

Operators formulated are projection operators generalized and minimize the Euclidean space norm 
functional into a non-empty intersection of a linear manifold and a ball. Equivalent canonical forms, 
invariants and analytic representations of minimization and acceptable solutions operators are determined. 
The application of operators is illustrated through an objective analysis of sufficient conditions for asymptotic 
stability of nonlinear differential operators of closed locally optimal automatic control systems.

projection operators generalized, norm, compact sets, linear 
manifold.

Операторы условной минимизации 
функционалов типа нормы евклидова про-
странства представляются обобщенными 
проекторами на выпуклое пересечение ли-
нейного многообразия и шара. Эти про-
екторы являются операторами конечно-
мерной оптимизации (ОКО). Оператор для 
неклассических задач является обобщением 
оператора допустимых решений, заданных 
на основе операторов для классических за-
дач минимизации и максимизации нормы 
на пересечении линейного многообразия и 
сферы [1, 2]. Исследуются эквивалентные 
формы и инварианты ОКО. Предложено 
обобщение операторов для задач с функ-
ционалами, равномерно возрастающими из 
точек безусловного минимума. ОКО могут 
определять также приближенные решения 

задач квадратичного программирования 
на основе приведения пары квадратичных 
форм к диагональному виду для веществен-
ных или унитарных пространств. ОКО при-
меняются для управления в энергетике с 
регулярной или хаотической динамикой и 
транспортировкой нефтепродуктов по тру-
бопроводам [3].

Постановки задач 

Оператор минимизации требуется опре-
делить для  решения неклассической зада-
чи 1: вычислить 

}

2

0 1

0 0

0 0 1 2

arg min{ ,

0 ,

( , ) { , ,

rang } ,

( , 0 ), { | } ,

n

m n

T n
m

X X C

C X D D D

D D A b X AX B A

A m

D D A D X X X r

∗

×

= ϕ = −

≠ ∈ = ∩

= = = ∈

= ≠ ∅

= = ≤ ∈







(1)
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}

2

0 1

0 0

0 0 1 2

arg min{ ,

0 ,

( , ) { , ,

rang } ,

( , 0 ), { | } ,

n

m n

T n
m

X X C

C X D D D

D D A b X AX B A

A m

D D A D X X X r

∗

×

= ϕ = −

≠ ∈ = ∩

= = = ∈

= ≠ ∅

= = ≤ ∈







где 
2

( ) ( )TX C X C X C− = − − – евклидо-
ва норма, а множество D определено не-
пустым пересечением линейного многооб-
разия D0 и шара D1, аппроксимирующего 
параллелепипед [1–4]. 

Таким образом, норма в задаче (1) ми-
нимизируется оператором конечномерной 
минимизации (ОКМ) на непустом ком-
пактном множестве – пересечении линей-
ного многообразия и шара. Основой ОКМ 
для задачи (1) являются операторы конеч-
номерной оптимизации для классических 
задач типа 2: вычислить векторы

2
arg min{ , 0 },nX X C C X D∗ = ϕ = − ≠ ∈

2
arg min{ , 0 },nX X C C X D∗ = ϕ = − ≠ ∈

2arg max{ , 0 },nX X C C X D∗ = ϕ = − ≠ ∈
2arg max{ , 0 },nX X C C X D∗ = ϕ = − ≠ ∈

где допустимое множество задано ограни-
чениями типа равенств:

0 1

2{ , , } .m n T n

D D D

X AX B A X X r×

= ∩ =

= = ∈ ≤ ∈ 

На основе операторов минимизации и 
максимизации нормы для задачи 2 форму-
лируются операторы минимизации и мак-
симизации нормы на пересечении линейно-
го многообразия и сферы, ограничивающей 
шар в задаче (1). Эти операторы составля-
ют основу оператора допустимых решений 
(задача 3), отображающего параметры за-
дач  типа 2 в отрезок прямой с граничны-
ми векторами X* в (2а) и X* в (2б). Обоб-
щение операторов допустимых решений 
определяет операторы решения задачи 1.  
Для последней традиционно используются 
необходимые и достаточные условия Куна–
Таккера выпуклого программирования. 

Определение. Проекционный  аналити-
ческий  оператор  конечномерной оптими-
зации (минимизации или максимизации) 

( , ) arg extr { ( ) }m n
Dx p p x x D∗ ϕ= Φ = ϕ ∈ ⊂ ∈ 

( , ) arg extr { ( ) }m n
Dx p p x x D∗ ϕ= Φ = ϕ ∈ ⊂ ∈ 

отображает параметры pϕ -функционала 
( )xϕ  и Dp -выпуклого множества D в опти-

мальное решение .x D∗ ∈  

Операторы оптимизации  
для классических задач 

ОКО для задач 1 и 2 используют свой-
ства проекторов. 

Лемма [1, 2]. Свойства проекторов на 
линейное подпространство 

0 ( )n n AP C E P A C×= −  

и на линейное многообразие 
0 0 1( ) , ( )T T

A AP С P C P b P A AA −= + =

определяются следующими соотношения-
ми:

0 1 0

0

1) ( ) ( ) , 0 ,

, 0 .

T T T
A A m n

T
A A A n m

P P С AA b P P

P P P P

−
×

×

= =

≠ =





0 0 0 12) ( ) ( ) ( ) .T T T TP C P C C P C b AA b−= +

13) ( ) .T T
A AP P AA −=

0 14) ( ) ( ) .T T T T
Ab P P C b AA b−=

Эквивалентные формы операторов опти-
мизации следуют из необходимых условий 
оптимальности для задач (2а) и (2б). 

Утверждение 1 об эквивалентных фор-
мах оператора. Операторы оптимизации с 
параметром 1λ ∈   для  решения задачи 2 
имеют эквивалентные формы 

0
1( ) [ ( ) ] / (1 ),AX P C P bλ = + λ + λ ; 

0 0
2( ) ( ) / (1 ),X P C P Cλ = − λ + λ ;

0
3( ) / (1 ),AX P b P Cλ = + + λ

где 0P C  и 0( )P C  определяются в лемме. 
При этом инварианты операторов следу-

ют из квадратного уравнения для вычисления 
параметра 1λ ∈   как корни этого уравне-
ния, определяемые далее.

Доказ а т ельс тво . Различные формы 
операторов следуют из необходимых усло-
вий для задачи 2 и функции Лагранжа 

2
0( ) ( ) ( ) ( ).T T TL X C X C AX b X X r= − − + λ − + λ −

2
0( ) ( ) ( ) ( ).T T TL X C X C AX b X X r= − − + λ − + λ −

Необходимые условия представляют-

(1)

(2а)

(2б)

(3а)

(3б)

(3в)
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ся системой нелинейных алгебраических 
уравнений: 

02( ) 2 0 ,T
nL X X C A X∂ ∂ = − + λ + λ = ;

0

2

0 ;

0.
m

T

L AX b

L X X r

∂ ∂λ = − =

∂ ∂λ = − =

Метод исключения для системы (4) с 
учетом второго уравнения позволяет вы-
числить из первого уравнения вектор мно-
жителей 

1
0( ) ( ) ( 2 2 2 ).TAA b AC b−λ λ = − + − λ

Подстановка равенства (5) в первое 
уравнение (4) неявно определяет ( ) :X λ

12 ( ) 2 ( )

( 2 2 2 ) 2 ( ) 0 ,

T T

n

X C A AA

b AC b X

−λ − + ×
× − + − λ + λ λ =

откуда для вектора ( )X λ  следует преобра-
зованное уравнение

1

1 1

1 0

1

(1 ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) .

T T

T T T T

T T
A

T T
A

X C A AA b AC b

C A AA b A AA AC

A AA b P C P b

P A AA

−

− −

−

−

+ λ = − − + − λ =

= + − +

+ λ = + λ

=
Первая форма операторов следует из 

уравнения (6) как параметрическое семей-
ство множителя Лагранжа 1λ ∈   в виде

0
1( ) [ ( ) ] / (1 ).AX P C P bλ = + λ + λ

Вторая форма оператора, следующая из 
первой (7а), имеет вид 

0 0
2( ) ( ) / (1 ),X P C P Cλ = − λ + λ

поскольку справедливы равенства
0

2

0 0 0

0 0

0 0

( ) [ ( ) ] / (1 )

[ ( ) ( ) ( ) ] / (1 )

( ) [ ( )] / (1 )

( ) / (1 ).

A

A

A

X P C P b

P C P C P C P b

P C P b P C

P C P C

λ = + λ + λ =

= + λ − λ + λ + λ =

= + λ − λ + λ =

= − λ + λ

Третья форма оператора, следующая из 
второй (7б), имеет вид

0 0
3

0 0

0

0

( ) ( ) / (1 )

/ (1 )

[1 / (1 )]

/ (1 ).

A

A

A

X P C P C

P C P b P C

P b P C

P b P C

λ = − λ + λ =

= + − λ + λ =

= + − λ + λ =

= + + λ



 





Эквивалентные формы операторы опти-

мизации даны в табл. 1.
Эквивалентность форм операторов до-

казывается «по цепочке»: 
1) 2) 3)

1 3 2 1( ) ( ) ( ) ( ) :X X X Xλ ⇒ λ ⇒ λ ⇒ λ  

1)
 

0
1

0

0
3

( ) [ ( ) ] / (1 )

/ (1 ) (1 ) / (1 )

/ (1 ) ( ).

A

A

A

X P C P b

P C P b

P b P C X

λ = + λ + λ =

= + λ + + λ + λ =

= + + λ = λ





2)
 

0
3

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0
2

( ) / (1 )

/ (1 )

( ) / (1 )

( ) ( 1 1) / (1 )

( ) / (1 ) ( ).

A

a

X P b P C

P b P C P C P C

P C P C P C

P C P C

P C P C X

λ = + + λ =

= + − + + λ =

= − + + λ =

= + − − λ + + λ =

= − λ + λ = λ



  

 





3)

 

( )

0 0
2

0 0

0 0 0

0
1

( ) ( ) / (1 )

[(1 ) ( ) ] / (1 )

[ ( ) ] / (1 )

[ ( ) ] / (1 ) .
A

A

X P C P C

P C P C

P C P C P b P C

P C P b X

λ = − λ + λ =

= + λ − λ + λ =

= + λ + λ − λ + λ =

= + λ + λ = λ





 

Таким образом, эквивалентность форм 
операторов оптимизации доказана на осно-
ве аксиом эквивалентности: рефлексивно-
сти 

( ) ~ ( );i iX Xλ λ

симметрии 

( ) ~ ( ) ( ) ~ ( );i j j iX X X Xλ λ ⇔ λ λ  

и транзитивности

( ) ~ ( ), ( ) ~ ( )

( ) ~ ( ), .
i k k j

i j

X X X X

X X i j k

λ λ λ λ ⇒

⇒ λ λ ≠ ≠

(4)

(5)

(6)

(7а)

Таблица  1

Эквивалентные формы однопараметрических 
операторов условной квадратичной оптимизации 

для классических задач

Номер 
формы

Вид оператора

1 0
1( ) [ ( ) ] / (1 )AX P C P bλ = + λ + λ

2 0 0
2( ) ( ) / (1 )X P C P Cλ = − λ + λ

3 0
3( ) / (1 )AX P b P Cλ = + + λ

(7б)

(7в)
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Далее для операторов (7а), (7б) и (7в) 
определены параметры для классических 
задач типа 2. 

Утверждение 2 об операторах для клас-
сических задач. Пусть справедливо утверж-
дение 1 и операторы оптимизации (табл. 1). 
Тогда справедливы утверждения:

1. Векторы условной минимизации iX ∗  
и максимизации iX ∗  нормы для класси-
ческих задач на компактном множестве 
в виде пересечения линейного многооб-
разия и сферы (2а) и (2б) определяются 
операторами оптимизации с параметрами 

1 2
σ = ρ α  в трех канонических формах, 
имеющих  вид

1)

 

0
1

0
1

( 1 ) ( ) (1 );

( 1 ) ( ) (1 ).
A

A

X P C P b

X P C P b
∗

∗

− + σ = σ + − σ

− − σ = − σ + − σ

2)

 

0 0
2

0 0
2

( 1 ) ( ) ( 1 );

( 1 ) ( ) ( 1 ).

X P C P C

X P C P C

∗

∗

− + σ = + − + σ

− − σ = + − − σ





3)

 

0
3

0
3

( 1 ) ,

( 1 ) .

A

A

X P b P C

X P b P C

∗

∗

− + σ = + σ

− − σ = − σ





2. Квадратное уравнение относительно 
параметров 

2
02 0,αλ + αλ + α =

где 
2 1 0

0( ) , , ,T T Tr b AA b С P С−α = − α = α − ρ ρ =   

определяет параметры
2

1,2

1 2

2 4 4 ( ) 2

1 , .

 λ = − α ± α − α α − ρ α =
 

= − ± σ σ = ρ α

При этом уравнение (9а) и корни (9б) 
являются инвариантами трех форм опера-
торов (8а), (8б) и (8в).

3. Условие совместности ограничений 
задач (2 а) и (2 б) (не пустоты пересечения 
линейного многообразия и сферы) пред-
ставляется неравенством

2 1( ) 0.T Tr b AA b−α = − ≥

4. Операторы оптимизации в формах  
(8а), (8б), (8в) определяют операторы ми-
нимизации и максимизации нормы с па-
раметрами 1∗λ = − + σ  и 1 ,∗λ = − − σ  соот-
ветственно, как решения задач (2а) и (2б) 
(табл. 2).

Дока з а т ельс тво . Утверждения п. 1 и 
п. 2 об инвариантности квадратных уравне-

(8а)

(8б)

(8в)

(9а)

(9б)

(9в)

Таблица  2

Эквивалентные представления операторов  
минимизации и максимизации нормы на пересечении  

линейного многообразия и сферы

Номер
канонической 

формы
Вид оператора

1
0

1 1

0
1 1

( 1 ) ( ) (1 ),

( 1 ) ( ) (1 )
A

A

X X P C P b

X X P C P b
∗ ∗

∗ ∗

= − + η = η + − η

= − − η = − η + + η

2
0 0

2 2

0 0
2 2

( 1 ) ( ) ( 1 ),

( 1 ) ( ) ( 1 )

X X P C P C

X X P C P C

∗ ∗

∗ ∗

= − + η = + − + η

= − − η = + − − η





3
0

3 3

0
3 3

( 1 ) ,

( 1 )

A

A

X X P b P C

X X P b P C

∗ ∗

∗ ∗

= − + η = + η

= − − η = − η





Обозначения : Xi*(⋅) X*
i(⋅)– соответственно опера-

торы минимизации и максимизации соответсивенно,  
i = 1, 2, 3; 

1/21 2 1 0, , ( ) 0, .T T Tr b AA b C P C− −η = σ σ = ρ α α = − > ρ = 
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ний и их корней как параметров операто-
ров, равных для трех эквивалентных форм, 
справедливы в силу системы необходимых 
условий, а также доказываются непосред-
ственными вычислениями. 

Параметры первой формы оператора 
вычисляются подстановкой (7а) в третье 
уравнение (4). Тогда можно получить экви-
валентные представления операторов в трех 
канонических формах (табл. 2). Итак:

0
1 1

0 2

0 0 2

0 0 0

2 2 2

( ) ( ) [ ( ) ]

[ ( ) ] / (1 )

[ ( ) ] [ ( ) ] / (1 )

[ ( ) ( ) 2 ( )

] / (1 ) .

T T
A

A

T T T
A A

T T T
A

T T
A A

X X P C P b

P C P b

P C b P P C P b

P C P C b P P C

b P P b r

λ λ = + λ ×

× + λ + λ =

= + λ ⋅ + λ + λ =

= + λ +

+λ + λ =

Преобразуя это равенство в силу лем-
мы, можно получить

0 1 2

2 2

( ) [1 2 ]

(1 2 ).

T T TC P C b AA b

r

−+ + λ + λ =

= + λ + λ



Из последнего соотношения следует 
квадратное уравнение

2 2 0 12 ( ) 0;T T Tr C P C b AA b−αλ + αλ − − =

2 1( ) ,T Tr b AA b−α = −

которое совпадает с уравнением (9а). Тогда 
первая форма (7а) примет вид

0
1 1,2 1,2 1,2( ) [ ( ) ] / (1 ).AX P C P bλ = + λ + λ

Из (10а) следует условие вещественно-
сти корней 2 1( ) 0,T Tr b AA b−α = − ≥  соответ-
ствующее условию совместности ограниче-
ний задачи 1 и задач 2, доказывающее п. 2 
утверждения 2. 

Уравнение (9а) и корни 1,2λ  совпадают 
для трех форм операторов, что следует из 
эквивалентности данных форм. Тогда 

2
3 1,2 3 1,2

0
1,2

0 1

( ) ( , , , , )

/ (1 )

( ), .

A

A

X C A b r

P b P C

P b P C −

λ = Φ λ =

= + + λ =

= + ±η η = σ





Подстановка (7в) в третье уравнение (4) 
определяет равенства

3 3

0 0

0

0 2 2 2

2 0

0 2 2

( ) ( )

[ / (1 )] [ / (1 )]

2 / (1 )

/ (1 ) (1 2 )

(1 ) 2 / (1 )

(1 2 ).

T

T
A A

T T T T
A A A

T

T T T T
A A A

T

X X

P b P C P b P C

b P P b b P P C

C P C r

b P P b b P P C

C P C r

λ λ =

= + + λ ⋅ + + λ =

= + + λ +

+ + λ = + λ + λ ⇒

⇒ + λ + λ + λ

+ = + λ + λ

 









(10а)

3 3

0 0

0

0 2 2 2

2 0

0 2 2

( ) ( )

[ / (1 )] [ / (1 )]

2 / (1 )

/ (1 ) (1 2 )

(1 ) 2 / (1 )

(1 2 ).

T

T
A A

T T T T
A A A

T

T T T T
A A A

T

X X

P b P C P b P C

b P P b b P P C

C P C r

b P P b b P P C

C P C r

λ λ =

= + + λ ⋅ + + λ =

= + + λ +

+ + λ = + λ + λ ⇒

⇒ + λ + λ + λ

+ = + λ + λ

 









Из последних равенств и леммы следу-
ют соотношения 

2 1 2 0

0

[ ( ) ](1 ) 0,

0 ;

T T T

T
A m n

r b AA b C P C

P P

−

×

− + λ − =

=





2 2(1 2 ) 0 2 ( ) 0,α + λ + λ − ρ = ⇒ αλ + αλ + α − ρ =

2 2(1 2 ) 0 2 ( ) 0,α + λ + λ − ρ = ⇒ αλ + αλ + α − ρ =

что подтверждает равенство параметров 
трех форм операторов. 

Вторая форма оператора (7б) (см. табл. 1),  
имеющая вид

1
1,2 2( ) ( 1 ), ,X X −λ = − ± η η = σ

связывает структуру и параметры оператора 
так, что

0 0
2 1,2 1,2 1,2

0 0

( ) ( ) / ( 1)

( ) ( 1 );

X P C P C

P C P C

λ = − λ λ + =

= + − ± η





1,2 1,2

1 1

1
/ (1 )

1 [ ( ) ] 1 ( ), .− −

− ± σ
λ + λ = =

±σ
= − ± σ = − ±η η = σ

Третья форма оператора (7в) имеет 
представление 

3 1,2 3

0 1

( ) ( 1 )

( ), ,A

X X

P b P C −

λ = − ± σ =

= − ±η η = σ

поскольку справедливы соотношения

0 0
3 1,2 1,2( ) / (1 ) ( );A AX P b P C P b P Cλ = + + λ = + ±η 

0 0
3 1,2 1,2( ) / (1 ) ( );A AX P b P C P b P Cλ = + + λ = + ±η 

1/21
1,2 1,21 / (1 ) , 1 .−+ λ = ±σ = ±η λ = − ± σ

Доказательство п. 3 следует из условия 
вещественности корней (9б) уравнения (9а),  
что является очевидным.  

Для доказательства п. 4 утверждения 2  
надо показать, что положительный корень 
определяет оператор условной минимиза-
ции нормы на сфере, а отрицательный ко-
рень – оператор максимизации. Операто-
ры определяют решения задач (2а) и (2б), 
что доказывается «методом от противного». 

(10б)

(11)

(12)

+
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Пусть
1/2

3 3[ ( )] [ ( )], .X Xϕ −σ ≤ ϕ +σ σ = ρ α

Однако неравенство (13) для нормы и 
оператора 3X ∗  (см. табл. 2) не выполнено, 
так как справедливо неравенство для двух 
значений функционала (нормы). Первое 
значение нормы определяется равенством 

3 3 3

0 0

0

0 0 0 2 0

0

1

0 2

[ ( )] [ ( ) ] [ ( ) ]

[ ] [ ]

( ) 2

( 2 ) ,

T

T
A A

T Т T T
А A A A

T Т T T
А

T Т T T
А

T T T
A

T T

X X C X C

P b P C C P b P C C

b P P b C P P b C P b

b P P C C P P C C P C

b P C C P C C C

b AA b C P b

C P C C C

−

ϕ −σ = −σ − −σ − =

= − σ − − σ − =

= − σ − −

− σ + σ + σ −

− + σ + =

= − +

+ σ + σ +

 



   





где использованы свойства проекторов, 
приведенные в лемме: 

0 0 0 00 ; 0 ; .Т
А A m n A n mP P P P P P P× ×= = =   

Второе значение функционала опреде-
ляется равенствами

3 3 3

0 0

0

0 0 0 2 0

0

1 0 2

0

[ ( )] [ ( ) ] [ ( ) ]

[ ] [ ]

( ) 2

2 ,

T

T
A A

T Т T T
А A A A

T Т T T
А

T Т T T
А

T T T T
A

T T

X X C X C

P b P C C P b P C C

b P P b C P P b C P b

b P P C C P P C C P C

b P C C P C C C

b AA b C P b C P C

C P C C C

−

ϕ +σ = +σ − +σ − =

= + σ − + σ − =

= + σ − +

+ σ + σ − σ −

− − σ + =

= − + σ −

− σ +

 



   







полученными с учетом леммы. 
В результате можно вычислить: 

1
3

0 2

1
3

0 2

[ ( )] ( ) 2

( 2 )

[ ( )] ( ) 2

( 2 ) , 0.

T T T
A

T T

T T T
A

T T

X b AA b C P b

C P C C C

X b AA b C P b

C P C C C

−

−

ϕ +σ ≤ − +

+ σ − σ + ≤

≤ ϕ −σ = − +

+ σ + σ + σ ≥





Из последнего неравенства следует не-
равенство для функционалов

0
3

0
3

[ ( )] 2

[ ( )] 2 , 0,

T

T

X C P C

X C P C

ϕ +σ − σ =

= ϕ −σ + σ σ ≥





определяющее наименьшее и наибольшие 
значения функционала типа нормы на до-
пустимом множестве задач (2а) и (2б). 

Таким образом, операторы оптимиза-
ции (см. табл. 2), с параметрами

1;−
∗η = +σ  

1 21;∗ −η = −σ σ = ρ α  

задают граничные точки условных миниму-
ма и максимума нормы задач (2а) и (2б), 
а также определяют операторы допустимых 
решений задачи (1).

Операторы допустимых и оптимальных  
решений для  неклассических задач 

Эти операторы для задачи 1 имеют вид, 
представленный в дальнейших утверждени-
ях. 

Утверждение 3. Пусть справедливы 
утверждения 1 и 2. Тогда для задачи (1) опе-
ратор допустимых решений имеет вид

2
доп

3 3

( , , , , , )

(1 ) , [0, 1],

X С A b r

X X ∗
∗

= Φ ϑ η =

= − ϑ + ϑ ϑ ∈

где операторы минимизации и максимизации 
нормы в силу утверждения 2 имеют вид 

0 0
3 3

1/21

, ,

, .

A AX P b P C X P b P C∗
∗

−

= + η = − η

η = σ σ = α ρ

 

Доказ а т ельс тво  вида оператора (15) 
следует из выпуклости допустимого множе-
ства в задаче (1), допустимости представле-
ния (12) и их выпуклой комбинации.

Утверждение 4 об операторе решения 
неклассической задачи. Пусть представле-
ние (1) – корректная задача и справедливы 
утверждения 1 – 3. Тогда оператор миними-
зации нормы для задачи (1) имеет вид 

2

3 3

1/20 1
3

0 1 1/2
3

0 0 0

1/21
0

2 1/2 0

( , , , , , , )

(1 ) ;

, ;

, ;

( ) ( 1 1) 2 [0, 1];

(1 ) 2 ; ;

( ) ; .

A

A

T T T

X C A b r

X X

X P b P C

X P b P C

P

r b AA b C P C

∗
∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗

−
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ −

∗

−

= Φ ϑ η η =

= − ϑ + ϑ

= + η η = +σ = + α ρ

= + η η = −σ = − α ρ

ϑ = ϑ = ϑ − ϑ − + ∈

ϑ = − σ η = σ = α ρ

α = − ρ =







Доказ а т ельс тво . Оператор миними-
зации как обобщенный проектор с учетом 
возможной принадлежности точки мини-
мума нормы границе или внутренней ча-
сти допустимого множества  определяется 
равенством (15). Проектор (16) следует из 

(13)

(15)

(16)
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оператора  (15) с оптимальным параметром 
1[0,1]∗ϑ ∈ ∈   оператора (16). 

Параметр ∗ϑ  должен доставлять ми-
нимум нормы на отрезке 3 3[ , ],X X ∗

∗  при-
надлежащем одномерному многообразию, 
которое определено векторами 3X ∗  и 3X ∗  – 
решениями классической задачи 2. Пара-
метр ∗ϑ  определяется проекцией 0( )P∗ϑ = ϑ  
параметра 1

0ϑ ∈   на [0,1] который являет-
ся точкой минимума нормы на одномерном 
многообразии. В результате оператор (16) с 
параметром ∗ϑ  является решением задачи 
(1). 

Это решение обеспечивает допустимость 
(16) в силу допустимости  «граничных» об-
разов, заданных операторами 3X ∗  и 3X ∗ . 
Внутренняя часть этой области в силу вы-
пуклости соответствует параметру (0, 1)ϑ ∈  
в (16). Параметр 0ϑ  вычисляется  на основе 
параметрического уравнения многообразия 

3 3

3 3 3

( ) (1 )

( ), [0, 1],

X X X

X X X

∗
∗

∗
∗ ∗

ϑ = − ϑ + ϑ =

= + ϑ − ϑ ∈

и необходимых условий минимума нормы 
на этом многообразии: 

2

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 1

[ ( )] ( )

2( ) [ ( ) ]

2( ) ( )

( ) ( ) 0 .

T

T T

T

d X d d X C d

X X X X X C

X X X X X

X X X X C

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

ϕ ϑ ϑ = ϑ − ϑ =

= − + ϑ − − =

= − + ϑ − ×

× − − − =

В результате параметр

3 3 3 3 3
0 2

3 3

3 3 3
2

3 3

( ) ( )

( ) ( )
,

T T

T

X X X X X C

X X

X X C X

X X

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗
∗

∗
∗ ∗

∗
∗

− − + −
ϑ = =

−

− −
=

−

где с учетом леммы вычислены вектор и 
скалярное произведение:

3 3

0 0 0

3 3 3

0 0

0 0 2 0 0

0 2 0 0 2

2 ,

( ) ( )

2 ( )

2 2 2

2 2 2 ( ),

A A

T

Т
A

Т Т Т
A

Т Т

X X

P b P C P b P C P C

X X C X

С P С P b P C

С P С С P P b С P P C

С P С С P P C

∗
∗

∗
∗ ∗

− =

= − η − − η = − τ τ

− − =

= − η − − η =

= − η + η + η =

= − η + η = ρ η − η

  

 

   

  

а также использованы равенства

0 0 0 0 0

2 2 0 0
3 3

2 0 2

, 0 , ;

4

4 4 .

Т
n n A n m

Т Т

Т

P P P P P С P С

X X С P P С

С P С

× ×

∗
∗

= = = ρ

− = η =

= η = η ρ

    

 



Тогда окончательное значение параме-
тра будет равно

1 22 2 1
0 2 ( ) 4 (1 ) 2, .−ϑ = ρ τ − τ τ ρ = − τ τ = α ρ

1 22 2 1
0 2 ( ) 4 (1 ) 2, .−ϑ = ρ τ − τ τ ρ = − τ τ = α ρ

Принадлежность решения к шару в 
ограничениях (1) позволяет утверждать, что 
точка безусловного минимума 0ϑ  проекти-
руется на [0,1] проектором [1]:

0 0 0( ) ( 1 1) / 2 [0, 1].P∗ϑ = ϑ = ϑ − ϑ − + ∈

Равенство (19) определяет оптималь-
ный и допустимый параметр оператора 
(16), который является проекцией элемен-
та (18) на отрезок [0, 1] в пространстве па-
раметров и отрезком одномерного много-
образия с границами в виде векторов 3X ∗  
и 3 .X ∗

Обобщенный проектор как оператор 
минимизации для задачи (1) примет вид 
(16). Таким образом, утверждение 4 дока-
зано.

Следствие 1. Преобразованный оператор 
(16) имеет вид 

1 20 1(1 2 ) , ,AX P b P C −
∗ ∗= + − ϑ η η = σ = α ρ

1 20 1(1 2 ) , ,AX P b P C −
∗ ∗= + − ϑ η η = σ = α ρ

где параметры определены равенствами (18) 
и (19).

Доказ а т ельс тво  следует из вида опе-
ратора (16) в силу соотношений

3 3

0 0

0 0

0 0 0

0

(1 )

(1 )( ) ( )

2

(1 2 ) .

A A

A A

A A

A

X X X

P b P C P b P C

P b P C P b P C

P b P C P b P C P C

P b P C

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

= − ϑ + ϑ =

= − ϑ + η + ϑ − η =

= + η − ϑ − ϑ η +

+ϑ − ϑ η = + η − ϑ η =

= + − ϑ η

 

 

  



Представление оператора (21) в двух 
формах дано в табл. 3.

Следствие 2. При условии 0 n
nС ≠ ∈   

задача (1) имеет единственное решение, а в 
случае 0 n

nС = ∈   – бесчисленное множе-
ство решений. 

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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Оператор минимизации в форме (20) 
(табл. 3) является суперпозицией двух опе-
раторов, определенных соответствующи-
ми составляющими. Первая составляющая 
оператора (20) формирует ортогональную 
проекцию начала координат на линейное 
многообразие в задаче (1), а вторая (нели-
нейный оператор) задает проекцию векто-
ра nС ∈  на линейное многообразие, мас-
штабируемую параметром, определенным в 
(20) и (19).

Обобщенный оператор проектирования 
(21) имеет геометрическую интерпретацию, 
вытекающую из факторизации конечно-
мерного евклидова пространства на ли-
нейное многообразие (подпространство) и 
ортогональное дополнение к нему. Первая 
составляющая (21) – оператор проектиро-
вания нулевого элемента 0 n

n ∈   на линей-
ное многообразие в (1). Второй оператор 
преобразует образ первого оператора сум-
мирования с образом второго так, чтобы 
сумма векторов принадлежала пересечению 
линейного многообразия и шара. В резуль-
тате обеспечивается выполнение ограниче-
ния задачи типа неравенства и достигается 
минимум нормы задачи (1). 

Вычисления оптимальных решений 
иллюстрируется на рисунке, где показано 
преобразование операторами параметров 

задачи (15). 
Таким образом, обобщенный проектор, 

заданный равенством (16), определяет точ-
ки минимума и максимума нормы с учетом 
знаков и величин множителя Лагранжа для 
ограничений-неравенств на основе преобра-
зований условий (4). Это дополняет извест-
ные формы оптимальных решений, посколь-
ку определяет точные значения множителей 
Лагранжа для ограничений-неравенств вме-
сто требований только к знакам этих мно-

Таблица  3

Формы оператора условной квадратичной минимизации  
для неклассической конечномерной задачи (1)

Форма  
представления 
оператора (16)

Вид оператора

Структурная 

2
3 3( , , , , ) [1 ( )] ( ) ,X C A b r P X P X ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= Φ ϑ = − ϑ + ϑ

1/2 1/20 0
3 3, , , ,A AX P b P C X P b P C∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗= + η = − η η = + σ η = − σ 

1
0 0 0 0( ) ( 1 1) 2 [0, 1], (1 ) 2,P −

∗ϑ = ϑ = ϑ − − ϑ + ∈ ϑ = − η
1/2 1/2 2 1 0, ( ) 0, 0T T Tr b AA b C P C−η = σ = α ρ α = − ≥ ρ = >

Преобразованная 

0
3 (1 2 ) ,AX P b P C∗= + − ϑ η

1
0 0 0 0( ) ( 1 1) / 2 [0, 1], (1 ) / 2,P −

∗ϑ = ϑ = ϑ − − ϑ + ∈ ϑ = − η
1/2 1/2 2 1 0, ( ) 0, 0T T Tr b AA b C P C−η = σ = α ρ α = − ≥ ρ = >

Иллюстрация условий задачи и образа  
оператора минимизации нормы 
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жителей. Требования к знакам следуют из 
свойства параметров нормали  гиперплоско-
сти, разделяющей множества функционалов 
и ограничений в доказательстве теоремы 
Куна – Таккера. Точные значения множи-
телей Лагранжа в выпуклых задачах позво-
ляют получить операторные решения, кото-
рые используются в управлении [4].

Пример. Рассмотрим задачу: вычислить

arg min{ ( ) ( ) ( ),

(1 2) ,

T

T

X X X C X C

C
∗ = ϕ = − −

=

1

2

[1 1] 2 ,
x

AX b
x

 
= ⋅ = = 

 

2 1 2
1 2

2

[ ] 4 ,
  = = ⋅ ≤ =  
  

T x
X X X x x r

x

для вектора [1 2] .TC =
Решение . На основе оператора (20), 

проектора (19) и параметра (18) решение 
имеет вид:

0(1 2 )

1 0,5 0,5 1
(1 2 ) 2

1 0,5 0,5 2

1 0,5 0,5
0,5 2 ;

1 0,5 1,5

AX P b P C∗ ∗ ∗

∗

= + − ϑ η =

−     
= + − ϑ ⋅ ⋅ =     −     

−     
= + ⋅ =     +     



0 0 0 0

1 21

( ) ( 1 1) 2,

(1 ) 2, ,

P∗

−

ϑ = ϑ = ϑ − ϑ − + ϑ =

= − η η = α ρ

где параметры и переменные задачи равны

2 1 0

2 2 2 1

1

[ ( ) ] /

2 0,5 2,

2 4, ( )

4 2 (2) 2 2;

T T T

T T

r b AA b C P C

r r b AA b

∗

−

−

−

η = + α ρ =

= − =

= = +

= = − =

= − ⋅ ⋅ =



0

1
0

1/2

0 0 0

0,5 0,5 1
[1 2]

0,5 0,5 2

0,5
[1 2] 0,5;

0,5

(1 ) / 2 (1 0,5) / 2

0,25; ;

( ) ( 1 1) / 2
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Минимальное значение функционала 
равно

3 3{ [ ( )] } { [ ( )] }

0,5 1
[0,5 1 | 1,5 2] 0,25.

1,5 2

TX P C X P C∗ ∗ϕ = ϑ − ϑ − =

− 
= − − ⋅ = − 

Ограничения-неравенства выполнены, 
решение принадлежит линейному много-
образию и шару, так как выполнено усло-
вие типа неравенств: 

2 2
3 2,5 4 .X r∗ = ≤ =

Таким образом, операторы минимиза-
ции нормы и допустимых решений отобра-
жают все пространство в элементы, кото-
рые минимизируют нормы, и в допустимые 
элементы.

Устойчивость разностных нелинейных 
операторов систем локально оптимального 

управления

Условия асимптотической устойчивости 
разностных уравнений системы следуют из 
принципа сжимающих отображений. При-
веденные далее достаточные условия асим-
птотической устойчивости обобщают усло-
вия, полученные в работах [1, 3, 4].

Утверждение. Пусть выполнены следую-
щие условия:

1. Уравнения динамики замкнутой си-
стемы локально оптимального управления 
(ЛОУ), соответствующие счетной последо-
вательности нелинейных разностных опе-
раторов, имеют вид

0

1

1/20

0

( , ) ( )

{ [ ( )

( )]} ;

, ,

k k k x k

u u A x k

k

k k k

x F x p H x

F T P сH x

P С F

x x y cx

+

µ

= = Φ +

+ Φ Γ Φ +

+ α ρ + µ

= =



где матрица H определяет устойчивый (схо-
дящийся) матричный  линейный ограни-
ченный оператор объекта с нормой: 1,H <  
а линейная часть удовлетворяет ранговому 
критерию управляемости Калмана и крите-
рию управляемости для системы с ограни-
ченными управлениями.

(22)
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2. Монотонные кусочно-линейные опе-
раторы 

1 2( ), ( ) ( , )x k u k Mx u K Z ZΦ Φ ∈

объекта управления принадлежат под-
пространствам монотонных КЛО, име-
ют нулевые образы начала координат: 

(0 ) 0 , (0 ) 0 ,n n m mΦ = Φ =  ограничены в шаре 
T радиуса R с центром в начале координат 
так, что

( ) , ( )k kx M x x M x∗ ∗Φ ≤ Φ ≤  

и удовлетворяют в этом шаре  условиям 
Липшица по векторам состояний kx  и 
управлений ku : 

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

x k x k x k k

u k u k u k k

x x L x x

u u L u u

Φ − Φ ≤ −

Φ − Φ ≤ Φ −

с постоянными xL  и .uL
3. Оператор (22) системы ЛОУ форми-

рует управления на основе задач конечно-
мерной минимизации:

( )

, ,

2

1 2

1

arg min{ ( )

, [ ],

, ,

,

( ) }.

k k k

i
k k k s u

k k k x k

k

T
k k k

u Tz T z

z С Az b A E cF

b с H x b сH x

z Z Z z Z Z z

z s u

∗ ∗

− − + +
∗ ∗

+

= = ϕ =

= − = = −

= = Φ

= − ≤ ≤ − =

=

 

Задачи управления типа (23) разреша-
ются оператором оптимизации в третьей 
канонической форме  для системы (2), по-
скольку

1/20
, [ ( ) ( )].k A x k ku T P сH x P С∗ = Γ Φ + α ρ  

Оператор управления как оператор ко-
нечномерной минимизации (ОКМ) типа 
(24) определен суммой линейного операто-
ра и нелинейного аналитического операто-
ра с компактной областью задания.

4. Ограниченная область задания не-
линейной аналитической части оператора 
ЛОУ (24) соответствует условию совмест-

ности ограничений задач в (23), представ-
ленных счетным семейством неравенств, 
следующих из структуры ОКМ:

1

1 2

( ) ( ) 0,

, ( ).

i T T i
k k k

k k k k

r b AA b

b cHx b cH x

−α = − ≥

= = Φ

5. Счетное семейство нелинейных раз-
ностных операторов 

1/20
, [ ( ) ( )].k k kA

u T P сH x P С∗ = Γ Φ + α ρ

типа оператора (22) с параметрами p ап-
проксимировано счетной последовательно-
стью линейных непрерывных операторов 

0

0
1 ( , ), ,k k k kx F x p x x T+ = = ∈  

формируемых с помощью произво-
дных Фреше, вычисленных в точках kx .  
При этом выполнены условия теоремы Ба-
наха – Штейнхауса, т. е. нормы операторов 

( , )k kF x p  ограничены в совокупности:

( ), , 1,2,... .k kF x p k< ∞ =

Тогда достаточные условия асимптоти-
ческой устойчивости системы (22) – (25) 
имеют вид

1 2 3(1 ) / ( ),Γ < − α α + α

1

2

0 2
3

,

,

( )

( ) / 2 .

x

u u A x

T
x A A

H L

F L T P c H L

P C c H

L M P P C r

α =

α = ⋅ ⋅

α = ⋅ ×

× δ + ρ



При доказательстве использованы ап-
проксимация нелинейного оператора в (22) 
рядом Тейлора в окрестности нулевого ре-
шения, теорема Банаха – Штейнхауса, а 
также операторные нормы матриц [3]. 

Таким образом, представленные опе-
раторы минимизации могут использовать-
ся для вычисления локально оптимальных 
управлений и исследования устойчивости 
замкнутых систем.

(23)

(24)

(25)

(26)
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Жесткое рентгеновское излучение  
ускоренных электронов в петельной структуре  
магнитного поля во время солнечных вспышек
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Hard X-rays in solar flaring loops  
from accelerated electron beams

В настоящей работе исследуются энергетическое, пространственное и угловое распределения 
ускоренных электронов в солнечных вспышечных магнитных петлях, а также генерируемый ими 
спектр и поляризация жесткого рентгеновского излучения. Показано, что источник жесткого рент-
геновского излучения в вершине петли может формироваться даже при анизотропной инжекции 
вдали от вершины петли в противоположном от нее направлении. Степень поляризации отрица-
тельная и составляет –30 % в вершине магнитной петли. Проведен также сравнительный анализ 
результатов при разных параметрах источника ускоренных электронов и магнитного поля.

Солнце, вспышки, уравнение Фоккера – Планка, поляризация, жесткое 
рентгеновское излучение, солнечные магнитные петли.

The energy, spatial and pitch angle distributions of the accelerated electrons in the solar magnetic loops 
are considered. Hard X-ray spectrum and polarization are calculated. It is shown that the hard X-ray source 
at the looptop  can be formed even with the anisotropic injection away from the looptop. The polarization 
degree is –30% at the top of the magnetic loop. A comparative analysis of the results with different 
parameters of the source of accelerated electrons and magnetic field is also carried out. 

Sun, flare, polarization, Fokker – Planck equation, hard X-ray, magnetic 
loops.

Во время солнечных вспышек в короне 
Солнца ускоряется большое число прото-
нов и электронов до энергий, значительно 
превышающих тепловые энергии частиц в 
короне [1]. В процессе торможения этих 
частиц в атмосфере Солнца их энергия вы-
деляется в виде излучения в гамма-, рентге-
новском, оптическом и радио-диапазонах. 

Традиционно источники жесткого рент-
геновского излучения (ЖРИ) преимуще-
ственно наблюдаются в хромосфере, в 
основаниях магнитных петель [1]. В по-
следние годы на космических аппаратах 
Yohkoh и RHESSI зарегистрированы ис-
точники ЖРИ с максимумами яркости не 
только в основаниях, но также над верши-
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ной петли [2] и/или в вершине петли [3].  
Они менее яркие и потому наблюдаются 
намного реже из-за относительно малого  
динамического диапазона рентгеновских и 
гамма-спектрометров.

Существующие модели сталкиваются 
с трудностями при интерпретации ко-
рональных источников ЖРИ и гамма-
излучения, которые связаны, прежде 
всего, с недостаточно высокой концен-
трацией плазмы в вершине петли. Для 
преодоления этой проблемы выдвигалось 
несколько гипотез: 

необычно высокая плотность плазмы в 
вершине петли [3]; 

ускорение и захват электронов в вер-
шине петли в области с высоким уровнем 
плазменной турбулентности [4 – 6]; 

захват электронов, инжектированных в 
вершину петли перпендикулярно магнит-
ному полю [7];

обратное комптоновское рассеяние 
умеренно-релятивистских электронов на 
мягком рентгеновском и крайнем ультра-
фиолетовом видах излучения [8].

Все указанные гипотезы носят декла-
ративный, предположительный характер, а 
потому не могут рассматриваться как един-
ственно возможные для объяснения ЖРИ 
в корональной части магнитной петли  
[9, 10]. 

Целью данной работы является выяс-
нение природы источников ЖРИ во вспы-
шечных петлях на основе решения неста-
ционарного релятивистского уравнения 
Фоккера – Планка для функции распреде-
ления ускоренных электронов. 

Несомненно, поставленная задача ча-
стично является модельной, приходится 
делать предположения о параметрах уско-
ренных электронов в момент инжекции и, 
кроме того, задавать распределение кон-
центрации плазмы и индукции магнитного 
поля вдоль вспышечной петли. 

Решение указанной задачи проводится в 
несколько этапов:  

1. Построение численного кода реше-
ния кинетического уравнения, описываю-
щего поведение ускоренных электронов 
в петлевой структуре магнитного поля во 
время вспышки.

2. Анализ влияния различных параме-
тров магнитной петли и ускоренных элек-
тронов на спектр и степень поляризации 
жесткого рентгеновского излучения.

3. Объяснение коронального источника 
ЖРИ захватом ускоренных электронов в 
неоднородном магнитном поле. 

Кинетические задачи подобного рода 
рассматривались в работах [10 – 13], в ко-
торых не рассматривались эффекты взаимо-
действия пучка электронов с плазменными 
волнами. В работах [14, 15] исследовалось 
влияние ленгмюровских волн, но не учи-
тывалась пространственная протяженность 
магнитной петли.

Кинетика ускоренных электронов  
во вспышечных петлях

Рассмотрим динамику пучка ускорен-
ных во время вспышек электронов, рас-
пространяющихся вдоль магнитных петель 
в солнечной атмосфере. Распределение 
концентрации плазмы и изменение индук-
ции магнитного поля вдоль петли задают-
ся на базе наблюдений и модельных пред-
ставлений. Предполагается, что область 
инжекции ускоренных электронов локали-
зуется в верхней части петли. Временной 
профиль в момент инжекции представляет 
собой отдельный импульс в форме гаусси-
ана. Подобный вид имеет и питч-угловое 
распределение. Расчет легко можно рас-
пространить на более длительные события 
если предположить суперпозицию импуль-
сов. Таким образом, в качестве координат 
частиц в фазовом пространстве выбраны 
следующие величины: расстояние s вдоль 
силовой линии (отсчитывается от вершины 
петли); кинетическая энергия, выражен-
ная в единицах энергии покоя электрона,  
E = γ – 1 (γ – Лоренц-фактор электрона), и 
косинус питч-угла µ = cosα.

При написании нестационарного реля-
тивистского уравнения Фоккера – План-
ка для функции распределения f(E, μ, s, t) 
ускоренных электронов в магнитной петле 
ограничимся на первом этапе рассмотре-
нием лишь двух процессов, протекающих в 
плазме: кулоновского рассеяния и магнит-
ного отражения. В этом случае уравнение 
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Фоккера – Планка принимает вид [16]:
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Второе слагаемое в правой части уравне-
ния (1) описывает магнитное отражение от 
областей возрастающего  магнитного поля 
вдоль силовой линии, по которой движется 
частица. Третье и четвертое слагаемые от-
вечают за  изменение энергии и рассеяние 
по углам в результате кулоновского взаи-
модействия ускоренных электронов с ча-
стицами плазмы. Особый интерес в данном 
уравнении представляет последний член в 
правой части уравнения, который задает 
распределение ускоренных электронов в 
момент их инжекции. Исследование пара-
метров источника, от которых зависят ха-
рактеристики ЖРИ (поток, спектр, степень 
поляризации) в конечном счете и является 
предметом настоящей работы.

Моделирование распределения электронов 
вдоль вспышечных петель

Характеристики жесткого рентгенов-
ского излучения  зависят от целого ряда 
факторов: от параметров инжекции уско-
ренных электронов, от магнитного поля, от 
распределения концентрации плазмы вдоль 
петли. В связи с этим необходимо обосно-
ванно подходить к выбору названных пара-
метров.

Обычно полагают, что энергетический 
спектр рентгеновских квантов подчиняется 
степенному закону. Спектральный индекс 
в мягких вспышках имеет значение 7,k ≈  
в то время как для жестких вспышек –  

2 3.k ≈ −  В мощных вспышках наблюда-
ются отклонения от простого степенного 
закона: регистрируются изломы энергети-
ческого спектра в области малых энергий  

(15 – 19 кэВ) и в области высоких энер-
гий (десятки килоэлектронвольт). В дан-
ной работе рассматриваются вспышки, 
для которых типичные значения спек-
трального индекса находятся в интерва-
ле 1 2,5 – 3,5,kδ = + =  где k – показатель 
спектра фотонов (например, вспышка клас-
са Х3.1, произошедшая 01:00 UT, 24 августа 
2002 года вблизи западной части лимба).

Расчет геометрии магнитного поля, как 
правило, базируется на данных, получен-
ных для фотосферы (см., например, работы 
[17] или [18] и ссылки в них). Отметим, что 
магнитное поле может необязательно быть 
симметричным относительно вершины 
петли. Типичные наблюдаемые значения 
индукции поля составляют 400 – 1000 Гс 
для фотосферы. В вершине петли теорети-
ческие расчеты дают значения 100 – 200 Гс. 
В данной работе магнитное поле представ-
лено в параболическом виде:

2
1

2
0 2

( )( )
= 1 ,

s bB s
B b

−
+

где B0 = 200 Гс; b1 = 0; b2 = 3∙109; 1,5∙109 см.  
Пробочное отношение Bmax / B0 для данных 
значений b2 равно двум и пяти соответ-
ственно.

Типичные значения концентрации плаз-
мы во вспышечной петле, получаемые из 
радионаблюдений в вершине и в хромос-
фере, составляют 1010 – 1011 см–3, быстро 
увеличиваясь к подножиям петли.

Изменение концентрации плазмы вдоль 
петли задавалось в виде

6

0 max

( )
= exp 4,6 ,

n s s
n s

  
     

где n0 = 5∙1010 см–3, что достаточно близко 
к наблюдаемым величинам (см., например, 
работу [19]).

Как и в подобных работах, функцио-
нальную зависимость источника уско-
ренных электронов от аргументов будем 
представлять в факторизованном виде, то 
есть полагать, что распределения по углам, 
энергиям, координатам и времени форми-
руются  независимо. Существующие моде-
ли ускорения не дают ответа на этот во-
прос. Хотя, конечно, возможна связь между 
угловой и энергетической зависимостями 

(1)
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функции распределения. Например, при 
регулярном ускорении электроны высоких 
энергий могут распространяться в более 
узком конусе.

Таким образом, функцию источника 
электронов  зададим в виде произведения 
распределений вдоль трех осей и времени:

1 2 3 4( , , , ) = ( ) ( ) ( ) ( ),S E s t S E S S s S tα α

где α=arccosµ.
Мы рассмотрим ряд моделей с изо-

тропной и анизотропной типами инжекции 
электронов в вершине и на некотором уда-
лении  от нее. Параметры моделей приве-
дены в табл. 1. Обобщение результатов ана-
лиза представлено в конце статьи. 

Обсудим результаты расчета по следую-
щей модели, для чего конкретизируем  вид 
функций Si. Энергетический спектр элек-
тронов в источнике подчиняется степенной 
зависимости: 

1
0

( ) = ,
E

S E K
E

−δ
 
 
 

где 3,δ =  E0 = 511 кэВ; К – коэффициент, 
определяющий общее число ускоренных 
электронов.

Угловое распределение в источнике – 
анизотропное, оно не зависит от энергети-
ческого и задается в следующем виде:

2
1

2 2
0

( )
( ) = exp ,S

 α − α
α − α 

где α0 = 36 град, α1 = 0 град.
Пространственная локализация источ-

ника смещена вправо от вершины на рас-
стояние, равное половине полупетли:

Таблица  1

Виды функций распределения по углам и параме-
тры моделей источников ускоренных электронов

S2(α) Bmax /B0
δ

cos2α

2

3,0
cos6α 2,5

2
1

2
0

( )
exp

 α − α
− α  3,0

Та же функция
5

2
7,0

1 3,0

Примечания . 1. α0 = 36 град, α1 = 0 град.
2. Для всех моделей область инжекции нахо-
дится в вершине петли и инжекция направлена 
(кроме последней модели) в ее правую часть.  
В случае S2(α) = 1 инжекция изотропна.

Рис. 1. Функция углового распределения ускоренных электронов, нормированная на значение  
в точке α = 90 град (практически в вершине петли). f * = f(α)/ f(α = 90 град), где α = arccosµ. 

Номера кривых отвечают наборам парамететров представленных в табл. 2

(2)
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2
1

3 2
0

( )
( ) = exp ,

s s
S s

s

 −
− 

 

где s1 = 1,5∙109 см, s0 = 2,0∙108 см.
Временной профиль задается в виде га-

уссовского распределения:
2

1
4 2

0

( )
( ) = exp ,

t t
S t

t

 −
− 

 
где t1 = 2,6 с, t0 = 1,4 с. 

В программе для решения дифферен-
циального уравнения используется метод 
конечных разностей совместно с методом 
операторного разделения. Согласно этому 
методу решение дифференциального урав-
нения, состоящего из суммы k дифферен-
циальных операторов 

1

( , ) = [ ( , )],
k

i
i

U t Q U t
t =

∂
∂ ∑x x

где x – координата в фазовом пространстве 
(в нашем случае x – это E, µ, s), представ-
ляется в виде 

1

2 1

( , ) = (

[ ( [ , ], ) , ], )
k kU t t

U t t t t
−+ ∆ Φ Φ ×

× Φ Φ ∆ ∆ ∆ ∆

x

 

(Φi – конечно-разностный оператор, кото-
рый аппроксимирует дифференциальный 
оператор Qi [16]).

Рассмотрим результаты расчета функ-
ции распределения электронов в магнит-
ной петле (рис. 1 и табл. 2).

На рис. 1 видно, что характер макси-
мумов функции распределения для вы-
сокоэнергичных электронов отличается 
от низкоэнергичных. Число отраженных 
электронов с питч-углами вблизи значений  
α = 45 град и α = 135 град в высокоэнер-
гичной части спектра значительно превы-
шает число электронов с α = 90 град. Это 
является следствием комбинации эффек-
тов: энергетических потерь при столкно-
вении, магнитного отражения, диффу-
зии в питч-угловом пространстве и ухода 
частиц в конус потерь. Все это оказывает 
непосредственное влияние на распределе-
ния интенсивности и степени поляризации 
жесткого рентгеновского излучения вдоль 
петли, анализ которых  представлен в сле-
дующем разделе статьи.

Увеличение пробочного отношения  
приводит к накапливанию высокоэнергич-
ных электронов с углами вблизи значений 
α = 45 град и α = 135 град (кривые 2 и 6). 
Рассмотрим процесс излучения ЖРИ элек-
тронами с подобной функцией распределе-
ния.

Таблица  2

Параметры функций распределения  
ускоренных электронов f(E, μ, s, t), интенсивности  
и поляризации жесткого рентгеновского излучения

Номер позиции  
на рис. 1, 2, 3

Bmax / B0 E, εX, кэВ t, c

1

5

30
3

2 201

3 30
9

4 201

5

2

30
3

6 201

7 30
9

8 201

Обозначения : Bmax / B0 – пробочное отношение, E – энер-
гия электронов, εX – энергия фотонов, t – рассматриваемый 
момент времени. На рис. 1 представлена пространственная 
точка s = 0,01∙109 см. 
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Интенсивность жесткого  
рентгеновского излучения

Расчет интенсивности жесткого рент-
геновского излучения производился с ис-
пользованием формул для расчета реляти-
вистского сечения из работ [20, 21].

Дифференциальная интенсивность 
ЖРИ (на единицу длины) определяется со-
отношением 

1

2
- 1

2 2

0

( , , ) 
( , , , )

( ) ( )
( ) ( , , , )

( , , , , )
,

x

dI s t
F s t

ds

A s n s
v E  dE f E s t d

R

E
d

d d

λ

∞

ε

π
λ

ε θ, 
ε θ = =

= µ µ ×

′∂ σ ε θ µ ϕ
× ϕ

′ε Ω

∫ ∫

∫

где 
12

1
2
2

( )
( ) 1

s b
A s

b

−
 −

= + 
 

 – площадь попе-

речного сечения петли; n(s) – концентра-
ция ионов плазмы; R = 1,5∙1013 см – астро-
номическая единица. 

В общем случае A(s) уменьшается с ро-
стом координаты s вдоль оси магнитной пет-
ли, n(s) определяется модельным образом. 
Функция A(s) определяется из условия со-
хранения магнитного потока B(s)A(s) = const  
и модельной зависимости магнитного поля 
от координаты s. Релятивистское сечение 
тормозного излучения σ получено в рабо-
те [20]. Отметим, что электрон-протонное 
тормозное сечение  зависит от параметров 
ускоренных электронов, энергии рентге-
новских квантов и угла наблюдения θ (угол 
между нормалью к фотосфере и волновым 
вектором k). Причем, как показывают ре-
зультаты расчетов [21], зависимость от угла 
наблюдения наряду с жесткостью энергети-
ческого спектра являются наиболее суще-
ственными при вычислении характеристик 
ЖРИ. Угол между волновым вектором фо-
тона (направлен к наблюдателю) и векто-
ром момента импульса электрона опреде-
ляется выражением:

cos = cos cos sin sin cos ,′θ θ ⋅ α + θ ⋅ α ⋅ ϕ
cos = cos cos sin sin cos ,′θ θ ⋅ α + θ ⋅ α ⋅ ϕ

где α, φ – полярные координаты вектора 

момента импульса электрона в системе, 
в которой вертикальная ось нормальна 
фотосфере (α также является питч-углом 
электронов в этой системе), ε – энергия 
фотона. 

Сечение тормозного излучения является 
суммой поперечной и продольной компо-
нент (по отношению к плоскости векторов 
(k,B)):

2

2 2
||

( , , )

( , , ) ( , , ).

d
E

d d
d d

E E
d d d d

⊥

σ ′ε θ =
′ε Ω

σ σ′ ′= ε θ + ε θ
′ ′ε Ω ε Ω

Кроме электрон-протонного, вклад 
в общую интенсивность может вносить 
электрон-электронное тормозное излуче-
ние. Как показано в работе [22], последний 
процесс вносит заметный вклад в общее из-
лучение на энергиях не ниже 300 кэВ. Нас в 
первую очередь интересует область энергий 
рентгеновских квантов, величина потока и 
степень поляризации в которой могут быть 
измерены в экспериментах. Она ограничи-
вается в настоящее время диапазоном по-
рядка 200 кэВ для большинства вспышек. 
Поэтому электрон-электронный механизм 
тормозного излучения мы не будем прини-
мать во внимание.

Используя результаты расчетов функ-
ции распределения (см. рис. 1), получим 
распределение яркости ЖРИ вдоль магнит-
ной петли (рис. 2).

В случае анизотропного распределения 
электронов в момент их инжекции (зада-
ется выражением (2)), максимум интенсив-
ности при t = 3 с, т. е. практически в мо-
мент максимальной инжекции, приходится 
на правое основание  петли (см. рис. 2, 
кривые 1, 2, 5, 6). Яркость противополож-
ного основания и вершины оказывается су-
щественно меньше. Это объясняется мень-
шими значениями концентрации плазмы в 
вершине и числа отраженных электронов, 
по сравнению с числом электронов, высы-
пающихся в конус потерь. Однако уже через 
несколько секунд после максимума инжек-
ции  источник ЖРИ в вершине становится  
сравнимым по интенсивности с источника-
ми в подножиях (см. рис. 2, кривые 3, 4).  

(3)

(4)
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Это можно объяснить возросшим количе-
ством отраженных электронов, по отноше-
нию к количеству ушедших в конус потерь, 
при учете уменьшающегося инжектируемо-
го числа электронов. В случае пробочного 
отношения, равного двум, источник в вер-
шине также присутствует, однако, он уже 
не так ярко выражен (см. рис. 2, кривые 
7, 8).

Таким образом, как видно из рис. 2, 
эффект магнитного отражения приводит 
к тому, что даже узконаправленный пучок 
электронов, инжектируемый в отдалении от 
вершины в направлении к правому осно-
ванию, создает источник ЖРИ в вершине 
петли. Яркость источника ЖРИ в верши-
не петли значительно уменьшается в слу-
чае узконаправленных пучков электронов 
даже при большом пробочном отношении  
Bmax / B0 (в случае источников с близкими 
значениями спектрального индекса δ).

Поляризация жесткого  
рентгеновского излучения

Степень поляризации жесткого рент-
геновского излучения зависит от углового 
распределения ускоренных электронов и их 
энергетического спектра. Поэтому при на-

личии надежных экспериментальных дан-
ных по измерению степени поляризации 
ЖРИ можно определить механизм ускоре-
ния электронов, связанный с ускорением 
в регулярных или стохастических электри-
ческих полях. К сожалению, на сегодняш-
ний день наблюдений степени поляриза-
ции ЖРИ очень мало и точность даже для 
вспышек класса X составляет всего около 
10 %. Поэтому провести тщательное срав-
нение полученных результатов с наблюде-
ниями пока весьма сложно. Однако это не 
умаляет важности полученных данных.

Расчет степени поляризации ЖРИ про-
изводился по следующей формуле:

X
X

1 2

1 0

22
||

1
( , , , ) =

( , , , )

cos 2

( , , )( , , )

( , , , ) ( ),

P s t
F s t

dE d d

d Ed E
d d d d

f E s t v E

∞ + π

ε −

⊥

ε θ ×
ε θ

× µ ϕ ψ ×

′ σ ε θ′σ ε θ
× − × 

′ ′ε Ω ε Ω  
× µ

∫ ∫ ∫

где FX(εX, θ, s, t) дается выражением (3), а 
θ' – выражением (4), ψ  – угол между пло-
скостями излучения и плоскостью, прохо-

Рис. 2. Распределение интенсивности FX(εX,θ,s,t) жесткого рентгеновского излучения вдоль 
вспышечной петли при угле наблюдения θ = 90 град.  

Номера кривых отвечают наборам параметров, представленных в табл. 2
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дящей через нормаль к фотосфере:

cos = (cos sin cos sin cos ) / sin ' .ψ θ α ϕ − θ α θ

На рис. 3 представлены результаты рас-
чета степени поляризации ЖРИ для угла 
наблюдения θ = 90 град. Для вспышек, 
происходящих ближе к лимбу, такой угол 
соответствует максимальной степени по-
ляризации релятивистского тормозного из-
лучения. Знак поляризации определяется 
угловым распределением ускоренных элек-
тронов. Он положительный, если электро-
ны преимущественно распределены по по-
перечным импульсам, и отрицательный для 
продольного распределения. 

В случае источника, задаваемого в питч-
угловом пространстве выражением (2), нор-
мированный первый параметр Стокса имеет 
соответствующее распределение значений 
вдоль петли для различных энергий и раз-
личных моментов времени (см. рис. 3).

Как следует из рис. 3, в вершине петли 
наблюдается отрицательная степень поля-
ризации. Увеличение пробочного отноше-
ния приводит к увеличению степени поля-
ризации в вершине от минус 9 % до минус 

30 % для энергии фотонов 201 кэВ при  
t = 3 с (см. рис. 3, кривые 2, 6). В подно-
жиях петли, при t = 9 с, характер поляри-
зации различен для разных пробочных от-
ношений (см. кривые 4, 8). При Bmax / B0 = 5  
в подножиях наблюдается положительная 
степень поляризации до +13 % для энергии 
201 кэВ и t = 9 с, а при Bmax / B0 = 2 поляри-
зация максимальна в вершине и составляет 
всего +4 %.

Поскольку задача является параметри-
ческой, нами также были исследованы дру-
гие типы источников (см. табл. 1).

Обсуждение результатов

В данной работе были произведены 
расчеты питч-углового, пространственно-
го и энергетического распределения уско-
ренных электронов в петельной структуре 
магнитного поля Солнца. Рассчитаны ани-
зотропная модель с впрыском электронов 
в область между вершиной и основанием 
петли для случая неоднородного магнит-
ного поля и неоднородной концентрации 
окружающей плазмы для пробочного отно-
шения, равного двум и пяти. 

Рис. 3. Распределение степени поляризации PX(εX, θ, s, t) жесткого рентгеновского излучения 
вдоль вспышечной петли при угле наблюдения θ = 90 град.  

Номера кривых отвечают наборам параметров, представленных в табл. 2
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Также были рассмотрены еще шесть 
моделей для различных распределений (см. 
табл. 1). Для всех моделей инжекции рас-
считаны интенсивность жесткого рентге-
новского излучения и степень поляриза-
ции. Из анализа моделей следует выделить 
ряд важных особенностей. 

Источник жесткого рентгеновского 1.	
излучения в вершине петли может форми-
роваться даже при анизотропной инжекции 
как в самой вершине, так и на удалении от 
нее, ближе к одному из оснований. Макси-
мальная степень поляризации ЖРИ имеет 
место в вершине петли в момент макси-
мальной инжекции и составляет –20 % при 
Bmax / B0 = 2 и –30 % при Bmax / B0 = 5.

 Первоначально изотропный источ-2.	
ник электронов в вершине петли со вре-
менем становится сильно анизотропным 
с преимущественным распределением по 
поперечным импульсам. Яркость ЖРИ в 
вершине в этом случае оказывается хотя и 
меньше таковой в основаниях, но вполне 
измеряемой в экспериментах. Степень по-
ляризации в этом случае максимальна в 
самом начале инжекции ускоренных элек-
тронов: в вершине она достигает значений  
+20 %, в то время как в подножиях степень 
поляризации не превышает нескольких 
процентов и имеет обратный знак. 

 Два узконаправленных пучка электро-3.	
нов с функциями инжекции S2(α) = cos2α и 
S2(α) = cos6α, расположенными в вершине 
петли, в момент максимума инжекции 
можно различить по характеру яркости 
вдоль петли: более узконаправленные 
пучки дают более равномерное 
распределение яркости вдоль магнитной 
петли. Также их можно различить по знаку 
поляризации: отрицательный знак и более 
высокое значение степени поляризации 
у более узконаправленного источника  
(–30 %) и положительный (+8 %) в случае 
S2(α) = cos2α. Нужно отметить, что после 
окончания действия инжектора различить 
два узконаправленных источника уже не 
представляется возможным. 

 Увеличение пробочного отношения 4.	
ведет к накоплению электронов с углами 

вблизи значений 45 и 135 град. Для 
лимбовых вспышек (когда угол наблюдения 
θ = 90 град) это приводит к более сильному 
свечению части петли, в направлении 
которой инжекция не происходила.

 Влияние показателя спектра сказы-5.	
вается преимущественно на интенсивности 
излучения в энергичной части спектра. 
Более «мягкие» источники в момент 
максимума инжекции и после него излучают 
преимущественно в низкоэнергичной части 
спектра, что вполне ожидаемо. 

 Угловая направленность электронов 6.	
в области инжектора легко определяется 
по асимметрии интенсивности ЖРИ в 
петле относительно ее вершины в момент 
максимума инжекции. Впоследствии 
асимметрия исчезает, так как уже через 
пять секунд после максимума инжекции 
высокоэнергичные электроны заполняют 
магнитную петлю симметрично 
относительно ее вершины с максимумом 
концентрации в вершине петли. 

 Измерения степени поляризации 7.	
с пространственным разрешением вдоль 
петли могут подтвердить угловую направ-
ленность ускоренных электронов в 
инжекторе по величине и знаку степени 
поляризации вдоль петли в различные 
моменты времени. 

Таким образом, по результатам анализа 
представленных моделей можно заключить 
о принципиальной возможности опреде-
ления параметров функции источника по 
данным наблюдений жесткого рентгенов-
ского излучения.

Наработки, полученные при создании 
численного кода, позволят в дальнейшем 
перейти к более глубокому исследованию 
физических условий, реализуемых во вспы-
шечной петле Солнца. В частности, от-
крываются возможности учета рассеяния 
энергичных электронов на плазменной тур-
булентности, а также учета влияния обрат-
ного тока на кинетику первичного пучка.

Работа поддержана грантом в рамках про-
екта ФЦПК-1.5 № 8524 и программой ПРАН 
№ 22.
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This is a short introduction written by a supervisor of studies of  the seminar (see the title). It substantiates 
the actuality of  holding the scientific forum. 

SEMINAR, SEVERE PLASTIC DEFORMATION (SPD), CRYSTALLINE SOLID.

16 января 2013 года в Санкт-Петер-
бургском государственном политехни-
ческом университете под научным ру-
ководством члена-корреспондента РАН, 
профессора В.В. Рыбина состоялся обще-
российский научно-технический семинар 
«Фундаментальные проблемы интенсив-
ной пластической деформации кристал-
лических твердых тел». В работе семинара 
приняли участие крупные отечественные 
ученые, внесшие заметный личный вклад 
в зарождение и становление этой бурно 
развивающейся в последние десятилетия 
области науки о материалах. Развитие про-
исходит как в части фундаментальных, 
так и прикладных исследований, а также 
в области практических приложений, по-
скольку использование именно интенсив-
ной пластической деформации (ИПД) яв-

ляется основным приемом промышленного 
получения ультрамелкозернистых (УМЗ) 
и нанокристаллических (НК) материалов, 
обладающих уникальным комплексом ме-
ханических свойств и эксплуатационных 
характеристик.

Чтобы понять актуальность и своевре-
менность проведения подобного семинара, 
совершим небольшой экскурс в историю 
вопроса. 

Долгое время одним из постулатов в 
практике и теории металловедения поли-
кристаллов было утверждение о невозмож-
ности измельчения зерен методами пла-
стической деформации. Считалось, что в 
процессе пластического деформирования 
поликристаллаего зерна, сохраняя с высо-
кой точностью объем, испытывают лишь 
формоизменение (причем изоморфно с из-
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менением формы макрообразца) и меняют 
кристаллографическую ориентировку. При 
этом зерна не теряют своей идентичности 
[1, 2]. Иными словами, еще относительно 
недавно считалось невозможным созда-
вать внутри зерен большеугловые границы 
(БУГ) деформационного происхождения. 
В пользу этого утверждения говорили как 
многочисленные экспериментальные дан-
ные, так и основные положения механики, 
а также классической дислокационной фи-
зики пластичности кристаллических твер-
дых тел (КТТ).

Тем более неожиданным в 1974 году 
оказалось открытие явления фрагмента-
ции, которое заключалось в том, что на 
стадии развитой пластической деформации 
(ε > ε0 ≈ 0,2) зерна поликристаллического 
молибдена (чистота 99,9 %), деформируе-
мого при комнатной температуре в усло-
виях одноосного растяжения со скоростью 
ε =

–2 –1  10 с ,  разбились на множество разо-
риентированных фрагментов. Поперечные 
размеры фрагментов df оказались близкими 
к 0,2 мкм, а угол θ разориентировки между 
ними после деформации ε = 0,4 достигал 
десяти градусов [3].  

В последующие годы явление фрагмен-
тации подверглось тщательному и деталь-
ному изучению. Была построена физиче-
ская теория фрагментации; по существу 
это теория структурообразования на стадии 
развитой пластической деформации. Были 
экспериментально изучены особенности 
фрагментации не только на молибдене, но 
и на других металлах и сплавах (железо, 
алюминий, титан, стали ферритного, мар-
тенситного и аустенитного классов) в усло-
виях, типичных для прессования, прокатки, 
гидроэкструзии, волочения. Были экспери-
ментально определены функции распреде-
ления фрагментов по размерам и разориен-
тировкам. Оказалось, что распределения по 
размерам имеют форму одиночного пика с 
максимумом, расположенным вблизи 0,2 
мкм. Распределение по разориентировкам 
выглядит сложнее. Оно состоит из двух пи-
ков, расположенных вблизи θ

1 = 2 – 3° и  
θ2 = 8 – 12°, соответственно.

В области большеугловых разориенти-
ровок распределение принимает вид мед-

ленно спадающеего плато. Максимальное 
значение разориентировок деформацион-
ного происхождения θmax зависит от вели-
чины макроскопической деформации ε и 
следует выражению 

θmax  = α(ε – ε0),

где α – коэффициент пропорциональности 
(α ≤ 1) [4, 5]. 

Из формулы (1) следует, что первый 
пик на распределении разориентировок 
появляется при ε ≥ ε0  ≈ 0,2, второй – при  
ε ≥ 0,4. Это полностью согласуется с экс-
периментальными наблюдениями. 

С практической точки зрения наиболь-
ший интерес представляют большеугловые 
границы фрагментов межзеренного типа. 
Очевидно, что разработка технологии по-
лучения фрагментированных структур, у 
которых доля большеугловых границ будет 
примерно такой же, как и у полученных при 
рекристаллизации поликристаллов, решает 
задачу создания материалов принципиаль-
но нового класса – ультрамелкозернистых. 

Для этого, исходя из положений физики 
развитой пластической деформации, следу-
ет разработать технологию, которая бы обе-
спечивала возможность деформирования 
материалов до значений, превышающих 
некоторую критическую величину εcr, кото-
рая определяется из вполне естественного 
условия. Оно формулируется следующим 
образом: максимальная разориентировка 
фрагментов θmax при εcr должна равняться 
или превышать значение θsym – минималь-
ного из углов, возможных для кристаллов 
данной сингонии и принадлежащих груп-
пе поворотной симметрии. Для металлов 
и сплавов, кристаллическая решетка ко-
торых принадлежит кубической сингонии,  
θsym = π/2, поэтому для них 

εcr ≥ (1/α) θsym + ε0 ≈ π/2 + 0,2 = 1,77.

Приведенная оценка показывает, что 
разработка технологии создания УМК-
материалов с помощью пластической де-
формации представляет собой далеко не 
тривиальную задачу. Действительно, не-
обходимо разработать технологию, которая 
бы позволяла деформировать исходную за-
готовку, 

(1)

(2)
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во-первых, до весьма значительных де-
формаций без образования в ней несплош-
ностей и микротрещин (для этого схема 
нагружения должна предусматривать ис-
пользование в очаге деформации высокого 
квазигидростатического давления);

во-вторых, не прибегая к нагревам до 
температур, которые могут вызвать рекри-
сталлизацию деформируемого материала.

Необходимо также после столь большой 
деформации обеспечить получение при-
емлемого (на уровне около 5 мм) сечения 
готового материала, чтобы впоследствии 
изготовить из него образцы для испытаний 
физико-механических свойств и служебных 
характеристик.

Как ни удивительно, но технологии, удо-
влетворяющие вышеприведенным услови-
ям, были успешно разработаны. В основном 
это вариации и усовершенствования весьма 
оригинальной технологии равноканального 
углового прессования (РКУП), предложен-
ной В.М. Сегалом с сотрудниками в 1981 году  
[6]. Структура и свойства полученных 
при этом образцов УМЗ-материалов были 
изучены подробнейшим образом. Резуль-
таты исследований представлены в мно-
гочисленных публикациях и в ряде обстоя-
тельных обзоров (см., например, работы  
[7 – 9]).

В заключение надо остановиться на 
терминологическом аспекте проблемы. 
Дело в том, что англоязычный термин «se-
vere plastic deformation» (SPD), введенный 
в свое время для обозначения специфиче-
ских процессов пластического деформи-
рования – таких, которые удовлетворяют 
всем перечисленным выше требованиям и 

потому приводят к главному, а именно – 
аномальному измельчению исходных зерен 
и созданию в них ультрамелкокристалличе-
ской структуры, перешел в отечественную 
литературу как «интенсивная пластическая 
деформация» (сокращенно ИПД). Во избе-
жание недоразумений при использовании 
этого русскоязычного термина подчеркнем, 
что «интенсивная пластическая деформа-
ция» – это не просто численная характери-
стика величины ε. Поэтому при использо-
вании термина ИПД слово «интенсивная» 
нужно воспринимать как синтетическую 
(в том числе и по величине ε, см. формулу 
(2)) характеристику  процесса пластической 
деформации, способного вызвать измель-
чение зерен и сформировать в деформируе-
мом материале УМК-структуру. 

Таким образом, в этой краткой заметке 
мы попытались показать, что фундаменталь-
ные проблемы ИПД весьма различны. Они 
касаются как вопросов физики развитой 
пластической деформации кристаллических 
твердых тел, так и особенностей техноло-
гий, использующих пластическую деформа-
цию для получения УМЗ-материалов. Они 
затрагивают специфику методов испытаний 
УМЗ-материалов и особенности изучения 
их необычных свойств. Все эти аспекты 
были рассмотрены на семинаре. В данной 
рубрике журнала представлены наиболее 
интересные из представленных на нем до-
кладов. Ознакомившись с ними, читатель 
несомненно ощутит новизну и нетриви-
альность проблем, с которыми приходится 
сталкиваться материаловедам, создающим 
перспективные УМЗ- и НК-материалы.  

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Хоникомб Р. Пластическая  деформация  
металлов. М.: Мир, 1972. 408 с.

2. Келли А., Гровс Г. Кристаллография  и  
дефекты  в  кристаллах. М.: Мир, 1974. 496 с.

3. Рыбин В.В.,  Вергазов А.Н., Лихачёв 
В.А. Вязкое разрушение молибдена как след-
ствие фрагментации структуры//Физика ме-
таллов и металловедение. 1974. Т. 37. № 3.  
С. 620–624.

4. Рыбин В.В.  Большие  пластические  де-
формации  и  разрушение  металлов. М.: Метал-
лургия, 1986. 224 с.

5. Рыбин В.В. Структурно-кинетические 
аспекты физики развитой пластической дефор-
мации //Известия  вузов. Физика. 1991. № 3. 
С. 7–22.

6. Сегал В.М., Резников В.И., Дробышевский 
Ф.Е., Копылов В.И. Пластическая обработка 
металлов простым сдвигом // Изв. АН СССР. 
Металлы. 1981.  № 1. С. 115–123. 

7. Hughes D.A., Liu Q., Chrzan D.C., Hansen 
N. Scaling of microstructural  parameters: Misorien-
tations of deformation induced boundaries // Acta 
Маterialia. 1997. Vol. 45. No. 1. P. 105–112.



Семинары

169

REFERENCES

1. Honikomb R. Plasticheskaja deformacija met-
allov. Moscow, Mir, 1972. 408 p. (rus)

2. Kelli A., Grovs G. Kristallografija i defekty v 
kristallah. Moscow, Mir, 1974. 496 p. (rus)

3. Rybin V.V., Vergazov A.N., Likhachev V.A. 
Vjazkoe razrushenie molibdena kak sledstvie frag-
mentacii struktury. Fizika metallov i metallovedenie, 
1974, Vol. 37, No. 3, pp. 620–624. (rus)

4. Rybin V.V.  Bol’shie  plasticheskie  defor-
macii  i  razrushenie  metallov. Moscow, Metal-
lurgija, 1986. 224 p. (rus)

5. Rybin V.V. Strukturno-kineticheskie aspekty 
fiziki razvitoj plasticheskoj deformacii. Izvestija  vu-
zov. Fizika. 1991, No. 3, pp. 7–22. (rus)

6. Segal V.M., Reznikov V.I., Drobyshevskij 

F.E., Kopylov V.I. Plasticheskaja obrabotka metall-
ov prostym sdvigom. Izv. AN SSSR. Metally. 1981, 
No. 1, pp. 115–123. (rus)

7. Hughes D.A., Liu Q., Chrzan D.C., Hansen 
N. Scaling of microstructural  parameters: Misori-
entations of deformation induced boundaries. Acta 
Маterialia. 1997, Vol. 45, No. 1, pp. 105–112. 

8. Valiev R.Z., Estrin Y.,  Horita Z., Langdon 
T.G., Zehetbauer M.J. Producing bulk ultrafine-
grained materials by severe plastic deformation. 
JOM, 2006, Vol. 58, Iss. 4, pp. 33–39.

9. Estrin Y., Vinogradov F. Extream grain re-
finement by severe plastic deformation: A wealth of 
challenging science. Acta Маterialia, 2013, Vol. 61, 
pp. 782–817.

РЫБИН Валерий Васильевич – член-корреспондент РАН, доктор физико-математических наук, 
профессор кафедры «Механика и процессы управления» Санкт-Петербургского государственного поли-
технического университета.

195251, г. Санкт-Петербург,  Политехническая ул., 29
rybin.spb@gmail.com

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2013

8. Valiev R.Z., Estrin Y.,  Horita Z., Langdon 
T.G., Zehetbauer M.J. Producing bulk ultrafine-
grained materials by severe plastic deformation // 
JOM. 2006. Vol. 58. Iss. 4. P. 33–39.

9. Estrin Y., Vinogradov F. Extream grain re-
finement by severe plastic deformation: A wealth 
of  challenging science //Acta Маterialia. 2013.  
Vol. 61. P. 782–817.



170

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4-1(182) 2013

УДК 539.374:539.25:539.4.015 

М.В. Дегтярев, Т.И. Чащухина, Л.М. Воронова

ЭВОЛЮЦИЯ СТРУКТУРЫ МЕТАЛЛОВ И СПЛАВОВ  
ПРИ ДЕФОРМАЦИИ В НАКОВАЛЬНЯХ БРИДЖМЕНА

M.V. Degtyarev, T.I. Chashchukhina, L.M. Voronova

Institute of Metal Physics, Ural Division of the Russian Academy of Sciences, 

18 Kovalevskaya St., Еkaterinburg, Russia

STRUCTURE EVOLUTION OF METALS AND ALLOYS UNDER 
DEFORMATION IN BRIDGEMAN ANVILS

Установлена стадийность развития структуры при исследовании металлов и сплавов, в кото-
рых при деформации в наковальнях Бриджмена развивается преимущественно один из следующих 
структурообразующих процессов: деформационное упрочнение, динамический возврат, инициируе-
мое давлением сдвиговое фазовое превращение, двойникование, динамическая рекристаллизация. 
Показано влияние этих процессов на формирование однородной субмикрокристаллической струк-
туры и измельчение ее элементов.

большая пластическая деформация, высокое давление, структура, де-
формационное упрочнение, двойникование, барическое фазовое превра-
щение, динамический возврат, динамическая рекристаллизация.

Stage development of the structure has been established in the study of metals and alloys, in which 
mainly one of the following structure-forming processes develops upon deformation in Bridgman anvils: 
work hardening, dynamic recovery, pressure-induced phase transformation, twinning, and dynamic 
recrystallization. The influence of these processes on the formation of a homogeneous submicrocrystalline 
structure and the refinement of its elements was shown.

Severe plastic deformation, High pressure, Structure, Work hardening, 
Twinning, Pressure-induced phase transformation, Dynamic recovery, Dy-
namic recrystallization.

Способы измельчения элементов струк-
туры металлов и сплавов с помощью пла-
стической деформации и результаты ука-
занного воздействия исследуются уже 
несколько десятилетий. Из всех известных 
методов наибольших деформаций, а, сле-
довательно, наиболее эффективного из-
мельчения, позволяет достигать метод де-
формирования в наковальнях Бриджмена в 
условиях высокого квазигидростатическо-
го давления. Авторы ряда работ отмечали, 
что после некоторой достаточно большой 
деформации, полученной этим методом, 
твердость и структура многих материалов 
выравниваются по площади образца, за ис-
ключением, возможно, небольшой области 

вблизи его центра, и не изменяются с уве-
личением угла поворота наковальни. Такая 
структура была названа диссипативной [1], 
а деформация, к ней приводящая – интен-
сивной [2].

До настоящего времени существенными 
и не решенными до конца остаются вопро-
сы, связанные непосредственно с предель-
ным измельчением структуры при дефор-
мации. Все еще неясно, при каких условиях 
формируется диссипативная структура и от 
чего зависит критическое значение угла по-
ворота.

Предпринятая авторами настоящей ста-
тьи попытка установить степени деформа-
ции образования диссипативной структуры 
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в различных материалах привела к разра-
ботке методики, позволившей определить 
факторы, способствующие или препятству-
ющие формированию в структуре дефор-
мируемого материала высокоугловых гра-
ниц, и выявить тенденции к дальнейшему 
деформационному измельчению элементов, 
образующих структуру. 

Чтобы получить ответы на поставлен-
ные вопросы, мы исследовали материалы, 
в каждом из которых доминирует один из 
следующих структурообразующих процес-
сов: 

деформационное упрочнение (железо и 
конструкционные стали);

динамический возврат (никель);
барическое фазовое превращение (ау-

стенитные стали);
динамическая рекристаллизация (медь).
Обычно в результате большой деформа-

ции, при повороте наковальни на 5 – 15 
оборотов, средний размер элементов струк-
туры составляет порядка 0,1 мкм, а его 
вариации, связанные с изменением чис-
ла оборотов наковальни и расстоянием от 
центра образца, имеют порядок 0,01 мкм. 
Для оценки значимости этих вариаций мы 
применили метод рекристаллизации, по-
скольку размер зерна, формирующегося 
при рекристаллизационном отжиге, зави-
сит от степени деформации [3]. При де-
формации железа и конструкционных ста-
лей доминирующим структурообразующим 

процессом выступает деформационное 
упрочнение. Поэтому в указанных мате-
риалах развитие рекристаллизации зависит 
только от степени деформации. Оказалось 
(рис. 1), что размеры рекристаллизован-
ных зерен уменьшались как с увеличением 
числа оборотов наковальни, так и в каж-
дом образце уменьшались в направлении 
от центра образца к его периферии. Наи-
более наглядные результаты получены на 
армко-железе, где рекристаллизованное 
зерно можно выявить методом оптической 
микроскопии. На рис. 1 видно, что, несмо-
тря на более высокую температуру отжига 
(650 °С) образцов, деформированных на 15 
оборотов, рекристаллизованное зерно в них 
на соответствующих радиусах мельче, чем 
после деформации на 5 оборотов и отжига 
при более низкой температуре (600 °С) [4]. 
Эти результаты доказывают, что с увеличе-
нием числа оборотов наковальни структура 
не выравнивается по радиусу образца и не 
наблюдается установившейся стадии де-
формации.

Повышение температуры отжига до 750 
°С выявило [5], что по радиусу образца ме-
няется не только размер зерна, но и тип 
рекристаллизованной структуры (рис. 2). 
Этот результат инициировал исследование 
стадийности изменения структуры метал-
лических материалов при деформации в 
наковальнях Бриджмена.

Стадии деформации выявляются по 

Рис. 1. Изменение твердости (1) и среднего размера (2) рекристаллизованных зерен  
по радиусам армко-железа, подвергнутых деформации в наковальнях Бриджмена и последующему 

отжигу в течение 1 часа: а – 5 оборотов наковальни, 600 °C; б – 15 оборотов,  650 °C

а) б)
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кривым деформационного упрочнения. 
Поскольку смена стадий не всегда сопро-
вождается появлением заметных аномалий 
на кривых, в работе [6] была предложена 

обработка кривых в координатах «истин-
ное напряжение – корень квадратный из 
истинной деформации». Тогда параболиче-
ские стадии преобразуются в прямолиней-

Рис. 2. Панорама структуры образца армко-железа после деформации в наковальнях Бриджмена  
(5 оборотов наковальни) и отжига при 750 °C (1 час) (а) и увеличенные изображения  
микроструктуры на разных расстояниях r от центра образца, мм: 0(б); 0,5 (в); 1,5 (г)

а)

б)

в)

г)
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ные с разным углом наклона. В настоящей 
работе эта методика применена для выяв-
ления стадийности при большой дефор-
мации сдвигом под давлением (до е = 10). 
В качестве характеристики прочности ис-
пользована твердость. Для сопоставления 
результатов, полученных на разных образ-
цах, была разработана методика расчета ис-
тинной деформации.

Необходимо отметить, что в наших ра-
ботах всегда осуществлялась деформация 
в наковальнях без боковой поддержки об-
разца. В этом случае деформация сопро-
вождается непрерывным уменьшением его 
толщины за счет вытекания материала в 
зазор между наковальнями. Число оборо-
тов наковальни мы ограничивали пятнад-
цатью: при этом сохранялось закономерное 
изменение структуры деформированного 
материала по радиусу образца. Образцы 
до деформирования всегда имели толщи-
ну 0,300 ± 0,005 мм, поскольку известно, 
что распределение давления при сжатии в 
наковальнях Бриджмена зависит от толщи-
ны образца [7]. Диаметр образца составлял 
5 мм. 

Образцы после деформирования имели 
форму двояковыпуклой линзы. Толщину 
каждого из них измеряли по двум взаимно 
перпендикулярным диаметрам с шагом 0,5 
мм, причем разброс значений толщины на 

одинаковом расстоянии от центра образца, 
как правило, не превышал 10 %. Различие в 
толщине разных образцов, деформирован-
ных с одинаковым углом поворота, иногда 
оказывалось существенно больше. Это по-
служило веской причиной отказа от оценки 
деформации по углу поворота наковальни.

Для вычисления деформации e, получа-
емой в наковальнях без боковой поддерж-
ки, в работе [4] мы предложили формулу 

  ϕ ⋅ = + = + +    

0,52

0
сд ос ln 1 ln ,i

irir

r h
e e e

hh

где eсд, eос – логарифмические деформации 
сдвига и осадки; φ – угол поворота под-
вижной наковальни; ri – расстояние от оси 
вращения наковальни; h0, hir – значения 
толщины образца до и после деформации 
на расстоянии ri от центра.

Формула (1) не имеет строгого обосно-
вания, но ее применение позволяет одно-
значно сопоставлять структуру и твердость 
различных материалов как после деформи-
рования с разным углом поворота наковаль-
ни, так и на разных расстояниях от центра 
образца. Эта формула часто используется в 
литературе, однако ее пригодность для под-
счета деформации в наковальнях по схеме с 
боковой поддержкой, по-видимому, не ис-
следована. Погрешность логарифмической 

Рис. 3. Стадийный характер деформации различных металлов:  
а – железо (чистота 99,97 %), б – никель; 1 – твердость, 2 – средний размер зерен

б)а)

(1)
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деформации, связанная с разбросом значе-
ний толщины, не превышала Δе = +0,2.

Твердость деформированных материа-
лов мы измеряли по двум взаимно перпен-
дикулярным диаметрам с шагом 0,25 мм,  
а затем усредняли результаты четырех из-
мерений, выполненных на одинаковом 
расстоянии от центра образца. Измерения 
проводили обычно на двух-трех сериях 
образцов, каждая из которых состояла из  
7 – 10 образцов. Последние деформирова-
ли  с разными углами поворота наковальни 
(от 15 град до 10 – 15 об.). Полученную 
совокупность значений (их общее количе-
ство составляло от 150 до 300) разбивали 
по интервалам логарифмической деформа-
ции Δе = 0,4 (это соответствовало удвоен-
ной погрешности определения последней) 
и в каждом интервале определяли среднее 
значение твердости. Такая процедура обе-
спечивала статистическую значимость по-
лученных результатов. По ним мы строили 
зависимости в координатах «твердость –  
корень квадратный из логарифмической 
деформации». Перегибы на этих зависимо-

стях служили показателями границ стадий 
структурных состояний деформированного 
материала (рис. 3). 

Полученные результаты показали также 
соответствующую стадийность изменения 
среднего размера элемента структуры от ло-
гарифмической деформации (см. рис. 3, а  
и таблицу). Каждая стадия характеризуется 
определенными значениями коэффициен-
тов увеличения твердости и измельчения 
элементов структуры [8]. На последней из 
выявленных нами стадий в железе и кон-
струкционных сталях эти коэффициенты 
отличны от нуля, т. е. в этих материалах 
предел деформационного измельчения кри-
сталлитов еще не достигнут (см. таблицу). 

Далее, для определения типа структуры, 
на каждой из выявленных стадий достаточ-
но исследовать структуру материала после 
деформации, отдаленной по величине от 
границы стадии. 

На первой стадии в железе и конструк-
ционных сталях формируется ячеистая 
структура, образованная широкими дис-
локационными субграницами. Для нее 

Коэффициенты роста твердости и измельчения элементов на разных стадиях структурного состояния, 
а также степень деформации, твердость и размер элементов в начале соответствующих стадий

Материал

Стадия структурного состояния

Смешанная СМК-

e1– 2

H1–2, 
ГПа

d1– 2, 
мкм

kт2 kизм2 e 2–3

H2– 3  
ГПа

d2–3, 
мкм

kт3 kизм3

Железо (99,97%) 4,0 3,0 0,45 0,1 0,10 6,0 3,2 0,19 0,5 0,04

Армко-железо 2,6 2,8 0,35 0,3 0,06 5,3 3,7 0,17 0,3 0,02

Сталь 20Г2Р  
закаленная  
без закалки  
отпущенная

2,2
1,6

5,2
2,7

0,14
0,50

0,5
0,6

0,02
0,20

6,6
3,7

7,4
3,5

0,06
0,25

0,2
0,6

0,01
0,03

Сталь 30Г2Р 1,0 2,8 0,55 0,3 0,12 3,6 3,6 0,17 0,9 0,03

Сталь 30ХГСН2А
1,0

3,2 0,40 0,2 0,07 3,6 3,9 0,15 1,1 0,03

Сталь 12Х18Н10Т – – – 0,6 0,10 5,0 4,8 0,08 0 0

Сталь 4Х14Н14В2М, 
            6 ГПа 
           10 ГПа

– 
–

– 
– 

–
–

0,2
0,1

0,07
0,03

4,8
6,2

4,8
4,8

0,05
0,10

0,2
0,3

0,01
0,03

Никель 3 3,3 0,40 0,6 0,15 5,3 4,6 0,14 0,06 0,004

Обозначения : e – логарифмическая деформация; H – твердость; d – размер элементов; kт,  
kизм – коэффициенты роста твердости и измельчения; нижние индексы (1–2) и (2–3) соответствуют 
значениям в начале стадий, 1, 2, 3 – стадии ячеистой, смешанной  и СМК- структур, соответственно.
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характерно плавное изменение контра-
ста в темном поле при переходе от одной 
ячейки к другой (рис. 4, а) и постепенное 
перемещение контраста по изображению 
при изменении угла наклона гониометра, 
вследствие непрерывного изменения ори-
ентировки кристаллографических пло-
скостей. Это проявляется в азимутальном 
размытии рефлексов на электронограммах.  
В теле ячеек наблюдаются дислокации. 

Появление на второй стадии деформа-
ции микрокристаллитов с высокоугловыми 
границами связано с тем, что дислокацион-
ный механизм деформации, превалирую-
щий на первой стадии, постепенно заменя-
ется на ротационный [9] (дисклинационный 
[10, 11]). На третьей стадии пластические 
ротации охватывают весь объем деформи-
руемого материала, формируется субми-
крокристаллическая (СМК) структура [12]. 
Микрокристаллиты характеризуются тон-
кими границами, на которых происходит 
резкое изменение темнопольного контраста 
(рис. 4, б). При изменении угла наклона го-
ниометра микрокристаллит целиком выхо-
дит из отражающего положения и «гаснет», 

рядом «загораются» соседние микрокри-
сталлиты по мере попадания их в отражаю-
щее положение. 

Электронограмма образована точечны-
ми рефлексами, их количество возрастает 
при измельчении микрокристаллитов. В 
смешанной структуре эти точечные реф-
лексы наблюдаются на фоне размытых дуг, 
соответствующих ячеистой субструктуре. 
Присутствие микрокристаллитов в СМК- и 
смешанной структурах не позволяет надеж-
но разделить эти два структурных состояния 
электронно-микроскопическим методом.

Смене типа структуры при деформации 
соответствует изменение текстуры. Повы-
шение степени деформации на стадии ячеи-
стой структуры сопровождается усилением 
относительной интенсивности линии (110)α. 
Наибольшая относительная интенсивность 
этой линии и, соответственно, наименьшая 
интенсивность всех остальных отражений 
соответствует стадии смешанной структу-
ры (рис. 5). На стадии СМК структуры при 
увеличении степени деформации относи-
тельные интенсивности линий изменяются 
в обратной последовательности, прибли-

Рис. 4. Микроструктура на разных стадиях деформации:  
а – ячеистая структура (железо (99,97 %), e = 2,5); б – СМК-структура (армко-железо, e = 9)

б)а)
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Рис. 5. Изменение вклада дифракционных 
максимумов в общую интенсивность  

дифрагировавшего излучения при деформации 
железа (99,97 %); приведены данные  

по линиям (110) (1), (200) (2), (211) (3), (310) (4)

жаясь к значениям, характерным для бес-
текстурного поликристаллического железа. 
Таким образом, на стадии СМК-структуры 
изменяется взаимная разориентировка ми-
крокристаллитов.

По данным таблицы видно, что пере-
ход от одной стадии к другой не связан с 
достижением единого порогового размера 
элементов структуры, например, в железе 
чистотой 99,97 % в начале стадии СМК- 
структуры средний размер микрокристал-
литов составляет 0,19 мкм, а в закаленной 
стали 20Г2Р – 0,06 мкм [8]. 

Наши исследования показали [8], что 
в железе и конструкционных сталях при 
деформации на стадии СМК-структуры 
наблюдается отчетливое измельчение ми-
крокристаллитов всех размеров. Это под-
тверждается непрерывным уменьшением 
наибольшего, среднего и наиболее вероят-
ного размера, а также результатами рекри-
сталлизационных отжигов. 

Часто в литературе к нано- и субмикро-
кристаллической относят деформационную 
структуру, в которой преобладают высо-
коугловые разориентировки, но допускает-
ся присутствие и малоугловых границ [13]. 
Отжиг такой структуры показал (рис. 6),  
что присутствие некоторой доли малоу-

гловых границ превращает ее в структуру 
другого типа – смешанного, поскольку 
оно драматически сказывается на ее тер-
мической стабильности: вызывает стреми-
тельный рост зерна при нагреве (особенно 
наиболее крупного) и приводит к сильной 
разнозернистости. В то же время однород-
ная изотропная СМК-структура при отжи-
ге трансформируется в субмикрозернистую 
структуру сотового типа, характеризующу-
юся наименьшей скоростью роста зерна до 
начала (альфа→гамма)- превращения (см. 
рис. 6).

Такие же стадии деформации, как в 
железе, были выявлены в никеле [14], 
однако наблюдалось отличие  на стадии 
СМК-структуры. В никеле значения коэф-
фициентов увеличения твердости и умень-
шения размеров элементов структуры ока-
зались близкими к нулю (см. рис. 3, б и 
таблицу). В СМК-структуре присутствова-
ли микрокристаллиты, объем которых раз-
делен малоугловыми границами с разори-
ентировкой до 5 град. Это, по-видимому, 

Рис. 6. Изменение среднего размера рекристал-
лизованного зерна при отжиге железа (99,97 %) 

с различной исходной структурой:  
1 –  ячеистого типа (e = 0,6); 2 – смешанного типа 

(e = 4, d = 0,30 мкм); 3 – СМК-1 (e = 6,  
d = 0,20 мкм); 4 – СМК-2 (e = 8, d = 0,15 мкм)
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связано с образованием при деформации 
никеля не только винтовых дислокаций, 
формирующих границы кручения, устой-
чивые по отношению к напряжению и 
температуре (как в железе), но и краевых 
дислокаций, формирующих относительно 
более подвижные границы наклона. Эти 
границы, по-видимому, не превращаются 
в высокоугловые, поскольку рассыпаются 
ранее, чем по ним произойдет разворот. 
Таким образом, в никеле на стадии СМК-
структуры доминирует динамический воз-
врат, определяющий предел измельчения 
элементов структуры.

Свои особенности в стадийность дефор-
мации вносит барическое фазовое превра-
щение. Так, в стали 10Х18Н10Т за стадией 
упрочнения следует стадия, на которой твер-
дость и размер элементов структуры оста-
ются неизменными (рис. 7), однако растет 
количество фазы высокого давления [15]. 
По-видимому, здесь фазовое превращение 
выступает доминирующим релаксационным 
процессом, альтернативным измельчению 
элементов структуры и связанному с ним 
упрочнению. Для выявления роли сдвиго-
вого барического превращения нами иссле-
дована сталь 4Х14Н14В2М. Под давлением 
6 ГПа она остается однофазной, а после 
деформации под давлением 10 ГПа  в ней 
сохраняется до 15 % ε-фазы высокого дав-
ления. Оказалось, что фазовое превращение 
замедляет рост твердости на поздних этапах 

деформации и задерживает переход к стадии 
СМК-структуры (см.таблицу) [16]. Образо-
вание даже небольшого (около 15 %) коли-
чества фазы высокого давления не позволя-
ет в исследованном интервале деформаций 
получить структуру со средним размером 
элементов менее 50 нм, тогда как в отсут-
ствие ε-фазы удается измельчить микрокри-
сталлиты в среднем до размера 30 нм.

В литературе существует представление, 
что механизмом измельчения нанокристал-
лической структуры металлов и сплавов  
после исчерпания возможностей дисклина-
ционного (ротационного) механизма может 
служить деформационное двойникование 
[17]. Деформация в наковальнях Бриджмена 
при температуре жидкого азота активизи-
рует двойникование в металлах, в которых 
оно не реализуется при комнатной темпе-
ратуре деформации. Это позволило оценить 
влияние двойникования на формирова-
ние и эволюцию деформационной СМК-
структуры в железе и никеле [14, 18]. В этих 
материалах деформационные двойники на-
блюдаются на стадии ячеистой структуры 
(рис. 8, а). Кроме того, значительную долю 
объема занимает структура в виде пакетов 
чередующихся полос с высокоугловыми 
взаимными разориентировками, а в преде-
лах полосы ориентировка меняется мало. 
После перехода на последующие стадии де-
формации двойники и микрополосы разби-
ваются поперечными малоугловыми грани-

Рис. 7. Стадийность структурообразования в стали 12Х18Н10Т:  
а – изменение твердости (1) и среднего размера зерен (2); б – изменение фазового состава  

после деформации сдвигом под давлением 6 ГПа и разгрузки; фазы α(3), γ(4), ε(5)

б)а)
d, мкм
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Рис. 8. Структура (а, б) и твердость (в) железа (99,97 %) после деформации сдвигом под давлением 
при T = 80 K; а, б – темные поля в рефлексах типа (110)дв  и (110)α (e = 0,5  и 8,6), соответственно.  

На графике символы соответствуют температуре 80 K, тонкие линии – комнатной температуре

б)а)

цами, но образования новых двойников не 
обнаружено. На последней стадии структу-
ра состоит из дискретно разориентирован-
ных микрокристаллитов и близких к ним 
по размерам фрагментов двойников и ми-
крополос с разориентировкой, непрерывно 
меняющейся в пределах полосы (рис. 8, б).  
В микрополосах и двойниках формирова-
ние СМК-структуры задерживается, поэто-
му средний размер элементов структуры 
после деформации при 80 K до достижения 
третьей стадии остается бóльшим, чем в ре-
зультате деформации при комнатной тем-
пературе. Следует отметить, что и твердость 

железа и никеля, деформированных при 80 
K, на первой и второй стадиях ниже, чем 
после деформации при комнатной темпе-
ратуре (рис. 8, в). 

Принципиально другой подход применен 
нами при анализе стадий структурообразо-
вания, когда в материале развивается дина-
мическая рекристаллизация. В этом случае 
структура определяется не степенью дефор-
мации, а ее температурой и скоростью. Их 
совместное влияние  можно оценить с по-
мощью параметра Зинера – Холломона:

Ζ = + ∆ln ln ,e H RT (2)
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где e , с–1 – истинная скорость деформации; 
ΔH – энергия активации высокотемпера-
турной деформации (для чистых металлов 
ее значение близко к энергии активации 
самодиффузии); R – универсальная газовая 
постоянная; T, K – температура деформа-
ции. 

Большая деформация снижает темпера-
туру рекристаллизации и, например, в меди 
может привести к динамической рекри-
сталлизации при комнатной температуре. 
В этом случае стадийность формирования 
структуры связана со степенью разви-
тия динамической рекристаллизации и не 
определяется однозначно логарифмиче-
ской деформацией [19]. По-видимому, ди-
намическая рекристаллизация, которая при 
комнатной температуре неизбежно сопро-
вождается постдинамической рекристал-
лизацией, приводит к пределу уменьшения 
размера элементов структуры, например на 
уровне 0,15 мкм в меди.

Итак, в результате проведенных ис-
следований установлена стадийность раз-
вития структуры металлов и сплавов, в 
которых при деформации в наковальнях 
Бриджмена развивается преимущественно 
один из следующих структурообразующих 
процессов: деформационное упрочнение, 
динамический возврат, инициируемое 
давлением сдвиговое фазовое превраще-
ние, двойникование, динамическая рекри-
сталлизация. Определены границы стадий 
структурных состояний, тип структуры и 
коэффициенты увеличения твердости и 

измельчения элементов структуры на каж-
дой из стадий.

Однородная СМК-структура, образую-
щаяся при доминировании деформацион-
ного упрочнения, не является предельной: 
при продолжении деформации происходит 
непрерывное повышение твердости мате-
риала, разрушение текстуры, измельчение 
микрокристаллитов и повышение их раз-
мерной однородности. 

Преобладание динамического возврата 
и динамическая рекристаллизация при-
водят к достижению предела измельчения 
элементов структуры. 

Появление фазы высокого давления, так 
же как и двойникование, задерживает фор-
мирование однородной СМК-структуры и 
замедляет ее измельчение. Увеличение ко-
личества фазы высокого давления на ста-
дии СМК-структуры может приводить к 
стабилизации размеров микрокристаллитов 
и твердости материала.

Авторы выражают благодарность канди-
дату физико-математических наук, заведу-
ющему лабораторией физики высоких дав-
лений Института физики металлов (ИФМ) 
УрО РАН В.П. Пилюгину за проведение 
деформации сдвигом под давлением.
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ПРИ ИНТЕНСИВНОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ
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SOME FEATURES OF THE IMPACT FRACTURE OF ULTRAFINE GRAINED 
MATERIALS OBTAINED BY INTENSIVE PLASTIC DEFORMATION

Исследованы закономерности ударного разрушения материалов с ОЦК-решеткой (сталь 10), 
ГЦК-решеткой (алюминиевый сплав АК4-1) и ГПУ-решеткой (титан Grade 4) в исходном состоянии 
и после РКУП, в субмикрокристаллическом состоянии. Ударные испытания проводили в широком 
интервале температур. Показано, что тип кристаллической решетки ультрамелкозернистого материала 
определяет характер температурной зависимости ударной вязкости и механизм разрушения.

ПРОЧНОСТЬ, МЕХАНИЗМ РАЗРУШЕНИЯ, УДАРНАЯ ВЯЗКОСТЬ, СТРУКТУРА, РАВНО-
КАНАЛЬНОЕ УГЛОВОЕ ПРЕССОВАНИЕ (РКУП), СУБМИКРОКРИСТАЛЛИЧЕСКОЕ СОСТО-
ЯНИЕ.

Regularities of impact fracture of materials with BCC lattice structure (steel 10), FCC lattice structure 
(AK4-1 aluminium alloy) and hexagonal close-packed  lattice structure (Grade 4 titanium) in the initial 
state and after ECAP in submicrocrystalline state have been investigated. Impact tests were conducted over a 
wide temperature interval. The crystal lattice type of ultrafine grained materials was shown to determine the 
character of the impact strength temperature dependence and also a failure mechanism.

STRENGTH, FAILURE MECHANISM, IMPACT STRENGTH, STRUCTURE, EQUAL CANAL 
ANGULAR PRESSING (ECAP), SUBMICROCRYSTALLINE STATE.

Недавние исследования, выполненные 
нами на ряде металлов и сплавов, показали 
[1–5], что интенсивная пластическая дефор-
мация (ИПД) металлических материалов, 
формируя ультрамелкозернистую (УМЗ) 
структуру, обычно значительно повышает 
твердость и прочностные характеристики 
металлических материалов, однако, как 
правило, снижает пластичность и неодно-
значно влияет на ударную вязкость. Дан-
ную тенденцию наблюдали и  другие иссле-
дователи [6–7]. Этот факт не может найти 
должного объяснения без учета структур-

ных особенностей материалов, подвергну-
тых ИПД, поскольку при такой обработке, 
кроме зерен нано- и субмикрокристал-
лического размера, часто образуются не-
равновесные границы зерен, нанодвойни-
ки, сегрегации легирующих элементов по 
границам зерен и наноразмерные частицы 
вторых фаз [1]. Как хорошо известно [8], 
большеугловые границы зерен могут фор-
мироваться на стадии развития деформа-
ции, но для образования УМЗ-структуры 
с преимущественно большеугловыми гра-
ницами требуются бóльшие деформации,  
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с ε > 4 – 6 [1]. Различные элементы слож-
ной структуры УМЗ-материалов вносят 
свой вклад в упрочнение, однако большин-
ство из них отрицательно влияет на пласти-
ческие свойства материалов. 

Цель настоящей работы – выяснение 
влияния ИПД на закономерности ударно-
го разрушения металлических материалов 
в широком интервале температур с учетом 
типа их кристаллической решетки. 

Материалы и методики исследования

В качестве материалов с объемно-
центрированной кубической (ОЦК) решет-
кой была использована сталь 10 (0,11 % C);  
в качестве материала c гексагональной 
плотноупакованной (ГПУ) решеткой – ти-
тан Gradе 4 и титановый сплав ВТ6 (6 % Al;  
4 % V) с двухфазной (α + β)-структурой;  
в качестве материала с гранецентрирован-
ной кубической (ГЦК) решеткой – алюми-
ниевый сплав АК4-1 (2,46 % Cu; 1,48 % Mg; 
0,89 % Fe; 0,92 % Ni; 0,22 % Si). Материалы 
исследовали в исходном (горячекатаном) 
состоянии и после различных видов ИПД.

Сталь 10 в исходном состоянии имела 
средний размер зерна 45 мкм. Перед ИПД 
провели закалку стали с целью получения 
однофазной структуры. Субмикрокристал-
лическое состояние было получено путем 

равноканального углового прессования 
(РКУП) при температуре 200 °C, с коли-
чеством проходов – 4 и 6, и при 400 °C 
(количество проходов – 4, с поворотом об-
разца вокруг продольной оси на 90о после 
каждого прохода – маршрут Bc). Угол пе-
ресечения каналов инструмента составлял  
φ = 120°. Средний размер зерна после РКУП 
при 200 °C составил 300 нм, а после РКУП 
при 400 °C  – 500 нм. 

Исходный титан марки Grade 4 (про-
изводство компании Dynamet, сертифи-
кат 041425) был в виде прутка со средним 
размером зерна 25 мкм. Перед обработкой 
РКУП титан отжигали при температуре 
680 °C  в течение одного часа. Далее титан 
подвергали обработке РКУП – конформ  
(6 проходов при температуре 250 °C). Сред-
ний размер dср зерна титана Grade 4 после 
обработки РКУП – конформ составлял  
300 нм. Титановый сплав ВТ6 (6 % Al,  
4 % V) испытывали в исходном состоянии 
(dср = 15 мкм), после РКУП и последующей 
экструзии  (dср = 300 нм) и после РКУП, 
экструзии, затем последующей изотермиче-
ской штамповки при температуре 750 °C. 
Средний размер зерна после изотермиче-
ской штамповки составлял 0,9 мкм. Подоб-
ная структура может получаться и другими 
методами ИПД [6].

Таблица  1

Механические свойства исследуемых материалов

Материал Состояние НВ, ед. σв, МПа σт (σ0,2), МПа δ,%

Сталь 10

Исходное 121 460 350 25

После РКУП при 200 °C, 
                                4 прохода
                                6 проходов
                         при 400 °C, 
                                4 прохода

235
235

210

1028
1050

760

989
955

716

8
11

18

Grade 4
Исходное 255 700 550 30

После РКУП – конформ 311 1020 880 13

ВТ6

Исходное 321 950 830 15
После РКУП + экструзии 401 1450 1380 12
После РКУП + экструзии +  
изотермической штамповки

331 1270 1150 13

АК4-1
Исходное 81 274 258 20
После РКУП + экструзии 111 420 880 9

Обозначения : НВ – твердость по Бринеллю; σв – предел прочности; σт (σ0,2) –предел текучести; 
δ – относительное удлинение.



184

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4-1(182) 2013

Алюминиевый сплав АК4-1 в исходном 
состоянии имел средний размер зерна 40 
мкм. Сплав подвергали обработке РКУП 
при температуре 200 °C (6 проходов). После 
РКУП проводили дополнительную экстру-
зию при температуре 180 °C; средний раз-
мер зерна после указанной обработки  со-
ставил 300 нм [9].

Механические свойства исследуемых 
материалов после различных видов обра-
ботки представлены в табл. 1. 

Исследование структуры материалов 
после различных видов ИПД проводили 
с помощью просвечивающего электрон-
ного микроскопа JEOLJEM2100. Испыта-
ния образцов на ударную вязкость (KCV) 
проводили на копре МК-30 в широком  
интервале температур. Полученные изло-
мы исследовали методом макро- и микро-
фрактографии в растровом микроскопе 
JSM-6092.

Результаты исследования и их обсуждение

На температурной зависимости ударной 
вязкости КСV стали 10 видно (рис. 1), что в 
исходном состоянии (dср = 45 мкм) сталь 10  
имеет ярко выраженный интервал вяз-
кохрупкого перехода (примерно от –5 до 
+100 °C), а после четырех проходов РКУП 
при температуре 200 °C  (dср = 300 нм) – 
узкий интервал вблизи температуры 50 °C. 
При этом порог хладноломкости стали 10 
практически не изменился. После четырех 
проходов РКУП при температуре 400 °C   

(dср = 500 нм) интервал вязкохрупкого пере-
хода стали 10 сместился на 100 °C  в сторо-
ну низких температур (см. рис. 1). 

Смещение интервала вязкохрупкого пе-
рехода в сторону низких температур имеет 
место и том случае, когда сталь 10 после 
РКУП при температуре 200 °C  нагревали 
до температуры, не превышающей 550 °C. 
При этом твердость и прочностные харак-
теристики стали снижались незначительно, 
однако уже при комнатной температуре об-
разцы, испытанные на удар, полностью не 
разрушались.  

Для выяснения природы наблюдаемых 
закономерностей была исследована мето-
дом ПЭМ тонкая структура стали после 
РКУП (рис. 2). Видно, что в структуре ста-
ли 10 после РКУП при 200 °C  (4 прохода) 
(рис. 2, а) наблюдается ярко выраженная 
полосчатость и высокая дефектность. После 
нагрева стали с такой структурой до темпе-
ратуры 350 °C, а также после РКУП стали 
при температуре 400 °C  (4 прохода) полос-
чатость структуры выражена не так явно; 
дефектность структуры ниже (рис. 2, б, в).  
По-видимому, более низкая дефектность 
структуры благоприятно повлияла на удар-
ную вязкость, сместив интервал вязкохруп-
кого перехода в сторону низких температур, 
что благоприятно с позиции конструктив-
ной прочности материала. 

ИПД оказывает влияние и на механизм 
ударного разрушения стали 10. Так, в ниж-
ней области вязко-хрупкого перехода сталь 

Рис. 1. Температурные зависимости ударной вязкости KСV стали 10  
в исходном состоянии (1) и после трех режимов РКУП: 200 °C, 4 прохода (2);  

200 °C, 6 проходов (3); 400 °C, 4 прохода (4)
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10 в исходном состоянии разрушилась по 
механизму скола, а после РКУП – по ме-
ханизму квазискола (рис. 3,а). В средней 
области сталь в исходном состоянии разру-
шилась вязко-хрупко (ямки по периферии 
излома и скол в центральной части изло-
ма), а после РКУП – путем расслоения и 
отрыва (рис. 3,б); в верхней области вязко-
хрупкого перехода сталь 10 во всех случаях 
разрушилась вязко с образованием ямочно-
го микрорельефа (рис. 3, в).  

Таким образом, ИПД, формируя субми-
крокристаллическую структуру, повыша-
ет прочностные характеристики стали 10, 
однако снижает ее пластичность. Неодно-
значно влияет РКУП на ударную вязкость 
стали 10 как материала с ОЦК-решеткой. 
РКУП при 200 °C  сужает интервал вязко-
хрупкого перехода стали 10, не изменяя по-
рога хладноломкости. Последующий нагрев 

такой стали до температуры, не превышаю-
щей 550 °C,  или повышение температуры 
РКУП до 400 °C смещает интервал вязко-
хрупкого перехода в сторону отрицатель-
ных температур. 

Результаты испытания титана Grade 4 
на ударную вязкость в интервале темпера-
тур от –196 до +500 °C  показали (рис. 4), 
что РКУП–конформ сужает интервал по-
вышения ударной вязкости титана анало-
гично сужению интервала вязко-хрупкого 
перехода, наблюдаемого в стали 10 после 
РКУП. По-видимому, сужение данных тем-
пературных интервалов после РКУП есть 
общая закономерность для материалов как 
с ОЦК-, так и с ГПУ-решеткой. 

Механизм разрушения титана в исхо-
дном состоянии при температуре – 196 °C  –  
это скол и гребни отрыва, а при температу-
рах в интервале 20–350 °C – это крупные, 

Рис. 2. Тонкая структура стали 10 после РКУП в 4 прохода (а, б)  
при температурах 200 °C (а) и 400 °C (б), а также после нагрева при 350 °C образца,  

обработанного в режиме РКУП при 200 °C, 4 прохода (в)

б)а) в)

Рис. 3. Микрорельефы ударных изломов стали 10,  
полученных при трех температурах T после РКУП в 4 прохода при 200 °C;  

T, °C: –196 (а), 20 (б), 50 (в). Увеличение × 4000

б)а) в)
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плоские и неглубокие ямки, чередующие-
ся с небольшими плоскими фрагментами. 
После РКУП–конформ микрорельеф низ-
котемпературных изломов (рис. 5, а) и из-
ломов, полученных при 20 °C (рис. 5,б), 
состоит из очень мелких ямок и микрогреб-
ней; при высоких температурах (рис. 5,в) – 
из крупных округлых ямок, чередующихся 
с вытянутыми ямками. 

Структура титанового сплава ВТ6 в ис-
ходном состоянии состояла из (α + β)-фаз с 
размером первичных зерен α-фазы 15 мкм. 
Объемная доля первичной α-фазы была 
примерно 15 %. РКУП заготовки привело 
к измельчению структуры сплава. Средний 
размер зерен α-фазы составил примерно 
300 нм. При этом было установлено, что 
β-фаза локализуется в обособленных объе-
мах на стыках зерен α-фазы, а ее объемная 
доля уменьшилась с 13 до 6 %. Результаты 

ударных испытаний показали, что ударная 
вязкость сплава ВТ6 с такой структурой 
снизилась более чем в два раза (табл. 2). 
После изотермической штамповки α-фаза 
имела форму тонких пластин толщиной от 
1,2 до 0,8 мкм, а β-фаза – форму межфаз-
ных прослоек. Объемная доля β-фазы после 
ИПД увеличилась с 6 до 10 % по сравне-
нию с исходным состоянием. Размер зерен 
α-фазы увеличился до 0,9 мкм, а ударная 
вязкость повысилась практически до ис-
ходного значения (см. табл. 2).

Разрушение сплава ВТ6 во всех случа-
ях было вязким, с образованием ямочного 
микрорельефа. После РКУП и последую-
щей экструзии ямки были более мелкие и 
неоднородные, по сравнению с исходным 
состоянием; это свидетельствует о неодно-
родности структуры сплава после данного 
вида обработки. После РКУП, затем экс-

Рис. 4. Температурные зависимости ударной вязкости  KСV титана Grade 4  
в исходном состоянии (1) и после РКУП–конформ (2)

Рис. 5. Микрорельефы изломов титана Grade 4, полученных при трех температурах T  после  
РКУП–конформ;  T, °C: –196 (а), 20 (б), 250 (в). Увеличение × 2000 (а, б) и  × 400 (в)

б)а) в)
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трузии, а затем изотермической штампов-
ки ямки были неглубокие, с гладкой по-
верхностью.

Таким образом, ИПД снижает ударную 
вязкость титана Grade 4 с ГПУ- структу-
рой в области отрицательных, комнатной 
и умеренно высоких температур и повы-
шает ее в области высоких температур; тем 
самым ИПД сужает интервал повышения 
ударной вязкости титана аналогично су-
жению интервала вязко-хрупкого перехо-
да, которое наблюдается в стали 10 после 
РКУП. На примере титанового сплава ВТ6 
с двухфазной структурой (ГПУ + ОЦК) 
показана принципиальная возможность 
повышения ударной вязкости сплава по-
сле ИПД без существенного снижения 
твердости и прочностных свойств, путем 
оптимизации технологических процессов 
проведения ИПД. При этом исследуемые 
материалы с ГПУ-решеткой после ИПД 
разрушаются с образованием ямочного 
микрорельефа.

Алюминиевый сплав АК4-1 мы исследо-
вали в исходном состоянии и после РКУП 
с последующей экструзией. Ударные испы-
тания  показали,  что  в  интервале  темпе-
ратур от –196 до +300 °C ударная вязкость 
KCV сплава как в исходном состоянии, так 
и после РКУП с последующей экструзи-
ей практически не меняется (рис. 6). При 
этом ударная вязкость сплава после РКУП 
и экструзии несколько ниже, чем таковая 
в исходном состоянии. Сплав АК4-1 как в 
исходном состоянии, так и после РКУП и 
экструзии  разрушился вязко с образовани-
ем ямочного микрорельефа при всех темпе-
ратурах исследования. 

Проведенные исследования свидетель-
ствуют, что ИПД, формируя ультрамел-
козернистую и субмикрокристаллическую 
структуры, сужает интервал вязко-хрупкого 
перехода в материале с ОЦК-решеткой 
(сталь 10) и температурный интервал ин-
тенсивного изменения ударной вязкости 
в материале с ГПУ-решеткой (Grade 4) 
по сравнению с исходным состоянием. В 
материале с ГЦК-решеткой (сплав АК4-1) 
ударная вязкость после РКУП практически 
не меняется в широком интервале темпера-
тур (от – 196 до +300 °C).

 На примере стали 10 и титанового 
сплава ВТ6 показана принципиальная воз-
можность повышения ударной вязкости 
материалов после ИПД за счет оптимиза-
ции УМЗ-структуры путем варьирования 
режимов технологических процессов ИПД 
и последующей термической обработки.

Доминирующим механизмом низко-
температурного ударного  разрушения об-
разцов из стали 10 после РКУП выступает 
квазискол; в средней области вязкохруп-
кого перехода – расслоение и отрыв, в 
верхней области – ямочный микрорельеф. 
Микрорельеф изломов титана Grade 4 по-
сле РКУП – конформ состоит из мелких 
округлых ямок, чередующихся с вытянуты-
ми. Сплав АК4-1 после РКУП с последую-
щей экструзией  разрушается вязко с обра-
зованием ямочного микрорельефа при всех 
температурах исследования.

Таблица  2

Значения ударной вязкости титанового  
сплава ВТ6 после различных обработок

Состояние сплава KSV, МДж/м2

Исходное 0,39

После РКУП + экструзии 0,15

После той же обработки
+ изотермической  
штамповки

0,32

Рис. 6. Температурные зависимости  
ударной вязкости KСV алюминиевого сплава 

АК4-1 в исходном состоянии (1)  
и после РКУП + экструзии (2)
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PRINCIPLES of FABRICATION of ULTRAFINE GRAINED MATERIALS

В статье рассмотрены принципы получения однородной ультрамелкозернистой структуры в объ-
емных и листовых полуфабрикатах методами равноканального углового прессования, всесторонней 
изотермической ковки и теплой прокатки. 

УЛЬТРАМЕЛКОЗЕРНИСТАЯ СТРУКТУРА, ВСЕСТОРОННЯЯ ИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ КОВКА, 
ТЕПЛАЯ ПРОКАТКА, СВАРКА ДАВЛЕНИЕМ, СВЕРХПЛАСТИЧЕСКАЯ ФОРМОВКА.

The paper is devoted to principles of fabrication of homogeneous ultrafine-grained structures in bulk and 
sheet products by means of multiple isothermal forging, equal channel angular pressing and warm rolling 
techniques. 

ULTRAFINE GRAINED STRUCTURE, MULTIPLE ISOTHERMAL FORGING, WARM 
ROLLING, DIFFUSION BONDING, SUPERPLASTIC FORMING.

Научные и прикладные задачи, связан-
ные с обработкой металлов и сплавов с це-
лью измельчения зерен, всегда находились 
в центре внимания специалистов Инсти-
тута проблем сверхпластичности металлов 
РАН (ИПСМ РАН, г. Уфа, Россия), по-
скольку, собственно, сам эффект сверхпла-
стичности проявляется только в ультрамел-
козернистых (УМЗ-) поликристаллах. Для 
получения объемных металлических полу-
фабрикатов с УМЗ-структурой в институте 
применялись методы горячей изотермиче-
ской деформации. При этом температурно-
скоростные условия деформации подби-
рались таким образом, чтобы обеспечить 
интенсивное развитие процесса динамиче-
ской рекристаллизации [1]. Эта идея ока-
залась довольно плодотворной, поскольку 
привела к разработке метода всесторонней 
изотермической ковки, который позволяет 
относительно легко измельчать материалы в 
довольно больших объемах и формировать 
в них однородную, относительно изотроп-
ную УМЗ-структуру [2 – 7]. Благодаря по-
вышенной технологической пластичности, 

объемные УМЗ-заготовки поддаются по-
следующей теплой прокатке [8 – 11]. При 
этом в листовом материале удается сохра-
нить однородную УМЗ-структуру и добить-
ся изотропности механических свойств в 
плоскости листа. Таким образом, для изго-
товления ультрамелкозернистого листового 
полуфабриката, годного для сверхпластиче-
ской формовки, в институте был разрабо-
тан метод, основанный на теплой прокатке 
заготовок с УМЗ-структурой.

В данной статье сделано обобщение по-
лученных результатов и изложены прин-
ципы получения объемных и листовых 
УМЗ-полуфабрикатов металлов и сплавов. 
Проведен анализ методов равноканально-
го углового прессования и всесторонней 
изотермической ковки с точки зрения эф-
фективности использования ими энергии 
пластической деформации для измельче-
ния микроструктуры. На примере полой 
лопатки вентилятора демонстрируется раз-
работка новых технологий с использовани-
ем УМЗ-материалов для последующего их 
внедрения в промышленное производство. 
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Классификация деформационных методов 
измельчения микроструктуры металлов  

и сплавов

Большинство промышленных сплавов в 
литом состоянии состоит из относительно 
крупных зерен (размером d > 100 мкм). В 
промышленности для измельчения микро-
структуры сплавов используются такие тра-
диционные методы, как холодная обработ-
ка с последующим рекристаллизационным 
отжигом, термическая обработка, основан-
ная на фазовых превращениях, и термоме-
ханическая обработка, которые позволяют 
измельчить микроструктуру до уровня раз-
мера зерен d ≈ 1 – 10 мкм. Как показали 
недавние исследования, это ограничение 
по предельному размеру зерен, достижи-
мому традиционными методами, может 
быть преодолено применением больших 
пластических деформаций, которые позво-
ляют измельчить микроструктуру до уров-
ня d ≈ 10 – 100 нм непосредственно в ходе 
деформации. 

Часто, говоря о больших пластических 
деформациях, смешивают монотонные и 
циклические методы деформационной об-
работки материалов. Целесообразно их раз-
личать не только по признаку геометрии 
получаемых полуфабрикатов, но и по фор-
мируемой микроструктуре. К монотонным 
методам деформационной обработки от-
носятся такие промышленные методы, как 
прокатка, экструзия, волочение и другие, 
ведущие при больших пластических дефор-
мациях к двумерным и одномерным полу-
фабрикатам. Спецификой указанных мето-
дов является большое контактное трение, 
возникающее между инструментом и заго-
товкой, которое создает значительное рас-
тягивающее напряжение. При относительно 
низких гомологических температурах это 
способствует формированию удлиненных 
фрагментов зерен (субзерен) . При этом по-
сле накопления определенной критической 
фрагментированной структуры, еще далекой 
от равноосной УМЗ-структуры, часто про-
исходит преждевременное разрушение ма-
териала. При повышенных гомологических 
температурах монотонная деформация спо-
собствует локальному развитию динамиче-
ской рекристаллизации и проскальзыванию 

нерекристаллизованных объемов друг отно-
сительно друга вдоль рекристаллизованных 
зерен; это также вызывает локализацию де-
формации и преждевременное разрушение. 
Самое существенное ограничение, которое 
налагается монотонными методами, – их 
неспособность обеспечить (несмотря на 
большие степени деформации), получение 
УМЗ-материала c высокой долей большеу-
гловых границ зерен и относительно изо-
тропными механическими свойствами. Это 
ограничение действует и при низких, и при 
высоких гомологических температурах. 

Для расширения же возможностей при-
менения УМЗ-материалов в качестве кон-
струкционных и функциональных, для 
изготовления изделий с уникальными ме-
ханическими и физическими свойствами 
необходимо разработать метод, который бы 
позволял получать полуфабрикаты с улуч-
шенными характеристиками. К ним от-
носятся большое сечение, однородная по 
размеру зерен равноосная УМЗ-структура в 
любом сечении, высокая доля большеугло-
вых границ зерен, причем без острой тек-
стуры и областей с кристаллографически 
близкой ориентировкой зерен. При этом 
новый метод должен учитывать заводские 
реалии, то есть  быть легко адаптируемым к 
существующему прессовому оборудованию, 
оснащенному простой и недорогой техно-
логической оснасткой, и иметь рыночный 
потенциал, что предполагает минимизацию 
внесенной энергии деформации на едини-
цу массы УМЗ-продукта. 

Такой метод, по-видимому, следует ис-
кать среди циклических методов деформа-
ционной обработки металлов и сплавов, к 
которым относятся всесторонняя изотер-
мическая ковка, равноканальное угловое 
прессование, винтовая экструзия и другие, 
позволяющие в ходе деформационной об-
работки сохранять или восстанавливать 
исходную трехмерную форму заготовки 
вне зависимости от степени деформации. 
Максимальная степень деформации ε

max, 
которой можно подвергнуть материал при 
применении этих методов, зависит от ве-
личины контактного трения между дефор-
мирующим инструментом и заготовкой, а 
также от величины возникающего при этом 
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растягивающего напряжения. При цикли-
ческих деформационных методах обработ-
ки материалов, основанных на прессовании 
или экструзии, значительное контактное 
трение является причиной более быстрого 
разрушения образцов (если еще до этого не 
происходит разрушения деформирующего 
инструмента). В работе [12], например, при 
прессовании и экструзии меди значение εmax 
составило соответственно 29 и 14. Из всех 
перечисленных способов метод всесторон-
ней изотермической ковки позволяет избе-
жать значительного контактного трения и, 
как следствие этого, значительного растя-
гивающего напряжения на боковой поверх-
ности, которое может привести к образо-
ванию трещин. Благодаря этому, как было 
показано в работе [12] на примере меди, 
материал можно подвергнуть весьма боль-
шим пластическим деформациям (ε  =  50) 
при комнатной температуре, не вызывая 
разрушения ни образцов, ни деформирую-
щего инструмента. 

Рассмотрим в следующих разделах осо-
бенности наиболее разработанных цикли-
ческих методов обработки металлов и спла-
вов: равноканальное угловое прессование и 
всестороннюю изотермическую ковку.

Принципы циклических методов обработки 
металлов и сплавов

Равноканальное угловое прессование 
(РКУП).  Это метод многократной пласти-
ческой деформации образцов, разработан-
ный В.М. Сегалом и В.И. Копыловым с 
сотрудниками [13]. Его суть заключается в 
«продавливании» образцов через два пере-
секающихся канала равного диаметра. В 
области, близкой к плоскости пересечения 
каналов, происходит деформация, сход-
ная по характеру к сингулярному простому 
сдвигу в этой плоскости [14]. Степень де-
формации, соответствующая этому сдвигу, 
составляет ε = 1,15 при значении угла меж-
ду каналами в 90° [14]. Повторными прохо-
дами образца через каналы можно добиться 
накопления желаемой степени деформации 
и, соответственно, структурных изменений; 
при этом форма образца сохранится, за ис-
ключением некоторой области вблизи его 
концов. Первоначально равнокананальное 

угловое прессование и было создано как 
метод обработки металлов давлением, ко-
торый позволяет подвергать металлы боль-
шим степеням пластической деформации 
преимущественно простым сдвигом, не из-
меняя существенно геометрической формы 
образцов. РКУП как таковое оказалось од-
ним из методов получения УМЗ-структур, 
и в работе [15] было на примере меди впер-
вые показано, что действительно с его по-
мощью можно получать металлы с разме-
ром зерен в несколько сот нанометров. 

Для РКУП используются, как правило, 
образцы в форме параллелепипеда с попе-
речными размерами до 20 мм. Комбинация 
РКУП с конформ-процессом может быть 
перспективна для эффективного производ-
ства длинномерных УМЗ-полуфабрикатов 
[16]. Однако существенным недостатком 
метода РКУП следует считать ограничение 
поперечных размеров этих полуфабрика-
тов. При увеличении поперечного сече-
ния образцов резко возрастают требования 
к прочности оснастки, качеству смазки и 
мощности прессового оборудования. 

Несмотря на большое количество ми-
кроструктурных исследований, закономер-
ности деления зерен при РКУП до конца 
еще не выяснены. Однако общие черты 
этого процесса, позволяющие делать вы-
воды о его эффективности, можно считать 
установленными. 

Многочисленные исследования эво-
люции субструктуры металлов при моно-
тонной деформации обычными методами 
(сдвиг, прокатка и т. п.) показывают, что 
основным механизмом деления зерен явля-
ется образование микрополос, разориенти-
рованных по отношению к исходному зерну 
и лежащих в плоскостях, близких к плоско-
сти наиболее высокого напряжения сдвига 
[12, 17]. РКУП представляет собой дефор-
мационный процесс с изменением пути де-
формации, а это позволяет на него влиять. 
Изменение пути деформации достигается 
поворотами образца между двумя после-
довательными проходами. После первого 
прохода образца через оснастку образуется 
система микрополос, параллельная плоско-
сти пересечения каналов (плоскости сдвига)  
[18]. Дальнейшие проходы с поворотами об-
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разца вокруг оси на 90° (маршруты BA и BC, 
согласно общепринятой классификации) 
приводят к формированию микрополосо-
вых границ, лежащих в других плоскостях, 
которые, пересекаясь с исходными, приво-
дят к образованию замкнутых, близких к 
равноосным, фрагментов. По этой причине 
использование маршрутов BA и BC приво-
дит к наиболее быстрому формированию 
равноосной УМЗ-структуры [19]. Однако 
известно, что каждая субструктура возни-
кает как отклик материала на конкретное 
монотонное нагружение; изменение пути 
деформирования приводит к разрушению 
старой субструктуры и созданию новой, 
характерной для новых условий [12]. Сле-
довательно, при использовании маршрутов 
с поворотами происходит частичное разру-
шение ранее образованных границ, и нако-
пление разориентировок происходит мед-
леннее, чем при монотонной деформации. 
Поэтому маршруты BA и BC РКУП приводят 
к образованию равноосной УМЗ-структуры 
с преимущественно малоугловыми грани-
цами [20]. Наиболее отчетливо эта законо-
мерность проявляется при сравнении двух 
крайних случаев, связанных с маршрутами  
A и C. В первом образец не поворачивается, 
а во втором поворот осуществляется на угол 
180°. В первом случае структура развивает-
ся непрерывно, и формируются удлинен-
ные зерна с большими разориентировками 
между ними, а во  втором  – равноосная 
субструктура с малоугловыми разориенти-
ровками [20]. 

С другой стороны, при деформации по 
маршруту A происходит эволюция одной 
и той же системы микрополос, и УМЗ-
структура, образующаяся после многих 
проходов, состоит из зерен, удлиненных в 
направлении, близком к оси образца. Эф-
фективность измельчения зерен при моно-
тонной деформации, в том числе при ис-
пользовании маршрута A  РКУП, можно 
повысить за счет увеличения подвижности 
границ зерен, которое способствует локаль-
ной миграции продольных границ, образо-
ванию поперечных и формированию таким 
образом равноосной структуры [21]. Про-
цессы возврата и рекристаллизации важны 
для трансформации субструктур деформа-

ции в равноосную, низкоэнергетическую 
зеренную структуру, которая стабильна при 
последующей деформации. Исследования 
показывают, что в процессе РКУП в метал-
лах с низкой точкой плавления (алюминий, 
медь) уже при комнатной температуре, а в 
металлах с высокой точкой плавления при 
умеренно высокой температуре происходит 
динамическая рекристаллизация [22]. Это 
означает, что в зависимости от темпера-
туры деформации формирование УМЗ-
структуры при РКУП может происходить 
по одному из двух основных механизмов: 
либо путем образования границ деформа-
ционного происхождения за счет пересе-
чения микрополос (при низких темпера-
турах), либо путем рекристаллизации (при 
высоких). По-видимому, эти механизмы 
и определяют, к какому процессу следует 
относить РКУП: при низких температурах 
это   условно «интенсивная» пластическая 
деформация, а при относительно высо-
ких – более «мягкая» деформационная об-
работка, использующая частично динами-
ческую рекристаллизацию. 

В связи с вышеизложенным, а также 
вследствие больших затрат на трение между 
образцом и оснасткой, метод РКУП отно-
сится к весьма энергоемким процессам по-
лучения УМЗ-структуры в материалах; при 
этом он неэффективно использует энергию 
пластической деформации. Существенно 
более эффективным в этом отношении яв-
ляется метод всесторонней изотермической 
ковки, который позволяет относительно 
легко получать УМЗ-заготовки существен-
но больших размеров, чем метод РКУП.

Всесторонняя изотермическая ковка. 
Основная идея данного метода заключает-
ся в наиболее полном использовании по-
тенциала динамической рекристаллизации 
и других термоактивированных процессов 
для измельчения микроструктуры металлов 
и сплавов. Иными словами, метод осно-
ван на использовании соотношения между 
размером рекристаллизованных зерен d и 
условиями изотермической деформации 
(ее температура и скорость): ( , ).d d T= ε  
Для реализации метода необходимо решить 
следующие две основные задачи:

получение в объемных заготовках одно-
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родной, равноосной мелкозернистой ми-
кроструктуры с высокой долей большеу-
гловых границ зерен, не имеющей острой 
текстуры;

поэтапное уменьшение размера зерен 
вплоть до УМЗ-уровня. 

Рассмотрим, как решаются эти две за-
дачи на примере титанового сплава ВТ6. 
Для решения первой объемную заготовку 
(промышленный пруток) после предвари-
тельной закалки из β-области подвергают 
изотермической ковке в (α + β)-фазовой 
области со скоростью порядка 10–3 с–1. При 
такой скорости деформации процесс пере-
хода пластинчатой структуры в глобуляр-
ную в сплаве протекает благодаря развитию 
непрерывной динамической рекристалли-
зации. В пластинах фаз формируются по-
перечные малоугловые границы, которые 
постепенно перестраиваются в большеу-
гловые границы зерен, а полукогерентные 
межфазные границы трансформируются в 
некогерентные. 

Для деформационной обработки объ-
емных заготовок используется схема все-
сторонней изотермической ковки, которая 
позволяет подавить локализацию дефор-
мации в объемах материала с уже рекри-
сталлизованной микроструктурой (рис. 1). 
Эта схема представляет собой совокупность 
операций осадки, кантовки и протяжки, в 
результате выполнения которых заготовка в 
конце этапа приобретает форму и размеры, 
приблизительно совпадающие с исходны-
ми. Другими словами, схема обеспечивает 
цикличность деформационной обработ-
ки. Ввиду неравномерного распределения 
поля скоростей деформации в объеме за-
готовки при всесторонней изотермической 

ковке, на каждом переходе со сменой оси 
деформации деформируются новые нере-
кристаллизованные объемы. В результате 
проведенных операций удается полностью 
рекристаллизовать микроструктуру практи-
чески любой объемной заготовки. Степень 
деформации ε на каждом переходе подби-
рается таким образом, чтобы, с одной сто-
роны, обеспечить развитие динамической 
рекристаллизации (ε > ε

кр), а c другой – из-
бежать значительного контактного трения и 
сохранить механическую устойчивость при 
следующем переходе. Благодаря циклично-
сти описанный метод можно многократно 
воспроизводить, добиваясь полной прора-
ботки застойных зон и набирая необходи-
мую степень деформации во всем объеме 
заготовки.

Трансформация пластинчатой структуры 
в глобулярную в ходе всесторонней изотер-
мической ковки приводит к активизации в 
сплаве зернограничного проскальзывания, 
поскольку ковка ведется в температурно-
скоростных условиях, при которых сплав 
ВТ6 демонстрирует сверхпластическое по-
ведение. Активизация зернограничного 
проскальзывания способствует увеличе-
нию доли большеугловых границ зерен, 
размытию кристаллографической тексту-
ры, формированию наиболее однородной 
равноосной микроструктуры в материале с 

Рис. 1. Принципиальная схема  
всесторонней изотермической ковки

Рис. 2. EBSD-изображение микроструктуры 
объемной заготовки титанового сплава  

(на вставке) после всесторонней изотермической 
ковки в условиях сверхпластичности
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размером зерен d = 10 – 15 мкм. Описан-
ная микроструктура представлена на рис. 2, 
где EBSD (Electron BackScattering Diffrac-
tion) – дифракционная картина обратного 
рассеяния электронов. Это метод, разрабо-
танный в последние годы на базе растровой 
электронной микроскопии.  

Задача поэтапного уменьшения размера 
зерен, вплоть до УМЗ-уровня, основана на 
поэтапном снижении температуры дефор-
мационной обработки заготовки. При этом 
она базируется на значительном повыше-
нии технологической пластичности метал-
лов и сплавов, происходящем в результате 
измельчения микроструктуры, достигаемом 
на каждом предыдущем этапе. Если прово-
дить каждую последующую деформацию, 
не меняя температурно-скоростных усло-
вий, то материал переходит в состояние 
сверхпластического течения, что повышает 
однородность микроструктуры, но препят-
ствует дальнейшему ее измельчению. Вме-
сте с тем снижение температуры дефор-
мации (с сохранением прежней скорости 
деформации) позволяет дальше измельчить 
микроструктуру. Повторное использование 
всесторонней изотермической ковки при 
пониженной температуре вновь позволя-
ет получить полностью рекристаллизован-
ную, однородную микроструктуру с высо-
кой долей большеугловых границ зерен, 
но уже с существенно более мелким раз-
мером рекристаллизованных зерен. Допол-

нительное измельчение микроструктуры 
снова приводит к повышению технологи-
ческой пластичности материала (переходу 
к сверхпластическому течению), что опять 
позволяет снизить температуру всесторон-
ней изотермической ковки. Таким обра-
зом, всесторонняя изотермическая ков-
ка с поэтапным снижением температуры 
дает возможность измельчить размер зерен 
в материале вплоть до наноструктурного 
диапазона, избегая при этом его разруше-
ния. Конечная температура деформации 
выбирается на базе зависимости ( , ).d T ε  
Количество этапов, разницы температур 
ΔTi  между этапами, ∆Т между первым и 
последним этапами, количество переходов 
на этапах зависят от типа материала и исхо-
дной микроструктуры. В качестве примера 
на рис. 3 показана микроструктура объем-
ных заготовок сплава ВТ6 после предвари-
тельной закалки из β-области и последую-
щей всесторонней изотермической ковки 
в два этапа при температурах Т3 = 700°C и  
Т4  =  600°С [23]. В результате такой обработ-
ки в заготовке диаметром 200 мм и длиной  
L = 300 мм (рис. 3,a) была получена одно-
родная в любом сечении УМЗ-структура со 
средним размером зерен d = 0,4 мкм.

Ключевым моментом в вышеописанной 
схеме является необходимость достижения 
однородной рекристаллизованной микро-
структуры с высокой долей большеугловых 
границ зерен на каждом этапе. Нерекри-

Рис. 3. Микроструктуры сплава ВТ6: а – тонкопластинчатая, после предварительной закалки  
из β-области при Т = 1010°С; б, в – УМЗ,  после всесторонней изотермической ковки  

при температурах Т3 = 700°С и Т4 = 600°С, размер зерен d = 0,4 мкм.  
Даны изображения ПЭМ (а, в) и ОМ (б)

б)а) в)
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сталлизованные объемы материала, а также 
субструктура, оставшиеся после обработки 
при повышенных температурах, наследуют-
ся при последующей обработке при более 
низких температурах, поскольку деформа-
ция локализуется преимущественно в мел-
козернистой фракции, что в конечном счете 
приводит к бимодальной микроструктуре. 
Скорость деформации на первом и после-
дующих этапах подбирается таким образом, 
чтобы уменьшить влияние деформационно-
го разогрева и, соответственно, обеспечить 
равномерное развитие рекристаллизацион-
ных процессов. На каждом этапе по мере 
измельчения микроструктуры материал 
переходит в сверхпластическое состояние, 
способствующее, в конечном счете, форми-
рованию однородной УМЗ-структуры. 

Изложенные выше принципы получе-
ния объемных полуфабрикатов с однород-
ной УМЗ-структурой были успешно приме-
нены в ИПСМ РАН к десяткам различных 
металлов и сплавов. Среди них – титан и 
его сплавы; стали; алюминиевые, магние-
вые, медные, никелевые сплавы, включая 
труднодеформируемые никелевые жаро-
прочные и интерметаллидные (на основе 
соединений TiAl, Ti

3Al, Ti2AlNb) [3, 5 – 7, 
24 – 26].

Принципы получения и соединения  
листовых УМЗ-полуфабрикатов

Метод тепловой прокатки. Сущность ме-
тода изготовления ультрамелкозернистого 
титанового листового полуфабриката, раз-
работанного в ИПСМ РАН [8,  9], заклю-
чается в теплой прокатке объемных УМЗ-
заготовок, предварительно полученных 
посредством всесторонней изотермической 
ковки. Благодаря указанной обработке за-
готовки характеризуются исключительно 
высокой технологической пластичностью. 
Необходимость предварительного фор-
мирования УМЗ-структуры заготовок под 
прокатку, однородной по размеру зерен, 
определяется, главным образом, техниче-
ской трудностью достичь при плоской про-
катке больших (и тем более равномерных 
по величине в объеме всего листового ма-
териала) пластических деформаций. 

Прокатку УМЗ-заготовки осуществля-

ют в регламентируемом интервале темпе-
ратур. Верхняя граница интервала нагрева 
заготовки под прокатку определяется тем-
пературой заключительного этапа ее пред-
варительной всесторонней изотермической 
ковки. Это означает, что в процессе про-
межуточных нагревов под прокатку будет 
сохраняться достигнутый предшествую-
щей обработкой размер зерен в структуре 
прокатываемого листового полуфабриката. 
Нижняя граница температурного интервала 
прокатки будет ограничиваться пластично-
стью УМЗ-материала.

Рассмотрим получение и механические 
свойства УМЗ-листового материала на при-
мере титанового сплава ВТ6. Для прокатки 
использовалась объемная УМЗ-заготовка 
(рис. 4, a), полученная методом всесторон-
ней изотермической ковки. После заклю-
чительного этапа ковки при температуре 
Т   =  600°С заготовка под прокатку имела 
однородную структуру с размером зерен 
d = 0,4 мкм. Теплая прокатка осуществля-
лась при температуре около Т  =  600°С и 
скоростях деформации –2 –1 –11  0 –  10 ñ ,ε =  с 
величиной обжатия 10 − 15 % за проход и 
промежуточными подогревами заготовки. 
Посредством описанного метода были из-
готовлены листы толщиной 2,0 и 0,8  мм 
(рис. 4, б, в) [10, 11].

Микроструктурные исследования по-
казали, что полученный листовой полу-
фабрикат имеет однородную равноосную 
УМЗ-структуру в продольном, поперечном 
и параллельном плоскости прокатки се-
чениях (рис.  4,г). Ультрамелкозернистый 
листовой материал демонстрирует высо-
кие сверхпластические характеристики при 
относительно низких температурах (см. 
таблицу). Так, при температуре T = 700°С 
и скоростях деформации –3 –2 –11  0 –  10 ñε =  
отмечается высокая скоростная чувстви-
тельность напряжения течения (m  ≈  0,5), 
величина относительного удлинения до-
стигает δ = 900 %. Высокий уровень сверх-
пластических свойств УМЗ листового ма-
териала при пониженных температурах 
деформации сочетается с их малой вели-
чиной плоскостной анизотропии. Следует 
также отметить, что напряжения течения 
величиной σ  ≈  30  МПа, наблюдаемые в 
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УМЗ-материале при Т  =  700°С и низких 
скоростях деформации ( –4 –11  0 ñε ≈ ), явля-
ются типичными для титанового сплава 
ВТ6 с обычной мелкозернистой структурой 
(d = 3 − 6 мкм) (но при более высоких тем-
пературах деформации Т = 900−925°С [27]) 
и приемлемыми для использования УМЗ-
листового полуфабриката в технологиях 
сварки давлением (СД) и сверхпластиче-
ской формовки (СПФ).

Сварка давлением (СД). По сравнению 
с обычной сваркой плавлением, этот метод 
является более перспективной технологией 
соединения конструкционных материалов 
при создании различных тонкостенных и 
полых конструкций [28], поскольку обе-
спечивает более высокое качество сварного 
соединения. При этом качество соедине-
ния существенным образом зависит от ре-
жимов сварки: ее температуры и давления. 
Исследования, выполненные в последние 
годы в ИПСМ РАН, показали, что СД в 
условиях сверхпластичности существенно 

ускоряет процесс формирования твердо-
фазного соединения, по сравнению с клас-
сической диффузионной сваркой [29 – 33]. 
«Залечивание» пор в твердофазном соеди-
нении стимулируется развитием зерногра-
ничного проскальзывания – основного 
механизма сверхпластической деформации 
[29, 30]. В многочисленных работах показа-
но, что диффузионная сварка промышлен-
ных листов из титанового сплава ВТ6 (или 
его зарубежного аналога Ti-6Al-4V) с раз-
мером зерен d = 5−10 мкм осуществляется 
при температурах Т = 900 − 950 °С, соот-
ветствующих оптимальным температурным 
условиям проявления в материале эффекта 
сверхпластичности. 

Уменьшение размера зерен увеличива-
ет суммарную протяженность их границ 
в материале, что приводит к повышению 
доли зернограничного проскальзывания в 
осуществлении всей деформации [34]. Как 
показано экспериментально, при соедине-
нии наноструктурных листовых заготовок 

Рис. 4.  Объемный (а) и листовой (б, в) УМЗ-полуфабрикаты из титанового сплава ВТ6,  
а также микроструктура (г) листового полуфабриката в.  

Размеры слябов под прокатку, мм: 200 × 170 × 100 (а), 1500 × 500 × 2 (б), 200 × 300 × 0,8  (в)

б)а)

в) г)
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Сверхпластичность УМЗ листового полуфабриката из сплава ВТ6 при пониженных температурах

Температура 
испытания,

°C

Направление 
растяжения 

относительно 
прокатки

Напряжение течения, 
МПа (ε ≈ 50%)

Удлинение, %
Коэффициент 

m

при скорости деформации, 10–3 с–1

0,3 0,7 7 0,7 7 7

650
Вдоль 48 70 179 780 720 0,36

Поперек – 71 184 810 680 0,34

700
Вдоль 30 44 110 900 890 0,47

Поперек – 46 118 900 900 0,47

Примечание . Размер зерен материала d = 0,3 мкм. 

из титанового сплава ВТ6 под действием 
нормального давления, соответствующе-
го напряжению сверхпластического тече-
ния, температура сварки может быть суще-
ственно снижена [29]. Так, при исходном 
размере зерен d  =  0,4 мкм качественное 
твердофазное соединение было получе-
но при температуре T  =  650 °С, а при  
d = 0,1 мкм − при Т = 600 °С. Практиче-
ский интерес представляет возможность 
соединения между собой при пониженных 
температурах (в интервале Т = 650−700 °С) 
не только наноструктурных листовых заго-
товок друг с другом, но и с промышлен-
ными листовыми заготовками с размером 
зерен d = 5 − 8 мкм [35, 36]. Пример такого 
соединения показан на рис. 5.

Получение полых конструкций  
с использованием УМЗ-листовых  

материалов

Использование ультрамелкозернистого 
листового полуфабриката существенно об-

легчает изготовление полых конструкций 
посредством технологий СД/СПФ. Рассмо-
трим это на примере титановой широкохорд-
ной полой лопатки вентилятора. Примене-
ние УМЗ листового материала в качестве 
наполнителя позволяет создать существен-
ную разницу в пределе текучести материа-
лов обшивок и наполнителя и осуществить 
качественное соединение компонентов ло-
патки сваркой давлением при относительно 
низких температурах за счет локализации 
деформации в зоне соединения и обеспечить 
требуемый ресурс пластичности для форми-
рования ребер жесткости при последующей 
сверхпластической формовке. 

Предполагается, что полая лопатка вен-
тилятора, полученная с использованием 
УМЗ-листового наполнителя, играющего 
роль армирующего элемента, по качеству 
и технологичности изготовления превзой-
дет существующий аналог (лопатку фирмы 
Роллс-Ройс) по конструкционной проч-
ности (за счет более высокой прочности 

Рис. 5. Цилиндрический образец (а),  полученный сваркой давлением двух промышленных  
заготовок из сплава ВТ6 (d = 5 мкм) через тонкую прокладку из УМЗ-материала (d = 0,4 мкм),  

а также микроструктура зоны соединения (б)

б)а)
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наполнителя и сварных соединений) и 
демпфирующим свойствам. Кроме того, 
благодаря относительно низким температу-
рам технологических переделов, снизится 
вероятность появления усталостных тре-
щин, связанных с газонасыщением поверх-
ности обшивок при повышенных темпера-
турах и микрорельефом поверхности ребер 
жесткости, возникающим при формовке. 
Наконец, этот же фактор понизит себесто-
имость изделия и повысит производитель-
ность его изготовления, поскольку удастся 
избежать образования хрупкого альфиро-
ванного слоя на поверхности лопатки и ис-
ключить трудоемкие и экологически опас-
ные операции, связанные с его удалением. 
Кроме того, снижение температуры умень-
шит износ штамповой оснастки, энерго-
затраты и трудоемкость производства. На 
рис. 6 показан опытный образец полой ло-
патки вентилятора, изготовленный из титано-
вого сплава ВТ6 по технологии, максимально 
приближенной к технологии производства се-
рийной полой лопатки.

Разработанный в ИПСМ РАН метод 
всесторонней изотермической ковки яв-
ляется универсальным для измельчения 
микроструктуры металлов и сплавов, по-
зволяющим получать УМЗ-полуфабрикаты, 
однородные по размеру зерен и содержащие 
преимущественно большеугловые грани-
цы зерен. Такие полуфабрикаты обладают 
существенно большими геометрическими 

размерами, чем те, которых удается достичь 
другими методами, например методом рав-
ноканального углового прессования. 

Основанный на наиболее полном исполь-
зовании потенциала динамической рекри-
сталлизации и других термоактивированных 
процессов, разработанный метод имеет ры-
ночный потенциал, поскольку предполагает 
минимизацию внесенной энергии дефор-
мации на единицу массы УМЗ-продукта и 
учитывает заводские реалии; его можно лег-
ко адаптировать к существующему прессо-
вому оборудованию, оснащенному простой 
и недорогой технологической оснасткой.

УМЗ-заготовки из титанового сплава 
ВТ6 отличаются исключительно высокой 
технологической пластичностью. Это по-
зволяет получать из них методом теплой 
прокатки УМЗ-листовой полуфабрикат, 
проявляющий эффект сверхпластичности 
при температурах на 250 – 300 °С ниже, 
чем промышленный. 

На примере титановой лопатки пока-
зано, что использование УМЗ-листового 
полуфабриката в качестве наполнителя по-
зволяет изготовить широкохордную полую 
лопатку вентилятора для перспективного 
авиационного двигателя методами сварки 
давлением и сверхпластической формовки 
при относительно низких температурах. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ №12-08-90407-Укр_а.

Рис. 6. Полая лопатка вентилятора, изготовленная из титанового сплава ВТ6  
с применением УМЗ листового наполнителя: а  – общий вид, б – поперечное сечение

б)а)
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УДК 559.3

Ф.З. Утяшев

ОСОБЕННОСТИ ИНТЕНСИВНОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ  
И СТРУКТУРООБРАЗОВАНИЯ МЕТАЛЛА 

F.Z. Utyashev

Metals Superplasticity Problems Institute of RAS, 

39 S. Khalturina St., Ufa, 450001, Russia

THE PECULIARYTIES OF SEVERE PLASTIC DEFORMATION  
AND OF METAL STRUCTURE FORMATION

На примере равноканального углового прессования рассмотрено влияние кинематики течения 
металла при интенсивной пластической деформации (ИПД) на величину деформации и особенно-
сти структурных изменений. Показана роль сдвиговой и поворотной деформаций в формировании 
ультрамелкозернистых структур и определен вклад этих составляющих в общую деформацию.

материальная точка, траектория и степень деформации, поворотная 
(ротационная) и сдвиговая составляющие деформации, немонотонная 
деформация, дисторсия, полосовые структуры, микрополосы.

The influence of metal flow kinematics under severe plastic deformation on deformation quantity and 
on structure modification peculiarities has been considered through the equal canal angle pressing. The 
functions of  shearing and bending in ultrafine grained structure formation were demonstrated and parts of 
those components in the general deformation were defined.   

POINT MASS, TRAJECTORY AND DEGREE OF DEFORMATION, ROTATIONAL AND 
BENDING COMPONENTS, NONMONOTONIC DEFORMATION, DISTORTION, STREAKY 
STRUCTURE, MICROSTRIPS. 

Для получения ультрамелкозернистых 
и, в частности, нанокристаллических объ-
емных материалов, включая металлы, при-
меняют методы интенсивной пластической 
деформации (ИПД) [1]. Такая деформация 
соответствует общеупотребительному тол-
кованию слова «интенсивность» [2] − не 
только как напряженного, усиленного, но 
и высокопроизводительного процесса фор-
мирования мелких зерен в металлах (не-
смотря на то, что эти методы осуществляют 
с небольшими скоростями деформирова-
ния). Высокие скорости деформирования 
неприемлемы для измельчения зерен в ме-
таллах, поскольку возникающее в этом слу-
чае интенсивное тепловыделение в зонах 
локализации деформации [3] приводит к 
заметному росту зерен и, более того, может 
стать причиной оплавления границ зерен 

и разрушения образцов [4]. Сравнительно 
небольшие скорости деформирования важ-
ны для прохождения релаксационных про-
цессов и повышения пластических свойств 
металлов при ИПД [5].

Эффективность деформационного из-
мельчения зерен методами ИПД обуслов-
лена их  кинематическими особенностями, 
влияющими на необходимые для нано-
структурирования металлов величину и 
моды деформации. Следует отметить, что 
работ, посвященных изучению влияния 
механики обработки металлов давлением 
(ОМД) на происходящие в них структур-
ные изменения, мало. Недостаточное осве-
щение связи между деформированным и 
структурным состоянием металла является 
причиной недооценки роли различных со-
ставляющих деформации в методах ИПД. 
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В данной статье на примере равнока-
нального углового прессования (РКУП) 
показана роль сдвиговой и поворотной со-
ставляющих деформации в структурообра-
зовании и выполнена оценка их вклада в 
степень деформации образца.

Кинематика и деформированное состояние

В механике сплошной среды [6] ско-
рость движения произвольной материаль-
ной точки, например М, заданной радиус-
вектором R, можно определить как

,
d d dL dL

V
dt dL dt dt

= = = τ = τ
R RV

 
τ ,

d d dL dL
V

dt dL dt dt
= = = τ = τ

R RV  τ ,
d d dL dL

V
dt dL dt dt

= = = τ = τ
R RV

где τ − единичный вектор, направленный 
по касательной к траектории движения; L − 
длина траектории движения; t – время де-
формации; V  – модуль вектора скорости 
движения материальной точки.

Степень деформации материальной точ-
ки при ее движении за время t от начала до 
окончания процесса определяется как

0 0

.
t tV dL

e dt
L L

= =∫ ∫
Вычислим степень деформации мате-

риальной точки, перемещающейся по ли-
ниям, которые обычно рассматривают как 
траекторию движения при РКУП.

Вариант 1. Допустим, что при РКУП, 
согласно монографии [7], реализуется про-

стой сдвиг и траектория представляет со-
бой ломаную линию, состоящую из двух 
прямых отрезков, стыкующихся на биссек-
трисе угла пересечения каналов (рис. 1). 

Направление поля скоростей течения 
любой материальной точки, например ско-
рости V1, до пересечения с биссектрисой 
совпадает с осью входного канала, а после 
пересечения с биссектрисой скорость V2 
направлена по оси выходного канала. Из 
условия несжимаемости металла и совмест-
ности деформации справедливо равенство 
модулей скоростей |V1| = |V2| и наличие 
скачка скорости ∆V на биссектрисе:

∆V = V1 + V2.

Как и любая геометрическая линия, 
биссектриса не имеет толщины (δ = 0). По-
этому скачкообразное изменение скорости 
деформирования на ней независимо при-
водит к неограниченному росту скорости 
деформации ξ = е/dt:

0lim .
V

δ→

∆
ξ = → ∞

δ
Соответственно сингулярный рост дол-

жен быть присущ всем термомеханическим 
параметрам процесса, зависящим от ско-
рости деформации, например температуре.  
В этой связи отметим, что в экспериментах 
по  РКУП никаких структурных и/или фа-
зовых превращений, характерных для столь 
существенного роста температуры металла 
в очаге деформации, не отмечается [1, 5]. 

Очевидно, что вычисление степени де-
формации по формуле е = ξ dt связано с 
разрешением  неопределенности вида ∞ × 0.  
Поэтому воспользуемся известной фор-
мулой, выведенной в работе [7] из геоме-
трических соображений, в которой степень 
деформации при простом сдвиге определя-
ется зависимостью от угла пересечения ка-
налов ω:  

2ctg(0,5 ) / 3.e = ω

Для ω = 90о получим е = 1,15. Близкие 
значения степеней деформации дают  и 
другие известные формулы, приведенные, 
например, в работах [1, 5] для РКУП в 
предположении о реализации в этом мето-
де  схемы простого сдвига. 

Рис. 1. Схема реализации простого сдвига  
при РКУП на биссектрисе OA угла  

пересечения каналов;  
ω – угол пересечения каналов, элементы abcd и 

a’b’c’d’ приняты в качестве материальной точки с 
окрестностью соответственно до и после сдвига 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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Вариант 2. Допустим, что очаг деформа-
ции охватывает область ОАВ (рис. 2). 

Перемещению металла в очаге дефор-
мации препятствуют: 

реактивная составляющая силы нижней 
части канала; 

силы трения стенок; 
противодавление, оказываемое преды-

дущей заготовкой. 
В результате часть металла отрывается 

от заготовки, образуя застойную зону. В ка-
честве материальной точки, как и на рис. 1, 
выделим элемент abcd, а в качестве траек-
тории возьмем линию тока − дугу окружно-
сти, центр которой совпадает с вершиной 
внутреннего угла ω пересечения каналов.  
Длина траектории L = ωr, где r − радиус 
дуги. Скорость материальной точки опре-
делится в виде V = dL/dt, а скорость дефор-
мации

0
0

0

ln ln .
f

t

f

V d
e dt

L

ω

ω

ω
= = = ω − ω

ω∫ ∫
Пределы интегрирования ω0 и ωf здесь 

взяты с учетом разрывов производной в 
точках сопряжения дуги с прямыми линия-
ми. Примем ω0 = 0,1 рад, а ωf = 3,14/2 = 
= 1,57 рад, если угол пересечения каналов 
ω = π/2. Вычисление степени деформации 
по формуле (5) при РКУП в ортогональ-

но пересекающихся каналах даст значение  
e ≈ 0,45.

Вариант 3. В работах [5, 8, 9] рассмо-
трен более развитый очаг деформации при 
РКУП, учитывающий, что острая вершина 
внутреннего угла в оснастке под действием 
сравнительно небольшого давления прес-
сования сминается, образуется галтель с 
радиусом R (рис. 3). Металл в очаге дефор-
мации ABCD перемещается вокруг центра 
О с окружной (тангенциальной) скоростью 
Vϕ, задаваемой скоростью движения пуан-
сона Vp = Vϕ.

В сильноизогнутой заготовке неизбежно 
возникает массоперенос: атомы из области 
сжатия перемещаются в область растяже-
ния, а вакансии двигаются в противополож-
ном направлении. Кратчайшей траектори-
ей массопереноса при изгибе, согласно Ж. 
Фриделю [10], является эвольвента окруж-
ности, по которой в противоположные сто-
роны перемещаются разные по знаку крае-
вые сегменты петель дислокаций, перенося 
в зону растяжения атомы, а в зону сжатия −  
вакансии. Семейства таких кривых − это 
физически обоснованные траектории пере-
мещения материальных точек при РКУП, 
вследствие их избытка в зоне пластическо-

Рис. 2. Схема РКУП: 
в качестве траектории деформации материальных  
точек  взяты линии тока, представляющие собой 
дуги концентричных окружностей с центром О, 
ограниченных  сектором АОВ; r − радиус дуги,  

по которой перемещается произвольная  
материальная точка М с окрестностью;  

заштрихованная область − застойная зона

Рис. 3. Поле скоростей материальной точки М 
в очаге деформации ABCD при РКУП;  

DMB – эвольвента, ОМ = RB − радиус-вектор,  
OD = ON = R − параметр эвольвенты (радиус круга, 
вокруг которого изгибается заготовка), Rэ − радиус 

кривизны эвольвенты

(6)
M
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го сжатия заготовки и недостатка в зоне 
растяжения.

Натуральное уравнение эвольвенты, вы-
ражающее ее длину от начала в точке D до 
текущего положения точки М, можно опре-
делить рядом соотношений:

L = Rα2/2 = Reα/2 = Rvϕ,

где R – радиус круга (или галтели), вокруг 
которого изгибается заготовка; Re – ради-
ус кривизны эвольвенты, направленный 
от точки на эвольвенте по касательной к 
радиусу круга; Rv – радиус-вектор, опре-
деляющий текущее положение точки М 
на эвольвенте; ϕ − угол поворота радиус-
вектора эвольвенты; α − угол поворота ра-
диуса круга. 

Отметим, что между указанными радиу-
сами имеет место соотношение

2 2 2.v eR R R= +

Скорость перемещения материальной 
точки по эвольвенте определится как 

V = dL/dt = d(ϕRv)/dt = Rvdϕ/dt + ϕdRv/dt,

а степень деформации − как

0
00

ln ln .
f v

t
R fv v

R
v

dR RV d
e dt

L R R

ϕ

ϕ

ϕϕ
= = + = +

ϕ ϕ∫ ∫ ∫

0
00

ln ln .
f v

t
R fv v

R
v

dR RV d
e dt

L R R

ϕ

ϕ

ϕϕ
= = + = +

ϕ ϕ∫ ∫ ∫
Для первого интеграла пределы из-

менения углов примем такими же, как в 
варианте 1. Для второго  нижний предел, 
очевидно, равен R, а верхний предел − 

21 ,vR R= + α

в котором угол α связан с углом ϕ соотно-
шением

2 2/ 2 1 .ϕ = α + α
Для ϕ = π/2 ≈ 1,57 получим Rv ≈ 3,4R. 

Подставляя числовые значения в формулу 
(7), получаем e ≈ 1,7.

Анализ решений по трем вариантам рас-
смотрим ниже. Здесь лишь отметим, что в 
третьем варианте накопленная степень де-
формации определена с учетом вкладов по-
воротной (первый интеграл) и сдвиговой, 
формоизменяющей (второй интеграл) со-
ставляющих деформации.

Учет сдвига между микрополосами.  
В рассмотренных вариантах расчета во вни-
мание не была принята следующая важ-
ная особенность течения кристаллическо-
го материала при развитых деформациях, 
влияющая на ее величину. Известно, что 
все кристаллические материалы при неко-
торой величине пластической деформации  
(е ≥ 0,2−0,3) начинают фрагментироваться 
[11], или, другими словами, образовывать 
полосовую структуру, в частности микро-
полосы [12, 13]. Между микрополосами 
возникают сдвиги и, как следствие, боль-
шеугловые границы. К сдвигам приводят 
скачки поворотной компоненты деформа-
ции. Причина возникновения таких скачков 
[5] связана с тем, что материальные точки, 
так же как и атомы в кристаллической ре-
шетке, расположенные на разных радиусах 
в очаге деформации, из условия совместно-
сти течения должны перемещаться в окруж-
ном направлении с одинаковой скоростью, 
равной скорости пуансона: 0 .pV V R= = ω  
Следовательно, угловая скорость вращения 
указанных частиц должна быть переменной 
величиной. Однако ни между соседними 
атомами, расположенными с точностью до 
малых упругих деформаций на расстоянии 
параметра кристаллической решетки, ни 
между материальными точками в сплошном 
теле расхождение и возникновение пустот 
(по определению сущности пластической 
деформации) недопустимы в принципе. 
Поэтому эти частицы не могут поворачи-
ваться в очаге деформации с собственной 
угловой скоростью, отличной от угловой 
скорости соседних частиц.

Противоречие между движением частиц 
металла, задаваемым инструментом в кана-
ле, и указанным ограничением в их относи-
тельных перемещениях разрешается путем 
разбиения металла на микрополосы. Каж-
дая микрополоса и каждая частица в ней 
поворачиваются на дуге радиусом Ri с одной 
и той же угловой скоростью ,iω  такой, что 

.i i pV R V= ω =  При этом между микропо-
лосами возникают скачки угловых скоро-
стей ∆ω  и соответствующие повороты –  
углы разориентировки на границах полос, 
равные q t= ∆ω  (где t – время перемеще-
ния микрополосы в очаге деформации). 

(7)
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Эти скачки вызывают между полосами пла-
стические мезосдвиги. Определим в первом 
приближении деформацию, обусловлен-
ную этими сдвигами, следующим образом. 
Пусть имеются два фрагмента соседних ми-
крополос, каждая толщиной Н (рис. 4).

Между полосами вследствие разрыва 
тангенциальной скорости деформации воз-
никает смещение на величину В. На мезоу-
ровне абсолютное смещение между полоса-
ми будет небольшим, поэтому относительно 
небольшим будет и угол сдвига γ:

γ ≈ tgγ = B / H.

К полосообразованию, как известно, 
приводит перемещение диполей дисклина-
ций (в объеме – петель дисклинаций). При 
этом абсолютную величину сдвига, вызван-
ного перемещением диполя дисклинации, 
согласно [11], можно определить как

( ),B N N l= = Ω ×B (Ω × l),

где N = θ/Ω − число диполей; B − вектор 
Бюргерса супердислокации, обусловлен-
ный перемещением одного диполя дискли-
наций; Ω − вектор Франка дисклинации;  
l = Н – расстояние между частичными дис-
клинациями диполя.

Степень деформации при сдвиге по гра-
нице двух микрополос в результате прохож-
дения N диполей вычислим по выражению

г

( )
  .

3 3 3

N l
e

H

γ Ω × θ
= = =



Угол разориентировки границ полос  
θ = 30 − 50° [14, 15]. Для среднего значения 
θav = 45°, получим e = 0,45.

В итоге суммарная деформация полосы 
ес определится путем сложения составляю-
щих внутри и на границе полосы:

ес = e + eг = 1,70 + 0,45 = 2,15.

Таким образом, для случая однопро-
ходного РКУП заготовки в ортогональных 
каналах степень деформации в каждой ми-
крополосе, включая одну границу, составит 
е ≈ 2,15. Поскольку течение металла заго-
товки диаметром от нескольких единиц до 
десятков миллиметров в очаге деформации 
разбивается на большое множество (105 
раз) микрополос [5], имеющих поперечный 
размер порядка 0,1 мкм, то можно принять, 
что полученная величина представляет со-
бой среднее значение степени деформации 
заготовки при РКУП.

Отметим, что этот результат почти в два 
раза больше значения, которое получается 
при расчете по варианту 1.

Обсуждение результатов

Результаты расчета степени деформации 
заготовки при РКУП заметно отличаются 
от значений, приводимых во многих рабо-
тах, посвященных этому методу. Поэтому 
полученные результаты нуждаются в обо-
сновании корректности использованной 
методики оценки деформированного со-
стояния по сравнению с практикой, тради-
ционно применяемой в ОМД.

 В механике сплошных сред деформиро-
ванное состояние материальной точки, как 
известно, описывается тензором деформа-
ции. В общем случае этот тензор не сим-
метричен и учитывает линейные, угловые и 
поворотные компоненты искажения (дис-
торсии) кристаллической решетки металла 
при деформации. В теории ОМД, постро-
енной на базе механики сплошных сред с 
рядом допущений, традиционно прини-
мают во внимание лишь симметричный 
тензор деформации, хотя кристаллическая 
решетка металлов при пластической дефор-
мации искажается несимметрично, и это 
искажение должно описываться тензором 
дисторсии, который можно представить в 

Рис. 4. Схема к определению деформации 
вследствие сдвига (на расстояние B  

и поворота на угол γ) между микрополосами 
(толщиной H);  

τ −тангенциальная скорость

(8)

(9)

(10)
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виде симметричного тензора деформации 
и антисимметричного тензора поворота. 
Игнорирование тензора поворота в прак-
тике ОМД обусловлено тем, что во многих 
процессах обработки металлов давлением 
(прокатка, волочение и др.) повороты малы 
и практически не влияют на формоизмене-
ние заготовки.

Однако при больших (e ∼ 1) и немоно-
тонных деформациях, т. е. осуществляемых 
с изменением направления вытяжки за-
готовки, которые характерны для методов 
ИПД, поворотную моду необходимо учиты-
вать. Роль поворота можно продемонстри-
ровать на примере известных геометриче-
ских образов деформации. Геометрическим 
образом симметричного тензора деформа-
ции является эллипс, а антисимметричного 
тензора поворота – аксиальный вектор по-
ворота, пронизывающий этот эллипс. Если 
деформация монотонная, то вектор пово-
рота мал и его не учитывают. Оси эллипса в 
этом случае практически не изменяют сво-
его положения в пространстве, заготовка 
вытягивается в направлении, совпадающем 
с большим диаметром эллипса. Этот случай 
соответствует, например, процессу волоче-
ния проволоки. Если же вектор поворота 
большой, деформация немонотонная, тог-
да эллипс непрерывно изменяет не только 
форму, но и направление своих осей в со-
ответствии с изменением направления вы-
тяжки заготовки. При этом возможна си-
туация, при которой в результате большой 
деформации эллипс приобретает форму, 
близкую к равноосной сферообразной, и 
тогда форма и размеры образца в целом из-
меняются незначительно в сопоставлении с 
исходным состоянием. Так происходит, на-
пример, в случае РКУП и при всесторон-
ней ковке.

Кроме влияния на формоизменение об-
разца, повороты возникающих при дефор-
мации областей разориентации приводят к 
формированию границ. Если сферическую 
область в кристалле умозрительно повер-
нуть вокруг ее центра, то кристалл разде-
лится возникшей границей на две части. 
Хотя в реальности таких чистых поворотов 
не происходит,  тем не менее, как пока-
зано в работах [14–18], они возникают из 

условия совместности пластической дефор-
мации, сопровождают формоизменяющую 
деформации и являются ее аккомодацион-
ным механизмом [11, 19], обеспечивающим 
дополнительную релаксацию избыточных 
напряжений.

О степени деформации. На практике де-
формированное состояние металла в ОМД 
удобно оценивать не тензорами, а более 
простой инвариантной скалярной величи-
ной – истинной степенью деформации. В 
методах ИПД, предназначенных для фор-
мирования мелких равноосных зерен, важ-
но учитывать поворотную составляющую 
деформации. Повторно отметим, что такая 
деформация ответственна за угловые разо-
риентировки границ и получение зерен с 
равноосной формой. Собственно наличие 
значительного вклада поворотной дефор-
мации в общую и отличает методы ИПД от 
методов большой монотонной деформации, 
например от прокатки, при которой форми-
руется микрополосовая структура. Соответ-
ственно после ИПД металлы приобретают 
более изотропный и повышенный уровень 
механических свойств, чем после монотон-
ного деформирования, приводящего к фор-
мированию анизотропной микрополосовой 
структуры.

О вариантах расчета степени деформации. 
Оценка степени деформации по вариантам 
1 и 2 неверна из-за неправильного выбора 
траекторий движения материальных частиц. 
Так, в варианте 1 вследствие того, что очаг 
деформации был принят вырожденным до 
поперечного размера линии – биссектрисы 
угла пересечения каналов, траектория дви-
жения сузилась до размеров точки на бис-
сектрисе. Направление скорости течения 
металла в этой точке изменяется скачком, 
а это приводит к абсурдной (бесконечно 
большой) величине мгновенной скорости 
деформации. В варианте 2 в качестве тра-
ектории движения взята линия тока. Из-
вестно [6], что линия тока при больших де-
формациях (нестационарных процессах) не 
совпадает с траекторией движения. Метод 
РКУП – это метод, в котором заготовки де-
формируют с большой степенью, и поэтому 
он относится к нестационарному процессу, 
приводящему к существенному изменению 
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свойств материала. В качестве траектории 
в варианте 3 использована физически обо-
снованная траектория движения матери-
альных точек, согласующаяся с концепци-
ей Ж. Лагранжа. Движение материальной 
точки по такой траектории учитывает все 
составляющие деформации (линейные, 
угловые и поворотные) посредством изме-
нения длины радиус-вектора, угла его рас-
положения и кривизны траектории дефор-
мации по мере ее очерчивания (годографа) 
концом радиус-вектора.

О величине  степени деформации. В от-
ношении оценки степени деформации, по-
лученной по варианту 3, важным остается 
вопрос о соответствии между рассчитан-
ной величиной степени деформации и ве-
личиной степени измельчения структуры в 
объемных заготовках. Поскольку не суще-
ствует общепризнанной методики расчета 
степени деформации при РКУП и расчета 
размеров формируемой структуры, соответ-
ствующей этой степени, то поставленный 
вопрос можно оценить лишь в первом при-
ближении на базе сопоставления результа-
тов известных экспериментов по большим 
деформациям. В работе [19] показано, что 
холодное волочение армко-железа со сте-
пенью деформации 2–3 единицы вызывает 
образование микрополос-фрагментов с по-
перечными размерами 0,1 – 0,3 мкм. К та-
ким же по порядку величинам поперечных 
размеров микрополос приводит холодная 
прокатка никеля со степенью деформации 3 
– 4 [20]. Аналогичные размеры микрополос 
дает и однопроходное равноканальное угло-
вое прессование алюминиевой заготовки в 
оснастке с ортогональными каналами [21].

При прокатке и волочении направление 
вытяжки заготовки не меняется, т. е. пово-
ротную моду можно не учитывать. Поэто-

му для этих методов справедлива единая 
формула оценки степени деформации − в 
виде значения натурального логарифма от 
степени вытяжки заготовки (от отноше-
ния конечной длины заготовки к исходной 
длине). Это значение степени деформации  
(в пределах e = 2 – 4) можно принять за ре-
перную «точку отсчета», которая необходи-
ма и достаточна для формирования микро-
полос. Полученная нами оценка степени 
деформации с учетом поворотной моды в 
варианте 3 совпадает с нижним значением 
степени деформации, необходимой и до-
статочной для образования микрополос. 
Что касается больших значений дефор-
мации, применяемых при РКУП, то они 
обусловлены необходимостью обеспечить 
многочисленные пересечения микрополос 
путем изменения ориентации образцов в 
проходах, что, собственно, и приводит к 
формированию в них равноосных зерен со 
средним диаметром, который совпадает с 
толщиной микрополос. Следует заметить, 
что при этом дробление микрополос на бо-
лее тонкие  не происходит, поскольку для 
этого необходимо, как показано в работах 
[8, 9], уменьшить размеры очага деформа-
ции.

Итак, в работе рассмотрены сдвиговая и 
поворотная роли составляющих интенсив-
ной пластической деформации при ИПД. 
На примере РКУП приведена методика 
расчета накопленной деформации с уче-
том поворотной составляющей. Показано, 
что активно применяемая в немонотонных 
методах ИПД поворотная деформация и 
сдвиги между микрополосами обеспечива-
ют значительное приращение деформации 
металла в проходах, что и является их от-
личительной особенностью.
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Structure formation in aluminum alloys  
under explosive deformation

В статье рассмотрены особенности формирования ультрамикрокристаллических (УМК-) струк-
тур в алюминиевых сплавах с различной энергией дефектов упаковки при динамическом канально-
угловом прессовании (ДКУП) со скоростью деформации 104 – 105 с–1. Изложены результаты  ис-
следования термомеханического поведения УМК-сплавов АМц и В95, полученных методом ДКУП, 
в процессе динамического сжатия по методике Гопкинсона – Кольского.

ФРАГМЕНТАЦИЯ, ДИНАМИЧЕСКАЯ РЕКРИСТАЛЛИЗАЦИЯ, АЛЮМИНИЕВЫЙ СПЛАВ, 
ИНТЕНСИВНАЯ ПЛАСТИЧЕСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ. 

Some features of ultrafine-grained (UFG) structures formation in aluminum alloys with various energy 
of stacking imperfections, under dynamic equal-angular pressing (DCAP) at the strain rate of 104  – 105 s–1 
have been considered. Results of investigation of thermodynamical behavior of UFG alloys AMts and V95 
during dynamic compression tests using Hopkinson – Kolsky bar were reported.

FRAGMENTATION, DYNAMIC RECRYSTALLIZATION, ALUMINUM ALLOY, SEVERE 
PLASTIC DEFORMATION. 

Сплавы на основе алюминия являются 
важными и широко применяемыми мате-
риалами во многих отраслях промышлен-
ности. Благодаря большому разнообразию 
составов, известных к настоящему времени, 
эти материалы обладают очень широким 
комплексом физических и механических ха-
рактеристик. Однако для сохранения лиди-
рующих позиций в разряде перспективных 
материалов для наиболее востребованных к 
настоящему времени отраслей промышлен-
ности – авиационной, космической, авто-
мобильной и других требуется постоянное 
совершенствование способов получения и 
обработки сплавов. В последние годы ши-
рокое применение получили методы, осно-
ванные на воздействии больших пластиче-
ских деформаций, которые позволяют резко 
измельчать структуру металлов и сплавов, 
а также регулировать их свойства. Прове-

денные к настоящему времени экспери-
ментальные и теоретические исследования 
деформационного поведения металлов и 
сплавов наглядно продемонстрировали по-
ложительную роль такого подхода [1 – 6]. 
Судя по многочисленным публикациям, од-
ним из наиболее распространенных спосо-
бов формирования ультрамикрокристалли-
ческого (УМК-) состояния в алюминиевых 
сплавах является способ равноканального 
углового прессования (РКУП), с помощью 
которого удалось значительно повысить 
важные эксплуатационные свойства этих 
материалов, такие, как прочность, пластич-
ность, жаростойкость, вязкость разрушения 
[3 – 6]. Несмотря на это, использование та-
кой технологии для получения массивных 
заготовок малопроизводительно из-за низ-
ких скоростей деформации, необходимости 
большого количества циклов прессования, 
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ограничений, связанных с конструкцией 
оснастки. С целью дальнейшего совершен-
ствования способов создания ультрамикро- 
(УМК-) и нано-кристаллических (НК-) 
материалов в Российском федеральном 
ядерном центре – Всероссийском НИИ 
технической физики им. акад. Е.И. Забаба-
хина (РФЯЦ – ВНИИТФ), на основе схе-
мы РКУП разработан способ динамическо-
го канально-углового прессования (ДКУП), 

использующий в качестве источника внеш-
ней нагрузки энергию пороховых газов; это 
обеспечило повышение скорости деформа-
ции на 4 – 5 порядков (104 – 105 с–1), по 
сравнению с РКУП [7]. Для выяснения за-
кономерностей структурообразования при 
таком методе высокоскоростной деформа-
ции, в Институте физики металлов Ураль-
ского отделения РАН (ИФМ УрО РАН) 
вместе с сотрудниками РФЯЦ–ВНИИТФ 
(Е.В. Шорохов, П.А. Насонов, И.Н. Жги-
лёв), проведен цикл работ по исследованию 
влияния физических параметров ДКУП 
на структурно-фазовые превращения в 
алюминиевых сплавах и на их свойства.  
К началу постановки опытов отсутствова-
ли какие-либо экспериментальные данные 
о комплексном воздействии импульсного 
давления и простого сдвига на структуроо-
бразование в алюминиевых сплавах, поэто-
му проведение данных исследований было 
актуальным и важным для дальнейшего со-
вершенствования новой технологии.

Материалы и методы исследования

При выборе материалов для исследова-
ния ставилась следующая цель: сравнить 
деформационное поведение алюминиевых 
сплавов с разной подвижностью дислока-
ционного ансамбля в условиях одних и тех 
же нагружений, поэтому были подвергнуты 
деформациям сразу несколько материалов. 
Среди них были алюминий технической чи-
стоты марки А7, сплав АМц системы Al-Mn 
со слабым твердорастворным упрочнением 
и сплав В95 системы Al-Zn-Mg-Cu с силь-
ным твердорастворным и дисперсионным 
упрочнением. Химический состав и специ-
альная термическая обработка выбранных 
материалов (низкотемпературный отжиг 
для сплава АМц и высокотемпературный 
гетерогенизирующий отжиг для сплава В95) 

обеспечили разную степень легированности 
алюминиевого твердого раствора, характер 
распределения вторичных фаз и твердость 
(табл. 1).

Учитывая, что на подвижность ансам-
бля дислокаций оказывает влияние не 
только величина энергии дефекта упаков-
ки (которая понижается при легировании 
алюминиевого твердого раствора), но и на-
личие дисперсных интерметаллидов, можно 
условно считать, что сплав АМц является 
материалом, в котором процессы дислока-
ционной перестройки облегчены, а сплав 
В95 – материалом с более низкой подвиж-
ностью дислокационного ансамбля.

Исходными заготовками для деформи-
рования материалов служили прутки диаме-
тром 14 и 30 мм с крупнокристаллической 
(КК-) субзеренной структурой (средний 
размер субзерен – 2 мкм). При динамиче-
ском прессовании использовали матрицы с 
каналами, пересекающимися под углом 90 °.  
Начальную скорость движения образца в 
матрице (V) задавали массой порохового 
заряда и варьировали от 50 до 300 м/с, чис-
ло циклов N изменяли от 1 до 4, повторные 
циклы осуществляли по маршруту B

c.
Структурные особенности материа-

лов исследовали с помощью микроскопа 
Neophot-32, электронных просвечивающих 
микроскопов (ПЭМ) JEM-200CX и Philips 
CM30, сканирующего электронного микро-
скопа (СЭМ) с использованием энергоди-
сперсионного микроанализа и дифракции 
обратно рассеянных электронов (EBSD) 
QUANTA-200. Методом рентгеноструктур-
ного анализа (РСА) определяли фазовый 
состав материалов, уровень микроискаже-
ний кристаллической решетки, параметр 
кристаллической решетки алюминия. РСА 
проводили на дифрактометре ДРОН-3 в 
Kα-излучении кобальта. Обработку дифрак-
тограмм и расчеты проводили с помощью 
программ Outset и Profile. Твердость мате-
риалов  определяли по Бринеллю (HB) и на 
приборе ПМТ-3.

Результаты и их обсуждение

Изучение структуры материалов по-
сле ДКУП проводили на двух масштабных 
уровнях (макро- и микроскопическом). 
На макроуровне в продольном сечении 
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образцов всех составов наблюдали поло-
совую структуру с ламинарным или вих-
ревым пластическим течением материала. 
С ростом скорости деформации и числа 
циклов прессования макрополосы разби-
ваются поперечными границами на фраг-
менты микронных размеров. Согласно 
электронно-микроскопическим исследова-
ниям, сценарий формирования структуры 
на мезоуровне более разнообразен и зави-
сит от состава сплава.

Ниже представлены экспериментальные 
данные об особенностях формирования 
тонкой структуры в каждом конкретном 
сплаве.

Методами электронной микроскопии 
установлено, что наибольшее влияние на 
процесс измельчения структуры в сплаве 
со слабым твердорастворным упрочнением 
оказывают скорость движения образца V и 
величина накопленной деформации, опре-
деляемая числом циклов прессования. При 
увеличении V от 50 – 80 до 150 м/с и при 
N = 1 – 4 происходит постепенный переход 
от ячеистой деформированной субзеренной 

структуры с малоугловыми дислокационны-
ми границами к неравновесной фрагмен-
тированной, с высокой плотностью реше-
точных дислокаций внутри фрагментов (по 
данным РСА, ρ

д = 2,8٠1014 м–2) (рис. 1, а).  
Таким структурам соответствуют электрон-
нограммы с азимутально размытыми и 
точечными рефлексами, равномерно рас-
положенными на концентрических окруж-
ностях.

Дальнейшее изменение структуры на-
блюдается при увеличении скорости до  
300 м/с. При N = 1 внутри зерен еще со-
храняется высокая плотность дислокаций, 
наблюдается неравномерный дифракцион-
ный контраст, свидетельствующий о высо-
ком уровне внутренних напряжений, и ши-
рокие «размытые» границы. С ростом числа 
циклов до четырех внутри фрагментов со-
кращается количество решеточных дис-
локаций, кристаллиты приобретают более 
равноосную форму, границы выявляются на 
ПЭМ-изображениях более четко (рис. 1, б).  
Согласно анализу структуры с помощью 
дифракции обратно рассеянных электро-

Таблица  1

Характеристики исследованных материалов

Марка
слава

Химический
состав, масс.%

Термо-
обработка

Al-твердый раствор 
(результаты РСА)

HB, 
ед.

Подвижность
дислокаций
(условно)

A7

Al не менее 99,7

Не проводилась Однофазный 15 ВысокаяFe до 0,16

Si до 0,15

АМц
(А3003)

Al 96,9 – 97,6

Низко-
температурный

отжиг

Слабо-
легированный, одно-

фазный
30 Средняя

Mn 1,0 – 1,5

Zn 0,1

Cu 0,05 – 0,20

Si 0,6

Fe 0,7

В95
(А7075)

Al 87,0 – 90,6

Гетеро- 
генизирующий 

отжиг

Пересыщенный,
дисперсоиды  
тугоплавких 
металлов +

упрочняющая
фаза MgZn2

68 Низкая

Zn 5,0 – 7,0

Mg 1,8 – 2,8

Cu 1,4 – 2,0

Si 0,5

Fe 0,5

Cr 0,25

Обозначение : HB – твердость по Бринеллю
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нов, количество кристаллитов с большеу-
гловыми границами составляет 63 % при 
среднем угле разориентировки 20°. По 
рентгеноструктурным данным об уменьше-
нии микродеформации решетки матрицы 
и по морфологическим признакам УМК-
структуры можно считать, что она сфор-
мировалась в процессе деформации меха-
низмом динамической рекристаллизации. 
Данный вывод подтверждается сравнением 
гистограмм распределения кристаллитов 
по размерам в образцах после одного и че-
тырех циклов при V = 300 м/с. При неиз-
менном среднем размере, составляющем  
600 – 650 нм, после многократного прессо-
вания количество кристаллитов с размером 
менее 300 нм уменьшается, и одновремен-
но растет число крупных кристаллитов раз-
мером более 700 нм. Такое распределение 
является бимодальным, что характерно для 
структур после динамической рекристалли-
зации.

Таким образом, формирование УМК-
структуры при ДКУП в сплаве АМц осу-
ществляется двумя механизмами релак-

сации упругой энергии: фрагментацией и 
динамической рекристаллизацией. Переход 
ко второму механизму наблюдается только 
при многократном прессовании со скоро-
стью не менее 300 м/с.

В сплаве В95 уже после однократного 
ДКУП с V = 120 – 150 м/с формируется 
зеренно-субзеренная УМК-структура, с вы-
сокой плотностью решеточных дислокаций 
и размытыми неравновесными границами. 
После двукратного прессования по маршру-
ту B

c структурно-фазовое состояние стано-
вится еще более неравновесным, формиру-
ется высокоразориентированная структура, 
состоящая в основном из кристаллитов, 
разделенных большеугловыми неравновес-
ными границами (рис. 1, в), внутри кристал-
литов наблюдаются скопления дислокаций 
высокой плотности (до 1015 м–2). Средний 
размер кристаллитов не изменяется и со-
ставляет 200 нм, однако увеличение циклов 
прессования до двух приводит к росту объ-
емной доли n кристаллитов, имеющих раз-
мер D менее 100 нм (рис. 1, г).

Полученные данные о деформационном 

Рис. 1. Структура деформированных сплавов (ПЭМ): а – сплав АМц, V = 150 м/с, N = 1; б – 
сплав АМц, V = 300 м/с, N = 4; в – сплав В95, V = 150 м/с, N = 2; г – распределение кристалли-

тов по размерам в сплаве В95, V = 150 м/с, N = 2

б)а)

г)в)
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поведении алюминиевых сплавов в процес-
се ДКУП свидетельствуют о возможности 
получения широкого спектра структур и 
свойств этих материалов. Чем выше под-
вижность дислокаций в сплаве, тем при 
меньшей степени деформации идут про-
цессы динамической рекристаллизации. 
В техническом алюминии, обладающем 
самой высокой подвижностью дислокаци-
онного ансамбля, начало динамической ре-
кристаллизации наблюдается уже при низ-
кой скорости (V = 100 м/с) и N = 1, а после 
второго цикла прессования и значении  
V = 200 м/с образуется полностью рекри-
сталлизованная структура. В слаболегиро-
ванном сплаве АМц, за счет некоторого 
снижения энергии дефекта упаковки, про-
цессы динамического возврата активизиру-
ются с ростом интенсивности деформации 
(N = 4, V = 300 м/с). Механизмом фор-
мирования УМК-структуры в многофазном 
сплаве В95 при ДКУП является фрагмента-
ция, и признаков релаксационных процес-
сов не наблюдается.

Еще одной отличительной чертой спла-
вов, полученных методом ДКУП, являются 
высокие значения твердости. Для них не 
выполняется существующее для крупно-
кристаллических аналогов эмпирическое 
соотношение

H
μ  = 3σт,

где Hμ – твердость; σт – предел текучести.
Прирост средних значений твердости 

сплавов по Бринеллю (HB) после высо-
коскоростного деформирования зависит 
от типа УМК-структуры и составляет для 
фрагментированной структуры 700 МПа, а 
для рекристаллизованной – 400 МПа. Аб-
солютные максимальные значения твер-
дости, достигнутые в сплаве В95 – выше, 
чем в сплаве АМц, за счет более легиро-
ванной матрицы сплава и твердорастворно-
го упрочнения. Следует учесть, что в про-
цессе ДКУП фазовые превращения пройти 
не успевают, а для сформированной УМК-
структуры размером 200 – 600 нм харак-
терен высокий уровень внутренних напря-
жений; в связи с этим основные вклады в 
общее упрочнение материалов вносят такие 
слагаемые, как зернограничное и субструк-
турное упрочнения.

В результате анализа уровня механи-

ческих характеристик при испытаниях на 
растяжение ультрамикрокристаллических 
алюминиевых сплавов после ДКУП были 
установлены те же закономерности, что и 
для материалов, полученных РКУП. К ним 
можно отнести следующие: 

рост предела текучести (он варьировал-
ся в зависимости от типа структуры, сфор-
мированной при ДКУП);

уменьшение протяженности стадии де-
формационного упрочнения;

снижение коэффициента упрочнения на 
стадии пластического течения [13]. 

Ввиду того, что прототипом динамиче-
ского прессования является метод РКУП, 
очевидно, что структура и свойства сплавов 
после ДКУП и РКУП имеют много обще-
го. Здесь же необходимо подчеркнуть, что 
РКУП очень широко применяется и хоро-
шо изучено в настоящее время для получе-
ния УМК- и НК-материалов и сплавов, в 
том числе и сплавов на основе алюминия 
[4, 8 – 10]. Сопоставление имеющихся в 
литературе результатов по квазистатическо-
му деформированию (РКУП) алюминиевых 
сплавов и впервые полученных авторами 
настоящей работы данных по динамиче-
скому прессованию (ДКУП) [13, 14] позво-
лили выделить наиболее явные признаки 
различия этих двух методов (табл. 2).

Из приведенных данных табл. 2 следу-
ет, что важные различия этих двух техно-
логических методов проявляются в более 
эффективном измельчении структуры и 
большей степени упрочнения материала 
динамическим прессованием. Опираясь 
на известные экспериментальные данные, 
подробно описанные в монографии [11, 
12], можно назвать три основных причины 
указанных различий. Во-первых, высоко-
скоростная деформация в ударной волне 
осуществляется при более значительном 
уровне сдвиговых напряжений. Во-вторых, 
при высокоинтенсивных методах нагруже-
ния меняется динамика движения дислока-
ций, и они становятся более  подвижными. 
В-третьих, в условиях высокоскоростных и 
высокоэнергетических воздействий в ма-
териалах активизируются дополнительные 
системы скольжения и увеличивается плот-
ность дислокаций.

При исследовании деформационного 
поведения конструкционных материалов 
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важно учитывать изменение термодина-
мического состояния, которое задается со-
отношением диссипированной энергии и 
энергии, накопленной в полях структурных 
напряжений. В теоретических гипотезах 
описание явления диссипации в металлах 
связывают с движением дислокаций и то-
чечных дефектов. Такие модели хорошо 
описывали поведение материалов при не-
больших степенях и скоростях деформа-
ции. Для описания дефектной структуры 
наноматериалов, полученных ИПД, была 
предложена дисклинационно-структурная 
модель, в которой произвольная граница, 
обладающая высокой энергией, описывалась 
как стенка дисклинационных диполей [5].  
В последние годы экспериментальные ис-
следования дефектной структуры материа-
лов, полученных ИПД, однозначно дока-
зали, что неравновесное состояние границ 
зерен и высокий уровень внутренних напря-
жений обусловлен ансамблем зерногранич-
ных дефектов (дислокаций и дисклинаций) 
[2]. В процессе пластической деформации 
дефектная структура претерпевает эволю-
цию, важную роль приобретают коллек-
тивные эффекты в ансамбле дислокаций и 
формируются сложные дефектные структу-
ры на мезоуровне. Очевидно, что создание 
таких ансамблей сопровождается большими 
внутренними напряжениями и, как след-
ствие, увеличивает накопление энергии в 
материале. В результате исследований [15] 
была решена статистическая задача об эво-
люции ансамбля мезодефектов и предложе-

но оригинальное разделение пластической 
деформации на диссипативную и недис-
сипативную (конфигурационную) состав-
ляющие. В развитие этих работ нами были 
проведены (совместно с О.А. Плеховым и  
О.Б. Наймарком, Институт механики 
сплошных сред (ИМСС УрО РАН)) ис-
следования термомеханического поведения 
УМК-сплавов АМц и В95, полученных ме-
тодом ДКУП, в процессе динамического 
сжатия (со скоростями деформации в диа-
пазоне (4 – 6)٠103 с–1) по методике Гопкин-
сона – Кольского. Детально рассмотрен 
процесс тепловыделения, связанный с эво-
люцией в процессе динамического сжатия 
реальной структуры материала. Особен-
ности процессов диссипации и накопле-
ния энергии исследованы для материалов 
с разным размером зерна и типом УМК-
структуры.

Методом инфракрасной термографии 
получены данные об изменении темпера-
туры образца в процессе динамического 
сжатия, что позволило определить долю 
диссипированной энергии как отношение 
энергии E2, преобразованной в тепло, к 
энергии E1, затраченной на деформирова-
ние образца: E2 / E1. Энергию, затраченную 
на деформирование образца, можно рас-
считать как 

max

1 0 обр обр
0

,E V d
ε

= σ ε∫
где V0  – начальный объем образца; σобр – 
напряжение в образце; εобр = ln(h0 / h1) –  

Таблица  2

Сравнение методов РКУП и ДКУП

Параметры деформации,
структурные характеристики

РКУП ДКУП

Скорость деформации, с–1 10– 2 104 – 105 

Мода деформации
Простой сдвиг

(касательные напряжения)

Импульс давления  
(нормальные напряжения) + простой 

сдвиг (касательные напряжения)

Число циклов прессования  
для образования  
УМК- структуры (<500 нм)

6 – 8
1 – 2

Доля  БУГ > 50 %

Макротечение материала Ламинарное Ламинарное и турбулентное
Плотность решеточных  
дислокаций, м–2 1010  – 1012 1014  – 1015 

Системы скольжения
Октаэдрические

плоскости скольжения
Октаэдрические + неоктаэдрические 

плоскости скольжения
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деформация образца (h0, h1 – начальная и 
конечная величины высоты образца).

Энергия, преобразованная в тепло в ре-
зультате деформирования, рассчитывается 
как 

E2 = cρV0 ΔT, 

где c, ρ – удельная теплоемкость и плотность 
материала; ΔT – изменение температуры.

В УМК-сплаве В95 обнаружено суще-
ственное увеличение средней температуры, 
по сравнению с крупнокристаллическим 
(КК-) сплавом в процессе нагружения.  
С увеличением степени предварительно на-
копленной деформации (N = 2) диссипа-
тивная способность УМК-материала сильно 
возрастает, при этом доля диссипирован-
ной энергии в 1,8 раз превышает соответ-
ствующую характеристику для КК-сплава  
(рис. 2, а). По данным ПЭМ, повышение 
температуры УМК-образца в процессе сжа-
тия связано с интенсивным процессом ре-
лаксации дефектов, а фрагментированная 
структура преобразуется в структуру дина-
мического возврата и рекристаллизации; 
при этом снижаются значения микроде-
формации кристаллической решетки, по-
нижаются плотность дислокаций и твер-
дость сплава (рис. 2, б).

В КК-сплаве В95 при сжатии формирует-
ся слаборазориентированная ячеистая суб-
структура (средний размер ячеек – 300 нм)  
с высокой плотностью дислокаций. Твер-

дость материала существенно возрастает 
(рис. 2, б).

В экспериментах по динамическому 
сжатию УМК-сплава АМЦ были получены 
аналогичные зависимости диссипативной 
способности от размера зерна, а также пока-
зано, что материал с рекристаллизованной 
УМК-структурой обладает меньшей дисси-
пативной способностью, чем тот же матери-
ал с фрагментированной структурой.

В процессе проведения эксперимента по 
динамическому сжатию УМК-сплава В95 
была обнаружена обратная скоростная зави-
симость динамического предела текучести. 
Так, при увеличении скорости деформации 
от 4٠103 до 6٠103 с–1 динамический предел 
текучести снижается на 30 % (рис. 3). Со-
гласно результатам структурных исследова-
ний, обнаруженные тенденции изменения 
механических характеристик с ростом ско-
рости динамического сжатия обусловлены 
снижением общего количества структурных 
дефектов и релаксацией напряжений (при 
этом доля энергии, преобразованной в теп-
ло, повышается на 30 %). Обнаруженную 
аномалию скоростной зависимости предела 
текучести можно рассматривать как дока-
зательство проявления механизма зерно-
граничного микропроскальзывания и рота-
ционных мод деформации.

На основании проведенных экспери-
ментов по ДКУП алюминиевых сплавов 

Рис. 2. Результаты динамического сжатия сплава В95: а – доля диссипированной энергии  
в процессе сжатия УМК-сплава, скорость деформации – 6٠103 с–1; б –  изменение твердости  

по Бринеллю КК- и УМК-сплавов до (□) и после (■) сжатия

б)а)
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важно выделить следующие результаты.
1. Установлено, что измельчение струк-

туры до субмикронного уровня (200 – 600 
нм), повышение твердости в 1,5 – 2,0 раза 
и условного предела текучести в 2,0 – 2,5 
раза наблюдаются уже при одном-двух ци-
клах динамического канально-углового 
прессования со скоростью 104 – 105 с–1.

2. Показано, что типичной для алюми-
ниевых сплавов, деформированных мето-
дом ДКУП, является фрагментированная 
неравновесная структура, которая характе-
ризуется большой плотностью дислокаций 
(около 1014 – 1015 м–2), преобладанием высо-
коугловых границ кристаллитов и высоким 
уровнем внутренних напряжений. Фор-
мирование фрагментированной структуры 

осуществляется сдвиговым и ротационным 
механизмами пластической деформации. 
Повышение скорости деформирования 
сплавов с высокой подвижностью дисло-
каций приводит к реализации еще одного 
механизма релаксации упругой энергии – 
динамической рекристаллизации по меха-
низму in situ.

3. Обнаружена взаимосвязь между изме-
нением количества структурных дефектов 
при динамическом сжатии УМК- и КК-
алюминиевых сплавов и диссипативной 
способностью материалов. Установлено 
повышение доли диссипированной энер-
гии УМК-образцов на 30 – 90 %, по срав-
нению с крупнокристаллическими аналога-
ми. Изменение диссипативной способности 
УМК-материалов обусловлено прохожде-
нием низкотемпературного динамического 
возврата в процессе сжатия и регулирует-
ся фазовым составом сплавов, масштабом 
УМК-структуры и механизмами ее образо-
вания.

Электронно-микроскопические ис-
следования проведены в Центре коллек-
тивного пользования при ИФМ УрО РАН 
«Испытательный центр нанотехнологий и 
перспективных материалов».

Работа выполнена по теме «Структура» и при 
частичной финансовой поддержке Программы 
Президиума РАН (проект №12-П-2-1009).

Рис. 3. Деформационные кривые  
УМК-сплава В95 при сжатии с разной  

скоростью деформации, с–1: 4٠103 (1) и 6٠103 (2)
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