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форм для построения сетей сенсоров (го-
ризонтальная гетерогенность), распределе-
ние ролей в сети сенсоров (наличие узлов с 
большими возможностями, полномочиями 
и энергопотреблением и узлов с ограничен-
ной функциональностью и малым энерго-
потреблением) позволяет достичь лучших 
показателей по главным задачам поддерж-
ки жизненного цикла сети, обеспечивая 
меньшее суммарное энергопотребление и 
лучшую управляемость аппаратуры сети и 
данных (вертикальная гетерогенность).

В настоящее время существует большое 
количество протоколов для решения част-
ных задач безопасной передачи данных в 
БСС [2–5] и др. Однако их объективное 
сравнение и анализ безопасности затруд-

УДК 004.056.05 004.054

Н.В. Богач, К.Д. Вылегжанина, А.В. Милицын

ОНТОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В РАЗРАБОТКЕ ИНСТРуМЕНТОВ  
ОцЕНКИ КОММуНИКАцИОННыХ ПРОТОКОЛОВ ГЕТЕРОГЕННыХ  

ИЕРАРХИЧЕСКИХ БЕСПРОВОДНыХ СЕНСОРНыХ СЕТЕй

N.V. Bogach, K.D. Vilegzhanina, A.V. Militsyn

ONTOLOGY MODEL DRIVEN DEVELOPMENT OF ATTESTATION 
INSTRuMENTS FOR wIRELESS SENSOR NETwORKS

Предложен четырехуровневый иерархический каркас (фреймворк) в качестве средства разработ-
ки и аттестации коммуникационных протоколов беспроводных сетей сенсоров. Описаны модели, 
образующие верхний, онтологический, уровень иерархии.

БЕСПРОВОДНЫЕ СЕТИ; СЕНСОРЫ; ПРОТОКОЛ БЕЗОПАСНОСТИ; ОНТОЛОГИЧЕСКАЯ 
МОДЕЛЬ; КАРКАС; ФРЕЙМВОРК.

We propose a 4-level framework as a development and attestation instrument for secure communication 
protocols in wireless sensor networks. We also show how to build its baseline level - the ontology models.

WIRELESS SENSOR NETWORKS; SENSORS; SECURE COMMUNICATIONS; ONTOLOGY 
MODEL; FRAMEWORK.

Беспроводные сети сенсоров (БСС) на-
ходятся в фокусе внимания специалистов 
в течение последних десяти лет. Вопросы 
их безопасности выделены в самостоя-
тельную область защиты информации. В 
зарубежных публикациях проблема защи-
ты была впервые поставлена в [1], там же 
была предложена первая классификация 
уже известных компьютерных атак в при-
ложении к БСС, а также рассмотрены две 
новых атаки, свойственные БСС, шторм 
hello-сообщений (hello flood) и «ложный 
сток» (sinkhole). БСС гетерогенной тополо-
гии представляют особенный интерес для 
исследователей ввиду двух обстоятельств: 
современная информационная среда имеет 
большое разнообразие аппаратных плат-
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нены вследствие отсутствия единой ме-
тодологии и инструментов оценки. Пред-
ставляется конструктивным использовать 
иерархический подход, при котором сеть 
сенсоров описывается на различных уров-
нях абстракции. В качестве инструмента 
предлагается каркас (фреймворк), состоя-
щий из следующих уровней: онтологический 
(аппаратно, программно и вычислительно 
независимый уровень моделей, связываю-
щих понятия предметной области БСС), 
архитектурный (аппаратно и программно 
независимый уровень функциональных 
блоков коммуникационного протокола), 
программный (аппаратно независимый уро-
вень моделирования режимов работы БСС 
в сетевом симуляторе с целью количествен-
ной оценки параметров протокола), уровень 
встраиваемой программы, где производится 
оценка накладных расходов портирования 
программного кода поддержки протокола 
на конкретную целевую платформу. Интер-
фейсами между уровнями служат соответ-
ственно требования к протоколу, функции 
протокола и программный код (рис. 1).

Фреймворк универсален как для описа-
ния и разработки новых протоколов, так и 
для аттестации уже существующих. Такой 
подход к оценке коммуникационных про-
токолов БСС идейно связан с аналогичны-
ми методологиями, существующими, на-
пример, в компьютерных сетях (ISO/OSI, 
TCP/IP) [6], в программной инженерии 
(IBM RUP, MDA) [7], управлении каче-
ством, менеджменте и бизнесе (Cobit, BSC) 
[8, 9]. Это закономерно, если иметь в виду, 
что БСС принадлежит к классу распреде-
ленных динамических систем [10, 11].

Разработка моделей уровня онтологий

Онтологический уровень фреймворка 
(рис. 1) состоит из классификации задач 
БСС, классификации атак на БСС и моде-
ли жизненного цикла БСС.

Классификация задач БСС учитывает 
связи со смежными областями через пять 
главных задач поддержки жизненного цик-
ла сети: энергообеспечение, поддержку 
конфигурации сети, управление данными, 
локализацию узлов и маршрутизацию. Она 

отражает интеграцию задач информацион-
ной безопасности БСС в общий контекст 
жизненного цикла сети и является основой 
для практического применения подхода 
«обеспечение безопасности на этапе про-
ектирования» (privacy by design) – одной из 
современных лучших практик безопасности 
[12]. Вопросы безопасности данных и кана-
лов передачи информации являются крити-
ческим приоритетом и не могут решаться 
изолированно, поэтому проектирование 
функций безопасности должно вестись со-
вместно с разработкой остальных функций 
системы.

Представленная далее классификация 
атак на сети сенсоров по их цели, в отличие 
от традиционных «плоских» перечислений, 
позволяет распределить ответственность по 
компонентам сети и достичь декомпози-
ции задачи обеспечения информационной 
безопасности в сетях сенсоров. Следующим 
шагом выполняется наложение динамики 
развития атак в БСС на фазы ее жизнен-
ного цикла в рамках общей среды модели-
рования. Совмещение двух предложенных 
моделей в диаграмме последовательностей 
жизненного цикла сети помимо выявле-
ния критически уязвимых точек жизнен-
ного цикла позволяет также сгенерировать 
требования к функциям протокола, чтобы 
перейти на следующий (архитектурный) 
уровень от уровня онтологических моде-
лей. На следующем уровне производится 
сопоставление требований к протоколу с 
механизмами защиты, что служит основой 
разработки архитектуры протокола.

Классификация задач БСС. Сгруппиру-
ем задачи обеспечения функционирования 
беспроводной сенсорной сети следующим 
образом (см. рис. 2):

Поддержка конфигурации.1. 
Локализация мобильных узлов.2. 
Управление данными.3. 
Маршрутизация.4. 
Безопасность физической инфра-5. 

структуры и данных.
Сенсорный узел беспроводной сети 

ограничен в вычислительных возможностях 
и коммуникационных ресурсах. В связи с 
этим появляются специфические требова-
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ния к механизмам защиты данных.
Классификация атак на БСС. Злоумыш-

ленник может прослушивать радиопере-
дачи, вставлять сообщения и снова пере-
давать ранее перехваченные пакеты. Далее 
злоумышленник может скомпрометировать 

рядовые узлы сети и управляющие узлы 
кластера. Это означает, что злоумышленник 
получит доступ ко всей информации, хра-
нящейся на данных узлах (такой, как крип-
тографические ключи). Предполагается, что 
злоумышленник не может скомпрометиро-

Рис. 1. Фреймворк для разработки и аттестации коммуникационных протоколов БСС
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Рис. 2. Классификация задач БСС

вать базовую станцию, и ему требуется не-
которое время, чтобы скомпрометировать 
каждый очередной узел. Целью злоумыш-
ленника является подделка информации 
маршрутизации таким образом, чтобы кон-
тролировать все пути маршрутизации между 
узлами, например, перенаправить себе все 
сообщения для прослушивания, понизить 
производительность сети, произвести атаку 
типа «отказ в обслуживании» [7].

В БСС сохраняется принятое в теории 
информационной безопасности деление атак 
на внутренние и внешние, пассивные и ак-
тивные. Внешние угрозы исходят извне сети 
сенсоров и могут выражаться в подслушива-
нии передачи данных, а могут быть расши-
рены до вставки поддельных данных с целью 
потребления ресурсов сети и развертывания 
атаки отказа в обслуживании. Внутренние 
угрозы исходят от скомпрометированных 
узлов, отправляющих злонамеренные дан-
ные и злоумышленников, захвативших крип-
тографическое содержимое узлов. Наруши-
тели внутренний и внешний различаются 
по следующему признаку: внешнему не до-
ступны ключи шифрования и прочие коды, 
используемые в сети. Пассивные и активные 
атаки также традиционно отличаются друг 
от друга тем, что пассивный атакующий за-
интересован только в сборе секретных дан-
ных из сенсорной сети, т. е. нарушает только 
секретность и конфиденциальность. Это по-

пытки воспользоваться данными без ведома 
их владельца. В таком случае атаку сложно 
распознать, поскольку целостность инфор-
мации не нарушается, и предотвращение ее 
более успешно, чем попытки распознать в 
реальном масштабе времени.

Типичной для сетей сенсоров являет-
ся разделение атак на атакующие класса 
«пыль» и атакующие класса «переносной 
компьютер». Пылью принято называть ма-
ломощные сенсорные узлы – в таком слу-
чае атакующему доступно несколько «пы-
линок» с такими же возможностями, как 
и остальные «пылинки» в сети, либо пере-
носной компьютер. Беспроводные сети 
сенсоров, как и прочие беспроводные сети, 
поддаются определенным атакам ввиду 
преобладания широковещательной переда-
чи сообщений и доступности передающей 
среды. Более того, сети сенсоров более уяз-
вимы, т. к. сенсоры нередко устанавлива-
ются в опасной и неблагоприятной среде, 
где их может захватить злоумышленник, и 
не обладают достаточными вычислительны-
ми способностями для реализации сильных 
надежных алгоритмов защиты, не обладают 
защищенной от подделки аппаратной ча-
стью. В случае иерархических БСС добав-
ляются также атаки на управляющий узел 
кластера [12] (рис. 3).

Рассмотрим, каким образом можно уве-
личить информативность классификации 
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атак на сети сенсоров, и выполним совме-
щение классификации атак с фазами жиз-
ненного цикла сети.

Совмещение моделей, выявление крити-
чески опасных фаз в жизненном цикле сети 
сенсоров. Для отображения фаз жизненного 
цикла сети сенсоров используем диаграмму 
последовательностей в UML-нотации. Бу-
дем считать, что сеть сенсоров имеет только 
вертикальную гетерогенность: в сети име-
ется базовая станция, управляющий узел и 
сенсорный узел. В радиусе вещания сети 
находится нарушитель, имеющий порта-
тивный компьютер с программным обеспе-
чением, позволяющим принимать широко-
вещательные пакеты. Рассмотрим наиболее 
неблагоприятный сценарий развертывания 
атаки: раннее внедрение нарушителя в сеть 
(рис. 4). Из приведенной диаграммы следу-
ет, что на фазе конфигурации обмен обще-
сетевыми и общекластерными параметрами 
доступен злоумышленнику и, следователь-
но, при разработке или аттестации комму-
никационного протокола необходимо отве-
тить, например, на следующие вопросы.

Каким образом обеспечивается кон-
фиденциальность рассылки общекластер-
ных и общесетевых параметров от базовой 
станции?

Каким образом обеспечивается кон-
фиденциальность ответов от управляющих 
узлов? От сенсорных узлов?

Имеется ли в протоколе процедура без-
опасного обнаружения соседей?

Если на раннем этапе у нарушите-
ля существует возможность внедрения в 
сеть, то дальнейшие механизмы защиты в 
протоколе не имеют значения. Таким об-
разом, можно выявить первый очевидный 
приоритет. При моделировании сценари-
ев позднего вторжения в уже сконфигу-
рированную сеть можно выявить два пути 
проникновения нарушителя: через вре-
менный локальный отказ в обслужива-
нии и через фальсификацию маршрутов. 
Локальный отказ также может быть след-
ствием небезопасной процедуры обнару-
жения соседей.

Способ внедрения нарушителя в скон-
фигурированную сеть через навязывание 
ложных маршрутов представляет значитель-
ную опасность для сети. Это дает основания 
полагать, что именно функция маршрутиза-
ции коммуникационного протокола несет 
наибольшую ответственность за безопас-
ность сети в целом. Таким образом, задачей 
онтологического уровня является форми-
рование набора требований к протоколу. В 

Рис. 3. Модель атак на БСС
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дальнейшем эти требования позволят обо-
снованно выбрать средства защиты при раз-
работке архитектуры протокола.

В статье предложен четырехуровневый 
иерархический каркас (фреймворк) в каче-

стве средства разработки и аттестации ком-
муникационных протоколов БСС. Описаны 
модели, образующие верхний, онтологиче-
ский, уровень иерархии.

Анализ полноты и безопасности разра-
батываемых протоколов для сетей сенсоров 

Рис. 4. Модель жизненного цикла БСС в присутствии раннего вторжения нарушителя
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может быть проведен на основе предло-
женных моделей более наглядно, чем при 
использовании плоских систем классифи-
кации. По результатам анализа формиру-
ется набор требований к протоколу, кото-
рый является интерфейсом к следующему 
уровню иерархии – уровню архитектуры 

протокола. Применение иерархического 
каркаса в разработке или аттестации ком-
муникационного протокола БСС являет-
ся основой методологии, имеющей много 
общего с общепринятыми методологиями и 
практиками разработки через моделирова-
ние (MDD).
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УДК 004.77

В.С. Заборовский, М.Ю. Гук, В.А. Мулюха, А.С. Ильяшенко 

СЕТЕцЕНТРИЧЕСКИй ПОДХОД К СОЗДАНИЮ СИСТЕМы  
уДАЛЕННОГО уПРАВЛЕНИЯ РОБОТОТЕХНИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ  

С БОРТА ОРБИТАЛЬНОй СТАНцИИ

V.S. Zaborovsky, M.Yu. Guk, V.A. Muliukha, A.S. Ilyashenko 

NETwORK-CENTRIC APPROACH TO CREATING A REMOTE CONTROL 
SYSTEM FOR A ROBOTIC OBjECT FROM A BOARD  

OF AN ORBITAL STATION 

Рассмотрен сетецентрический подход к развитию концепции «internet of things» на примере 
создания системы удаленного интерактивного управления робототехническими объектами. Рассма-
триваемый подход апробирован в серии космических экспериментов, проводимых специалистами 
ЦНИИ РТК и СПбГПУ. Для описания сетевой инфраструктуры предложено использовать иерар-
хический подход, позволяющий выделить три уровня процессов информационного взаимодействия 
сетевых объектов, в частности, напланетных роботов и человека-оператора. Подробно изучен вто-
рой, мезоскопический уровень, описывающий информационно-транспортные процессы, связанные 
с формированием виртуальных соединений с требуемым уровнем качества передачи данных, в част-
ности, к величинам задержек передачи пакетов, при которых реализуется режим телеприсутствия 
оператора в зоне выполнения операций.

УДАЛЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ; СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКИЙ ПРИНЦИП; СЕТЕВАЯ ТРАНСПОРТ-
НАЯ ИНФРАСТРУКТУРА; ДИНАМИЧЕСКАЯ АДАПТАЦИЯ; СИЛОМОМЕНТНАЯ ОБРАТНАЯ 
СВЯЗЬ.

The article focuses on the network-centric approach to the development of the «internet of things» concept 
by creating an interactive remote control system for robotic objects. This approach was used in a series of space 
experiments conducted by specialists of Center for Robotics and Technical Cybernetics and SPbGPU. To 
describe the network infrastructure we propose to use a hierarchical approach which allows to distinguish three 
levels of information interaction processes between network objects, particularly onsurface robots and human 
operator. In the paper is proposed the second mesoscopic level that describes informational transmission 
processes associated with the formation of virtual connections with the desired level of quality of service, in 
particular the packet delay values to ensure the telepresence of operator in zone operations.

REMOTE CONTROL; NETWORK-CENTRIC PRINCIPLES; TRANSPORT NETWORK 
INFRASTRUCTURE; DYNAMIC ADAPTATION; FORCE-TORqUE FEEDBACK.

Современные компьютерные сети мо-
гут рассматриваться как информационно-
транспортные инфраструктуры, построен-
ны на базе стека протоколов TCP/IP, что 
позволяет объединить в единую иерархи-
ческую мультисервисную среду различные 

объекты управления, образуя т. н. internet 
of things [1, 2]. Такой подход применитель-
но к созданию систем удаленного управле-
ния робототехническими объектами имеет 
ряд важных преимуществ, среди которых 
можно выделить масштабируемость, на-
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дежность, адаптируемость. Эти качества 
особенно важны при создании систем уда-
ленного управления напланетными робо-
тами с борта пилотируемой орбитальной 
станции (ПОС).

Сетецентрический подход по отноше-
нию к решаемой задаче управления пред-
полагает наличие иерархической структуры 
организации информационно-логической 
связанности роботов в мультипротоколь-
ную виртуальную сеть многоцелевых опе-
раций. Верхний макроскопический уровень 
описывает логическую и информационную 
связанность всей робототехнической систе-
мы на уровне прикладных и пользователь-
ских сервисов. Этот уровень отвечает за ор-
ганизацию информационной связанности 
компонентов системы путем формирования 
мезообъектов – виртуальных соединений 
между роботами, отвечающих требованиям 
качества потоков данных между различны-
ми элементами распределенной системы. 
Другой задачей верхнего уровня является 
анализ целевой функции сложной опера-
ции, формирование последовательности 
более простых целей для реализации слож-
ной операции и контроля их выполнения.

Данная статья посвящена исследованию 
алгоритмов и протоколов мезоскопическо-
го уровня, отвечающего за формирование 
виртуальных соединений, характеристики 
которых соответствуют требованиям каче-
ства информационных потоков напланет-
ных роботов, необходимых для реализации 
режима телеприсутствия космонавта на 
борту ПОС. Под качеством передачи дан-
ных понимается ограничение на пропуск-
ную способность виртуального соединения, 
задержку передачи данных, в рамках такой 
связи, а также вероятность потери паке-
тов, формирующих данное соединение. 
Использование данной абстракции позво-
ляет расширить возможности применения 
сетей пакетной коммутации с учетом за-
держек и потерь в каналах передачи ин-
формации, например для силомоментного 
очувствления процессов телеуправления. 
Представленный в статье сетецентрический 
метод управления, относящийся к данному 
уровню информационного взаимодействия 
оператора и робототехнического объекта, 

основывается на механизмах виртуализации 
каналов передачи данных и формировании 
соединений, толерантных к задержкам.

Микроскопический уровень отвечает за 
организацию передачи сетевого пакетно-
го трафика в динамической сетевой среде 
при условии обеспечения требуемых ха-
рактеристик виртуальных соединений, что 
достигается используемым абсолютным 
приоритетом в обслуживании вместе с ве-
роятностным вытесняющим механизмом. 
Подробнее методы обеспечения требуемых 
характеристик каналов связи рассмотрены 
в статье «Алгоритмы управления характери-
стиками потоков пакетных данных в сете-
вой среде с использованием приоритетного 
вероятностного выталкивающего механиз-
ма» (см. наст. издание), а также в работах 
[3–6]. 

В настоящей статье рассматриваются во-
просы создания сетецентрического подхода 
к созданию системы удаленного управле-
ния, толерантной к задержкам. Отработка 
алгоритмов осуществляется с использова-
нием системы интерактивного управления 
динамическими объектами с борта ПОС. 
Созданная программная среда предостав-
ляет широкие возможности для отработ-
ки предлагаемых алгоритмов управления 
объектами в реальном масштабе времени. 
В качестве прикладной задачи в статье ис-
следуется алгоритм динамической настрой-
ки силомоментных воздействий задающего 
манипулятора-джойстика (ЗМ), который 
используется оператором, находящимся на 
борту ПОС. 

Сетецентрические технологии  
управления с использованием 
информационно-транспортной  

инфраструктуры

Создание сетецентрических систем 
управления на базе сетевых технологий от-
крывает новый этап в развитии как теории 
«internet of things», так и практики удален-
ного управления различными объектами. 
При этом в системах управления на первый 
план выходят принципы самоорганизации 
и адаптации управляемых объектов. Осо-
бые условия для реализации таких принци-
пов возникают в тех случаях, когда в конту-
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ре управления сетевым объектом находится 
человек-оператор.

Примером подобной задачи может быть 
космический эксперимент (КЭ) «Контур 2»,  
особенностью которого является тот 
факт, что объекты сетевого управления 
представлены двумя типами роботов, 
функционирующих в различных режи-
мах, но управляемых с помощью одного 
устройства – двухкоординатного задаю-
щего манипулятора. Это устройство осна-
щено электроприводами, формирующими 
регулируемые усилия (моменты) по двум 
ортогональным осям рукоятки управления. 
Для управления первым типом роботов ис-
пользуется синхронный канал связи, за-
держка в котором не превышает 15 мс, а 
величина дисперсии задержки (джиттера) 
не более 10 % от значения параметра RTT. 
В этом случае оператор может использовать 
режим билатера́льного управления робо-
том [7, 8]. Для управления вторым типом 
роботов используется виртуальный канал, 
проходящий через сегмент сети Интернет. 
Неотъемлемым свойством такого канала яв-
ляется высокое значение величины и дис-
персии RTT, что снижает эффективность 
использования режима телеприсутствия, но 
позволяет оператору с помощью обратного 
усилия на рукоятке ЗМ оценивать свойства 
сетевой среды, в которой функционирует 
исполнительный элемент робота. Подобное 
повышение информативности управления 
за счет эффекта силомоментного очувст-
вления задержек позволяет оператору кор-
ректировать скорость и направления пере-
мещения робота, а с помощью воздействия 
на рукоятку джойстика – ощущать влия-
ние сетевой среды и формировать оцен-
ку задержки данных в каналах связи КЭ 
«Контур-2», которые включают в себя:

ассиметричный радиоканал S-band,  •
обеспечивающий передачу данных между 
бортом МКС и наземной приемной стан-
цией, расположенной на территории Гер-
мании, и обеспечивающий сеанс связи на 
протяжении 9-10 мин (256 кбит/с от Земли 
к МКС и 4 Мбит/с от МКС к Земле);

цифровую синхронную линию связи  •
между наземной приемной станцией и объ-
ектом управления;

публичную сеть (Интернет), связыва- •
ющую немецкий наземный сегмент с рос-
сийским.

Особенности исследуемой сетевой сре-
ды характеризуются необходимостью ис-
пользования на российской стороне режима 
компенсации задержек, неупорядоченной 
доставки или потерь пакетов при прохож-
дении данных через сеть Интернет, что по-
зволяет реализовать интерактивное управ-
ление, учитывающее пространственные и 
временные ограничения.

Алгоритм двухконтурной  
системы управления

Учитывая особенности используемой се-
тевой среды, процессы информационного 
обмена ЗМ и робота предлагается деком-
позировать на два класса: локальную отра-
ботку команд управления в режиме жестко-
го реального времени и процессы доставки 
команд управления через сетевую инфра-
структуру с использованием модели взаимо-
действия типа «точка-точка» и протоколов 
из стека TCP/IP. Организованная таким об-
разом система обеспечивает взаимодействие 
двух контуров управления (рис. 1):

локального контура, в котором про- •
граммный модуль «контроллер ЗМ» (КЗМ) 
обеспечивает циклический опрос текущих 
координат ЗМ, вычисление и отправку в ЗМ 
вектора силы, зависящего от текущего поло-
жения и скорости перемещения рукоятки, а 
также информации обратной связи (T' ), по-
лучаемой от объекта управления (ОУ);

сетевого контура, в котором про- •
граммные компоненты используются для 
организации процесса передачи векторов 
управления (C ) и данных телеметрии (T ) 
между КЗМ и ОУ.

Основой сетевого контура управления 
является программный модуль Транспор-
тер, состоящий из сетевых модулей задаю-
щего манипулятора и ОУ (СМЗМ и СМОУ, 
соответственно, см. рис 1), связанных вир-
туальным транспортным каналом, постро-
енным на базе протокола UDP [9]. С ко-
нечными системами (КЗМ и ОУ) сетевые 
модули связаны через модули адаптации 
(МА) к свойствам среды передачи (МАЗМ 
и МАОУ, соответственно).
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Интернет, не является постоянной. Задачей 
принимающей части Транспортера являет-
ся контроль правильного порядка поступле-
ния пакетов. Транспортер также определяет 
текущее состояние среды передачи: задерж-
ку доставки (среднюю и вариации), а также 
вероятность пропадания сообщения.

Кроме изохронной доставки потоков 
отсчетов векторов, Транспортер обеспечи-
вает и доставку асинхронных сообщений о 
событиях, имеющих отношение к процес-
су телеуправления. Примером таких собы-
тий является нажатие кнопок, имеющихся 
на рукоятке ЗМ. Такие события возника-
ют эпизодически в произвольный момент 
времени, но они должны гарантированно 
дойти до получателя, сохраняя привязку по 
времени к передаваемому изохронному по-
току отсчетов.

Для учета задержек в канале связи в 
контур управления добавлены элементы, 
которые называются модулями адаптации. 
Задачами модулей адаптации является вос-
полнение пропущенных отсчетов, а также 
трансляция векторов управления и теле-
метрии (C, T ) в сообщения, передаваемые 
по сети (NC, NT ), с учетом текущих пара-
метров среды передачи (и обратные преоб-
разования на противоположной стороне). 
Модули адаптации предназначены для ре-
шения задачи обеспечения управляемо-
го устройства дополнительной информа- 
цией, что позволит не допустить перерывов 
в процессе передачи управляющих сигналов 
и тем самым обеспечить плавность управле-

Очевидно, что для обеспечения плав-
ности управления силового воздействия 
на рукоятку ЗМ частота циклов КЗМ 
должна быть достаточно высокой. Связку  
КЗМ–ЗМ при этом можно рассматривать 
как «почти аналоговую» систему, что упро-
щает математическое описание системы и 
анализ ее устойчивости. Также как анало-
говую систему желательно рассматривать и 
ОУ со своим локальным контуром управ-
ления, обеспечивающим его движение под 
управлением задания, приходящего в виде 
вектора C′. Обе эти конечные «почти ана-
логовые» системы объединяются в глобаль-
ный контур через сеть с пакетной коммута-
цией. Темп посылки пакетов по сети может 
быть значительно ниже частоты циклов 
КЗМ, поэтому связь по сети следует рас-
сматривать как дискретную (по времени), 
причем, вносящую существенное запазды-
вание.

Программный модуль Транспортер 
основан на протоколе UDP и предназна-
чен для обеспечения изохронной связи 
локальных контроллеров: отсчеты вектора 
управления, равномерно получаемые от 
локального контроллера ЗМ, должны так-
же равномерно передаваться локальному 
контроллеру ОУ. Аналогично во встречном 
направлении должны передаваться отсчеты 
вектора телеметрии. Таким образом, орга-
низуется дискретная связь «почти аналого-
вых» конечных систем с частотой дискрети-
зации, равной частоте отправки сообщений. 
Однако задержка доставки, вносимая сетью 

Рис. 1. Структура системы телеуправления
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регулятором ЗМ, и силы fe’, отображающей 
силу воздействия окружающей среды fe на 
робота. Входом p регулятора ЗМ является 
рассогласование текущей позиции ЗМ (pm) 
с отображением текущей позиции робота 
(ps). Параметры регулятора – вектор {A} – 
могут изменяться динамически;

средства коммуникации (Транспор- •
тер), вносящие задержки доставки, и моду-
ли адаптации, парирующие действие этих 
задержек. В общем случае задержки в пря-
мом (Tf) и обратном канале (Tb) могут быть 
различными;

контур управляемого устройства (на  •
схеме справа), вырабатывающего воздей-
ствие на робота по рассогласованию его 
текущей позиции ps и отображения pm’ по-
зиции задающего манипулятора. На робота 
также может воздействовать окружающая 
среда с силой fe. В качестве обратной связи 
может использоваться вектор текущей по-
зиции робота ps и, при наличии соответ-
ствующих датчиков, вектор силы воздей-
ствия окружающей среды fe.

Модель настройки  
параметров контура управления 

Организация телеприсутствия требу-
ет, чтобы в процессе управления оператор 
имел возможность «ощущать» текущее со-
стояние робота и сети передачи данных. 

ния роботом. В простейшем случае транс-
ляция прозрачна: в сообщениях передаются 
непосредственно текущие (на момент от-
правки) значения соответствующих векто-
ров (отсчеты), и на принимающей стороне 
эти векторы передаются в локальный кон-
тур управления. Для визуализации модели 
робота и контроля процессов управления 
Транспортер передает на компьютер опе-
ратора потоки отсчетов векторов текущей 
позиции ЗМ и телеметрии. Для отладочных 
целей в сетевые модули введена возмож-
ность отправки сообщений трассировки на 
внешний приемник (на рис. 1 обозначен 
как TeleSniffer).

Структура системы управления 

По результатам анализа ряда работ по 
соответствующей тематике [4–7] построена 
схема контура управления, позволяющего 
решить поставленную задачу. Данная схема 
изображена на рис. 2.

На схеме можно видеть разделение кон-
тура на три основные части:

контур управляющего устройства (на  •
схеме слева), выходом которого является 
вектор управления С, отображающий те-
кущее положение рукоятки манипулятора 
pm. Перемещение рукоятки определяется 
силой f, складывающейся из силы воздей-
ствия оператора fh, силы f, формируемой 

Рис. 2. Организация контура управления, толерантного к задержкам
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щее положение манипулятора. Расчет сило-
вого воздействия, ощущаемого оператором, 
производится по следующей формуле:

0 1 2 3
0

( ) ( ) ,
t

f t A p d A p A p A p= τ τ + + +∫  

где A0 – астатизм системы; A1 – жесткость 
виртуальной пружины; A2 – вязкость сре-
ды, в которой происходит управление;  
A3 – виртуальная масса рукоятки.

В процессе управления стартовое по-
ложение виртуальной пружины будет из-
меняться так, чтобы совпасть с текущим 
положением координат робота. Для «очувст-
вления» состояния среды передачи данных 
жесткость виртуальной пружины должна 
не только увеличиваться в зависимости от 
расхождения положения робота и ЗМ, но 
и корректироваться с учетом величины за-
держки данных в канале связи, увеличивая, 
таким образом, инерционность сетевого 
контура управления.

Для реализации такого режима взаимо-
действия на управляющем устройстве по-
требуется обрабатывать дополнительный 
объем информации о состоянии канала 
связи, в качестве которой в ЗМ использу-
ются упорядоченная по времени последо-
вательность отсчетов параметра задержки 

Поэтому для описания конфигурационно-
го пространства системы управления пред-
лагается использовать модель виртуальной 
пружины, закрепленной одним концом в 
основание джойстика, начальное поло-
жение которой совпадает с текущим по-
ложением управляемого робота. В началь-
ном положении робот никаким образом не 
воздействует на ЗМ. Однако если оператор 
начнет осуществлять управление и выво-
дить джойстик из начального положения, 
то чем дальше будет отведен джойстик от 
начального положения, тем большие уси-
лия операция растяжения виртуальной 
пружины потребует от оператора. На рис. 2  
представлена схема, реализующая алго-
ритм расчета величины силомоментного 
воздействия, которую ощущает оператор 
в процессе управления. Сила упругости 
виртуальной пружины рассчитывается по 
результатам анализа текущего положения 
джойстика с учетом пришедшей информа-
ции о положении робота, которая рассчи-
тывается по формуле:

,s mp p p′= −

где p′s – вектор координат робота, который 
на данный момент доступен для обработки 
в модуле адаптации джойстика; pm – теку-

(1)

(2)

Рис. 3. Структура ПО задающего манипулятора
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RTT и доля потерянных сетевых пакетов 
(ДПП) [3, 4, 10] по формуле (3), который 
соизмерим с постоянной времени всей зам-
кнутой системы управления:

0 1 2 3
0

4

( ) ( ( ) )

RTT ДПП ,

t

f t A p d A p A p A p

p
A

p

= τ τ + + + +

+ ⋅ ⋅ ⋅

∫  

где А4 – коэффициент влияния среды пере-
дачи данных на силомоментное очувствле-
ние. 

В результате при увеличении задержек 
величина силового воздействия на рукоят-
ку ЗМ не позволит оператору осуществлять 
быстрое изменение его положения. Это 
обстоятельство хотя и уменьшит скорость 
перемещения робота, но позволит опера-
тору корректировать результаты отработки 
операций, анализируя данные об управ-
ляющих воздействиях, несмотря на то, что 
эти данные станут доступны оператору с 
задержкой.

Согласно требованиям билатерально-
го управления, программное обеспечение 
двухконтурной системы телеуправления 
является симметричным. Локальные кон-
троллеры как ЗМ, так и робота реализова-
ны в виде ПИД-регуляторов и отличаются 
друг от друга лишь параметрами настройки. 
На рис. 3 приведена структура разработан-
ного программного обеспечения задающего 
манипулятора джойстика, для реализации 
которого используется 32-разрядный ARM 
микроконтроллер.

Программный модуль контроллера ЗМ 
обеспечивает чтение текущих координат и 
состояния кнопок джойстика, а также фор-
мирование и подачу команд управления 
силовым воздействием. Модуль реализует 
функции ПИД-регулятора, для которого 
входная величина и коэффициенты в зако-
не управления формируются программным 
модулем адаптации.

Модуль Транспортера осуществляет 
регулярный прием и передачу данных из 
сети, обращаясь к модулю адаптации для 
преобразования векторов управления и те-
леметрии, а также обработки текущей ин-

формации о задержках в канале передачи 
данных. Модуль адаптации осуществляет 
преобразования, обеспечение устойчивости 
замкнутой системы и показатели качества 
управления.

Модуль Транспортер активизируется с 
удвоенной частотой обмена данными, что 
позволяет вызывать модуль адаптации, по-
переменно передавая ему на обработку то 
вектор телеметрии, полученный от робо-
та, то вектор управления, полученный от 
контроллера джойстика. Результат работы 
модуля адаптации, соответственно, пере-
дается контроллеру джойстика или отправ-
ляется по сети объекту управления. Если 
в нужный момент времени во входной 
очереди сообщений нет, то в этом случае 
модуль адаптации формирует управляю-
щее воздействие на основе предсказанно-
го с использованием (3) вектора значения 
жесткости виртуальной пружины и скоро-
сти перемещения исполнительного органа 
робота.

В статье рассмотрен новый подход к 
развитию концепции «internet of things» 
на примере создания системы удаленного 
управления робототехническими объекта-
ми в процессе космического эксперимен-
та «Контур-2». Данный подход подразуме-
вает наличие иерархической структуры, 
включающей три уровня: макроуровень, 
осуществляющий логическую связанность 
объектов; мезоуровень, отвечающий за 
формирование виртуальных каналов свя-
зи; микроуровень обработки сетевых паке-
тов. Предложены протоколы и алгоритмы 
мезоскопического уровня, позволяющие 
использовать сетевые технологии для фор-
мирования информационно-транспортной 
инфраструктуры нового класса, объединя-
ющей различные технические устройства и 
человека-оператора в систему.

Для отработки новых технических 
решений и трансфера технологий ис-
пользуются возможности существующей 
информационно-коммуникационной ин-
фраструктуры управления динамически-
ми объектами на поверхности Земли с 
борта Международной космической стан-

(3)
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УДК 004.7

А.В. Самочадин, С.М. Носницын, П.А. Рогов, И.А. Хмельков 

РЕАЛИЗАцИЯ МОБИЛЬНыХ СЕРВИСОВ,  
ОСНОВАННыХ НА МЕСТОПОЛОЖЕНИИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ,  

С ПОМОЩЬЮ MDM СИСТЕМы

A.V. Samochadin, S.M. Nosnitsyn, P.A. Rogov, I.A. Khmelkov

IMPLEMENTATION LOCATION-BASED SERVICES ON THE BASE  
OF MDM SYSTEM

Рассмотрены подходы к определению местоположения пользователей корпоративной системы 
с помощью средств централизованного управления мобильными устройствами (Mobile Device Man-
agement). На основе доступной информации о местоположении групп пользователей предложен ряд 
сервисов, ориентированных на использование в образовательных учреждениях.

МОБИЛЬНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ; MOBILE DEVICE MANAGEMENT; МОБИЛЬНЫЕ  
СЕРВИСЫ.

The article presents the current approaches to determining the location of corporative system’s users 
on the base of Mobile Device Management tools. On the basis of location information offered a number of 
services targeted for use in educational organizations.

MOBILE TECHNOLOGIES; MOBILE DEVICE MANAGEMENT; LOCATION-BASED 
SERVICES.

Анализ мировых тенденций исполь-
зования мобильных технологий  показы-
вает актуальность их применения в об-
разовательной деятельности для решения 
педагогических задач и для организации 
удаленного доступа к общесетевым и спе-
циализированным ресурсам и сервисам 
учебного заведения. Многие университеты 
мира активно внедряют различные наборы 
сервисов [1, 2]. С ростом числа приложе-
ний, контента и данных, доступ к которым 
может осуществляться с самых разноо-
бразных устройств, становится необходи-
мым внедрение средств централизованно-
го управления мобильными устройствами 
Mobile Device Management (MDM). MDM 
представляет собой программное обеспече-
ние для работы с корпоративными систе-
мами при помощи мобильных устройств, 
обеспечивающее управление распростране-
нием приложений, политиками, безопас-
ностью, предоставляемыми услугами [3]. 
MDM включает систему функций по защи-

те и управлению данными и приложения-
ми, а также центрально-ориентированную 
систему информационных функций [4]. 

MDM системы в основном ориенти-
рованы на использование устройств поль-
зователей (концепция «Принеси свое соб-
ственное устройство» − Bring Your Own 
Device (BYOD)) для доступа к корпоратив-
ным информационным ресурсам и серви-
сам организации. MDM, совместно с под-
ходом BYOD, является одним из наиболее 
перспективных подходов для внедрения 
мобильных сервисов в образование [5] и 
позволяет использовать собственные мо-
бильные устройства студентов и сотрудни-
ков для реализации новых форм учебной 
работы, новых вариантов использования 
образовательного пространства универси-
тета, решения современных творческих, 
педагогических и методических задач. 

Одной из существенных возможностей, 
появляющихся при использовании MDM, 
является возможность определять место-
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положение групп пользователей системы и 
за счет этого реализовывать ряд сервисов, 
основанных на определении местоположе-
ния (Location Based Services – LBS). 

В статье рассматриваются подходы к 
определению местоположения с помощью 
средств MDM и описываются сервисы, ре-
ализуемые с помощью информации о ме-
стоположении групп пользователей.

Определение местоположения пользователей 
мобильных устройств

Общая схема решения по предоставле-
нию сервисов, основанных на местоположе-
нии, с помощью средств MDM, приведена 
на рис. 1. Каждый пользователь иденти-
фицируется с помощью MDM. После это-
го каждое мобильное устройство сообщает 
оперативную информацию о местоположе-
нии серверу MDM. Сервисы, основанные 
на местоположении  (LBS), используют 
эту информацию в соответствии со своей 
функциональностью. 

Информация о местоположении пользо-

вателя  мобильного устройства может быть 
получена на основе следующих подходов:

с помощью встроенных средств геопо-
зиционирования мобильной платформы; 

на основании данных, полученных от 
внешних технических средств.

Геопозиционирование с помощью встроен-
ных средств мобильной платформы. Основ-
ные производители операционных систем 
(ОС) для мобильных устройств предлагают 
встроенные возможности геопозициониро-
вания. Для определения местоположения 
мобильного устройства в этом случае ис-
пользуется специальная программа-агент, 
обеспечивающая получение данных от мо-
бильной ОС и передачу их на сервер MDM. 
Следует отметить, что регулярное получение 
данных о положении мобильного устрой-
ства возможно только если программа-
агент на мобильном устройстве постоянно 
активна или периодически автоматически 
активируется, в связи с чем возникает не-
обходимость ее запуска в фоновом режиме. 
Операционные системы трех наиболее рас-

Рис. 1. Общая схема решения по предоставлению сервисов



Телекоммуникационные системы и компьютерные сети

29

пространенных мобильных платформ (Ap-
ple iOS, Google Android, Microsoft Windows 
Phone) поддерживают возможность фоно-
вого выполнения программ-агентов, заре-
гистрированных на мобильном устройстве 
в качестве клиента сервиса геопозициони-
рования. Операционная система автомати-
чески передает управление такой програм-
ме при выполнении любого из следующих 
условий [6, 7]:

истечение заданного временного интер-
вала;

изменение географического положения 
мобильного устройства на величину, пре-
вышающую заданный порог.

Недостатком этого подхода является то, 
что передача данных по сетям мобильной 
связи вызывает ускоренный расход бата-
реи мобильного устройства, поэтому ча-
стоту уведомлений сервера об изменении 
физического местоположения мобильного 
устройства необходимо устанавливать ми-
нимальной, но обеспечивающей в то же 
время требуемую сервером точность пози-
ционирования устройства.

Геопозиционирование с применением 
внешних устройств. Подход применяется в 
основном внутри помещений. Одним из 
возможных способов геопозиционирования 
мобильного устройства  является монито-

ринг сетей Wi-Fi с последующей привязкой 
положения мобильного устройства к поло-
жению оборудования, в зоне действия ко-
торого находится устройство [8]. 

Здесь можно выделить два основных 
подхода:

геопривязку мобильного устройства к  •
положению отдельной точки доступа;

интегрированные решения, исполь- •
зующие данные, полученные от различного 
оборудования и сложные расчетные мето-
ды.

Геопривязка мобильного устройства к 
положению отдельной точки доступа. Этот 
подход к решению предусматривает анализ 
данных с беспроводных точек доступа сетей 
Wi-Fi и геопривязку мобильного устройства 
к точке доступа, к которой оно подключено 
в данный момент. 

Большая часть современных точек до-
ступа позволяют получить информацию 
о подключенных Wi-Fi устройствах с по-
мощью средств встроенной операционной 
системы. Для практической реализации 
такого способа разрабатывается серверный 
компонент, работающий в корпоративной 
сети передачи данных. Этот компонент 
по заданному расписанию устанавливает 
соединение с точками доступа и отправ-
ляет данные о подключенных мобильных 

Рис. 2. Геопозиционирование мобильного устройства по данным, полученным с точек доступа
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устройствах на MDM сервер, как показано 
на рис. 2.

Если конфигурация развернутой в орга-
низации Wi-Fi сети содержит контроллеры 
беспроводного доступа, информация о под-
ключенных мобильных устройствах может 
быть получена непосредственно с контрол-
лера, как это показано на рис. 3.

Третий способ связан с развертыванием 
в организации централизованного решения, 
предоставляющего, в том числе возмож-
ность определения локации подключенных 
мобильных устройств средствами беспро-
водной сетевой инфраструктуры. Напри-
мер, компания Cisco предлагает исполь-
зовать для этой цели Mobile Service Engine 
совместно с Cisco Unified Wireless Network 
(CUWN) [9, 10]. Это позволяет получить 
информацию о подключенных мобильных 
устройствах внутри беспроводной сети, 
развернутой в помещениях на разных эта-
жах зданий (в т. ч. получать уведомления об 
изменении положения мобильного устрой-
ства). Для более точного определения ме-
стоположения подключенного беспровод-
ного устройства используется информация, 
полученная с различных элементов сетевой 
инфраструктуры и алгоритм TDOA (Time 
difference of arrival). 

Интегрированные решения, исполь-
зующие данные, полученные от различно-
го оборудования. Еще одним подходом к 
геопозиционированию внутри помещений 
является определение положения мобиль-
ного устройства по значениям уровня ра-
диосигнала (Received Signal Strength – RSS) 
точек доступа, полученным от Wi-Fi моду-
ля мобильного устройства.

Основными способами обработки дан-
ных RSS являются метод триангуляции и ме-
тод радиоотпечатков (radio fingerprinting).

Метод триангуляции основывается на 
известном положении базовых станций 
(точек доступа) и известной мощности 
излучаемого ими сигнала; в этих услови-
ях уровень затухания сигнала от разных 
станций позволяет вычислить положение 
приемника мобильного устройства. Одна-
ко точность такого метода обычно весьма 
невысока, и он больше подходит для пози-
ционирования по базовым станциям сети 
сотовой связи.

Метод радиоотпечатков основан на 
сравнении значения RSS в данной точке с 
заранее измеренными значениями в неко-
торых реперных точках:

На этапе калибровки в различных 1. 
точках пространства измеряется уровень 

Рис. 3. Геопозиционирование мобильного устройства по данным, полученным  
с контроллера беспроводной сети
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сигнала доступных Wi-Fi сетей, и составля-
ется радиокарта помещений.

На этапе определения местоположе-2. 
ния Wi-Fi модуль мобильного устройства 
используется для измерения текущих уров-
ней сигналов от различных точек доступа, 
и на основании сравнения полученных 
данных с радиокартой определяется место-
положение мобильного устройства.

Следует иметь в виду, что разработ-
ка методов построения радиокарты и рас-
четных алгоритмов позиционирования по 
методу радиоотпечатков − это сложная 
научно-техническая задача, решение кото-
рой требует больших усилий. Кроме этого, 
из всех рассматриваемых мобильных плат-
форм только Android предоставляет внеш-
ние программные интерфейсы для получе-
ния уровня сигнала доступных Wi-Fi сетей, 
поэтому данный метод нельзя считать уни-
версальным решением. 

В работе [11] проведен анализ различ-
ных методов позиционирования по Wi-Fi 
сетям и сделан вывод, что наиболее пер-
спективным является алгоритм сопоставле-
ния отпечатков. Однако замечено, что вви-
ду необходимости длительной калибровки 
и хранения калибровочной информации, а 
также статичности карты мощностей сиг-
налов, подразумевающей отсутствие изме-

нений в рабочей среде, данный алгоритм 
является не вполне адекватным.

Кроме подходов, использующих имею-
щуюся Wi-Fi инфраструктуру, существуют 
также решения, основанные на установке 
дополнительного обору дова ния, специ-
ально предназначенного для обеспечения 
точного позиционирования мобильных 
устройств внутри помещений. Примером 
такого решения является продукт I.T.S. 
(Indoor Triangulation System) компании 
Navizon, развертывание которого включает 
следующие шаги:

Установка специализированных Wi-Fi 1. 
маячков (маячки должны быть размещены 
на расстоянии 20–50 м друг от друга и по-
крывать всю площадь помещений, в кото-
рых планируется осуществлять  геопозици-
онирование).

Составление поэтажных планов поме-2. 
щений и их загрузка на пользовательский 
портал Navizon.

После выполнения этих действий по-
ложение отдельных мобильных устройств 
может быть определено с помощью облач-
ного веб-сервиса, развернутого компанией 
Navizon.

Таким образом, указанные подходы 
позволяют иметь информацию о место-
положении пользователей MDM системы. 

Рис. 4. Геопозиционирование мобильного устройства с использованием Cisco Mobile Service Engine
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Используя эту информацию, можно реали-
зовать как традиционные сервисы, осно-
ванные на местоположении пользователя 
сервиса, так и сервисы, основанные на ин-
формации о местоположении групп поль-
зователей.

Сервисы, основанные на местоположении

В работах [5, 12] рассмотрены и класси-
фицированы  мобильные сервисы, приме-
няемые в образовании. Анализ этих работ и 
сервисов, предоставляемых ведущими уни-
верситетами мира (например: Massachusetts 
Institute of Technology, Stanford university, 
Harvard university), позволяет выделить для 
образовательных учреждений следующие 
основные категории сервисов, основанных 
на местоположении: 

экстренные службы (применяются в 
чрезвычайных ситуациях, когда человек не 
может или не в состоянии сам определить 
свое местоположение): 

массовое оповещение, информирование 
пользователей (с учетом их реального ме-
стоположения);

навигационные услуги (удовлетворение  
потребностей пользователей в определении 
направления движения от текущего место-
положения):

справочная информация о маршрутах 
по территории образовательного учрежде-
ния (с учетом информации о различных 
видах ограничений: ремонты; проведение 
мероприятий, затрудняющих проход; проб-
ки и т. д.);  

информационные услуги (мобильные жел-
тые страницы, сообщения о событиях, про-
исходящих рядом):

справочная информация о ближайших 
объектах (аудиториях, столовых, кафе  
и т. д.); 

справочная информация о проводящих-
ся рядом мероприятиях (семинарах, конфе-
ренциях и т. д.);

рекламные услуги (предоставление рекла-
модателям доступ к персонифицированной 
целевой аудитории, расположенной в за-
данном месте):  

поступающая на мобильные устройства 
реклама спонсоров университета рядом с 
лабораториями, оборудованными на спон-

сорские деньги;
услуги по отслеживанию (отслеживание 

местоположения пользователей): 
автоматическое определение списка лиц, 

присутствующих на мероприятии (лекции, 
семинаре, совещании и т. д.), на основе ре-
ального местоположения участников;

социальные сети с возможностью по-
лучения информации о местоположении 
участников (пользователи могут объеди-
няться в виртуальные группы и видеть на 
своих мобильных устройствах местополо-
жение участников этих групп);

биллинговые услуги (динамические рас-
ценки на услуги или контент в зависимости 
от местоположения пользователя): 

получение доступа к электронным би-
блиотечным фондам на мобильном устрой-
стве в библиотеке бесплатно, а вне ее – по 
подписке.

Все указанные сервисы могут быть реа-
лизованы в рамках предлагаемого подхо-
да. 

Помимо перечисленных выше сервисов, 
для которых достаточно знать местополо-
жение пользователя, применение средств 
централизованного управления мобильны-
ми устройствами позволит добавить допол-
нительные виды услуг, такие, как

автоматическая регистрация на заня- •
тиях и мероприятиях (на основе реального 
местоположения);

автоматизированная блокировка и раз- •
блокировка сенсоров мобильных устройств 
в соответствии с проводимыми образова-
тельными мероприятиями (на основе ме-
стоположения, расписания);

беспроводное подключение к распо- •
ложенным поблизости устройствам (прин-
терам, проекторам, к различным мультиме-
дийным устройствам); 

беспроводное подключение в обра- •
зовательных и исследовательских целях к 
расположенным поблизости измеритель-
ным приборам/сенсорам.

Использование мобильных устройств 
в образовательных целях – это уже ре-
альность. Многие университеты мира уже 
начали внедрять системы, позволяющие 
студентам использовать мобильные устрой-
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ства в процессе обучения. Одним из наи-
более перспективных направлений явля-
ется внедрение услуг, предоставляемых 
обучающимся на основе их местоположения.  
В статье предложены подходы к определе-
нию местоположения как для отдельных 
пользователей, так и для групп пользовате-
лей, основанные на технологии централи-
зованного управления мобильными устрой-

ствами. На основе доступной информации 
о местоположении групп пользователей 
предложен ряд новых сервисов для образо-
вательных учреждений. 

Разработка ПО для систем централизованного 
управления мобильными устройствами проводится 
в рамках совместного проекта компании IBS (Мо-
сква) и СПбГПУ (Санкт-Петербург). Работа выпол-
няется при финансовой поддержке Министерства 
образования и науки РФ.
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В.С. Заборовский, А.С. Ильяшенко, В.А. Мулюха

АЛГОРИТМы уПРАВЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ПОТОКОВ  
ПАКЕТНыХ ДАННыХ В СЕТЕВОй СРЕДЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  

ПРИОРИТЕТНОГО ВЕРОЯТНОСТНОГО ВыТАЛКИВАЮЩЕГО  
МЕХАНИЗМА

V.S. Zaborovsky, A.S. Ilyashenko, V.A. Muliukha

CHARACTERISTICS OF THE PACKET DATA FLOwS CONTROL 
ALGORITHM IN A NETwORK ENVIRONMENT BASED ON PRIORITY 

PROBABILISTIC PuSH-OuT MECHANISM

Изучены методы управления характеристиками сетевого трафика с использованием приоритет-
ного вероятностного механизма обработки пакетных данных. На примере двухпотоковой системы 
массового обслуживания (СМО) с ограниченным объемом буферной памяти и алгоритмом обработ-
ки пакетов, параметром которого является вероятность вытеснения неприоритетного требования и 
его замещение приоритетным, исследованы статистические характеристики системы с приоритет-
ным обслуживанием заявок, совокупность которых управляет режимом функционирования моделей 
телематических устройств. Предложен способ обобщения решения, полученного для двухпотоко-
вых СМО, на многопотоковые режимы функционирования, которые характерны для современных 
сред облачных вычислений и киберфизических систем класса «internet of things». Рассмотренные 
алгоритмы применяются на третьем уровне иерархической модели управления сетевыми объек-
тами, описанной в статье «Сетецентрический подход к созданию системы удаленного управления 
робототехническими объектами с борта орбитальной станции», опубликованной в данном номере 
журнала. В этой модели информационное взаимодействие с объектами управления осуществляется 
с помощью динамически формируемых виртуальных соединений. 

СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ; ПРИОРИТЕТНАЯ ОБРАБОТКА ДАННЫХ; 
УДАЛЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ РОБОТАМИ; ВЕРОЯТНОСТНЫЙ ВЫТАЛКИВАЮЩИЙ МЕХА-
НИЗМ; ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ; GPSS.

This article focused on control methods for characteristics of packet network traffic based on prioritization 
and probabilistic push-out mechanism. On the example of two-flow queuing system (qS) with a limited 
amount of buffer memory and packets processing algorithm with a replacement probability of non-priority 
packet by priority packets parameter studied statistical characteristics of a qS with prioritized packets 
processing. Proposed a way to summarize obtained results for multi-flow qS of the same type, which are 
used in modern cloud computing environments and cyber-physical systems of class like «internet of things». 
Considered algorithms are applied on the third level of hierarchical model of robotic remote control system, 
described in article «Network-centric approach to creating a remote control system for a robotic object from 
a board of an orbital station» in this issue of this journal. In this model for communicating with robot are 
used dynamically generated virtual connections. 

qUEUEING SYSTEMS; PRIORITIZED DATA PROCCESSING; REMOTE ROBOTIC CONTROL; 
PROBABILISTIC PUSH-OUT MECHANISM; SIMULATION MODEL; GPSS.
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Сетецентрические подходы к организа-
ции информационного взаимодействия ста-
новятся доминирующими методами орга-
низации сложных технических систем, чьи 
функциональные возможности реализуют-
ся за счет использования принципов само-
организации и адаптации к изменяющимся 
условиям функционирования, модельное 
описание которых носит стохастический ха-
рактер. Для обеспечения робастности таких 
систем большое значение имеют алгоритмы 
управления различными потоками данных, 
которые используются для передачи  ин-
формации как о состоянии среды функци-
онирования и организации обратных свя-
зей между исполнительными механизмами 
и устройствами задающих воздействий, так 
и для контроля качества выполнения по-
следовательностей операций, реализующих 
выбранную стратегию управления. 

Важным направлением практического 
использования сетецентрических систем 
являются космические проекты, связанные 
с использованием группировок напланет-
ных роботов для проведения геологических 
исследований поверхности планет или вы-
полнения сервисных операций при обслу-
живании автономных или пилотируемых 
орбитальных станций. В таких системах 
объекты управления функционируют в экс-
тремальных средах, что приводит к необхо-
димости решения задач класса фильтрации 
потоков данных при условиях многофак-
торных ограничений, в т. ч. стохастических, 
накладываемых на характеристики исполь-
зуемой среды передачи информации. 

Поэтому разработка и исследование 
моделей управления потоками данных, по-
зволяющих оперативно оценить характери-
стики пропускной способности и величи-
ны задержек пакетов в различных условиях 
функционирования  с учетом приоритетов 
в решении заданного множества сервис-
ных задач, является актуальной научно-
технической задачей. 

Исследование подобных моделей  мо-
жет быть полезно не только в космической 
робототехнике, но и при создании  систем 
защиты информации в среде облачных 
вычислений, в условиях, когда правила 
контроля доступа к информационным ре-

сурсам должны генерироваться в режиме 
реального времени в результате  изменения 
конфигурации виртуальных машин или их 
миграции в соответствии с выбранными 
критериями или классами сервисов [8]. 

Примером такой задачи является прио-
ритетное управление процессами передачи 
данных на прикладном уровне межсетевого 
взаимодействия в соответствии с выбран-
ной политикой информационной безопас-
ности, которая реализуется с помощью 
межсетевых экранов, функционирующих в 
режиме скрытной фильтрации. 

В общем случае областью применения 
разработанных моделей могут стать лю-
бые системы, в которых критерии функ-
ционирования формируются путем задания 
приоритетов обработки потоков  данных, 
приходящих от нескольких источников и 
имеющих различную «степень важности» 
для решения многоцелевых задач управле-
ния.

Однако для проведения полноценно-
го исследования разработанных моделей 
требуется использовать математические 
методы, позволяющие описать систему с 
заданным уровнем точности и формализо-
вать происходящие процессы так, учиты-
вая специфику прикладного использования 
создаваемой системы. Для этих целей в 
работе предлагается использовать  аппарат 
теории массового обслуживания и модели 
процессов, отражающие особенности со-
временных технологий информационно-
го взаимодействия, основывающиеся на 
принципах коммутации пакетов и стати-
стического мультиплексирования данных. 
Исследование подобных моделей осложня-
ется трудностью их полноценного аналити-
ческого описания.

Именно в виду сложности применяе-
мого математического аппарата в теории 
СМО хорошо исследованы однопотоковые 
модели с различными ограничениями, на-
кладываемыми на процесс функциони-
рования системы, например, такими, как 
объем буферной памяти, различные законы 
распределения времени обслуживания, раз-
личные законы распределения временных 
интервалов между поступлениями требова-
ний, многоканальная обработка информа-
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ции, количество источников информации.
Формально существует огромное коли-

чество вариантов по усложнению простей-
ших однопотоковых моделей СМО. Это 
можно сделать, например,  за счет задания 
различных законов распределения входя-
щих потоков или времени обслуживания, а 
также введения различных выталкивающих  
механизмов или приоритизации процессов 
обслуживания. Именно последние два спо-
соба анализируются ниже. В статье подроб-
но исследуется модель двухпотоковой си-
стемы с ограниченным объемом буферной 
памяти, вероятностным выталкивающим 
механизмом, зависящим от вероятности 
вытеснения из очереди неприоритетного 
требования приоритетным, а также рассма-
тривается возможность перенесения по-
лученных результатов на многопотоковые 
режимы функционирования СМО.

Описание рассматриваемой модели

Приоритетные СМО занимают особое 
место в теории массового обслуживания. 
Такие модели позволяют строить системы, 
в которых требуется передавать (обслужи-
вать) данные различной важности. Но рас-
смотрение СМО только с приоритетами 
имеет смысл при потоках данных слабой 
интенсивности, поскольку при больших 
нагрузках эффект приоритизации будет не-
заметен из-за постоянной заполненности 
системы. В реальной жизни это не всег-
да так, например, в компьютерных сетях. 
Для решения данной проблемы в модель 
добавляют выталкивающий механизм, по-
зволяющий ввести способ выталкивания 
неприоритетных требований из системы с 
целью освобождения места для требования 
с более высоким приоритетом.

Для удобства описания рассматривае-
мой системы массового обслуживания, 
рассмотрим общее обозначение для это-
го класса систем. Используя стандартную 
нотацию Кендалла [1] и ее модификацию  
Г.П. Башариным [2], поясним обозначение 
систем массового обслуживания из клас-
са 2 / / 1 / / .jiM M k f



 Первый векторный 
символ 2M



 означает, что обслуживаются 
два простейших потока требований. Вто-
рой символ M обозначает обслуживание 

по показательному закону. И так как здесь 
стоит скалярный, а не векторный символ, 
то оба потока обслуживаются с одинаковой 
интенсивностью. Стоящая на третьем месте 
цифра 1, указывает количество каналов об-
служивания, а k – емкость системы. Пред-
полагается, что накопитель общий для обо-
их типов требований. Символ f описывает 
тип приоритета в системе и способ вытал-
кивания заявок из системы. Нижний индекс 
i задает тип приоритета (i = 0 – без приори-
тета, i = 1 – с относительным приоритетом, 
i = 2 – абсолютный приоритет). Верхний 
индекс j определяет тип выталкивающего 
механизма, который действует в полностью 
заполненном накопителе при поступлении 
нового приоритетного требования. При  
j = 0 выталкивающий механизм не действу-
ет (т. е. требование безусловно теряется),  
j = 2 – детерминированный механизм, со-
гласно которому всегда вытесняется тре-
бованием с меньшим приоритетом. Если 
обратить внимание на индекс j, то можно 
заметить, что значение, равное единице, 
для него не было использовано. Это за-
метил Н.О. Вильчевский, предложивший 
использовать данное обозначение для ве-
роятностного выталкивающего механизма. 
Последний был впервые исследован в [3] 
и является неким промежуточным между 
двумя другими видами выталкивающего 
механизма.

Рассмотрим двухпотоковую СМО, схема 
которой изображена на рис. 1. В соответ-
ствии с модифицированной системой обо-
значений многопотоковых СМО, подробно 
описанной ранее, данная система работает 
следующим образом. На вход поступают два 
независимых простейших потока требова-
ний интенсивностью λ1 и λ2. Длительность 
обслуживания любого требования распре-
делена по показательному закону с параме-
тром µ, одинаковым для всех требований, 
причем все эти длительности независимы в 
совокупности. На рисунке аi(τ) и bi(x) обо-
значают, соответственно, законы распре-
деления интервала между требованиями и 
времени обслуживания для i-го потока.

Система снабжена вероятностным вы-
талкивающим механизмом, который дает 
преимущество при постановке в очередь 



38

Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

требованиям первого типа. Если все места 
ожидания заняты, причем в накопителе 
имеются требования второго типа, то вновь 
подошедшее требование первого типа име-
ет право с заданной вероятностью α вытес-
нить из накопителя какое-либо требование 
другого типа. Вытесненные требования те-
ряются и присоединятся к потоку потерь.

Накопитель имеет k–1 место ожидания, 
так что общая емкость системы, включая 
один канал обслуживания, составляет k. 
Накопитель является общим, свободные 
места ожидания полнодоступны для любо-
го вновь поступающего требования. Дина-
мически формируются две очереди, их об-
щая длина не превосходит k–1. 

В рамках данной работы требуется до-
полнить результаты, полученные ранее при 
помощи метода производящих функций 
для финальных вероятностей состояний 
системы, описывающих поведение системы 
при наступлении в системе установившего-
ся режима. Недостатком этого решения яв-
ляется то, что финальные вероятности не 
дают никакой информации о поведении си-
стемы на начальном этапе ее работы. В ка-
честве продолжения решения задачи было 
принято решение об использовании мето-
да имитационного моделирования и сре-
ды имитационного моделирования GPSS, 
предназначенной для моделирования тако-

го рода систем.
Для завершения исследования системы 

требуется получить оценку характеристик 
системы на этапе начала ее функциони-
рования, что является необходимой ин-
формацией для организации стабильности 
передачи данных, в частности, проведения 
экспериментов по удаленному управле-
нию.

В данной статье приведены результаты 
предыдущего этапа для проведения каче-
ственного сравнения теоретических резуль-
татов с результатами имитационного моде-
лирования. В качестве основных параметров 
для сравнения выбраны вероятности потери 
приоритетных и неприоритетных требова-
ний при различных уровнях загруженности 
системы. Данные вероятности при помощи 
имитационной модели вычисляются как 
отношение количества потерянных тран-
зактов к количеству созданных транзактов 
определенного типа на входе системы.

Имитационная модель в среде GPSS World

Для получения экспериментальных ре-
зультатов разработана имитационная мо-
дель рассматриваемой системы в среде мо-
делирования GPSS World. Данная модель 
позволяет провести процесс моделирования 
работы рассматриваемой системы массово-
го обслуживания и получить интересующие 

Рис. 1. Схема системы массового обслуживания класса 1
2 2/ / 1 / /M M k f
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характеристики вероятностей потерь. 
В среде моделирования GPSS World ре-

зультаты представляются в виде отчетов, в 
которых отражается статистика движения 
транзактов по имитационной модели, и 
представляются основные характеристики 
элементов системы, например, таких, как 
очереди и обслуживающие устройства. Эти 
отчеты громоздки, поэтому в данной статье 
будут приведены только численные резуль-

таты моделирования для исследуемых ха-
рактеристик.

На рис. 2 и 3 приведены результаты 
одного из процессов моделирования систе-
мы со слабой нагрузкой (ρ1 = 0,2, ρ2 = 0,9). 
В этом случае система получает на вход ма-
лое количество приоритетных требований, 
а поток неприоритетных требований прак-
тически близок к пропускной способности 
системы. В табл. 1 приведены численные 

Рис. 2. Вероятность потери требований при слабой загрузке системы  
приоритетными требованиями (ρ1 = 0,2; ρ2 = 0,9) 

( ) пакеты с приоритетом; ( ) пакеты без приоритета

Рис. 3. Вероятность потери требований при сильной загрузке системы 
приоритетными требованиями (ρ1 = 1,2; ρ2 =0,2) 

( ) пакеты с приоритетом; ( ) пакеты без приоритета
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результаты моделирования, при помощи ко-
торых построены зависимости на рис. 2 и 3.  
На рис. 4 приведены зависимости, полу-
ченные аналитически в ранних работах [4, 
6–7]. Из графиков видно, что на начальном 
этапе работы система ведет себя так же, как 
и в установившемся режиме, что подтверж-
дается схожестью графиков на рис. 2 и 3 с 
данными на рис. 4.

В табл. 1 и 2 приведены результаты мо-
делирования процесса функционирования 
системы, при помощи которых построены 

зависимости на рис. 2 и 3. Таблицы содер-
жат данные о количестве созданных тран-
зактов различных типов на входе модели и 
количестве потерь, которые произошли в 
процессе функционирования системы.

Области возможного применения модели

Основным современным приложением 
результатов работы является телематика. 
Исследование процесса функционирова-
ния телематических устройств – важная 
задача. От тщательности исследования за-

Рис. 4. Вероятность потери требований:  
a – для слабой загрузки (ρ1 = 0,2; ρ2 = 0,9);  

б – для сильной загрузки приоритетными требованиями (ρ1 = 1,2; ρ2 = 0,2)

а) б)

Таблица  1

Результаты моделирования для слабой загрузки системы

Вероятность 
выталкивания

Слабая загрузка системы

Пакетов  
1 типа Потери Вероятность  

потери
Пакетов  
2 типа Потери Вероятность 

потери

0 1791 145 0,0809 8228 795 0,0966

0,1 1833 157 0,0856 8185 802 0,0980

0,2 1791 145 0,0809 8233 810 0,0983

0,3 1820 148 0,0813 8191 907 0,1107

0,4 1836 120 0,0653 8177 931 0,1138

0,5 1789 73 0,0408 8220 828 0,1007

0,6 1783 61 0,0342 8229 821 0,0997

0,7 1771 48 0,0271 8239 832 0,1009

0,8 1771 28 0,0158 8249 893 0,1082

0,9 1765 19 0,0107 8255 873 0,1057

1 1820 0 0 8203 929 0,1132
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висит качество предоставляемых услуг, на-
пример, по каналам сети Интернет или по 
линиям телефонной связи. Так, данные мо-
дели имеет смысл применять в устройствах, 
играющих роль «фильтра» на входе какой-
нибудь корпоративной сети или управляе-
мого устройства. В качестве практического 
применения исследуемых моделей пред-
полагается их использование в межсете-
вых экранах отечественного производства 
модели «ССПТ-2» и других моделях, про-
изводимых фирмами ЗАО «НПО РТК» и  
ООО «ФРАКТЕЛ» [9].

Еще одной областью применения яв-
ляется удаленное управление по общедо-
ступным каналам связи. Обычно любой 
процесс управления сопровождается об-
ратной связью с управляемым устройством. 
Например, передача данных телеметрии 
и видеосигнал с информацией, в которой 
функционирует управляемый объект. В та-
ком случае требуется определять приорите-
ты между ними и порядок обработки этих 
данных, а также осуществлять балансиров-
ку этих потоков. В исследованной модели 
эти два потока данных могут быть учтены и 
может быть осуществлена их приоритетная 
обработка. Одним из таких процессов явля-
ется космический эксперимент по удален-
ному управлению роботом на поверхности 
планеты оператором, находящимся на бор-

ту Международной космической станции 
(МКС) «Контур-2». Канал связи МКС име-
ет ограниченную пропускную способность. 
Чтобы учесть это ограничение, будет ис-
пользоваться исследованная модель [5, 10]. 
Схема эксперимента изображена на рис. 5. 
На данной схеме моделируемое устройство 
может быть расположено на борту МКС 
и должно управлять процессом подготов-
ки данных для передачи на поверхности 
планеты по каналу связи с ограниченной 
пропускной способностью. Подробности 
системы управления приведены в статье 
«Сетецентрический подход к созданию си-
стемы удаленного управления робототех-
ническими объектами с борта орбитальной 
станции», публикуемой в данном выпуске 
журнала.

Рассматриваемые модели пригодны для 
использования при управлении потоками 
данных в таких сервисах, как Skype. Для 
обеспечения заданного уровня качества пе-
редачи видео- или аудиосигнала требуется 
определить приоритет и иметь возможность 
динамической настройки процесса переда-
чи информации. Рассматриваемые модели 
не предоставляют возможности избежать 
потерь передаваемых данных, но позволя-
ют хотя бы минимизировать их. Результа-
ты, приведенные в этой статье, подтверж-
дают возможность использования моделей 

Таблица  2 

Результаты моделирования для слабой загрузки системы

Вероятность 
выталкивания

Сильная загрузка системы

Пакетов  
1 типа Потери Вероятность  

потери
Пакетов  
2 типа Потери Вероятность  

потери

0 8624 2531 0,2934 1406 378 0,2688

0,1 8585 2110 0,2457 1444 679 0,4702

0,2 8581 1871 0,2180 1450 854 0,5889

0,3 8592 1660 0,1932 1430 1139 0,7965

0,4 8593 1498 0,1743 1437 1332 0,9269

0,5 8598 1464 0,1702 1433 1379 0,9623

0,6 8597 1477 0,1718 1430 1385 0,9685

0,7 8591 1453 0,1691 1430 1407 0,9839

0,8 8591 1449 0,1686 1430 1411 0,9867

0,9 8596 1431 0,1664 1431 1413 0,9874

1 8591 1497 0,1742 1436 1434 0,9986
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и на начальном этапе сеанса связи пользо-
вателей.

Обобщение модели на случай  
большого количества потоков данных

Результаты данной работы могут ис-
пользоваться не только в случае систем с 
двумя потоками. Пусть в системе имеется 
большое количество потоков данных. Ана-
лизируя данные этих потоков, им можно 
расставить различные приоритеты. Далее 
требуется выделить наиболее приоритетные 
потоки и объединить их в один приоритет-
ный поток, который имеет суммарную ин-
тенсивность этих потоков, а все остальные 
потоки объединяются в неприоритетный 
поток, тоже с суммарной интенсивностью. 
Таким образом, система сводится к систе-
ме с двумя потоками, и результаты данной 
работы могут использоваться для оценки 
характеристик подобных систем.

В теории машинного обучения приме-
няется стандартный подход «один против 
всех» (one-vs-all), позволяющий решать 
задачи классификации не только с двумя 
ответами «да» и «нет», но и с любым коли-
чеством. Используя такой подход, мы вы-
деляем один исследуемый поток в системе 

и рассматриваем его как приоритетный. 
Все остальные потоки объединяются в дру-
гой неприоритетный поток данных. Также 
можно рассмотреть противоположный ва-
риант, когда интересующий поток выде-
ляется как неприоритетный, а остальным 
ставится приоритет. Тогда с использовани-
ем исследованной модели можно получить 
результаты влияния на систему выбранного 
потока данных на фоне остальных.

В статье исследован метод управления 
характеристиками сетевого трафика с ис-
пользованием приоритетного вероятност-
ного механизма обработки пакетных дан-
ных. На примере двухпотоковой системы 
массового обслуживания (СМО) с ограни-
ченным объемом буферной памяти и ал-
горитмом обработки пакетов, параметром 
которого является вероятность вытесне-
ния неприоритетного требования и его 
замещение приоритетным, исследованы 
вероятности потери требований в системе 
с приоритетным  обслуживанием заявок. 
Предложен способ обобщения решения, 
полученного для двухпотоковых СМО, 
на многопотоковые режимы функциони-

Рис. 5. Схема космического эксперимента «Контур-2»
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рования, характерные для современных 
сложных систем. С этой целью разработан 
алгоритм декомпозиции многопотоковых 
процессов передачи пакетного трафика, 
позволяющий исследовать характеристики 
как отдельных, так и агрегированных по-
токов данных, исходя из «степени их важ-
ности» с точки зрения решаемой задачи 
управления. В его основе лежит идея стан-
дартного подхода «one-vs-all».

В данной статье приведено сравнение 
результатов предыдущего этапа исследо-
ваний аналитическими методами и ре-
зультатов текущего этапа, в котором была 
построена имитационная модель в среде 
GPSS World для получения вероятностных 

характеристик исследуемой системы.
Одно из основных достоинств данной 

модели – простой и эффективный способ 
управления характеристиками модели, не 
зависящий от типа входных или выходных 
данных, а только влияющий на поведение 
системы. Этим способом является изме-
нение вероятности выталкивания непри-
оритетного требования приоритетным из 
системы в случае ее переполнения. Также 
в статье описан круг задач, в которых воз-
можно применение рассматриваемой моде-
ли и использование предлагаемого способа 
управления моделью позволит эффективно 
управлять качеством передачи данных по 
каналам связи.
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цИФРОВОй СИНТЕЗАТОР ЧАСТОТы ДЛЯ КВАНТОВОГО СТАНДАРТА 
ЧАСТОТы НА АТОМАХ Cs 133

A.A. Petrov, V.V. Davydov, D.V. Zaletov, V.E. Shabanov 

DIGITAL FREQuENCY SYNTHESIZER FOR THE QuANTuM STANDARD  
OF FREQuENCY ON ATOMS OF Cs133

Рассмотрена новая конструкция цифрового синтезатора частоты для квантового стандарта ча-
стоты на атомах Cs133. Проведенные исследования работы новой конструкции синтезатора показали 
увеличение точности воспроизведения частоты. Увеличилось разрешение по частоте и фазе, улуч-
шилось значение девиации Аллана. Новая конструкция синтезатора обладает более низким энерго-
потреблением.

КВАНТОВЫЙ СТАНДАРТ ЧАСТОТЫ; СИНТЕЗАТОР ЧАСТОТЫ; ЦИФРОВОЙ СИНТЕЗ; 
ГЕНЕРАТОР СИНУСОИДАЛЬНОГО СИГНАЛА; НЕСТАБИЛЬНОСТЬ ЧАСТОТЫ. 

The article describes a new design of a digital frequency synthesizer of quantum frequency standard 
on atoms of Cs133. A research of the new synthesizer design showed an increase in the frequency accuracy. 
Permission on the frequency and a phase increased, improved the value of the Allan deviation. New design 
of the synthesizer has a lower power consumption.

qUANTUM FREqUENCY STANDARDS; FREqUENCY SYNTHESIZER; DIGITAL  
SYNTHESIS; SINE-WAVE GENERATOR; FREqUENCY INSTABILITY.

В связи с увеличением тенденции све-
дения измерения самых разнообразных 
физических величин к измерению частоты, 
предъявляются все более жесткие требова-
ния к точности, надежности и удобству из-
мерения частоты. Поэтому модернизация 
действующих и разработка новых  устройств 
измерения частоты являются одними из 
наиболее актуальных физических и техни-
ческих задач. 

В качестве примеров областей приме-
нения точного измерения частоты можно 
привести службу времени, навигацию, ис-
следования космоса,  космические спут-
ники связи. В  метрологических и изме-
рительных службах частотные измерения 
постепенно вытесняют измерения других 
физических величин. Без надежной работы 
стандартов частоты невозможно также нор-
мальное функционирование многих сфер 
деятельности человека, особенно если в 
них используется вычислительная техника.

В настоящее время квантовые стандар-
ты частоты (КСЧ) являются основными 
устройствами, обеспечивающими форми-
рование и воспроизведение с высокой точ-
ностью физической единицы измерения 
времени и частоты.

Учитывая большую значимость КСЧ 
в науке и технике, перед разработчиками 
квантовых стандартов частоты постоян-
но ставятся задачи по их модернизации и 
разработке новых моделей [1, 2]. Все это 
привело к тому, что после многочислен-
ных модернизаций и усовершенствований 
одни модели КСЧ полностью вытеснили 
другие. Так, например, квантовые стандар-
ты частоты на атомах Rb87 и Cs133, имеющие 
малый объем, вес и низкую потребляемую 
мощность по сравнению со стандартами на 
атомах Н2 и Na23, вытеснили последние из 
конструкций  различных подвижных носи-
телей, летательных аппаратов и  бортовой 
аппаратуры. 
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Необходимость в модернизации КСЧ 
возникает также в связи с изменяющими-
ся требованиями к летательным аппаратам. 
Процесс модернизации включает в себя 
различные направления: изменение массы 
и размеров используемых КСЧ, снижение 
их энергопотребления, улучшение их ме-
трологических характеристик [3]. Причем 
часто модернизации подвергается не вся 
конструкция КСЧ, а отдельные узлы или 
блоки, в зависимости от задач, стоящих в 
данный момент перед разработчиками. 

В статье представлено одно из направ-
лений модернизации КСЧ на атомах Cs133: 
отдельного блока – синтезатора частоты с 
целью повышения точностных характери-
стик стандарта и увеличения его функцио-
нальных возможностей.

Цифровой синтезатор частоты

Работа КСЧ на атомах Cs133 основана 
на принципе подстройки частоты высоко-
стабильного кварцевого генератора (КГ) по 
частоте квантового перехода атомов цезия 
Cs133 атомно-лучевой трубки (АЛТ). Струк-

турная схема КСЧ представлена на рис. 1. 
На схеме следующие обозначения:
БГУВ – блок генератора и усилителей 

выхода; ПЧ – преобразователь частоты; 
СЧ – синтезатор частоты; АЛТ – атомно-
лучевая трубка; УС – усилитель; РУ – реле 
управления; УУ – устройство управления; 
ИФ – интерфейс; УК – устройство 
контроля; ПЦА – преобразователь цифро-
аналоговый. 

Одним из важных функциональных 
узлов КСЧ является синтезатор частоты 
(СЧ). Он принимает участие в формирова-
нии резонансной частоты квантового пере-
хода атомов цезия. Выходной сигнал блока 
генератора и усилителей выхода (БГУВ) ча-
стотой 5 МГц подается на преобразователь 
частоты (ПЧ) и СЧ. В СЧ частота входно-
го сигнала 5 МГц преобразуется в часто-
ту 12,631 МГц путем умножения частоты  
5 МГц до 15 МГц и вычитания частоты 
2,369 МГц. Частоту 2,369 МГц формирует 
цифровой синтезатор частоты. С выхода 
СЧ сигнал частоты 12,631 МГц поступает 
на генератор гармоник (ГГ) преобразова-

Рис. 1. Структурная схема КСЧ
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теля частоты. В преобразователь частоты 
также поступает частота входного сигнала  
5 МГц, которая в нем умножается до ча-
стоты 270 МГц, а потом сигнал этой ча-
стоты подается на генератор гармоник пре-
образователя частоты. Генератор гармоник 
осуществляет  умножение сигнала частоты  
270 МГц до частоты 9 180 МГц. К этой ча-
стоте прибавляется выходная частота син-
тезатора частоты 12,631 МГц, в результате 
чего выходной сигнал сверхвысокой часто-
ты (СВЧ) преобразователя частоты пред-
ставляет частоту 9 192,631 МГц, которая 
используется в работе КСЧ. 

Весьма важным показателем синтезато-
ра частоты является его способность влиять 
на характеристику нестабильности частоты 
преобразуемого сигнала, что определяет в 
некоторой степени достижимую стабиль-
ность частоты выходного сигнала КСЧ. Не-
стабильность частоты, вносимая синтезато-
ром, определяется боковыми дискретными 
составляющими спектра сигнала, возника-
ющими при делении, умножении, смеше-
нии частот сигналов, точностью выходной 
частоты, а также воздействием на сигнал 
естественных и технических шумов.

Метод формирования выходного сигна-
ла синтезатора частоты исчерпал возможно-
сти по увеличению точности. Необходима 
большая разрешающая способность, по-
скольку точность воспроизведения частоты 
12,631 МГц напрямую влияет на точность 
получения резонансной частоты атомного 
перехода. Кроме того, элементная база, на 
которой  реализуется данный метод, уста-
рела и требует замены. Для того чтобы 
новая конструкция синтезатора успешно 
применялась в космических аппаратах, не-
обходимо разработать схему отечественного 

производства под существующие космиче-
ские аппараты с использованием новейшей 
зарубежной базы. 

В статье рассматривается новая кон-
струкция цифрового синтезатора часто-
ты (генератора синусоидального сигнала 
управляемой частоты). В ней используется 
метод прямого цифрового синтеза (Direct 
Digital Synthesis – DDS). Выбор такого ре-
шения обусловлен рядом достоинств по 
сравнению с остальными методами синтеза 
частоты. Метод прямого цифрового синте-
за уникален своей цифровой определенно-
стью: генерируемый им сигнал синтезиру-
ется со свойственной цифровым системам 
точностью. Частота, амплитуда и фаза сиг-
нала в любой момент времени точно из-
вестна и подконтрольна. Также к преиму-
ществам данного метода можно отнести  
высокое разрешение по частоте и фазе, 
высокую скорость перестройки, цифровой 
интерфейс, широкий диапазон генерируе-
мых частот. 

Разработанная новая схема цифрового 
синтезатора  приведена на рис. 2.

Блок Загрузка данных с помощью пе-
риферийного интерфейса передачи данных 
SPI (Serial Peripheral Interface) осуществля-
ет загрузку кода частоты из микроконтрол-
лера в последовательном режиме (42 раз-
ряда), что представлено на рис. 3.

Полученный код частоты поступает в 
Блок модуляции. Устройство модуляции 
осуществляет мультиплексирование кода 
частоты из двух регистров на вход аккуму-
лятора фазы сигналом Fm, являющимся ме-
андром низкой частоты (15, 30 или 78 Гц).  
Аккумулятор фазы (Накопительный сумма-
тор) реализован в виде 40-разрядного на-
капливающего сумматора.

Рис. 2. Структурная схема цифрового синтезатора
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Накопительный сумматор представляет 
собой 10-ступенчатый конвейер, разбиваю-
щий суммирование 40-разрядных слов на 
суммирование 10 групп по четыре разряда. 
Аккумулятор фазы работает с периодиче-
скими переполнениями, обеспечивая ариф-
метику по модулю 2N. Такое периодическое 
переполнение соответствует периодическо-
му поведению функции sin(х) с периодом 
2π [4]. Другими словами, частота перепол-
нений аккумулятора фазы равна частоте 
выходного сигнала. Эта частота определя-
ется формулой: 

clk
out ,

2N

M F
F

∗
=

где Fout – выходная частота; Fclk – тактовая 
частота; M – код частоты в двоичном виде; 
N – разрядность аккумулятора фазы.

В отличие от ранее использовавшихся 

схем, где выходная частота формировалась 
с помощью сигналов переполнения накопи-
тельного сумматора, в разработанной схеме 
принципиально новым является исполь-
зование логического устройства, в данном 
случае – дешифратора и цифро-аналогового 
преобразователя (ЦАП). Накопительный 
сумматор формирует аргумент функции 
синус, который поступает на логическое 
устройство, реализующее функцию синус с 
помощью таблицы синусов, заложенной в 
ПЗУ. На выходе этого блока формируется 
10-разрядный цифровой код синуса, кото-
рый далее поступает на ЦАП. В связи с при-
менением 10-ступенчатого конвейера обе-
спечивается стабильная работа на заданной 
тактовой частоте 40 МГц. Большая разряд-
ность аккумулятора фазы, а также возмож-
ность модуляции обеспечивают высокую 
точность выходной частоты. В предыдущей 

Рис. 3. Временная диаграмма загрузки кода частоты в последовательном режиме

(1)

Рис. 4. Результат моделирования работы схемы
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конструкции синтезатора использовался 
32-разрядный сумматор. Увеличение раз-
рядности накопительного сумматора при-
водит к уменьшению шага перестройки ча-
стоты. В разработанной схеме синтезатора 
частоты  при работе на тактовой частоте  
40 МГц и разрядности аккумулятора фазы 
40 разрядов, шаг перестройки будет состав-
лять 

clk
out 40

40 МГц
0,00004 Гц.

2 2N

F
F∆ = = =

Этот результат превышает значение, 
которое получалось в ранее используемых  
схемах синтезаторов для квантовых стан-
дартов частоты, на два порядка. 

Моделирование работы схемы разрабо-
танного синтезатора осуществлено в про-

(2)

Рис. 5. Плата синтезатора частоты

Рис. 6. Результат измерения относительного изменения частоты ε от времени  
с использованием применяемого ранее синтезатора частоты
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грамме ModelSim, позволяющей учесть 
особенности работы схемы на поведенче-
ском (логическом) уровне, а также учиты-
вающей внутренние задержки переключе-
ния элементов и дополнительные задержки 
при трассировке соединений элементов. На 
рис. 4 представлен полученный результат: 
синусоидальный сигнал,  меняющий свою 
частоту при изменении управляющего сиг-
нала модуляции. 

После моделирования работы схемы 
синтезатора частоты была изготовлена ра-
бочая плата, представленная на рис. 5. 

Проверка на работоспособность также 
показала удовлетворительные результаты, 
совпадающие с теоретическими расчетами.

Затем плата синтезатора частоты была 
включена в состав КСЧ, как отдельный 
блок. Был произведен эксперимент, заклю-
чающийся в измерении частоты стандар-

та и последующем вычислении дисперсии 
Аллана, позволяющей оценить нестабиль-
ность частоты.

На рис. 6 и 7 приведены результаты 
измерения относительного изменения ча-
стоты ε от времени с использованием при-
меняемого до настоящего времени и раз-
работанного нами цифрового синтезатора 

частоты, где ном

ном

.if f
f
−

ε =  Цена деления ε 

составляет 10–12.
Расчет дисперсии Аллана произведен по 

следующей формуле:

σ
σ =

−

∑ 2
0

,
1

n

i
i

y n

где 1
0

ном

i i
i

f f
f
+ −

σ =  – относительная i-я ва-

риация частоты; n – число вариаций. 

Рис. 7. Результат измерения относительного изменения частоты ε от времени  
с использованием нового цифрового синтезатора частоты

Значения дисперсии Аллана для различных КСЧ 

100 с 1000 с Час Сутки

С ранее используемым 
синтезатором

5,91E-13 1,34E-13 6,76E-14 6,06E-14

С разработанным  
синтезатором

3,88E-13 1,14E-13 6,69E-14 5,94E-14

(3)
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Результаты величин дисперсии Аллана, 
полученные при работе КСЧ со старым и 
новым синтезаторами частоты, приведены 
в сравнительной таблице. 

Из полученных результатов видно, что 
использование нового синтезатора дает 
возможность получить улучшение кратко-
временной стабильности частоты на 2*10–13.

По результатам исследований работы 
новой конструкции синтезатора частоты 
установлено, что появилась возможность 
с большей точностью получать различные 
частоты синусоидального сигнала с выхода 
синтезатора частоты. Увеличилась точность 

воспроизведения частоты: улучшено значе-
ние девиации Аллана (σy). По сравнению с 
предыдущими значениями кратковремен-
ная нестабильность улучшилась на 2*10–13  
и теперь составляет σy = 3,9*10–13. Разреше-
ние по частоте и фазе увеличено более чем 
на два порядка. Реализована возможность 
цифрового управления частотой и фазой. 
Улучшены спектральные характеристи-
ки, подавление боковых амплитудных со-
ставляющих составило около –60 дБ. Со-
бранная новая конструкция синтезатора 
частоты обладает более низким энергопо-
треблением, что очень важно для эксплуа-
тации спутников. 
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УДК 621.396.61

И.В. Сивчек, В.А. Сороцкий

ИМИТАцИОННАЯ МОДЕЛЬ МОЩНОГО ГЕНЕРАТОРНОГО ТЕТРОДА

I.V. Sivchek, V.A. Sorotsky

SIMuLATION MODEL OF POwER TETRODE

Рассмотрен новый подход к построению модели мощного генераторного тетрода, предназна-
ченной для применения в SPICE-подобных симуляторах. Использованная в модели аппроксимация 
характеристик тетрода позволила учесть физические эффекты, связанные со взаимным влиянием 
напряжений на аноде, экранной и управляющей сетках на токи, протекающие через эти выводы, 
что привело к более чем двукратному снижению погрешности вычисления основных характеристик 
тетрода по сравнению с известными аналогами.

МОЩНЫЙ ГЕНЕРАТОРНЫЙ ТЕТРОД; АППРОКСИМАЦИЯ; SPICE; РАДИОПЕРЕДАЮ-
ЩЕЕ УСТРОЙСТВО.

The paper covers a new approach to the development of a power tetrode simulation model applicable 
in SPICE-similar simulators. Used approximation of tetrode characteristics reveals physical effects of the 
plate, screen grid and control grid voltages influence on the electrodes’ currents. It resulted in error decline 
compared with the known models as much as more than two times.

POWER TETRODE; APPROXIMATION; SPICE; TRANSMITTER.

Несмотря на успехи, достигнутые за по-
следние десятилетия в совершенствовании 
характеристик полупроводниковых прибо-
ров, электронно-вакуумные лампы (ЭВЛ) 
по-прежнему находят широкое применение 
как в нашей стране, так и за рубежом при 
создании мощных (до 1000 кВт) и сверх-
мощных (свыше 1000 кВт) радиопередаю-
щих устройств (РПдУ). Опубликованные 
недавно в [1] результаты теоретических и 
экспериментальных исследований, в кото-
рых показана возможность заметного улуч-
шения энергетических характеристик РПдУ, 
выполненных на ЭВЛ, могут еще больше 
повысить интерес специалистов к исполь-
зованию данных приборов. Действительно, 
за счет реализации в оконечном каскаде на 
мощном генераторном тетроде ключевого 
режима класса Е с уменьшенными комму-
тационными потерями мощности, который 

до этого применялся только в транзистор-
ных схемах, промышленный КПД РПдУ 
может возрасти до значений 75–78 %,  
а электронный КПД при этом составит  
88–92 %. По этим показателям РПдУ на 
ЭВЛ, уже начиная с частот в десятки кило-
герц, вполне могут конкурировать с анало-
гичными характеристиками радиопередат-
чиков, реализуемых на полупроводниковой 
элементной базе, заметно опережая их по 
уровню выходной мощности.

При проектировании РПдУ на мощ-
ных генераторных лампах разработчики 
обычно сталкиваются с рядом проблем, 
обусловленных высокой трудоемкостью 
традиционно применяемых в подобной 
практике аналитических методов расчета и 
их сравнительно большой погрешностью, 
превышающей иногда значения 15–20 %. 
Указанную проблему можно преодолеть с 
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помощью имитационного компьютерного 
моделирования, которое, учитывая доста-
точно высокий уровень выходной мощно-
сти, позволит сократить затраты времени и 
средств на стадии экспериментального ма-
кетирования устройства. Однако этому ме-
шает отсутствие качественных компьютер-
ных моделей генераторных ЭВЛ. С учетом 
изложенного, цель настоящей работы –  
создание модели мощного генераторного 
тетрода, обеспечивающей повышение точ-
ности расчетов оконечных каскадов радио-
передающих устройств и предназначенной 
для использования в универсальных средах 
схемотехнического моделирования.

Сравнительный анализ существующих 
подходов к построению компьютерных мо-
делей ЭВЛ. Существует несколько моделей 
ЭВЛ различных типов (триод, тетрод, пен-
тод), созданных применительно к задачам 
разработки аудиоаппаратуры и по этой при-
чине в основном подходящих для описания 
маломощных ламп. Попытка их использо-
вания для описания электрических харак-
теристик мощных генераторных тетродов 
выявила существенные недостатки.

В модели Дункана Монро [2], входящей 
в состав стандартных библиотек Micro-Cap, 
аппроксимация тока управляющей сетки не 
учитывает зависимость от напряжения на 
экранной сетке. Кроме того, аппроксима-
ция тока анода не учитывает уменьшение 
крутизны проходной характеристики при 
большом уровне сигнала на управляющей 
сетке.

В модели Нормана Корена [3], исполь-
зуемой в PSpice-библиотеке ЭВЛ, функция, 
лежащая в основе аппроксимации характе-
ристик анодного тока, не учитывает влия-
ние напряжения на аноде при малых токах, 
а в функции, описывающей ток экранной 
сетки, не отражена зависимость от напря-
жения на аноде. Ток управляющей сетки 
аппроксимируется с помощью диодной ха-
рактеристики, что не позволяет учесть за-
висимость от напряжения на аноде и на 
экранной сетке.

В модели Чарльза Райдела [4], приме-
няемой в библиотеках компонентов среды 
схемотехнического моделирования ICAP/4 
(SPICE-подобный симулятор), функция, 

аппроксимирующая ток управляющей сет-
ки, не позволяет отразить зависимость от 
напряжения на экранной сетке и напря-
жения на аноде. В основе аппроксимации 
тока анода лежит известный закон «3/2», 
который не учитывает уменьшение кру-
тизны проходной характеристики в обла-
сти больших напряжений на управляющей 
сетке. 

Технологии построения модели мощного 
генераторного тетрода. Существующие под-
ходы, применяемые при создании моделей 
электронных приборов, можно разбить на 
две категории.

Нахождение функций, описывающих 1. 
электрические характеристики прибора, 
исходя из физических законов, лежащих 
в основе его работы. Данный способ при-
меняется в первую очередь компаниями-
разработчиками приборов, т. к. требует 
знания конструктивно-технологических 
параметров, как правило, недоступных для 
потребителей.

Определение приближающих функ-2. 
ций, описывающих электрические ха-
рактеристики прибора, на основе экспе-
риментальных данных с использованием 
формализованных параметров, которые 
не всегда могут быть интерпретированы 
физически. Несмотря на отмеченный не-
достаток, данный метод получил широкое 
распространение на практике. В частности, 
поскольку он хорошо подходит для реали-
зации в SPICE-симуляторах и им подобных 
продуктах, все три описанные выше модели 
тетродов созданы именно таким образом.  
В числе других общих особенностей реали-
зации второго метода следует также отме-
тить возможность представления искомой 
аппроксимирующей функции с помощью 
известного набора элементарных функций, 
хотя в ряде случаев это может быть сопря-
жено с более высокой трудоемкостью ре-
шения данной задачи.

Модель мощного генераторного тетрода. 
Исходя из рассмотренных выше достоинств 
второго метода, при решении задачи вос-
произведения характеристик генераторных 
ЭВЛ представлялось целесообразным взять 
за основу именно его, обратив особое вни-
мание на то, чтобы в разрабатываемой мо-
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дели нашли свое адекватное отражение те 
важные для мощных приборов физические 
эффекты, которые не учтены в известных 
моделях.

Основную сложность при создании мо-
дели представляет описание статических 
характеристик тетрода. Поведение динами-
ческих характеристик определяется меж-
электродными емкостями, учет которых не 
представляет трудностей. Таким образом, 
задачу можно свести к нахождению трех 
аппроксимирующих функций (токи элек-
тродов) от трех переменных (напряжения 
на электродах).

Ток анода. В отличие от рассмотренных 
выше моделей [2–4] зависимость тока анода 
от напряжения на управляющей сетке це-
лесообразно выразить с помощью функции 
на основе гиперболического тангенса. Дан-
ный прием известен давно и, как показа-
но в ряде научно-технических публикаций, 
позволяет уменьшить погрешность воспро-
изведения вольт-амперных характеристик 
(ВАХ) ЭВЛ в области больших токов анода. 
Зависимость тока от напряжений на других 
электродах можно учесть с помощью введе-
ния линейных коэффициентов по аналогии 
с законом «3/2» для тетродов, в котором 
такие коэффициенты характеризуют меж-
электродную проницаемость. Аппроксими-
рующая функция имеет вид:

( ( ( , )))( ) ( , ),p g p s p sA B th C U D U UI F U U+ ⋅ +=

( ( ( , )))( ) ( , ),p g p s p sA B th C U D U UI F U U+ ⋅ +=

00 10 01 ,( , )p s p sD U U p p U p U= + ⋅ + ⋅

00 10 01 ,( , )p s p sF U U q q U q U= + ⋅ + ⋅

где Ip – ток анода; Up – напряжение на 
аноде; Us – напряжение на экранной сетке; 
Ug – напряжение на управляющей сетке; A, 
B, C, p01, p00, p10, q00, q10, q01 – коэффициенты. 
Функция  F(Up,Us) служит для увеличения 
точности аппроксимации.

Ток экранной сетки. Для описания по-
ведения зависимости тока экранной сетки 
от напряжений на электродах (управляю-
щей сетке, аноде и экранной сетке) це-
лесообразно воспользоваться следующей 
функцией:

3
00 10 01 ,( )s g p sI G U r r U r U= + + ⋅ + ⋅

где Is – ток экранной сетки; Up – напряже-
ние на аноде; Us – напряжение на экранной 
сетке; Ug – напряжение на управляющей 
сетке; G, r01, r00, r10 – коэффициенты.

Следует заметить, что на характер за-
висимости влияет технология, по которой 
создана лампа, поэтому может потребо-
ваться корректировка данного выражения с 
учетом технологических особенностей кон-
кретных типов ЭВЛ. 

Ток управляющей сетки. Для повыше-
ния точности аппроксимации данного тока 
в сравнении с указанными выше моделя-
ми необходимо учесть его зависимость от 
напряжений на аноде и экранной сетке.  
С учетом этого целесообразно использовать 
функцию:

1,5
00 10 01 ,( )g p s gI s s U s U U= + ⋅ + ⋅

где Ig – ток управляющей сетки; Up – на-
пряжение на аноде; Us – напряжение на 
экранной сетке; Ug – напряжение на управ-
ляющей сетке; s01, s00, s10 – коэффициенты.

Нахождение коэффициентов аппрокси-
мирующих функций. Неизвестные коэффи-
циенты в (1)–(5) могут быть определены 
путем решения оптимизационной задачи 
с использованием одного из алгоритмов 
поиска глобального экстремума, реализо-
ванного для применения в программных 
продуктах типа MATLAB, Mathcad и т. п. 
В качестве целевой функции целесообраз-
но использовать, например, среднеквадра-
тическое отклонение в экспериментальных 
точках.

Критерии оценки качества имитационной 
модели. Наибольший интерес при иссле-
довании оконечных каскадов РПдУ, вы-
полненных на мощных ЭВЛ, обычно пред-
ставляют энергетические характеристики, 
которые должны быть определены с за-
данной точностью. Требования к допусти-
мой погрешности вычисления этих харак-
теристик обычно нетрудно преобразовать 
в аналогичный показатель, отражающий 
погрешность аппроксимации статических 
ВАХ приборов. При этом очевидно, что 
различные участки ВАХ могут иметь неоди-
наковую точность аппроксимации, причем 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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отличие может оказаться довольно суще-
ственным. В данном случае следует учесть, 
насколько важным является вклад того или 
иного участка в характеристики исследуе-
мого режима работы РПдУ. Если не удает-
ся аппроксимировать ВАХ на всех участках 
с точностью не хуже заданной, то следует 
попробовать обеспечить необходимую точ-
ность на участках, наиболее важных для мо-
делирования исследуемого режима работы 
усилителя мощности. Это подчеркивает не-
обходимость осознанного выбора целевой 
функции, используемой при нахождении 
коэффициентов аппроксимирующих за-
висимостей. Так, например, минимизация 
среднеквадратического отклонения приве-
дет к тому, что наибольшая относительная 
точность аппроксимации будет получена 
для больших значений токов, что может не 
отвечать требованиям конкретной задачи.

В качестве примера рассмотрим ап-
проксимацию тока анода лампы ГУ-94. 
Если интерполировать экспериментальные 
данные, то для каждой ветви характеристик 
Ip(Ug) можно построить график зависимо-
сти относительной ошибки аппроксимации 
от величины тока при различных напряже-
ниях на аноде и экранной сетке. Относи-
тельная ошибка аппроксимации ветви ВАХ 
вычисляется по формуле:

_ _ _( ( ) ( )) ( )100 /p app g p s g p s gI U I U I U− ⋅   

при Up, Us = const,

где Ip_app(Ug) – аппроксимирующая функ-
ция; Ip_s(Ug) – сплайн-интерполяция экспе-
риментальных данных. 

На рисунке показаны графики, полу-
ченные усреднением этих зависимостей 
при двух различных критериях нахожде-
ния коэффициентов. Как легко заметить, 
модель мощного генераторного тетрода, 
разработанная на основе рассмотренного 
в настоящей статье метода аппроксимации 
(кривые 1 и 2), дает в среднем существенно 
меньшую ошибку, чем, например, модель 
Корена (кривая 3). Для кривой 1 макси-
мальная нормированная среднеквадратиче-
ская ошибка аппроксимации тока анода на 
одной ветви ВАХ не превышает 2 %. При 
этом погрешность аппроксимации тока 

управляющей сетки не превышает 3 %, а 
тока экранной сетки – 5 %.

Как и следовало ожидать, использова-
ние метода наименьших квадратов в каче-
стве критерия нахождения коэффициентов 
аппроксимирующей функции привело к 
тому, что наилучшая относительная точ-
ность получается для больших токов, а для 
малых ошибка составляет десятки процен-
тов.

Кривая 2 относится к случаю, когда ко-
эффициенты аппроксимирующей функции 
найдены исходя из критерия минимизации 
суммы модулей ошибок с использованием 
весовых коэффициентов. Весовые коэффи-
циенты равны десяти для токов, не превы-
шающих 40 А, и единице для всех осталь-
ных. Видно, что распределение ошибки в 
зависимости от величины тока стало более 
равномерным. Например, при токе 20 А от-
носительная ошибка уменьшилась пример-
но в два раза. Однако при этом возросла 
ошибка аппроксимации больших токов.

Рассмотренный пример показывает, 
что выбор критерия нахождения параме-
тров аппроксимирующих функций может 
оказать большое влияние на ошибку ап-
проксимации и, как следствие этого, – на 
ошибки моделирования усилителя мощно-
сти РПдУ. Это актуально и при аппрокси-
мации остальных токов ЭВЛ. 

Рассмотренный в настоящей статье под-
ход позволил реализовать имитационную 
модель мощного генераторного тетрода, 
превосходящую известные аналоги как по 
качественным, так и по количественным 
показателям. В плане качественных до-
стоинств предложенной модели следует 
подчеркнуть то, что она более полно учи-
тывает физические эффекты, связанные 
со взаимным влиянием напряжений на 
аноде, экранной и управляющей сетках, 
на токи, протекающие через эти выводы. 
В свою очередь, улучшение количествен-
ных характеристик модели, оцениваемое 
по снижению погрешности, достигается за 
счет более точного подбора приближающих 
функций, описывающих электрические ха-
рактеристики прибора. Это позволило, в 
частности, уменьшить среднеквадратиче-
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скую ошибку аппроксимации тока анода в 
2,5 раза по сравнению с моделью Корена, 
которую можно считать наиболее точной 
из известных аналогов.

Благодаря тому, что модель изначально 
создавалась с расчетом на использование в 
SPICE-подобных симуляторах, она хорошо 

подходит для реализации в универсальных 
программных средах схемотехнического 
моделирования. Это позволит существен-
но снизить трудоемкость исследования 
процессов в оконечных каскадах мощных 
радиопередающих устройств при одновре-
менном повышении точности расчетов.

Относительная ошибка аппроксимации тока анода ΔIpn в зависимости от величины тока Ip  
Критерий нахождения параметров аппроксимирующей функции: 1 – минимизация суммы квадратов 
ошибок; 2 – минимизация суммы модулей ошибок с весовыми коэффициентами; 3 – минимизация 

суммы квадратов ошибок для модели Корена
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УДК 004.651.4

А.М. Бородин, С.Г. Мирвода, С.В. Поршнев

АНАЛИЗ МНОГОМЕРНыХ ДАННыХ ВыСОКОй РАЗМЕРНОСТИ:  
ПРОБЛЕМы ДОСТуПА К ДАННыМ И ВОЗМОЖНый ПОДХОД  

К ИХ РЕШЕНИЮ

A.M. Borodin, S.G. Mirvoda, S.V. Porshnev

HIGH DIMENSIONAL DATA ANALISYS: DATA ACCESS PROBLEMS  
AND POSSIBLE SOLuTIONS

Обсуждена проблема доступа к многомерным данным размерности порядка 104. Описана си-
стема, в ходе создания которой была обнаружена проблема; описаны технические решения, при-
менявшиеся при решении схожих проблем. Также изучены причины, по которым они не подходят 
для решения описанной проблемы. Указаны особенности существующих технических решений, 
позволяющие предположить перспективность использования фрагментов этих технологий в обсуж-
даемой задаче.

МНОГОМЕРНЫЕ ДАННЫЕ; OLAP-СИСТЕМЫ; ИНДЕКСИРОВАНИЕ; ДОСТУП К ДАН-
НЫМ; ИЕРАРХИИ ТИПОВ ПАМЯТИ.

This paper discuss multidimensional access methods applied to 104-dimensional data. Authors describe 
informational system, development of which encountered this problem. Than this problem is stated, 
decomposed and detailed. Existing techniques are referenced, theirs advantages and pitfalls are stated in 
context of the problem.

MULTIDIMENSIONAL DATA; OLAP SYSTEMS; INDEXING; DATA ACCESS; MEMORY 
HIERARCHY.

Многомерные структуры данных [1, 2] 
используются в системах обработки ин-
формации (СОИ), применяемых в различ-
ных областях человеческой деятельности, 
например, в бизнес-анализе [3], астроно-
мии [4], геоинформатике [5], биоинфор-
матике [6] и др. Анализ опыта их эксплуа-
тации показывает, что одним из главных 
факторов, определяющих скорость работы 
СОИ, является скорость доступа к много-
мерным данным. В этой связи актуальна 
задача разработки быстрых алгоритмов 
доступа к многомерным данным. Следует 
отметить, что с момента начала разработ-
ки (80-е гг. ХХ века) для рассматриваемой 

задачи в ее наиболее общей постановке  
алгоритмов прошло более 30 лет [2], в на-
стоящее время достигнуты определенные 
успехи в данной области, однако универ-
сальных автоматизированных алгоритмов, 
легко адаптирующихся для любой конкрет-
ной многомерной структуры данных, пока 
не создано. Как следствие, при разработ-
ке СОИ оказывается, что не удается ис-
пользовать известные технологии доступа 
к многомерным данным без существенной 
модернизации либо создания новых алго-
ритмов, адаптированных к особенностям 
собираемой и обрабатываемой информа-
ции на конкретном производстве.
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С подобной ситуацией мы столкнулись 
при реализации комплексного проекта по 
созданию высокотехнологичного производ-
ства с участием российского высшего учеб-
ного заведения по теме «Разработка автома-
тизированной системы слежения, контроля,  
моделирования, анализа и оптимизации 
полного цикла выпуска  металлургической 
продукции на основе создания и интегра-
ции математических моделей технологи-
ческих, логистических и бизнес-процессов 
предприятия (АС ВМП)» (Шифр 2012-218-
03-167). АС ВМП, состоящая из двух взаи-
модействующих модулей: автоматизиро-
ванной информационной системы сбора и 
анализа данных производства (АИС САД) 
и автоматизированной информационной 
системы моделирования технологических, 
логистических и организационных (бизнес) 
процессов предприятия (АИС МОД).

Анализ исходной информации пока-
зал, что особенностью структуры данных, 
собираемых и обрабатываемых разрабаты-
ваемой АИС САД, является большое чис-
ло разнородных измерений (список изме-
ряемых технологических параметров, в т. ч. 
и в режиме реального времени, включает 
в себя более семи тысяч наименований), 
по каждому из которых потенциально мо-
жет быть произведена выборка. При этом 
данные, характеризующие технологические 
процессы металлургического производства, 
являются высоко интегрированными и не 
могут быть разделены между различными 
программными модулями. 

Один из возможных подходов к реше-
нию рассматриваемой проблемы, подтверж-
денный экспериментами, проведенными на 
этапе эскизного проектирования АС ВМП 
с тестовыми данными, основан на исполь-
зовании самого быстродействующего на 
сегодняшний день серверного оборудова-
ния и программного обеспечения. Однако 
его практическая реализация приведет, как 
очевидно, к резкому удорожанию стоимо-
сти проекта. Кроме того, возможно, что в 
процессе продолжительной эксплуатации 
системы и накопления больших объемов 
данных в хранилище данных (ХД) выбран-
ных вычислительных мощностей окажется 
недостаточно для обеспечения требуемой 

скорости выполнения запросов к ХД. Опи-
санная ситуация подтверждает актуаль-
ность задачи разработки быстрых алгорит-
мов доступа к разнородным многомерным 
данным высокой размерности (данные с 
общим числом измерений 104 и более).

В статье описывается общая постановка 
проблемы доступа к многомерным данным 
высокой размерности, изложены резуль-
таты анализа возможности использования 
известных методов доступа к многомерным 
данным, в т. ч. битовых карт, простран-
ственного хеширования, метода соедине-
ния многомерных индексов, а также пред-
ложен подход, обеспечивающий быстрый 
доступ к многомерным данным большой 
размерности.

Проблемы доступа к многомерным данным 
высокой размерности

Каждая аналитические система предна-
значена для выполнения тех или иных рас-
четов на соответствующих данных. В про-
цессе выполнения расчетов потребляются 
вычислительные ресурсы, которые исполь-
зуются для выполнения двух условно неза-
висимых друг от друга задач: доступа к дан-
ным, хранящимся в ХД, и оперирования 
извлеченными данными.

Проиллюстрируем данный факт следу-
ющими простыми примерами.

Пример 1. В Microsoft Excel имеется та-
блица, содержащая колонки, названные A, 
B и С, соответственно. Колонка C содержит 
значения выражения, вычисляемого в соот-
ветствии с формулой С = A+B. Очевидно, 
что данную операцию можно представить в 
виде абстрактного синтаксического дерева, 
состоящего из одного узла, соответствую-
щего операции сложения (оперирование 
данными), а процесс получения значений 
из конкретных ячеек A и B рассматривать 
как доступ к данным. 

Пример 2. Построение на экране мони-
тора трехмерной сцены. Здесь оперирова-
ние данными (в основном вычисление ма-
тричных произведений) является наиболее 
затратным с точки зрения использования 
вычислительных ресурсов. В то же время 
процесс извлечения данных требует значи-
тельно меньшего количества вычислитель-
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ных ресурсов, чем оперирование данными, 
поскольку объем исходных данных, ис-
пользуемых в вычислениях, относительно 
невелик.

Пример 3. Поиск пути в графе знакомств 
большой социальной сети, связывающих 
двух и/или более пользователей. Здесь рас-
четы выполняются с минимальным ко-
личеством арифметических и условных 
операций, однако из-за большого объема 
исходных данных и, как правило, исполь-
зования распределенного способа хранения 
этих данных, требуются значительные вы-
числительные ресурсы для доступа к этим 
данным.

Исторически сложилось так, что реше-
ние задач специализированного доступа к 
многомерным данным неразрывно связано 
с иерархией типов памяти. Отметим, что 
термин «иерархия» используется в т. ч. и 
по историческим причинам. Здесь, по сути, 
речь идет о способе упорядочивания типов 
памяти компьютера: от быстрой, ограни-
ченной в размере и дорогой памяти (реги-
стры процессора, кэш, ОЗУ), к медленной 
и дешевой памяти (дисковые системы, си-
стемы резервирования, облачные хранили-
ща). Основная идея большинства методов 
доступа к многомерным данным основана 
на уменьшении количества обращений к 
медленной памяти за счет эффективного 
размещения данных в быстрой памяти.

Особенность доступа к многомерным 
данным состоит в том, что в большинстве 
случаев производится поиск данных (за-
просы), затрагивающий одновременно не-
сколько различных свойств данных (раз-
личных измерений). Отметим, что здесь 
список свойств данных, которые могут уча-
ствовать в поисковом запросе, известен за-
ранее. Однако их число, как правило, ока-
зывается столь большим, что построение 
всех одномерных поисковых структур по 
всем комбинациям измерений оказывается 
практически невозможным. Например, за-
прос (который должен быть эффективным 
с точки зрения затрачиваемых ресурсов) 
к многомерной структуре данных, содер-
жащей антропометрическую информацию 
по большому количеству человек, в кото-
ром требуется найти людей, имеющих в за-

данных интервалах длину носа, рост, дату 
рождения. Здесь интервалы, задающие 
требуемые значения длины носа, роста и 
даты рождения, – это критерии поиска, а 
собственно информационные поля, содер-
жащие значения длины носа людей, зане-
сенных в базу данных (БД), их рост и дата 
рождения – активные измерения поиско-
вого запроса. При этом в БД может быть 
множество различных измерений, но мно-
гомерная структура данных должна быть 
такой, чтобы выполняемые к ней запросы 
были одинаково эффективны при исполь-
зовании в них любой возможной комби-
нации активных измерений из множества 
всех измерений.

Приведем примеры информационных 
систем, в которых реализуется обработка 
многомерной информации. 

Пример 4. Геоинформационные систе-
мы. Данный класс СОИ, несмотря на то, что 
они традиционно оперируют с 3–4 измере-
ниями (три пространственные координаты 
и время), также относят к классу инфор-
мационных систем, в которых реализует-
ся обработка многомерной информации. 
Это обусловлено высокой вариативностью 
используемых в них запросов, например, 
«поиск дома в заданном прямоугольнике», 
«поиск ближайшей АЗС к точке нахожде-
ния автомобиля» или «поиск оптимально-
го маршрута с тремя и более пересадками»  
и т. д.

Пример 5. Системы бизнес-анализа. 
СОИ, относящиеся к данному классу си-
стем, оперируют данными с несколькими 
десятками измерений поиска [7]. Напри-
мер, запрос системы бизнес-анализа может 
выглядеть следующим образом: рассчитать 
сумму дохода от всех операций по опреде-
ленной группе тарифов, в определенный 
интервал дат, в определенном районе горо-
да, для абонентов с подключенным цифро-
вым телевидением и широкополосным до-
ступом в Интернет.

На сегодняшний день создано множе-
ство различных структур данных, часть из 
которых описана в [8]. Большинство совре-
менных структур данных являются подмно-
жеством т. н. обобщенного сбалансированного 
поискового дерева (GiST [9]), создаваемого 
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в результате разделения всего простран-
ства данных на иерархически вложенные 
группы, которые являются узлами этого 
дерева. При этом группировка объектов в 
пространстве индексируемых данных осу-
ществляется так, чтобы минимизировать 
число групп, затрагиваемых наиболее веро-
ятными запросами к данным. 

Выбор той или иной структуры досту-
па к данным зависит от структуры данных 
и структуры запроса. Для количественного 
обоснования выбора структуры сбаланси-
рованного дерева используют т. н. модели 
эффективности поискового запроса. На-
пример, в [10] для оценки эффективности 
пространственных индексов, используемых 
для выполнения запросов к многомерным 
данным бизнес-анализа, предложено ис-
пользовать следующую модель:

[log ]

1 1

DA 1 ( ( , ), ),
F N D

j jx
x j

N
p W x s q

F= =

= + ∑ ∏
здесь DA (disk access) – количество рас-
смотренных узлов древовидного индекса 
данных; N – количество индексируемых за-
писей; F (fanout) – фактор ветвления древо-
видного индекса; p(s,q) – вероятность пере-
сечения диапазонов s и q; W(x,s) – средний 
диапазон данных по одному измерению, 
сгруппированный x раз; D – размерность 
индексируемых данных; s – средний диа-
пазон, занимаемый одним элементом ис-
ходных данных,
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Кроме того, в [10] показано, что в об-
щем случае при оперировании данными 
бизнес-анализа с количеством измерений 
порядка 101, сложность расчета запроса с 
фиксированным результатом (количество 
данных, отвечающих критериям запроса) –  
отношение DA к размеру результирующей 
выборки имеет сложность O(N log N). Одна-
ко при больших D (например, порядка 104)  

1D F ≈  и W(x+1,|s|) ≈ W(x,|s|), это, в свою 

очередь, означает, что межуровневая груп-
пировка данных оказывается неэффектив-
ной вследствие уменьшения диапазона рас-
сматриваемых узлов дерева при спуске вниз 
по дереву индекса. В результате сложность 
расчета запроса с фиксированным резуль-
татом оказывается O(N).

Проблемы индексирования  
многомерных данных высокой размерности 

при помощи битовой карты

Метод bitmap-индексирования [11] (ме-
тод битовой карты) по сравнению с мето-
дом сбалансированных деревьев позволяет 
реализовать более простую с вычислитель-
ной точки зрения технологию организации 
быстрого поиска данных по многомерным 
условиям. В основу данной технологии по-
ложены идеи, используемые в двоичной 
вычислительной технике. В методе bitmap-
индексирования каждому из возможных 
значений измерения запроса ставится в 
соответствие битовая карта, в которую в 
зависимости от соответствия либо несоот-
ветствия значения полей каждой из строк 
БД значению полей запроса заносятся еди-
ницы или нули. При этом последователь-
ность заполнения bitmap-карты повторяет 
последовательность участвующих в запро-
се информационных полей БД. Для поиска 
строк, удовлетворяющих условиям запроса 
с конъюнкцией, осуществляется битовое 
умножение карт. После этого оставшиеся 
в полученном произведении единицы соот-
ветствуют номерам строк, удовлетворяющих 
условию многомерного запроса. Описанная 
технология доказала свою эффективность и 
применяется в большинстве современных 
СУБД. 

Данная технология позволяет эффек-
тивно определять идентифицирующую 
информацию строк данных. Однако в ней 
остается не до конца решенным вопрос 
доступа к данным, т. к. после нахождения 
строк, удовлетворяющих условиям запроса, 
далее по идентифицирующей информации 
еще необходимо получить собственно зна-
чения атрибутов найденных строк (lookup-
операция). В терминологии, используемой 
в СУБД, это означает, что bitmap является 
некластерным индексом. Для физического 



63

Вычислительные машины и программное обеспечение

извлечения многомерных данных, напри-
мер, в Microsoft Analysis Services, судя по 
комментариям одного из авторов данного 
метода, размещенным в его блоге [12], ис-
пользуется упорядочивание по кодам Гиль-
берта. Однако в [13] описаны примеры, в 
которых данный метод оказывается мало-
эффективным при работе с данными боль-
шой размерности.

Проблему, возникающую при использо-
вании lookup-операций для расчета запроса 
к многомерным данным, можно проиллю-
стрировать следующим примером. Пред-
положим, что у нас имеется N строк с D 
измерениями, каждое из которых принима-
ет в среднем M возможных значений. Дан-
ную информацию необходимо разместить 
в блоках данных по F строк так, что для 
каждого запроса с одним условием (общее 
количество возможных вариантов – D∙M), 
использовалось минимально возможное 
количество блоков информации DA, к ко-
торым придется обратиться при получении 
доступа к данным, удовлетворяющим кри-
териям запроса. Однако когда D>>F, ми-
нимизировать DA невозможно, если среди 
D измерений нет взаимозависимых. Други-
ми словами, группировка строк данных по 
одному признаку, приводит к значитель-
ным отклонениям по другому признаку.

Здесь необходимо отметить, что в 
большинстве известных методов про-
странственного индексирования в зна-
чительной степени используется зави-
симость между измерениями. При этом 
пространственные индексы могут исполь-
зовать отдельные локальные зависимости, 
обнаруживаемые в определенных подмно-
жествах данных, которые, однако, счита-
ются линейными. С нашей точки зрения 
представляется перспективным в методе 
bitmap-индексов при доступе к данным в 
высокой размерности использовать и не-
линейные зависимости (например, между 
группами измерений).

Метод пространственного хеширования

Метод пространственно-чувствитель-
ного хеширования (Locality-sensitive  
hashing – LSH [6]) необходимо упомянуть в 
связи с тем, что он успешно применяется в 

различных областях информационных тех-
нологий [14], работающих с многомерными 
данными большой размерности. Основная 
идея метода состоит в том, чтобы близким 
точкам в пространстве генерировать хэш-
код, совпадающий с высокой вероятно-
стью.

Применять метод LSH для доступа к дан-
ным можно тремя основными способами:

1. Генерировать для запроса и стро-
ки данных хэш-код таким образом, чтобы 
одному запросу соответствовал один хэш-
код. Все записи, удовлетворяющие этому 
запросу, соответственно, должны иметь та-
кой же хэш-код.

2. Генерировать хэш-код так, чтобы 
одному запросу соответствовало множе-
ство (в большинстве случаев – многомер-
ный диапазон (параллелотоп)) хэш-кодов. 
Соответственно, записи, удовлетворяющие 
данному запросу, должны иметь один из 
возможных хэш-кодов − точку многомер-
ного пространства, принадлежащую парал-
лелотопу.

3. Генерировать хэш-код так, чтобы 
одному запросу соответствовал один хэш-
код. При этом большинству записей, удо-
влетворяющих условию данного много-
мерного запроса, будет присвоен данный 
хэш-код.

Первый из описанных способов доступа 
к данным, по сути, является одномерным 
методом, поскольку для разных комбина-
ций измерений потребуются разные хэш-
функции. 

Второй способ при увеличении числа 
измерений подвержен «комбинаторному 
взрыву» объема параллелотопа. Как след-
ствие, их производительность оказывается 
ниже производительности других известных 
методов доступа к многомерным данным. 

Третий способ не гарантирует получе-
ние правильного результата выполнения 
запроса.

Метод соединения многомерных индексов

Одной из наиболее известных инженер-
ных практик, распространенных в реляци-
онных базах данных при решении данной 
задачи, является построение отдельного 
индекса по каждому измерению. При вы-



Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

64

полнении многомерного запроса РСУБД 
выполняет соединение (join) результатов 
фильтрации отдельных условий соответ-
ствующими им индексами. 

Мы предлагаем распространить данный 
подход на случай многомерных запросов и 
использовать единый кластерный индекс, 
структура которого представлена на рисун-
ке. Здесь первая колонка (вершина пира-
миды) содержит идентификатор измерения 
(#). Далее, за идентификатором в индексе 
размещается колонка индексируемого зна-
чения и за ней – строки данных.

К очевидным достоинствам предложен-
ной структуры кластерного индекса однота-
бличного хранилища многомерных данных 
следует отнести простоту его построения и 
надежность (в части снижения вероятно-
сти логических ошибок в алгоритмах рас-
чета многомерного запроса). Также важно 
отметить, что эффективность этого индек-
са оказывается независящей от количества 
измерений в индексируемых данных. В то 
же время можно ожидать, что данный по-
казатель будет достаточно сильно зависеть 
от количества измерений, представленных 
в условиях запроса. Действительно, системе 
доступа к данным потребуется выполнить 
расчет всех выборок по отдельным условиям 
запроса, каждая из которых может оказаться 
значительно масштабнее выборки, соответ-
ствующей конъюнкции условий запроса.

Результаты проведенного анализа су-
ществующих подходов к организации до-
ступа к данным для расчета многомерных 
запросов в системах с количеством незави-
симых измерений данных порядка 104 по-
казали, что ни один из них не является в 
полной мере универсальным инструментом 
решения рассматриваемой проблемы. В 
этой ситуации существует объективная не-
обходимость в разработке новых подходов 
к ее решению. При этом представляется 
перспективным подход, основанный на ис-
пользовании гибридной технологии, инте-
грирующей одну или несколько описанных 
выше методов доступа к многомерным дан-
ным. Отметим, что сегодня подобные тех-
нологии уже доказали свою эффективность 
в задачах доступа к многомерным данным 
с количеством измерений порядка 100–102, 
например, т. н. BR-tree дерево [15], в узлы 
индекса которого внедрен битовый фильтр 
Блума [16].

Достоинство битовых карт, которое 
можно использовать в гибридном методе, –  
отсутствие явной зависимости производи-
тельности расчета запроса от количества 
измерений индексируемых данных. Поэто-
му битовые карты используются при ре-
шении задачи индексирования 104-мерных 
данных. Кроме того, при использовании 
пространственных индексов оказывается 
возможным использовать локальные нели-
нейные зависимости между измерениями. 
Мы ожидаем, что сочетание этих техноло-
гий позволит создать систему анализа мно-
гомерных данных высокой размерности, в 
которой время получения результата расче-
та будет измеряться не десятками минут, а 
десятками миллисекунд.

Работа выполнена в рамках договора  
№ 02.G25.31.0055 (проект 2012-218-03-167).

Структура кластерного индекса однотабличного 
хранилища многомерных данных
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УДК 004.023

Д.М. Августинов

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ЧАСТОТНОГО  АНАЛИЗА  
ПРИ СОЗДАНИИ ПРОГРАММ ДЛЯ  ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  

НОВОСТНОГО ПОТОКА

D.M. Avgustinov

APPLICATION OF FREQuENCY ANALYSIS METHODS  
FOR NEwS STREAM MARKET FORECASTING COMPuTER PROGRAMMS

Исследованы и классифицированы основные методы прогнозирования. Изучены основные под-
ходы к построению прогноза на фондовом рынке. Предложен алгоритм прогнозирования финансо-
вых рынков, основанный на методах частотного анализа, а также приведены результаты исследова-
ния, полученные с помощью программы на языке Java. В качестве входных данных использованы 
прогнозы аналитиков фондового рынка. С помощью методов экстраполяции рассчитаны прогноз-
ные оценки исследуемого временного ряда. 

ЧАСТОТНЫЙ АНАЛИЗ; ПРОГНОЗИРОВАНИЕ; ВРЕМЕННОЙ РЯД; ФИНАНСОВЫЙ РЫ-
НОК; СЕМАНТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ.

The article covers the research of  existing forecasting methods and its classification. Basic principles of 
analysis and forecasting of stock markets are researched Algorithm of forecasting financial markets based on 
the frequency analysis is studied in the article. The results of the research obtained with the program in Java 
are presented. Forecasts of stock market analysts are used as an input. Forward-looking statements of studied 
time series are calculated with a help of extrapolation methods. 

FREqUENCY ANALYSIS; FORECASTING; TIME SERIES; STOCK MARKET; SEMANTIC 
ANALYSIS.

Финансовый рынок, основную составля-
ющую которого представляет рынок ценных 
бумаг вместе с рынками банковских ссуд и 
валюты, в свою очередь вместе с товарным 
рынком и рынком рабочей силы является 
системообразующим звеном всего народно-
хозяйственного рынка [1]. Задачу построения 
прогноза на финансовом рынке решают ты-
сячи аналитиков по всему миру. От точности 
их прогноза зависит стабильность экономи-
ческой системы и объем сбережений милли-
онов граждан. По данным ресурса investfunds.
ru на 30 сентября 2013 г. в России стоимость 
чистых активов (СЧА) управляющих ком-
паний составляет почти 100 млрд руб. СЧА 
самой крупной – «Сбербанк Управление 
Активами» – составляет 23,3 млрд руб. Еже-
дневно информационные ресурсы публикуют 
аналитические отчеты квалифицированных 

специалистов крупнейших инвестиционных 
компаний. Оперативно изучить их все не 
представляется возможным, т. к. ситуация 
на рынке стремительно меняется. В данной 
статье описывается метод, позволяющий ав-
томатизировать обработку большого объема 
информации из аналитических статей для 
получения прогноза.

Обзор методов прогнозирования  
и основные проблемы

Основные понятия. При анализе мето-
дов прогнозирования в настоящей статье 
будут использоваться следующие основ-
ные понятия [3]:

прогноз – обоснованное суждение о 
возможном состоянии объекта в будущем 
или альтернативных путях и сроках дости-
жения этих состояний;
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модель прогнозирования – модель объ-
екта прогнозирования, исследование ко-
торой позволяет получить информацию о 
возможных состояниях объекта прогнози-
рования в будущем и (или) путях и сроках 
их осуществления;

метод прогнозирования – способ иссле-
дования объекта прогнозирования, направ-
ленный на разработку прогноза. Методы 
прогнозирования являются основанием для 
методик прогнозирования. 

В настоящее время существует более 200 
методов прогнозирования, однако на прак-
тике используется не более десяти. Среди них 
фактографические (экстраполяция, интер-
поляция, тренд-анализ), экспертные (в т. ч.  
опрос, анкетирование), публикационные  
(в т. ч. патентные), цитатно-индексные, 
сценарные, матричные, моделирования, 
аналогий, построения графов и т. д. На-
глядная классификация методов и моделей 
прогнозирования представлена на рис. 1.

Наиболее распространенными методами 
(свыше 90 % всех сделанных в мире прогно-
зов) являются экспертиза и фактографиче-
ские методы. Популярен метод аналогий. 
Методы линейного программирования, по-
строение циклов (Н.Д. Кондратьев) широ-
ко используются в науке [4].

Характеристика методов прогнозирования 

развития рынка ценных бумаг. Наиболее из-
вестный метод, основанный на обработке 
множества экспертных суждении, – метод 
Дельфи. Суть метода состоит в анонимном 
анкетировании экспертов в три-четыре 
тура. На каждом последующем туре экс-
пертам сообщаются результаты анкетиро-
вания и предлагается изменить свое реше-
ние. Операции повторяются, пока не будет 
достигнута согласованность между экспер-
тами или не будет установлено отсутствие 
единого мнения по проблеме. К недостат-
кам метода относятся большие затраты вре-
мени и средств на каждый этап получения 
ответов, а также на подготовку статистиче-
ских результатов.

Также большую популярность набирают 
консенсус-прогнозы. Центр развития Наци-
онального исследовательского университета 
Высшей школы экономики ежеквартально 
публикует бюллетень консенсус-прогнозов, 
основанный на опросе экспертов: опраши-
вается около тридцати респондентов и фор-
мируется консенсус-прогноз по некоторому 
стандартному набору показателей. В резуль-
тате ежеквартально публикуется новый про-
гноз семнадцати социально-экономических 
показателей (реальный ВВП, номинальный 
ВВП, объем промышленного производства, 
оборот розничной торговли, инвестиции в 

Рис. 1. Классификация методов и моделей прогнозирования
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основной капитал и т. д.)
Компания РосБизнесКонсалтинг (РБК) 

также формирует консенсус-прогнозы по 
основным экономическим показателям. 
Они построены как среднее арифметиче-
ское и медиана прогнозов различных рос-
сийских и зарубежных инвестиционных 
компаний и брокерских домов, таких, как 
HSBC, UBS, Raiffeisen Bank, The Wold Bank, 
IMF, Bank of America Securities&Merrill 
Lynch, Deutsche Bank, Сбербанк России, 
Тройка Диалог, Ренессанс Капитал, Юни-
КредитСекьюритиз, Банк Москвы и др. [7]

Данные прогнозы весьма востребованы, 
однако период обновления составляет, как 
правило, три месяца, а список показателей 
ограничен, что не позволяет сформировать 
прогноз по узкой тематике.

В табл. 1 приведена характеристика 
наиболее популярных методов построения 

прогноза на фондовом рынке [2].

Построение прогноза на основании методов 
частотного анализа 

Предлагаемый метод прогнозирования 
состоит из следующих этапов:

Определение области для прогнози-1. 
рования.

Сбор статей на заданную тематику при 2. 
помощи экспертного суждения или методов 
автоматической классификации текстов.

Процедура нормализации текстов.3. 
Получение частотной характеристики 4. 

(вектора) каждой статьи (координаты точ-
ки в N мерном пространстве) в различные 
промежутки времени (от 1 до Т ).

Формирование базиса частотных ха-5. 
рактеристик.

Экстраполяция полученных значений 6. 
координат векторов для нахождения коор-

Таблица  1

Сравнительная характеристика методов прогнозирования развития рынка ценных бумаг

Название метода
Исходная  

информационная база
Способы и приемы  

осуществления
Форма конечного 

результата

Экспертный
Личные мнения  

экспертов, коллектив-
ная экспертная оценка

Опрос, интервью,  
анкетирование

Экспертная оценка

Аналитический
Сведения СМИ, 

ФКЦБ, региональных 
отделений ФКЦБ

Сравнительный  
анализ

Аналитические  
расчеты

Исторической  
аналогии

Исторические сведения
Установление  

аналогий
Сценарий развития 
рынка ценных бумаг

Экономико-
математическое 
моделирование

Данные фундаменталь-
ного анализа

Расчет экономико-
математических  
зависимостей

Модель

Статистический
Данные  

статистической  
отчетности

Расчет индексов,  
корреляции, регрессии, 

дисперсии,  
вариации, ковариации

Фондовые индексы, 
корреляционно-
регрессионная  
зависимость

Графический
Данные технического 

анализа
Построение графиков Тренды

Программно-
целевой

Данные органов  
статистики, экспертов, 

аналитиков  
о состоянии рынка 

ценных бумаг

Определение цели,  
построение дерева  

целей и дерева ресурсов
Программа
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динат системы в момент времени T + 1;
Интерпретация полученной экстрапо-7. 

ляции в виде прогноза.
Определение области прогнозирования. 

Первый этап алгоритма – это определе-
ние того параметра или свойства системы, 
поведение которых мы будем исследовать. 
Алгоритм главным образом адаптирован 
для сферы экономики, однако изменение 
нескольких параметров позволит использо-
вать его и для других областей. Например, 
в качестве возможных объектов для про-
гнозирования может быть выбрано направ-
ление тренда биржевого индекса или цены 
акций отдельного эмитента. 

Подбор статей для построения прогноза. 
На втором этапе необходимо собрать доста-
точное количество аналитических статей по 
исследуемому объекту. Разумеется, с ростом 
числа статей точность прогнозирования бу-
дет расти. Стоит отметить, что одному вре-
менному промежутку, как правило, соот-
ветствует несколько статей. В этом случае 
статьи объединяются и рассматриваются 
как одно целое. Многие информационные 
ресурсы публикуют аналитические про-
гнозы по графику. Например, компания 
РБК публикует недельный обзор мировых 
рынков каждый понедельник. Набор статей 
можно собрать вручную, например, отби-
рая периодические (недельные, месячные, 
квартальные) обзоры биржевых аналитиков 
на заданную тематику. При необходимо-
сти этот процесс можно автоматизировать. 
На сегодняшний день существует большое 
количество программ для поиска статей по 
заданной тематике. Также необходимые 
статьи можно получить на сайте Яндекс 
Новости, где возможен поиск по основным 
новостным финансовым ресурсам.

Нормализация. Алгоритм нормализации 
позволяет убрать из текста информацию, 
которая не несет смысловой составляющей.  
Это означает, что из текста удаляются слу-
жебные части речи: предлоги, междометия, 
союзы и т. д. Также удаляются стоп-слова. 
Под стоп-словами также понимаются ча-
сто употребительные вспомогательные сло-
ва, по отдельности не несущие смысловой 
нагрузки. Примером стоп-слов могут слу-
жить:

отдельно стоящие знаки препинания  
(. , / ? ! ; : ( ));

цифры (0, 1, 2, 3, 4 и т. д.); 
отдельно стоящие буквы алфавита (а, б, 

в, г, д, е, ..., я);
слова, являющиеся мусорными, по мне-

нию пользователя.
Оставшиеся слова приводятся к своей 

нормальной словарной форме. Для этого 
может использоваться алгоритм леммати-
зации.

Лемматизация – процесс приведения 
словоформы к лемме – ее нормальной (сло-
варной) форме. Данный процесс возможен 
с использованием специального словаря, 
в котором различным словоформам сопо-
ставляются соответствующие леммы.

В русском языке нормальными форма-
ми считаются следующие морфологические 
формы:

для существительных – именительный 
падеж, единственное число;

для прилагательных – именительный 
падеж, единственное число, мужской род; 

для глаголов, причастий, деепричастий –  
глагол в инфинитиве.

Примеры: домами – дом; известных – 
известный; смотрел – смотреть.

Частотные характеристики. На третьем 
этапе используются частотный анализатор 
и системный словарь для вычисления ча-
стотной характеристика входной статьи.

Частотный анализатор использует ме-
тод частотного анализа для анализа текстов 
естественных языков. На выходе он пока-
зывает частоту упоминаний слов в тексте. 
Перед подсчетом частотной характеристи-
ки все слова проходят процедуру нормали-
зации. Для этого каждое слову t

i из текста  
T = t1t2t3...tk заменяется соответствующей 
ему лексемой si из словаря S. Из текста уда-
ляются служебные части речи и стоп-слова 
для уменьшения шума. Таким образом по-
лучим текст TN = s1s2s3...si. 

Затем определим для каждого слова si из 
текста TN его частоту вхождения vi в дан-
ный текст TN. Частотная характеристика –  
это вектор v = (v1, ..., vn)∈V, длина которого 
равна количеству различных лексем в тек-
сте TN, каждая компонента vi – целое неот-
рицательное число. 



71

Вычислительные машины и программное обеспечение

Частотную характеристику v можно рас-
сматривать как точку в пространстве раз-
мерности V, соответствующую тексту T. 
Таким образом, на входе имеем текст T и 
словарь S, а на выходе – точку в простран-
стве V.

Анализируя новостной фон по интере-
сующей тематике, последовательно через 
равные промежутки времени будем полу-
чать частотные характеристики статей и за-
носить их в базу данных. Получив n необ-
ходимых векторов, сформируем базис.  

Базис частотных характеристик. После 
проведения процедуры нормализации и по-
лучения частотных характеристик текстов 
мы получим множество векторов в много-
мерном пространстве. Размерность про-
странства у большинства векторов разная, 
т. к. у текстов разное количество лексем. 
Различается и состав лексем. Таким об-
разом, полученные векторы являются раз-
нородными, что затрудняет выполнение 
экстраполяции по их координатам. Следу-
ет привести векторы к одной размерности 
и одинаковому составу лексем. Для этого 
введем понятие базис частотных характе-
ристик.

Мы имеем N векторов вида v = (v1,..., 
vn)∈V, длина которых равна количеству 
различных лексем в тексте Tn. Сделаем со-
ртировку лексем по частотности в каждом 
векторе. Получим векторы вида v = (v1,..., 
vn)∈V, где vn ≥ vn+1. 

Определим длину базисного вектора, 
равную M. Возьмем M самых частотных 
лексем из каждого вектора, снова отсорти-
руем их между собой и выделим Q наибо-
лее частотных из этого множества. Получим 
вектор b = (b1, …, bq)∈Q. Данный вектор b –  
базис частотных характеристик.

Далее получим разложение по данному 
базису каждой частотной характеристики. 
Получим новые векторы pI  одинаковой 
размерности Q.

Данный алгоритм можно отнести к 
разновидности Латентно-семантического 
анализа (ЛСА). Метод представляет собой 
алгоритм обработки информации на есте-
ственном языке [9]. Часто применяется для 
классификации текстов путем извлечения 

контекстно-зависимых значений лексиче-
ских единиц при помощи статистической 
обработки больших объемов текстов [8].

Экстраполяция полученных результатов. 
Затем выполним экстраполяцию по полу-
ченным координатам. На практике были 
исследованы следующие методы:

линейная аппроксимация; 
многочлен Лагранжа; 
кубический сплайн. 
Для этого провели исследование на раз-

личных комбинациях статей. Размерность 
множества входящих статей не превышала 
десяти. Данная размерность обусловлена 
тем, что аналитические прогнозы, как пра-
вило, строятся не более чем на квартал, а за 
это время  по отдельному эмитенту выходит 
не более десяти промежуточных аналитиче-
ских статей от одного источника.

Линейная аппроксимация. Построим ли-
нейный аппроксимирующий полином для 
полученных данных. Для этого используем 
Метод наименьших квадратов (МНК). В 
качестве параметра x возьмем номер перио-
да изучаемой статьи. В качестве параметра 
y – значение лексемы из частотной харак-
теристики соответствующей статьи.  Таким 
образом, опишем зависимость y от x урав-
нением вида 1 0 1( .) xP a ax = +

Найдем неизвестные коэффициен-
ты  a0 и a1 по МНК:
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Решим систему уравнений и выразим 
коэффиценты
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Получив коэффиценты a0 и a1, можно 
найти уравнение искомой прямой. Под-
ставив в него значение x в период T + 1, 
получим результат экстраполяции частоты 
леммы из частотной характеристики

В результате при помощи методов экс-
траполяции можно получить координаты 
точки в момент времени T + 1. Выполнив 
экстраполяцию по всем словам из бази-
са, мы получим частотную характеристику 
прогнозируемого новостного фона.

Пример использования алгоритма 

В качестве объекта исследования возь-
мем поведение биржевого индекса Dow 
Jones. 

Для этого исследуем еженедельный об-

зор мировых рынков  аналитиков компа-
нии РБК с 6 мая 2013 г. по 17 июня 2013 г.  
и попробуем предсказать новостной фон 
на 24 июня 2013 г. В выбранный проме-
жуток времени было опубликовано семь 
статей. Оценив их экспертным путем, 
можно убедиться, что все они описывают 
состояние мировой экономики и наиболее 
важные события, влияющие на нее. При 
помощи нашей программы составим ча-
стотную характеристику каждой статьи и 
затем найдем базис. Получим следующий 
список слов: год, данный, квартал, США, 
рост, пункт, март, уровень, ВВП, объем, 
Германия, экономика, нефть, рынок.

Далее получим разложение частотных 
характеристик каждой статьи по данно-
му базису и выполним аппроксимацию 
по каждой из них с помощью линейной 
аппроксимации. Получим следующую  
таблицу (табл. 2).

Каждый столбец соответствует разбие-
нию отдельной статьи по найденному бази-
су. В столбце за 24 июня показаны резуль-
таты разложения статьи, данные которой 
мы предсказываем. В столбце «Значение» 
показаны результаты экстраполяции на 
основании частот первых семи статей. Та-
ким образом, сравнивая реальные результа-
ты частот статьи за 24 июня с полученными 
нами, можно посчитать точность вычисле-
ния, которая представлена как относитель-
ная погрешность.

Затем, используя полученные данные, 
построим прогноз. Наиболее ценную ин-
формацию для нас представляют слова 
рост и объем. Результат аппроксимации 
по слову рост составляет 0,0141, что не-
много больше среднего значения (0,0139) 
по данному слову среди семи исследуемых 
статей. Можно сделать вывод, что в про-
гнозе 24 июня будет преобладать положи-
тельный фон, т. к. слово рост будет часто 
использоваться в связке с такими словами, 
как объем, уровень, ввп, экономика. Если бы 
в базисе присутствовали такие слова, как 
конкуренция, затраты, издержки, то сделать 
однозначный вывод было бы сложно, одна-
ко ввиду их отсутствия можно говорить о 
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положительном тренде.
Высокую погрешность показали два 

слова: квартал и Германия. Сильной 
смысловой нагрузки на исследование 
тренда эти слова не оказывают, поэто-
му данное отклонение не повлияет на 
конечный прогноз. Резкий взлет частот-
ности слова квартал объясняется да-
той прогнозируемой статьи: 24 июня –  
конец второго квартала. Этот факт, несо-
мненно, вызовет увеличение использова-
ния данного слова в прогнозе аналитика.

Так как прогноз делается на неделю, 
мы предположим, что прогноз аналитика  
24 июня на следующую неделю будет опти-
мистичным, что говорит о том, что миро-
вой рынок будет находиться в зоне по-
ложительных новостей и, как следствие, 
индексы должны идти вверх.

На рис. 2 представлен график индекса 
Dow Jones с мая по июль 2013 г.

Как видно на графике, с 24 июня зна-

чение индекса показало устойчивое вос-
ходящее движение, что совпало с нашими 
выводами. 

Результаты, полученные с помощью 
предложенного алгоритма, требуют профес-
сиональной интерпретации для построения 
прогноза. Конечным результатом является 
не конкретная рекомендация к действию 
на финансовом рынке, а выявление неяв-
ных тенденций в новостном потоке. Как 
правило, аналитик финансового рынка ста-
рается учесть результаты нескольких подхо-
дов к прогнозированию рынка. Например, 
сопоставление данных фундаментально 
и технического анализа. Таким образом, 
компьютерная программа, реализующая 
предложенный алгоритм, является инстру-
ментом, позволяющим эксперту автомати-
зировать процесс обработки большого ко-
личества текстов. 

Рассмотренный пример оказался удач-

Рис. 2. График индекса Dow Jones с мая по июль 2013 г.
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ным с точки зрения результатов прогнози-
рования. Однако не всегда результаты мож-
но столь однозначно интерпретировать. 
Нахождение в базисе слов, по смысловой 
нагрузке противоположных друг другу (ра-
сти и снижение, положительный и негатив 
и т. д.), существенно усложняет задачу про-
гнозирования, т. к. нельзя с высокой долей 
вероятности сказать, к каким смысловым 
связям они относятся. Эту задачу предстоит 
или решить в будущем, или хотя бы понять, 
как интерпретировать подобные результаты 
и что делать далее.

Важную роль также играет достовер-
ность прогнозов аналитиков, статьи кото-
рых используются в исследовании. К при-
меру, возможна ситуация, когда мы очень 
точно оценим смысловую нагрузку будуще-
го новостного фона, но рынок поведет себя 

иначе из-за заранее трудно предсказуемых 
событий. Другими словами, прогноз ана-
литиков окажется неверным.

В данной статье исследован метод по-
строения прогноза состояния финансового 
рынка с использованием методов частот-
ного анализа на примере статей аналити-
ков компании РосБизнесКонсалтинг. С 
этой целью разработан алгоритм анализа 
текстов, позволяющий строить прогноз о 
содержании аналитических статей в буду-
щем. В его основе идея рассмотрения ана-
литических статей в виде частотных харак-
теристик, а также экстраполяция значений 
частот отдельных слов. Для эксперимен-
тальной проверки результатов работы ал-
горитма разработано программное обеспе-
чение на языке Java.
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АГЕНТ-ОРИЕНТИРОВАННАЯ МОДЕЛЬ КОММуНИКАцИй  
ЭКОНОМИЧЕСКОй СИСТЕМы В уСЛОВИЯХ МЕЖОТРАСЛЕВОГО  

БАЛАНСА ЛЕОНТЬЕВА

O.M. Zvereva, D.B. Berg 

ECONOMIC SYSTEM AGENT-BASED COMMuNICATION MODEL BASED  
ON LEONTYEV’S INTERSECTORAL BALANCE

Разработана агент-ориентированная компьютерная модель, реализующая коммуникации между 
агентами и основанная на уравнениях статического межотраслевого баланса Леонтьева. Коммуни-
кации составляют базис функционирования социальных и экономических систем. С помощью этой 
модели на основе представления микропроцессов, действий отдельных агентов, можно исследовать 
состояния макропроцесса – поведения всей социально-экономической системы. В ходе испытаний 
модели получены интересные результаты о поведении экономической системы в условиях достаточ-
ного количества денежных средств в системе и их дефицита.

МОДЕЛИРОВАНИЕ; АГЕНТ-ОРИЕНТИРОВАННАЯ МОДЕЛЬ; КОММУНИКАЦИИ; МЕЖ-
ОТРАСЛЕВОЙ БАЛАНС ЛЕОНТЬЕВА; СРЕДА МОДЕЛИРОВАНИЯ NETLOGO; СТАТИСТИЧЕ-
СКИЙ АНАЛИЗ.

Agent-based computer model has been developed. This model realizes communications between different 
economic agents and is based on the Leontyev’s static intersectoral balance. Communications appear to 
be the basis of economic and social systems. Starting with the set of modeled microprocesses (behavior 
of individual agents) we have an opportunity to observe the states of the macroprocess – the behavior of 
economic system in a whole. While experiments with the model valuable results were received. These results 
are connected with economic system behavior under the conditions of enough money funds and their lack.

MODELLING; AGENT-BASED MODEL; COMMUNICATIONS; LEONTYEV’s INTERSECTO-
RAL BALANCE; NETLOGO MODELLING FRAMEWORK; STATISTICAL ANALYSIS.

Коммуникации составляют основу 
функционирования социальных и эконо-
мических систем [1]. В каждом коммуни-
кационном акте агенты системы могут об-
мениваться информацией и смыслами [2], 
деньгами, услугами, продукцией матери-
ального производства, энергией и др.

Для моделирования взаимодействий 
между большим количеством агентов ис-
пользуется агент-ориентированный подход, 
результатом расчетов является реализация 
одного из возможных поведений системы. 

Коммуникационные акты часто носят слу-
чайный характер, однако действия каждого 
из агентов, в них участвующих, обусловле-
ны его потребностями в информации, про-
дуктах и услугах. 

Макроэкономически потребности от-
раслей (агентов) в продукции друг друга 
определяются межотраслевым балансом 
Леонтьева [3], а для декомпозиции отраслей 
до уровня предприятий можно использо-
вать балансово-сетевую модель [4]. Однако 
перечисленные модели являются детерми-
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нированными, в них отсутствует возмож-
ность исследования влияния условий актов 
коммуникации на функционирование всей 
системы. 

Цель работы – создание агент-ориен-
тированной модели, основанной на уравне-
ниях межотраслевого баланса Леонтьева, ее 
компьютерная реализация и верификация. 
Результаты исследования представлены в 
данной статье.

Межотраслевой баланс Леонтьева

Наиболее известной макроэкономиче-
ской балансовой моделью является модель 
межотраслевого баланса Леонтьева (модель 
«затраты–выпуск»), за которую автор в  
1973 г. получил Нобелевскую премию по 
экономике [5]. Межотраслевой баланс 
(МОБ) [4] устанавливает условия обмена 
произведенной продукцией между смеж-
ными отраслями экономики, определяя для 
каждой отрасли ограничения на потребле-
ние сырья (продукции других отраслей) и 
задавая объем ее собственного выпуска.

Отрасли (i = 1..n) производят продук-
цию в объемах xi, где X



( | |)iX x=


 – век-
тор выпуска экономической системы. Для 
обеспечения своего производства отрасли 
потребляют продукцию других (смежных) 
отраслей этой экономической системы в 
объемах wki, где wki – потребность i-й отрас-
ли в продукции k-й отрасли. Для каждой 
i-й отрасли системы можно говорить о су-
ществовании вектора ( )iW



 потребностей в 
продукции других отраслей. 

Потребность i-й отрасли в продукции 
k-й отрасли (wki) прямо пропорциональна 
объему выпуска i-й отрасли (xi) и опреде-
ляется технологией производства этой от-
расли. Коэффициент пропорциональности 

ki
ki

i

w
a

x
=  является безразмерным. Совокуп-

ность таких коэффициентов aki (k = 1..n,  
i = 1..n, при условии n отраслей в экономи-
ческой системе) образует технологическую 
матрицу (A = ||aij||). Элемент aki, показыва-
ет, какое количество продукции k-го сек-
тора требуется для производства единицы 
продукции i-го сектора. 

Вектор потребностей i-й отрасли имеет 
вид:

1 2[ ,  , …,   ].i i i i i ni iW a x a x a x=


В общем случае после обмена произ-
веденной продукцией между отраслями в 
каждой отрасли остается некоторая часть 
своей продукции, расходуемая на непро-
изводственное потребление (yi). Вектор Y



 
( | |)iY y=


 – вектор свободных остатков 
экономической системы.

Статический вариант МОБ Леонтьева 
определяется следующим уравнением:

  .X AX Y− =
  

Вектор X


 и Y


 
обычно задаются в стои-

мостном выражении.
Таким образом, статическая модель 

Леонтьева описывает обмен продукцией 
между отраслями экономической системы 
в процессе простого воспроизводства, при 
этом используются данные за один про-
изводственный цикл. В экономической 
системе процесс перераспределения про-
изведенной продукции реализуется через 
коммуникации между отдельными эконо-
мическими агентами – представителями 
разных отраслей. 

Общее количество агентов экономиче-
ской системы может быть большим (сотни 
тысяч и более), и процесс обменов между 
ними не будет строго детерминированным. 
В условиях одного и того же макроэкономи-
ческого межотраслевого баланса возможна 
реализация различных вариантов коммуни-
каций между агентами. Для исследования 
коммуникаций между большим количе-
ством агентов целесообразно использовать 
агент-ориентированные модели (АОМ). 

Имитационные  
агент-ориентированные модели 

Имитационные модели получили ши-
рокое распространение с развитием ком-
пьютерной техники. В таких моделях 
вместо уравнений задаются правила взаи-
модействия (коммуникаций) элементов 
друг с другом, а процесс расчета заменя-
ется процессом реализации на компьютере 
этих взаимодействий в течение некоторого 
времени. В имитационных компьютерных 
моделях для социальной и экономической 
сферы основными активными элементами 

(1)

(2)
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являются агенты (социальные или эконо-
мические), поэтому модели получили на-
звание агент-ориентированных (Agent-ori-
ented/Agent-based models)[6–9].

Рассмотрим отдельного агента. Время 
для него изменяется дискретно, а закон из-
менения его состояния выражается общим 
для всех агентов набором правил, по ко-
торому любой агент на каждом шаге вы-
числяет свое новое состояние, исходя из 
своего текущего состояния и состояний 
других агентов системы. Управляющее пра-
вило перехода для i-го агента записывается 
в виде:

1 ( ( ),{ ( ), , })) ,(i i j
A A A jS t F S t S t A A j i+ = ∀ ∈ ≠  

где ( )i
AS t  и )1(i

AS t +  – два последователь-
ных во времени состояния i-го агента, а 
{ ( ), , }j

A jS t A A j i∀ ∈ ≠  – множество состоя-
ний остальных агентов системы в момент 
времени t. В модели коммуникаций состоя-
ние i-го агента в текущий момент време-
ни зависит от его состояния в предыдущий 
момент времени и состояния того агента, с 
которым он вступил в коммуникацию. 

Отличительной особенностью АОМ яв-
ляется то, что на основе микропроцессов 
(действий отдельных агентов) можно ис-
следовать макропроцессы (поведение эко-
номической системы в целом).

Таким образом, отдельные акты взаимо-
действий между агентами (коммуникации) 
формируют динамику системы в целом 
аналогично тому, как движение отдельных 
молекул и атомов определяет термодина-
мические свойства вещества.

АОМ коммуникаций

В настоящей работе АОМ коммуни-
каций реализует процессы обмена произ-
водственной продукцией между агентами 
экономической системы в условиях огра-
ничений, определяемых МОБ. Каждая от-
расль экономической системы может быть 
представлена в модели совокупностью 
агентов с разными производственными ха-
рактеристиками. 

Состояние i-го агента в соответствии 
с МОБ в момент времени t характеризу-
ется имеющимся у него объемом выпуска 
(pri(t)); свободным остатком osti(t)); векто-

ром необеспеченных потребностей в ре-
сурсах – продукции других агентов систе-
мы ( ( )).ires t



 С целью обеспечения обменов 
(коммуникаций) введена дополнительная 
денежная характеристика – состояние де-
нежного счета агента (moni(t)). 

Состояние i-го агента в момент времени t:

( ,  ,( ) ( ) ( )   , ) .( ( ))i
A i i i iS t pr t ost t res t mon t=



 

В начальный момент времени (при  
t = 0) состояния агентов определяются зна-
чениями, рассчитанными на основе МОБ: 
имеющийся товар равен объему выпуска 
(xi), свободный остаток – расчетному сво-
бодному остатку (yi), вектор необеспечен-
ных потребностей в ресурсах – расчетному 
вектору :iW



; ; (0) (0) (0) .i i i i i ipr x ost y res W= = =
 

Агенты в начальный момент времени 
авансируются, причем этот аванс в конце 
коммуникативного этапа списывается с их 
счетов. Аванс определяется коэффициентом 
обеспеченности деньгами (kmon) и объемом 
произведенной продукции. Коэффициент 
обеспеченности деньгами может быть задан 
одинаковым для всех, а может быть разным 
для разных агентов. 

Величина аванса, зачисляемого на счет 
агента, вычисляется по формуле:

'Д ,i i monx k= ×

где Дi  – деньги, занесенные на счет i-го 
агента в качестве аванса; x'i – объем товара, 
привезенный для обмена (объем выпуска 
за вычетом собственных производственных 
нужд); kmon – коэффициент обеспеченности 
деньгами.

Согласно (4–6) состояние i-го агента в 
начальный момент времени (t = 0):

0 ( ,  , , .(    ) Д )i
A i i i iS x y W=



При выполнении условия баланса на 
конец моделирования (t = tk) состояние i-го 
агента должно быть:

(0,  , ) .( 0, 0)i
A k iS t y=



Схема алгоритма функционирования 
модели показана на рис. 1. 

Агенты вступают в коммуникации в 
процессе экономических обменов. Весь 

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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обменный процесс состоит из отдельных 
циклов. В каждом цикле обмена каждому 
агенту, выбираемому случайным образом, 
предоставляется возможность однократно 
вступить в коммуникацию с другим аген-
том. Целью коммуникации является полу-
чение нужного ему ресурса в соответствии 

с текущим состоянием вектора потребно-
стей в ресурсах ( ( ))ires t



. Это возможно, 
если агент, инициировавший коммуника-
цию, находится в состоянии готовности к 
обмену, т. е. у него есть необеспеченные 
потребности и деньги на счету для опла-
ты:

"ãîòîâ", åñëè (max( ) 0)È ( ( ) 0))
.

"íå ãîòîâ",                                          èíà÷å

( )
( )i i i

A

res mon t
S

t
t

 > >= 




(9)

Рис. 1. Схема алгоритма работы модели

Wi
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Если i-й агент «готов» к обмену, то по-
следовательно по текущему списку потреб-
ностей ищется его коммуникант, т. е. тот 
агент, с кем обмен возможен. Такой агент-
коммуникант должен удовлетворять сле-
дующим условиям: в его продукции дол-
жен нуждаться i-й агент, и у него должна 
быть в наличии эта продукция. Если агент-
коммуникант найден (некоторый j-й агент), 
то коммуникация считается успешной, и 
осуществляется обмен в объеме, равном 
минимальному из трех значений: потреб-
ность i-го агента в продукции j-го агента 
(resji(t)), объем денег на счету i-го агента 

(( )),imon t  объем продукции, имеющийся 
у j-го агента в наличии (prj(t)). Состояния 
агентов после участия в успешной комму-
никации корректируются.

Циклы обмена повторяются до тех пор, 
пока осуществляются успешные коммуни-
кации. Когда этап коммуникаций заканчи-
вается, со счетов агентов списывается сум-
ма, равная авансу. 

По окончанию коммуникационного 
этапа агенты переходят в конечные состоя-
ния, которые согласно МОБ должны соот-
ветствовать (8).

Применение агент-ориентированной 
технологии позволило не просто создать 
динамическую модель, а представить в ней 
основные этапы деятельности агентов – 
производство и потребление. Кроме того, 
это позволило ввести в качестве управляю-
щего элемента деньги для изучения влия-
ния имеющейся в системе денежной массы 
на поведение системы в целом.  

Компьютерная реализация модели  
и ее верификация

Модель реализована в системе NetLogo 
на диалекте языка Logo [10]. Вид окна мо-
дели представлен на рис. 2. В окне распо-
ложено поле моделирования с фигурками 
агентов на нем, успешные акты коммуника-
ции изображаются графически стрелками, 
соединяющими агентов. По нажатию кноп-
ки «Старт» происходит инициализация мо-
дели, а по нажатию кнопки «Ярмарка» на-
чинается коммуникационный этап. В ходе 
работы модели выводится ряд значений в 
панелях-мониторах, а также показываются 

графики, отображающие определенные за-
висимости.

По нажатию кнопки «Производство» 
запускается производственный этап, но в 
данной статье он не обсуждается. Для за-
писи результатов моделирования в файл на 
диске необходимо нажать кнопку «Стоп». 

Верификация модели проводилась для 
семи агентов с одинаковой (в денежном 
выражении) потребностью в продукции 
друг друга (все элементы производственной 
матрицы одинаковые).

Для проведения экспериментов с моде-
лью использованы следующие данные:

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

,0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

А

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

[500,500,500,500,500,500,500],X =


[150,150,150,150,150,150,150],Y =


[50,  50,50,50,50,50,50].iW =


Поскольку все агенты идентичны, рас-
смотрим динамику удовлетворения по-
требностей одного из агентов (например, 
седьмого) в продукции других агентов в 
процессе коммуникаций друг с другом. 

В начале моделирования вектор необе-
спеченных потребностей в ресурсах у седь-
мого агента 7(0))(res



 равен вектору расчет-
ных потребностей ( 7W



):

7 7 [50, 50,50,( 50,50,50,5 ]) .0 0res W= =
 

В конце моделирования при соблюде-
нии МОБ агент должен обеспечить себя 
ресурсами в нужном количестве, и вектор 
потребностей в ресурсах должен стать ну-
левым:

7( ) 0.re ts =


В табл. 1 приведены результаты модели-
рования для седьмого агента при условии, 
что коэффициент обеспеченности деньга-
ми равен 0,4. В ячейках таблицы показаны 
результаты обменов  с другими агентами 

(10)

(11)

(12)

(14)

(13)

(15)
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системы (в первом цикле обмена седьмой 
агент закупил у первого агента продукции 
на 50 у. е., во втором – у второго – на 50 у. е.,  
в третьем цикле – у третьего агента на сум-
му 20 у. е., и т. д.). В таблице не показан 
обмен с седьмым агентом, т. к. свой товар 
агент сразу оставляет на складе и необходи-

мости в коммуникациях нет.
Из табл. 1 видно, что агент за время ком-

муникационного этапа удовлетворил свои 
потребности в ресурсах – результирующий 
вектор потребностей нулевой (что согласу-
ется с (15)). Таким образом, условие МОБ в 
разработанной модели соблюдается. 

Рис. 2. Вид окна модели
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Влияние денежной массы  
на коммуникационную способность агента 

Для исследования влияния денежной 
массы на коммуникационную способность 
агента проведена серия из 200 эксперимен-
тов на тех же (10–13) исходных данных. 
При изменении коэффициента обеспечен-
ности деньгами kmon от 0,1 до 1,0 измерялись 
следующие параметры: 

объем денежных средств, использован-
ных в отдельном цикле обмена, (M, у. е.);

длительность всего коммуникационного 
этапа, выраженная в числе циклов обмена, 
необходимых для полного удовлетворения 

потребностей всех агентов в продукции 
друг друга, N. 

На основании полученных данных были 
рассчитаны статистические характеристики 
объема денежных средств, использованных 
в циклах обмена, такие, как среднее значе-
ние, значения медианы и моды, значения 
дисперсии и среднеквадратичного отклоне-
ния, которые приведены в табл. 2. 

Результаты расчетов показали следую-
щее.

1. Количество циклов обмена, необхо-
димых для удовлетворения потребностей 
всех агентов в продукции друг друга, мо-
нотонно снижается с увеличением обще-

Таблица  1

Динамика удовлетворения потребностей в продукции для одного агента при kmon = 0,4

Агент-
продавец 

(i)

Потребность 
в продукции,
у. е. 7(0)ires

В цикле обмена
получено агентом, у. е.

Остаточная 
потребность, 
у. е. 7( )i

kres t
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 50 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 50 0 50 0 0 0 0 0 0 0 0
3 50 0 0 20 0 0 30 0 0 0 0
4 50 0 0 0 0 0 0 50 0 0 0
5 50 0 0 0 0 0 0 0 50 0 0
6 50 0 0 0 0 0 0 0 0 50 0

Таблица  2

Статистические характеристики объема денежных средств,  
использованных для расчетов между агентами в цикле обмена 

Тип  
поведе-

ния
kmon

Всего 
денег  

в системе, 
у. е.

Cреднее 
значение, 

у. е.

Среднеква-
дратическое 
отклонение, 

у. е.

Коэф-
фициент 
вариации

Медиана, 
у. е.

Мода,  
у. е.

1
0,10 210 128,57 55,06 42,83 130,00 100,00
0,20 420 197,77 84,54 42,75 190,00 190,00
0,30 630 204,88 88,15 43,03 200,00 200,00

2

0,40 840 221,95 103,36 46,57 230,00 350,00
0,50 1050 257,14 113,62 44,19 300,00 350,00
0,60 1260 258,46 109,99 42,55 310,00 350,00
0,70 1470 291,01 107,86 37,07 350,00 350,00
0,80 1680 295,44 105,09 35,57 350,00 350,00

3
0,90 1890 345,78 35,10 10,15 350,00 350,00
1,00 2100 350,00 0,00 0,00 350,00 350,00
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го количества денежной массы в системе  
(рис. 3), достигая минимально возможно-
го значения (согласно правилам обмена в 
данной модели) – шесть циклов – при зна-
чениях 0,9.monk ≥  Полученная зависимость 
согласуется с известным экономическим 
правилом, утверждающим, что для обеспе-
чения поддержания экономики в устойчи-
вом состоянии количество денег в оборо-
те должно быть примерно равным объему 
ВВП страны (это правило соблюдается в 
таких развитых странах, как США, Герма-

ния и др.). 
2. Статистические характеристики ко-

личества денег, использованных в каждом 
цикле обмена (см. табл. 2, рис. 4), позволи-
ли выделить три типа динамического пове-
дения системы: 1 – стабильно медленный;  
2 – нестабильный; 3 – стабильно бы-
стрый.

Первый тип поведения (при 
0,1 0,3monk≤ ≤ ). Среднее значение объема 
денежных средств, использованных в каж-
дом цикле, значение моды и медианы близ-

Рис. 3. График зависимости числа циклов обмена N на коммуникационном этапе  
от коэффициента обеспеченности деньгами kmon

Рис. 4. График зависимости использованных денежных средств от цикла обмена 
( ) коэффициент 0,1; ( ) коэффициент 0,4; ( ) коэффициент 1,0

N

M, у. е.
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ки. Среднеквадратичное отклонение и ко-
эффициент вариации растут с возрастанием 
kmon. Денежные средства по циклам обмена 
распределены достаточно равномерно (при 
kmon = 0,2 составляют примерно 190 у. е. за 
цикл). Длительность коммуникационного 
этапа при таком поведении самая большая.

Второй тип поведения (при 
0, 4 0,8monk≤ ≤ ). Денежные средства по 
циклам обмена распределены крайне не-
равномерно, среднеквадратичное отклоне-
ние и коэффициент вариации достигают 
максимальных значений (особенно при  
kmon = 0,4; 0,5). При kmon = 0,4 среднее зна-
чение использованных денежных средств в 
цикле обмена равно 221,95 у. е., а наиболее 
часто встречающееся значение (значение 
моды) равно 350 у. е.

Третий тип поведения (при 0,8monk > ).  
Среднее значение объема денежных 
средств, использованных в каждом цикле, 
значение моды и медианы практически 
равны. Среднеквадратичное отклонение и 
коэффициент вариации минимальны (при  
kmon = 1 они равны нулю). Денежные сред-
ства по циклам обмена распределены рав-
номерно, коммуникационный этап ми-
нимально возможный по длительности. 
Наиболее устойчивым является вариант 
функционирования системы при kmon = 1: 
обмены успешно заканчиваются за шесть 
циклов, в каждом из которых каждый из 
семи агентов закупает нужное количество 
товаров у других шести агентов, каждый 
раз в цикле задействовано 350 у. е.

В настоящей статье предложена агент-
ориентированная модель, имеющая макро-

экономические ограничения, определенные 
межотраслевым балансом Леонтьева. В от-
личие от традиционной модели Леонтьева в 
ней реализуются коммуникации между от-
дельными агентами. Имитация автономных 
агентов позволяет изучать динамику про-
цесса. С другой стороны, использование в 
имитационной модели балансовых ограни-
чений делает эту модель более реалистич-
ной с экономической точки зрения. 

В рамках данной модели изучено вли-
яние объема денежной массы на структу-
ру и продолжительность обменов между 
агентами на этапе коммуникаций. Экс-
перименты проведены для однородной 
технологической матрицы. Выявлено три 
типа поведения системы: длительный и 
достаточно равномерный обмен (коли-
чество денежных средств меньше 30 % 
стоимости товарной массы), нестабиль-
ный обмен (обеспеченность деньгами по 
отношению к товарной массе 40–80 %), 
быстрый стабильный обмен (количество 
денег в системе более 80 % стоимости то-
варов). Нестабильность системы прояв-
ляется в значительном разбросе значений 
объема денежных средств, используемых 
в цикле обмена (разброс до 50 %). След-
ствием этого является фактическое недо-
использование денежных средств, кото-
рых и так недостаточно в системе.

Работа выполнена в рамках проекта ориен-
тированных фундаментальных исследований, 
выполняемых в рамках соглашений о сотрудни-
честве УрО РАН с государственными корпорация-
ми, научно-производственными объединениями,  
а также в рамках реализации крупных региональ-
ных, федеральных и международных проектов  
№ 13-27-008СГ, 2013 г.
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УДК 519.217.4

О.И. Заяц, С.В. Березин

ПРИМЕНЕНИЕ уРАВНЕНИЯ ПуГАЧёВА–СВЕШНИКОВА  
К ИССЛЕДОВАНИЮ КуСОЧНО-ЛИНЕйНыХ СТОХАСТИЧЕСКИХ  

СИСТЕМ, ЛИНЕйНыХ В ЧЕТВЕРТЯХ ПРОСТРАНСТВА

O.I. Zayats, S.V. Berezin 

ANALYSIS OF PIECEwISE LINEAR STOCHASTIC SYSTEMS  
IN QuARTER-SPACES BY MEANS  

OF THE PuGACHEV–SVESHNIKOV EQuATION

Предложен аналитический метод получения распределения фазовых координат кусочно-
линейных стохастических систем, линейных в четвертях пространства. Метод основан на решении 
уравнения Пугачёва−Свешникова для характеристической функции. Решение последнего сводится 
к решению параметрической краевой задачи Римана для биполуплоскостей. В качестве примера 
решена задача Кренделла о вычислении вероятностных характеристик перемещения незакреплен-
ного тела, помещенного на подвижное основание, совершающее случайные колебания. Рассмотрен 
случай управляемого демпфера сухого трения, который включается, если скорость тела по модулю 
выше критической. Исследованы асимптотики моментов перемещения и вероятностные характе-
ристики времени, в течение которого демпфер сухого трения выключен (задача Феллера о времени 
пребывания системы в штатном режиме).

НЕПРЕРЫВНЫЙ МАРКОВСКИЙ ПРОЦЕСС; УРАВНЕНИЕ ПУГАЧЁВА–СВЕШНИКОВА; 
КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА ДЛЯ БИПОЛУПЛОСКОСТЕЙ; СТОХАСТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА; 
ЗАДАЧА КРЕНДЕЛЛА; ЗАДАЧА ФЕЛЛЕРА; СУХОЕ ТРЕНИЕ.

An analytic approach is presented to obtain a probability distribution function of the state-vector of 
piecewise linear systems which have four domains (quarter spaces) of linearity. The approach is based on the 
use of the Pugachev–Sveshnikov equation for the characteristic function and its reduction to the parametric 
Riemann Boundary Value Problem for bi-half planes. The Crandall's problem for the controlled dry friction, 
which is switched off when body's velocity is over a critical level, is solved as an instance of application of 
the derived theory. The asymptotic behavior of the displacement of a body, placed on a randomly oscillating 
foundation, and occupation time, while velocity is under the critical level, are explored.

CONTINUOUS MARKOV PROCESS; PUGACHEV–SVESHNIKOV EqUATION; RIEMANN 
BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR BI-HALF PLANES; STOCHASTIC MECHANICS; CRAN-
DALL'S PROBLEM; FELLER'S PROBLEM; DRY FRICTION.

Необходимость исследования стохасти-
ческих динамических систем в нелинейной 
постановке возникает во многих важных 
прикладных задачах. Встречающиеся на 
практике нелинейности чрезвычайно раз-
нообразны, но большинство из них допу-
скает кусочно-линейную аппроксимацию. 
Такие приближения являются одними из 
наиболее употребительных и повсеместно 
применяются в самых разнообразных при-
ложениях: физических, механических, элек-
тротехнических, радиотехнических, финан- 

сово-экономических и многих др.
Систематическое изучение стохасти-

ческих динамических систем с кусочно-
линейными характеристиками началось в 
середине XX века. Данному кругу проблем 
посвящено большое количество специаль-
ных исследований. Более подробно об этом 
шла речь в [1]. В настоящее время сколько-
нибудь общие методы, предназначенные 
для решения именно кусочно-линейных за-
дач и учитывающие их специфику, практи-
чески отсутствуют. За исключением систем 
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первого порядка инженеры и практики вы-
нуждены довольствоваться сугубо числен-
ными алгоритмами, либо приближенными 
подходами типа метода статистической ли-
неаризации (МСЛ).

Один из перспективных современных 
методов статистической динамики кусочно-
линейных систем основан на использовании 
уравнения Пугачёва–Свешникова (ПС). 
Первоначально оно предназначалось для 
исследования систем, включающих нели-
нейности релейного типа. К этому типу от-
носят нелинейные функции ( ),xϕ  которые 
при ,x a>  где 0,a ≥  совпадают со стан-
дартной релейной нелинейностью sign ,x  а 
в остальном произвольны. Предложившие 
этот метод В.С. Пугачёв (при произволь-
ном типе нелинейностей) и А.А. Свешни-
ков (при релейном их типе) имели в виду 
приближенное решение соответствующего 
уравнения и рассматривали его в качестве 
альтернативы МСЛ.

Между тем удалось доказать аналити-
ческую разрешимость уравнения ПС в не-
котором классе систем, включающих нели-
нейность типа sign .x  Первые результаты 
в этом направлении появились еще при 
жизни А.А. Свешникова, в конце 70-х гг. 
В более или менее законченном виде тео-
рия представлена в статье [2], где даны три 
примера аналитического решения. Первый 
задает распределение скорости вынужден-
ных случайных колебаний при наличии су-
хого трения, а также при одновременном 
действии сухого и вязкого трения. Во вто-
ром примере найдено распределение аб-
солютной скорости незакрепленного тела, 
скользящего с сухим трением вдоль под-
вижного основания, совершающего случай-
ные колебания. Третий пример посвящен 
осциллятору с вязким трением и кусочно-
постоянной восстанавливающей силой.

Построено аналитическое решение за-
дачи механики твердого тела, поставленной 
С. Кренделлом. В ней требуется найти рас-
пределение перемещений незакрепленного 
тела на подвижном, стохастически коле-
блющемся основании при наличии трения 
между телом и основанием. В работе [3] эта 
задача решена при сухом трении, а в [4] – 

при комбинации сухого и вязкого трения.
Метод уравнения ПС позволяет анали-

тически находить распределение длитель-
ности выбросов. С его помощью для ряда 
типовых процессов решена задача В. Фел-
лера о распределении времени пребыва-
ния процесса на положительной полуоси. 
Общая теория изложена в статье [5], где 
указанная задача решена для процессов  
Н. Винера, Т. Кохи–Дж. Динза, Г. Уленбека– 
Л. Орнштейна. Аналитическое решение для 
винеровского процесса с постоянным сно-
сом приведено в [6].

Выше речь шла о системах, включаю-
щих нелинейность sign .x  Без существен-
ных изменений метод распространяется и 
на случай нелинейности | | .x  Это позволи-
ло, например, в работах [3, 4] найти распре-
деление пути, проходимого при случайных 
колебаниях. Для двух этих типов нелиней-
ностей ( sign x  и | |x ) получено не только 
распределение фазовых координат дина-
мической системы, но и более детальные 
ее характеристики, такие, как вероятность 
невыхода фазовых координат за заданные 
пределы [7] и спектральная плотность в 
установившемся режиме [8].

Как показано в последней работе [1], 
вся разработанная ранее для нелинейно-
стей вида sign x  и | |x  теория полностью 
сохраняет свою силу и для произвольных 
кусочно-линейных систем, линейных в по-
лупространствах. Так называют динами-
ческие системы произвольного порядка n, 
фазовое пространство которых n  делится 
заданной гиперплоскостью Г на два по-
лупространства, причем в каждом из них 
процесс эволюции системы описывается 
линейными уравнениями.

В настоящей статье рассматривается 
более сложная модель кусочно-линейной 
динамической системы. Ее порядок 2n ≥  
по-прежнему считается произвольным, но 
фазовое пространство n  разбивается за-
данной парой пересекающих друг друга 
гиперплоскостей Г1 и Г2 теперь уже на че-
тыре части (четверти n ), представляющие 
собой области линейности этой кусочно-
линейной системы. Опишем исследуемую 
модель подробнее.
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Преобразование уравнений движения

Рассмотрим динамическую систему про-
извольного порядка n с фазовым вектором 

T
1= ( , …, ) .n

nU U U ∈


  Допустим, что за-
даны две пересекающиеся гиперплоскости 

( = 1,2).n
i iΓ ⊂   Без ущерба для общности 

можно считать, что эти гиперплоскости со-
впадают с координатными гиперплоскостя-
ми U1 и U2. Действительно, если в исходной 
постановке это условие не выполняется, то 
следует перейти к новой системе координат, 
взяв в качестве первых двух базисных век-
торов нормали к Г1 и Г2, а также сдвинуть 
начало координат в точку, принадлежащую 
одновременно обеим гиперплоскостям Г1 и 
Г2. После указанных преобразований урав-
нения гиперплоскостей будут иметь вид 

= { | = 0}, ( = 1,2).n
i iy y iΓ ∈

 

Уравнение движения системы примем в 
виде 

= ( , ) ( , ) ,
d

U t U t U
dt

ϕ + Ψ ξ
  





0(0) = ,U U
 

где U


 обозначает фазовый вектор; 0U


 – его 
начальное значение; ξ



 – стандартный (цен-
трированный, с единичной интенсивностью) 
гауссовский белый шум. Вектор-функция ϕ



 
является линейной, а матрица интенсивно-
стей шумов Ψ  – постоянной в каждой из 
координатных четвертей пространства 

11 1 2

12 1 2

21 1 2

22 1 2

= { | > 0, > 0},

= { | > 0, < 0},

= { | < 0, > 0},

= { | < 0, < 0},

n

n

n

n

y y y

y y y

y y y

y y y

Ω ∈

Ω ∈

Ω ∈

Ω ∈














причем по определению 
( , ) ( , )( , ) = ( ) ( ), ,i j i j

ijy C y d yϕ τ − τ − τ ∈ Ω


  

( , )( , ) = 2 ( ),i j
ijy H yΨ τ τ ∈ Ω

 

для всех = 1,2, = 1,2.i j  Для определен-
ности, на особых гиперплоскостях функ-
ции ϕ



 и Ψ  доопределяются как полусум-
ма предельных значений, соответствующих 
функций на верхнем и нижнем берегах .iΓ

Далее преобразуем выражения (4) и (5) 
с помощью приема, описанного в [1]: вы-
разим функции, линейные в четвертях про-

странства , ,i jΩ  через произведение функ-
ций, линейных во всем пространстве ,n  
на функции знака числа sign .x  Для это-
го вначале введем индикаторные функции 
квадрантов декартовой системы координат 
на плоскости:

1 2
1 2

1 sign 1 sign
( , ) = ,

2 2
( = 1,2, = 1,2),

ij

y y
y y

i j

± ±
χ ⋅

где знак в первой скобке определяется индек-
сом i, а знак во второй скобке – индексом j,  
причем для индексов, равных единице, вы-
бирается знак плюс, а для равных двойке –  
минус.

Глобальные представления функций ϕ


 
и Ψ  с помощью индикаторов (7) выража-
ются через локальные представления (4) и 
(5) по формулам: 

2 2
( , ) ( , )

1 2
=1 =1

( , ) = ( ( ) ( )) ( , ),i j i j
ij

i j

t y C y d y yϕ − τ + τ χ∑∑


 

2 2
( , ) ( , )

1 2
=1 =1

( , ) = ( ( ) ( )) ( , ),i j i j
ij

i j

t y C y d y yϕ − τ + τ χ∑∑


 

2 2
( , )

1 2
=1 =1

( , ) = 2 ( ) ( , ).i j
ij

i j

t y H y yΨ τ χ∑∑

Теперь уравнения движения можно пе-
реписать в стандартном виде: 

0 1 1 2 2

12 1 2 0 1 1

2 2 12 1 2 0

1 1 2 2 12 1 2

( sign sign

sign sign ) sign

sign  sign sign = 2(

sign  sign sign sign ) ,

d
U C C U C U

dt

C U U U d d U

d U d U U H

H U H U H U U

+ + + +

+ + + +

+ + +

+ + + ξ



 

 



 

где введены обозначения 
(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

0

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

1

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

2

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

12

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

0

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2

1

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

=

C C C C
C

C C C C
C

C C C C
C

C C C C
C

d d d d
d

d d d d
d

+ + +

+ − −

− + −

− − +

+ + +

+ − −

   



   



)

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

2

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

12

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
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1

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

2

(1,1) (1,2) (2,1)

12

,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

=

d d d d
d

d d d d
d

H H H H
H

H H H H
H

H H H H
H

H H H H
H

− + −

− − +

+ + +

+ − −

− + −

− − +

   



   



(2,2)

.
4

(3)

(2)

(1)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
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12
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0
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1

= ,
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4

= ,
4
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4

= ,
4
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C C C C
C

C C C C
C

C C C C
C

C C C C
C

d d d d
d

d d d d
d

+ + +

+ − −

− + −

− − +

+ + +

+ − −

   



   



)
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2

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

12

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

0

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

1

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

2

(1,1) (1,2) (2,1)

12

,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

= ,
4

=

d d d d
d

d d d d
d

H H H H
H

H H H H
H

H H H H
H

H H H H
H

− + −

− − +

+ + +

+ − −

− + −

− − +

   



   



(2,2)

.
4

Таким образом, в уравнениях движения 
присутствуют четыре группы слагаемых: 
первая аналогична линейному уравнению, 
вторая содержит разрывные множители 

1sign U  и 2sign ,U  а третья – произведе-
ние этих множителей. Все эти выражения 
войдут в вектор сноса и матрицу диффу-
зии непрерывного марковского процесса, 
определяемого (10). При записи уравнения 
Пугачёва первые две группы слагаемых об-
рабатываются аналогично [1], а последнее, 
третье слагаемое требует более детального 
рассмотрения.

уравнение Пугачёва–Свешникова

По аналогии со статьей [1] вначале за-
пишем уравнение Пугачёва для характери-
стической функции процесса ,U



 связанной 
с плотностью ( ; )f y τ



 формулой преобразо-
вания Фурье: 

T T( )( ; ) = [ ] = ( ; ) ,iz U iz y
y y

n

E z M e e f y dVττ τ∫
R



  

 

T

T

( )= [ ( | ( ), ) ] =

( | , ) ( ; ) ,

iz U

iz y
y

n

E
M z U e

e z y f y dV

τ∂
Φ τ τ

∂τ

= Φ τ τ∫





 





  



где ydV  – элемент объема ,n  а Ф обозна-
чает функцию Пугачёва 

T

0

1
( | , ) = [ 1 | ( ) = ].lim

iz Uz y M e U y∆

∆τ→
Φ τ − τ

∆τ







  

T

0

1
( | , ) = [ 1 | ( ) = ].lim

iz Uz y M e U y∆

∆τ→
Φ τ − τ

∆τ







  

Последняя выражается в виде суммы 
линейной и квадратичной форм относи-
тельно компонент вектора z



 

T T1
( | , ) = ( , ) ( , ) ,

2
z y iz a y z y zΦ τ τ − τB
       

причем коэффициенты линейной формы 
являются компонентами вектора сноса ,a



 а 
квадратичной – элементами матрицы диф-
фузии B. Решение уравнения (13) ищется 
при начальном условии 

=0 0| = ( ).E E zτ



Подставив (15) в (13), принимая во вни-
мание выражение (11) и проведя интегри-
рование, получим в правой части (13) три 
типа слагаемых. Первый выражается через 
характеристическую функцию, второй – 
через одномерные сингулярные интегралы 
с ядром Коши, третий – через двумерный 
сингулярный интеграл с ядром Коши. Дву-
мерные интегралы типа Коши возникают в 
связи с формулой (см. [9]) 

T

1 2
1 22

1 2

sign sign ( )

| = , =1
. . .

( )( )

iz y
j l y

n

z j l

j l

e y y f y dV

E s z s
v p ds ds

s z s z−∞

=

= −
− −π

∫

∫∫

 





В итоге получим уравнение Пугачёва–
Свешникова: 

T T T
0 0 0( )z

E
z C E iz d z B z E

∂
+ ∇ + + −

∂τ




   

T T T1 1
1 1 1

1 1

| |= =1 1
. . ( ) . .

z z

z

E Es s
i z C v p ds iz d z B z v p ds

s z s z

+∞ +∞

−∞ −∞

    
    − ∇ + + −

   π − π −     
∫ ∫



   

T T T1 1
1 1 1

1 1

| |= =1 1
. . ( ) . .

z z

z

E Es s
i z C v p ds iz d z B z v p ds

s z s z

+∞ +∞

−∞ −∞

    
    − ∇ + + −

   π − π −     
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T T T2 2
2 2 2

2 2

| |= =1 1
. . ( ) . .

z z

z

E Es s
i z C v p ds iz d z B z v p ds

s z s z

+∞ +∞

−∞ −∞

    
    − ∇ + + −

   π − π −     
∫ ∫



   

T T T2 2
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2 2

| |= =1 1
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z z

z

E Es s
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−∞ −∞
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где 

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Для большей краткости и наглядности 
введем обозначения: 





1 1 2 2
12 1 22

1 1 2 2

| = , =1
( ; ) = . . ,

( )( )

| =1
( ; ) = . . ,

z

z j
j

j

E s z s
E z v p ds ds

s z s z

E s
E z v p ds

s z

−∞
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−∞

τ
− −π

τ
π −

∫∫

∫





для j = 1, 2, тогда уравнение (18) примет 
вид 
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Основная идея метода решения, как и в 
работе [1], основывается на сведении урав-
нения (21) к краевой задаче Римана теории 
функций комплексного переменного, одна-
ко в отличии от указанной работы, теперь 
эта задача будет двумерной, а ставиться бу-
дет для биполуплоскостей.

Сведение к краевой задаче Римана

Метод сведения сингулярного уравне-
ния к краевой задаче Римана достаточно 
подробно описан в [1], поэтому мы скон-
центрируем внимание только на специ-
фических чертах, присущих сингулярным 
уравнениям, содержащим двумерные сингу-
лярные интегралы с ядром Коши.

Введем в рассмотрение двукратный ин-
теграл типа Коши с плотностью E: 

1 2

1 22
1 1 2 2

1 2

( , ; , )

1 ( ; )
,

( )( )(2 )

(Im 0, Im 0),

F z'

E z
dz dz

z zi −∞

ζ ζ τ =

τ
=

− ζ − ζπ

ζ ≠ ζ ≠

∫∫





где T
3= ( , …, ) .nz' z z



 Этот интеграл пред-
ставляет собой кусочно-аналитическую 
функцию, которая аналитична по z1 и z2 в 
каждой из биполуплоскостей: 

1 2= { | Im 0,Im 0}.nD z z z±± ∈
   

Ее предельные значения на остове 
2

1 2 1 2= {( , ) | Im = 0, Im = 0}L z z z z∈  би-
полуплоскостей ,D ±±  определяемые равен-
ством 

1

2

1 2 1 2
01
02

( , ; , ) ( , ; , ),lim
z i
z i

F z z z' F z'±±

ζ → ±
ζ → ±

τ = ζ ζ τ
 

удовлетворяют двумерному варианту фор-
мул Ю.В. Сохоцкого [9]: 







1

2

12

= ,

( ) = ,

( ) = ,
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F F F F E

i F F F F E

i F F F F E

F F F F E

++ +− −+ −−

++ +− −+ −−
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− − +

− + −

+ − −

− + + +
В формуле (23) первый и второй знаки 

в D ±±  естественным образом синхронизи-
рованы с ограничениями на знак мнимой 
части чисел z1 и z2, аналогично берутся зна-
ки в (24).

Учитывая формулы Сохоцкого (25), по-
сле технически несложных, но громоздких 
вычислений, уравнение (21) преобразуется 
к виду 
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Начальные условия для (26) будут выра-
жаться через распределение 0f  начального 
фазового вектора 0U



 по формулам, анало-
гичным [1]: 
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Полученная краевая задача схожа со стан-
дартной задачей Римана для биполуплоско-
стей [9], поэтому за ней далее будет сохране-
но это традиционное наименование. Однако 
отличием, существенно усложняющим ее 
решение, является наличие градиента по z



 
и производной по .τ  Такого рода краевые за-
дачи Римана, насколько нам известно, в ли-
тературе еще не рассматривались.

Наиболее близким из известных авто-
рам аналогов задачи (26) является одномер-
ная краевая задача Римана, возникающая в 
теории кусочно-линейных стохастических 
систем, линейных в полупространствах [1]. 
Напомним, что в указанной задаче в роли 
контура, на котором ставится краевое усло-
вие, выступала вещественная ось 1Im 0.z =  
Коэффициенты при самих неизвестных 
краевых значениях F ±  были квадратичны 
по z1, а при их производных по zj – линей-
ны относительно z1.

В задаче (26) остов L, на котором ста-
вится краевое условие, представляет со-
бой прямое (декартово) произведение двух 
вещественных осей 1Im 0z =  и 2Im 0,z =  
причем сохраняется квадратичность коэф-
фициентов при ,F ±±  но теперь уже относи-
тельно пары аргументов z1 и z2, а коэффици-

енты при производных 
k

F
z

±±∂
∂

 по-прежнему 

линейны по тем же аргументам. Таким 
образом, если не принимать во внимание 
размерность задачи, то новая задача вполне 
аналогична краевым задачам [1]. Это по-
зволяет применить описанный в [1] метод 
решения.

Он заключается в переходе от краево-
го условия к т. н. основному уравнению. В 
краевое условие [1] входила разность двух 
функций, аналитических, соответственно, 
при 1Im 0z >  и 1Im 0.z <  Путем неслож-
ных рассуждений, заимствованных из [9] и 
основанных на применении теоремы Лиу-
вилля, показано, что каждая из указанных 
двух функций есть линейная функция z1, 
причем ее коэффициенты для обоих сла-
гаемых одинаковы. Задача сводилась к их 
определению и допускала аналитическое 
решение методом [2]. В настоящей статье 
краевое условие (26) содержит уже четыре 
функции, аналитические в биполуплоско-
стях ,D ±±  определяемых (24). Все эти четы-
ре функции, как будет показано далее, мож-
но выразить в виде суммы двух линейных 
функций, каждая от одного из аргументов z1 
либо z2 c коэффициентами, зависящими от 
другого из указанных аргументов, причем 
эти коэффициенты являются аналитиче-
скими в соответствующих полуплоскостях. 
Метод основного уравнения сохраняет свою 
силу и в этом случае, хотя теперь приходит-
ся определять неизвестные коэффициенты, 
при дополнительном условии их аналитич-
ности в соответствующих полуплоскостях. 
Все это вносит существенное усложнение 
по сравнению с задачей [1].

Здесь уместно вспомнить замечание 
Ф.Д. Гахова о различии двумерных и одно-
мерных задач Римана. Он считал это раз-
личие примерно таким же, как различие 
между дифференциальными уравнениями 
в частных производных и обыкновенны-
ми дифференциальными уравнениями [9]. 
Подчеркнем важное отличие рассматри-
ваемой здесь задачи от задачи [1]. Нестан-
дартность задачи [1] обусловлена только 
наличием производных по параметрам в 
краевом условии. Решение одномерной за-
дачи Римана без этих производных хорошо 
известно и было найдено в общем виде Га-

(26)

(27)

×

×
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ховым еще в середине XX века. Решение же 
классической задачи Римана для биполу-
плоскостей в общем виде в настоящее вре-
мя еще не получено: оно построено лишь 
для некоторых частных случаев задания ко-
эффициентов [11].

Метод основного уравнения, разумеет-
ся, также не дает самого общего вида реше-
ния, однако он эффективен для тех крае-
вых задач, которые возникают в теории 
кусочно-линейных стохастических систем. 
Далее изложим вывод основного уравнения 
применительно к задаче (26).

Вначале проведем сепарацию левой ча-
сти уравнения (26) по одному из аргумен-
тов z1 или z2, скажем, по z1. Под сепарацией 
здесь понимается представление функции 
комплексного аргумента z1 в виде разности 
двух функций +  и ,−  аналитических по 
z1, соответственно, в верхней и нижней по-
луплоскостях, т. е. преобразование уравне-
ния (26) к виду 

1 20, ( , ) ,z z L+ −− = ∈ 

где, очевидно, следует принять 

T (1,1) T (1,1) T (1,1) (1,1)T= ( )z

F
z C F iz d z H H z F
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+ ++ ++∂

+ ∇ + + −
∂τ
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Далее рассмотрим на расширенной ком-
плексной плоскости, соответствующей ар-
гументу z1, кусочно-аналитическую функ-
цию ,  которая в верхней полуплоскости 
совпадает с ,+  в нижней с ,−  а на веще-

ственной оси равняется общему значению 
этих двух функций: 

1

1

, Im > 0,
=

, Im < 0

z

z

+

−










Так построенная функция   аналитична 
во всей плоскости комплексного перемен-
ного z1. Используя известные асимптотики 
интеграла типа Коши при 1z → ∞  [9], а так-
же тот факт, что функции (29) получаются 
путем умножения этого интеграла и его про-
изводных по параметрам на полиномы не 
выше чем второго порядка относительно z1, 
заключаем, что порядок ±  по z1, а значит 
и порядок «склеенной» из них функции (30) 
на бесконечности не выше первого. Отсюда 
по обобщенной теореме Лиувилля [9] выво-
дим, что   линейна по z1:

0 2 1 1 2= ( , , ) ( , , ),G z z' z G z z'τ + τ
 



где z'


 имеет тот же смысл, что и в (22).
Приравнивая каждую из функций (29) 

порознь к правой части (31), получаем два 
уравнения: 

T ( ,1) T ( ,1) T ( ,1) ( ,1)T( )k k k k
z

F
z C F iz d z H H z F

±+
±+ ±+ ∂

+ ∇ + + − 
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F
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T ( ,2) T ( ,2) T ( ,2) ( ,2)T( )k k k k
z

F
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T ( ,2) T ( ,2) T ( ,2) ( ,2)T( )k k k k
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z C F iz d z H H z F
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0 2 1 1 2( , , ) ( , , ),G z z' z G z z'= τ + τ
 

причем значение k определяется здесь пер-
вым индексом при F ±± : в случае индекса 
плюс берется k = 1, иначе k = 2.

Далее используем прием, предложен-
ный в [9]. Вначале сепарируем функции Gj 
по аргументу z2:

2 2 2( , , ) = ( , , ) ( , , ),

( = 0,1).
j j jG z z' G z z' G z z'

j

+ −τ τ − τ
  

Затем подставляем (33) в (32), при этом 
слагаемые, включающие ,jG +  добавляем к 
первой квадратной скобке (32), а члены с 

jG −  – ко второй. В результате получаем раз-
ность двух слагаемых, просепарированную 

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

.
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по z2, напоминающую (28). Повторяя рас-
суждения, последовавшие за получением 
(28) и приведшие затем к выводу (32), при-
ходим в итоге к упомянутым выше основ-
ным уравнениям:

T ( , ) T ( , )

T ( , ) ( , )T
0 2

1 1 2 0 1 1 1 2

(

) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) .

j l j l
z

j l j l

F
z C F iz d

z H H z F G z z'

z G z z' H z z' H z z' z

±±
±±

±± ±

± ± ±

∂
+ ∇ + +

∂τ
+ = τ +

+ τ + τ + τ





 

  

  

Формула (34) представляет сокращен-
ную форму записи  четырех уравнений для 
различных краевых значений ,F ±±  в кото-
рых первый и второй верхний индекс при 
символе краевого значения интеграла типа 
Коши может выбираться произвольно, при-
чем первый индекс совпадает с индексом 
при ,jG  а второй – при Hl. Числовые ин-
дексы j и l естественным образом синхро-
низированы с первым и вторым индексами 
F ±±  по правилу, аналогичному правилу вы-
бора индекса k в (32). Относительно ком-
понент z'



 правая часть (34) является целой 
функцией по соображениям, аналогичным 
[2].

Отметим, что индексы, которыми снаб-
жены jG ±  и ,lH ±  точно так же, как и ин-
дексы ,F ±±  указывают на аналитичность 
в соответствующей полуплоскости z1 и z2. 
Правая часть каждого из четырех основных 
уравнений (34) содержит по четыре слагае-
мых, которые выбираются для каждого F ±±  
так, чтобы не противоречить требованию 
аналитичности F ±±  в соответствующей би-
полуплоскости .D ±±

Уравнения (34) напоминают основные 
уравнения, возникающие при рассмотрении 
кусочно-линейных систем, линейных в по-
лупространствах [1], однако по сравнению 
с этими последними уравнениями они ока-
зываются более сложными, причем услож-
нение весьма существенно. Во-первых, 
число неизвестных функций увеличилось 
с двух до восьми. Во-вторых, правая часть 
уже не является линейной функцией всего 
лишь одного аргумента z1, а представляет 
сумму двух линейных функций от каждого 
из аргументов z1 и z2 c коэффициентами, за-
висящими от другого аргумента. Наконец, 
в-третьих, и это самое главное, на коэффи-

циенты указанных линейных функций на-
кладываются дополнительные требования 
аналитичности в соответствующих полу-
плоскостях z1 и z2.

Таким образом, решение уравнения 
Пугачёва–Свешникова (21) свелось к реше-
нию некоторой обратной задачи для уравне-
ния (34). Она заключается в нахождении та-
ких восьми функций , ,j lG H± ±  в правых частях 
этих уравнений, которые бы обеспечивали 
аналитичность четырех краевых значений 
F ±±  в соответствующих биполуплоскостях 

.D ±±  В отличие от случая [2], когда поиск 
неизвестных в основных уравнениях удалось 
свести к решению сравнительно простой си-
стемы линейных алгебраических уравнений 
(для систем нулевого и первого типа), рас-
сматриваемая сейчас задача, вообще говоря, 
приводит к необходимости решения неко-
торой системы функциональных уравнений 
специального вида.

Далее рассмотрим пример. Для про-
стоты ограничимся пока случаем кусочно-
линейной системы, которая в каждой из 
четвертей пространства n  принадлежит к 
нулевому типу [2].

Пример. Фрикционное торможение  
незакрепленного тела при наличии  

управляемого демпфера сухого трения

Плоское горизонтальное основание со-
вершает случайные продольные колебания. 
Ускорение основания моделируется про-
цессом белого шума заданной интенсив-
ности h. Сверху на основании помеще-
но незакрепленное тело массы m. Трение 
между ним и основанием пренебрежимо 
мало. Допустим, что нормальный (штат-
ный) режим работы системы реализуется, 
когда скорость тела V относительно осно-
вания по модулю не превосходит заданно-
го значения max .v  При maxV v>  возникает 
аварийный (нештатный) режим, в котором 
система частично утрачивает свою работо-
способность.

Чтобы избежать таких нештатных си-
туаций, тело притормаживается с помощью 
демпфера сухого трения, который вклю-
чается при maxV v>  и выдает постоянную 
силу сопротивления P, направленную на-

(34)
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встречу движению. Наиболее важной ха-
рактеристикой такой системы является 
время, в течение которого система работает 
в штатном режиме. Задача определения ве-
роятностных характеристик этого времени 
является типовой задачей теории марков-
ских процессов и известна под названием 
«задачи о времени пребывания». Соответ-
ственно, время работы в нештатном режи-
ме можно трактовать как длительность вы-
бросов V за пределы дозволенной области. 
Метод расчета длительности выбросов мар-
ковского процесса, основанный на приме-
нении уравнения Пугачёва–Свешникова, 
изложен в работе [5]. В рассматриваемом 
примере требуется изучить влияние пара-
метров управления движением тела maxv  и 
P на закон распределения времени T рабо-
ты системы в штатном режиме, а также на 
моментные характеристики этого времени.

Уравнение движения такой системы 
имеет вид 

0= ( ) , (0) = ,mV P V mh V V− ϕ + ξ

где 0V  – начальная скорость тела, а ϕ  – 
релейная нелинейность с зоной нечувстви-
тельности 

max

max

sign , если 
( ) = .

0, если 

v v v
v

v v

 >ϕ  <
Тогда время, в течение которого систе-

ма находится в штатном режиме, подчиня-
ется уравнению 

max max

1
= (sign( ) sign( )),

2
(0) = 0.

T V v V v

T

+ − −

В безразмерных переменных
2

2 2 2

2

max2 2 2

= , = ,
2

= , =
2

P P
U V t

mh m h
P P

T a v
m h mh

τ

Θ

уравнения (35) и (37) преобразуются к фор-
ме 

= sign( ) sign( ) 2 ,

= (sign( ) sign( )) / 2.

U U a U a

U a U a

− + − − + ξ

Θ + − −





Далее будем считать, что движение 
начинается из состояния покоя, так что 

(0) = 0U  и (0) = 0.Θ

Если бы фрикционный демпфер не вы-
ключался при max ,<V v  а действовал бы 
постоянно, что эквивалентно max = 0,v  то 
тогда процесс изменения скорости (35) 
совпал бы с процессом Кохи–Динза [12]. 
При этом закон распределения скорости 
имел бы острый максимум вблизи начала 
координат. За счет выбора управляющих 
параметров maxv  и P  можно изменить ка-
чественный вид этого закона, а также фор-
му закона распределения T.

Кусочно-линейная система, описы-
ваемая уравнениями (39), вообще говоря, 
непосредственно не относится ни к си-
стемам, линейным в полупространствах, 
разобранным в [1], ни к системам, линей-
ным в четвертях пространства, изучаемым 
в настоящей статье, однако она может быть 
легко приведена к последним с помощью 
стандартного приема, заключающегося в 
расширении фазового пространства. Вве-
дем трехмерный процесс T

1 2 3= ( , , )U U U U


 с 
компонентами 

1 2 3= , = , = .U U a U U a U+ − Θ

Последний описывается системой урав-
нений 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

= sign sign 2 ,

= sign sign 2 ,

= (sign sign ) / 2,

U U U

U U U

U U U

− − + ξ

− − + ξ

−







1 2 3(0) = , (0) = , (0) = 0,U a U a U−

которая, очевидно, уже является частным 
случаем системы (10).

Для начала будем интересоваться только 
первыми двумя компонентами процесса ,U



 
что соответствует системе из двух первых 
уравнений (41), определяющих усеченный 
процесс 

* T
1 2= ( , ) .U U U



 Для такой системы 
матричные коэффициенты 

( , ) ( , )0 0 1 0
= , =

0 0 1 0
i j i jC H

   
   
   

одинаковы для всех четвертей пространства 
(4), а векторные коэффициенты таковы: 

(1,1) (2,2) T (1,2) (2,1) T= = (2,2) , = = (0, 0) .d d d d−
   

(1,1) (2,2) T (1,2) (2,1) T= = (2,2) , = = (0, 0) .d d d d−
   

Уравнение Пугачёва–Свешникова (21) 

(35)

(36)

(37)

(39)

(38)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)
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при таком задании коэффициентов примет 
вид: 

 

2
1 21 2 1 2( ) ( )( ) = 0,

E
z z E z z E E

∂
+ + + + +

∂τ

где 1E  и  2E  обозначают одномерные 
преобразования Гильберта от E вида (20), 
и должно решаться при начальном усло-
вии 

1 2( )
=0| = .ia z zE e −
τ

В соответствии с общей теорией при-
ходим к параметрической краевой задаче 
Римана: 

2
1 2 1 2

2
1 2

2
1 2

2
1 2 1 2

(( ) 2 ( ))

( )

( )

(( ) 2 ( )) = 0

F
z z i z z F

F
z z F

F
z z F

F
z z i z z F

++
++

+−
+−

−+
−+

−−
−−

∂
+ + + + −

∂τ
 ∂

− + + − 
∂τ  

 ∂
− + + + 

∂τ  

∂
+ + + − +
∂τ

2
1 2 1 2

2
1 2

2
1 2

2
1 2 1 2

(( ) 2 ( ))

( )

( )

(( ) 2 ( )) = 0

F
z z i z z F

F
z z F

F
z z F

F
z z i z z F

++
++

+−
+−

−+
−+

−−
−−

∂
+ + + + −

∂τ
 ∂

− + + − 
∂τ  

 ∂
− + + + 

∂τ  

∂
+ + + − +
∂τ

при начальных условиях по параметру τ 

1 2

=0 =0

( )
=0 =0

| |

| 0, | .ia z z

F F

F F e

++ −+
τ τ

−−− +−
τ τ

= =

= = =

Экспонента (46) целиком вошла в на-
чальное условие для ,F +−  т. к. при 0a >  
она аналитична в расширенной биполупло-
скости .D +−

Переходя в краевом условии (47) к изо-
бражениям по Лапласу и осуществляя сепа-
рацию изображений краевых значений по 
биполуплоскостям D ±±  так, как это было 
описано выше, получаем следующую систе-
му основных уравнений в изображениях:

1 2

0 2 1 1 2 0 1 2 1 1
2

1 2 1 2

(
0 2 1 1 2 0 1 2 1 1

2
1 2

0 2 1 1 2 0 1 2 1 1

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
= ,

( ) 2 ( )

)( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
= ,

( )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
=

(

ia z z

G z p z G z p H z p z H z p
F

z z i z z p

G z p z G z p H z p z H z p e
F

z z p

G z p z G z p H z p z H z p
F

+ + + +
++

−− − + +
+−

+ + − −
−+

+ + +
+ + + +

+ + + −
+ +

+ + +

   



   



   



2
1 2

0 2 1 1 2 0 1 2 1 1
2

1 2 1 2

,
)

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
= ,

( ) 2 ( )

z z p

G z p z G z p H z p z H z p
F

z z i z z p

− − − −
−−

+ +

+ + +
+ − + +

   



где, напомним, Re 0p > , а верхние индек-
сы при jG ±

  и lH ±
  указывают на аналитич-

ность этих функций по первому аргументу 
в соответствующей полуплоскости.

Насколько известно нам, метод решения 
краевых задач Римана для биполуплоско-
стей, использующий основное уравнение, в 
литературе ранее не рассматривался. Соот-
ветственно, малоизучены и те математиче-
ские задачи, которые возникают в ходе его 
реализации. Поэтому поиск неизвестных 
функций в (49) необходимо описать под-
робнее.

Обратимся к первому уравнению (49). 
Для аналитичности F ++

  в D ++  необходимо, 
чтобы числитель F ++

  обращался в нуль на 
той части комплексной гиперповерхности 
S11 определяемой уравнением 

2
1 2 1 2( ) 2 ( ) = 0,z z i z z p+ + + +

которая содержится в D++.
Изучим подробнее поверхность S11. Раз-

решив ее уравнение относительно одной из 
переменных, скажем, z1, получим два вари-
анта решения: 

1 2 (1 1 ),z z i p= − − ± +
из которых нужно сохранить только вари-
ант со знаком минус перед радикалом, т. к.  
только для него 1 2( , ) .z z D ++∈  Таким обра-
зом, 

1 2= ,z z w +− +

где = ( 1 1),w i p+ + −  причем Im 0w + >  
при всех Re 0.p >

Вернемся к изучению аналитичности 
F ++
 . Для того чтобы числитель F ++

  обра-
тился в нуль на S11, необходимо и доста-
точно выполнения функционального урав-
нения 

(45)

(46)

(47)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)
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0 2 2 1 2

0 2 2 1 2

( ; ) ( ) ( ; )

( ; ) ( ; ) = 0

G z p z w G z p

H z w p z H z w p

+ + +

+ + + +

+ − + +

+ − + + − +

 

 

для всех z2, при которых 1 2( , ) .z z D ++∈  Учи-
тывая линейную связь (52) между z2 и z2 на 
S11, получим, что уравнение (53) выполня-
ется всюду в полосе 20 Im Im .z w +≤ ≤

Весьма существенно, что указанное 
уравнение сохраняет силу при 2Im = 0,z   
т. е. на всей вещественной оси плоско-
сти комплексного переменного z2. При 

2Im 0z =  первые два слагаемых в (53) 
представляют предельные значения на ве-
щественной оси функций, аналитических 
в верхней полуплоскости, а последние два 
(благодаря появлению знака минус перед 
z2 под аргументом lH +

 ) – предельные зна-
чения функций, аналитических в нижней 
полуплоскости. Следовательно, уравнение 
(53) задает некоторую краевую задачу Ри-
мана для полуплоскостей.

Подобного рода задачи подробно разо-
браны в [1]. Если учтем асимптотику на 
бесконечности двумерного интеграла типа 
Коши и проследим вытекающую из нее 
асимптотику функций jG ±

  и ,lH ±
  после чего 

применим к решению (53) метод сепара-
ции, то получим следующий аналог основ-
ного уравнения, отвечающий задаче (53):

0 2 2 1 2

0 1 2

0 2 2 1 2

0 1 2

( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( ) ,

( ; ) ( ; ) =

( ) ( ) ,

G z p z w G z p

g p g p z

H z w p z H z w p

g p g p z

+ + +

+ + + +

+ − + =

= +

− + + − +

= − −

 

 

причем уравнения (54) сохраняют силу для 
любых z2 из верхней и нижней полуплоско-
стей соответственно.

Каждое из уравнений (54) задает линей-
ную связь между парой функций ,jG +

  либо 

lH +
  (при = 0,1; = 0,1j l ), позволяющую 

выразить одну функцию каждой из пар че-

рез другую. Условимся исключить из вы-
ражений F ±±

  функции 0G +
  и 0 ,H +

  сохранив 

1G +
  и 1 .H +

  Коэффициенты g0 и g1 в резуль-
тирующее выражение для F ±±  не войдут, и 
их вычисление оставим в стороне. Отметим, 
что второе уравнение (54) удобно заменить 
на эквивалентное ему уравнение: 

0 1 1 1 1

0 1 1

( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( )( ),

H z p z w H z p

g p g p z w

+ + +

+

+ − + =

= − − − +

 

получаемое из (54) заменой z2 через z1 со-
гласно (52).

Далее займемся последним уравнени-
ем (49), дающим выражение .F −−

  Зна-
менатель F −−

  обращается в нуль на ги-
перповерхности S22, уравнение которой 
отличается от (50) только знаком минус 
перед второй скобкой. Анализ вида части 
поверхности S22, лежащей в ,D −−  приво-
дит к равенству 

1 2 ,z z w += − −

заменяющему аналогичную связь (52) для 
поверхности S11. Внося очевидные измене-
ния в последующие рассуждения, прихо-
дим к следующим уравнениям, обеспечи-
вающим аналитичность F −−

  в D −− : 

0 2 2 1 2

0 1 2

0 1 1 1 1

0 1 1

( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( ) ,

( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( )( ),

G z p z w G z p

h p h p z

H z p z w H z p

h p h p z w

− + −

− + −

+

− + =

= +

− + =

= − − +

 

 

причем второе уравнение дается уже в пре-
образованном виде, аналогичном (55). С 
помощью (57) исключаем из выражений 
F ±±
  функции 0G −

  и 0 .H −


Приведем промежуточный вид уравне-
ний, в которых сохранены только 

функции 1G ±
  и 1H ±

 :

(53)

1 2

1 2 1 1

1 2

( )
1 2 1 2 1 2 1 1

2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 1
2

1 2

1 2 1 1

1 2

( ; ) ( ; )
= ,

(1 1 )

( ) ( ; ) ( ) ( ; )
= ,

( )

( ) ( ; ) ( ) ( ; )
= ,

( )

( ; ) ( ; )
=

(

ia z z

G z p H z p
F

z z i p

z z w G z p z z w H z p e
F

z z p

z z w G z p z z w H z p
F

z z p

G z p H z p
F

z z i

+ +
++

−+ − + +
+−

+ + + −
−+

− −
−−

+

+ + + +

+ + + + − −
+ +

+ − + + +
+ +

+

+ −

 



 



 



 

 .
1 1 )p+ +

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
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1 2

1 2 1 1

1 2
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1 2 1 2 1 2 1 1

2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 1
2

1 2

1 2 1 1
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= ,

(1 1 )

( ) ( ; ) ( ) ( ; )
= ,

( )

( ) ( ; ) ( ) ( ; )
= ,

( )

( ; ) ( ; )
=

(

ia z z

G z p H z p
F

z z i p

z z w G z p z z w H z p e
F

z z p

z z w G z p z z w H z p
F

z z p

G z p H z p
F

z z i
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++

−+ − + +
+−

+ + + −
−+

− −
−−

+

+ + + +

+ + + + − −
+ +

+ − + + +
+ +

+
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 .
1 1 )p+ +

Функции F ++
  и F −−

  здесь уже приведе-
ны к надлежащему виду, обеспечивающему 
их аналитичность, соответственно, в D ++  и 

.D −−

Аналогичному преобразованию надо 
подвергнуть и две оставшиеся функции. 
Их знаменатели совпадают, так что особые 
гиперповерхности S12 и S21 будут задаваться 
одним уравнением: 

2
1 2( ) = 0,z z p+ +

решение которого относительно z1 таково: 

1 2= .z z i p− ±

Здесь, в отличие от предыдущей ситу-
ации, знак перед радикалом в (60) может 
быть как плюс, так и минус, и оба этих ва-
рианта нужно учесть при изучении анали-
тичности как ,F +−

  так и .F −+


Рассуждая аналогично предыдущему, по-
лучаем условия аналитичности F −+

  в виде: 

1 2

1 2

( ) ( ; )

 ( ) ( ; ) = 0,

i p w G z p

i p w H z i p p

+ +

+ −

± − +

+ ± + − ±





причем, легко видеть, что 1 2( , ) ,z z D −+∈  
если 2Im Re 0.z p≥ >  Уравнение (61) 
представляет собой сокращенную форму 

записи двух уравнений, соответствующих 
разному знаку при .i p  Если из этих двух 
уравнений исключить 1 ,G +

  получим одно-
родное конечно-разностное уравнение от-
носительно 1H −

 : 
2

1 2

2
1 2

( ) ( ; )

 ( ) ( ; ) 0.

i p w H z i p p

i p w H z i p p

+ −

+ −

+ − + −

− − + − − =





Решением последнего является 1 = 0,H −
  

тогда из (61) следует, что и 1 = 0.G +


Аналогичные рассуждения примени-
тельно к функции F +−

  приводят уже к не-
однородному разностному уравнению для 

1H +
 :

2 2

2
1 2

2
1 2

2 2

( ) ( ; )

 ( ) ( ; )

( ) ( ) ,aiz a p aiz a p

i p w H z i p p

i p w H z i p p

i p w e i p w e

+ +

+ +

− − − ++ +

− − + −

− + − − =

= − + +





решение которого будем искать в виде 
12

1 1( ; ) = ( ) .aizH z p A p e+


Подстановка (64) в (63) превращает по-
следнее в тождество, если принять 

1
( ) = .

( ) ( )a p a p
A p

i p w e i p w e−+ +− − +

В результате для последних двух оста-
вавшихся неизвестными в (58) функций 
получим окончательно: 

(58)

1

1

2

1 1

2

1 2

( ; ) ,
( ) ( )

( ; ) .
( ) ( )

aiz

a p a p

aiz

a p a p

e
H z p

i p w e i p w e

e
G z p

i p w e i p w e

+

−+ +

−
−

−+ +

=
− − +

= −
− − +





Далее находим изображение харак-
теристической функции * *( ; )E z p



  вспо-
могательного двумерного процесса 

*
U


 
по первой формуле Сохоцкого (25), по-
сле чего изображение характеристической 
функции ( ; )UE z p  исходного процесса 

1 2= ( ) / 2U U U+  находится подстановкой в 
E  векторного аргумента T= ( / 2, / 2)z z z



, 
что дает 

2 2

1 2 ( )
( ; ) =

.
( 1 1) ( 1 1)

U

iaz iaz

iA p z
E z p

z p z p

e e

z i p z i p

−

− ×
+ +

 
× +  + + + − + + 



Обращение изображения (67) требует 
громоздких и трудоемких вычислений и для 
экономии места здесь не приводится. По 
нашему мнению, основной интерес пред-
ставляет приведенный выше метод получе-
ния UE , демонстрирующий технологию ре-
шения двумерной краевой задачи Римана.

Вместе с тем на основе (67) нетрудно 
получить ряд ценных в прикладном отно-
шении результатов асимптотического ха-
рактера при больших τ .

Рассмотрим асимптотику изображения 
(67) при 0.p →  Вспоминая определение 
w +  и ( ),A p  имеем 

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)
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1
( ; ) = ( ( ) ( )),

2
( ) = .

(2 1) 2 2

U

iaz iaz

E z p E z O p
p

e e
E z

a z z i z i

∞

−

∞

+

 
+ + + − 



Используя известные теоремы об асим-
птотическом разложении оригиналов для 
изображения по Лапласу [13], находим 

2
( ; ) ,lim

(2 1) 2 2

iaz iaz

U

e e
E z

a z z i z i

−

τ→∞

 
τ = + + + − 

что дает стационарное распределение в виде 
комбинации равномерного и двусторонне-
го усеченного показательного законов рас-
пределения 

2(| | )

1, если ,1
( ) =

, если ,2 1 u a

u a
f u

e u aa∞ − −

 ≤
 >+ 

согласующееся с хорошо известным стаци-
онарным решением уравнения Колмогоро-

ва для систем первого порядка [14].
Вернемся теперь к задаче определения 

времени пребывания системы в штатном 
режиме (41), т. е. к исследованию процесса 

,U


 полученного добавлением третьей ком-
поненты 3U  к вспомогательному двумерно-
му процессу 

*
.U



 Легко понять, что добавка 
третьей компоненты в (41) повлияет только 
на второе и третье слагаемое в (47) и, как 
следствие, только на знаменатели второй и 
третьей формул в (49), в которых появятся 
добавки к p, равные 3iz−  и 3iz  соответствен-
но. Поэтому решение задачи (41) после 
упрощения будет иметь следующий вид: 

3( , ) 3 2
3

3 3 3
2

3

1
( , ; ) =

( , ) 2 2
,

U U

iaz iaz

E z z p
z p iz

iB p z z z z z
e e

z p iz z z
−

+ +

−
+ −

+ − − + + − + ν − ν 



где введено обозначение = ( 1 1)i p+ν + +  и 

3
3 3

3 3

1
( , ) = .

( ) ( )
a p iz a p iz

B p z
i p iz w e i p iz w e

− − −+ +− − − − +

Полагая z = 0, получим выражение для 
изображения по Лапласу характеристиче-
ской функции времени пребывания систе-
мы в штатном режиме: 

3 3
33

3 3

2 ( , )1
( ; ) = ,

(1 1 )( )
U

iB p z z
E z p

p iz i p p iz
−

− + + −


которое используется для получения на-
чальных моментов процесса 3,U  определя-
емых в виде 3( ) = [ ( )].k

km M Uτ τ  Их изобра-
жения ( )km p  даются достаточно сложными 
и громоздкими выражениями, получаемы-
ми путем дифференцирования (73) по z3 и 
имеющими следующую асимптотику при 

0p →  

1 12

2 23

1
( ) = ( ( )),

2
( ) = ( ( )),

m p m O p
p

m p m O p
p

∞

∞

+

+





где 

1 2 2

2 (4 1)
= , = .

2 1 (2 1)
a a a

m m
a a∞ ∞

+
+ +

В результате при больших τ  

1
3

2 2 1
3 2

2
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так что дисперсия и коэффициент вариа-
ции времени пребывания системы в штат-
ном режиме будут иметь вид: 

2 1
3 2

3 1

3

( ( )) = (1 ( )),
(2 1)

( ( )) 1
( ) = = (1 ( )),

[ ( )] 2

a
D U O

a

D U
O

M U a

−

−

τ τ + τ
+

τ
γ τ + τ

τ
причем дисперсия 3U  имеет максимум по a 
при a = 1/2.

В заключение заметим, что исходная 
система первого порядка (35) попадает в 
класс систем, которые могут быть иссле-
дованы методом Кохи–Аткинсона [15], 
однако изложенный в настоящей статье 
метод, во-первых, дает альтернативный и 
притом более простой способ получения 
характеристик процесса 

*
,U



 описывающе-
го поведение этой системы, и, во-вторых, 
позволяет легко получить вероятностные 
характеристики трехмерного процесса ,U



 
что принципиально невозможно в мето-
де [15], действие которого ограничивается 
лишь системами первого порядка. 

(74)

(75)

(76)

(77)

(76)
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А.И. Заревич

цИФРОВАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ ПРИ АВТОМАТИЗИРОВАННыХ 
ИСПыТАНИЯХ СИЛЬНОТОЧНыХ ШуНТОВ

A.I. Zarevich

DIGITAL SIGNAL PROCESSING FOR AuTOMATED TESTING  
OF HIGH-CuRRENT SHuNT

Описано применение цифровой обработки сигналов при определении динамических характери-
стик сильноточных токовых преобразователей – шунтов. Для определения динамических характери-
стик импульсы тока на входе шунта и напряжения на его выходе записываются в память цифрового 
осциллографа. Согласно предложенному алгоритму, для этих сигналов рассчитываются спектры, 
затем амплитудно- и фазочастотные характеристики шунта определяются как отношение спектра 
выходного импульса напряжения к спектру импульса входного тока на соответствующих частотах.

ИСТОЧНИК ИМПУЛЬСНОГО ТОКА; ТОКОВЫЙ ШУНТ; ДИНАМИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ; АВТОМАТИЗАЦИЯ ИСПЫТАНИЙ.

A digital signal processing method for measuring frequency response function of high-current devices 
are described. This is based on a joint digital processing of the input short pulse signal and a corresponding 
output. In order to measure the frequency response function, a short current pulse is applied to the shunt 
input; input and output signals of the shunt are recorded in a digital oscilloscope memory; then spectra of 
these two signals are computed. Amplitude and phase responses are determined by the arithmetic ratio of 
spectral components of the input and output signals at appropriate frequencies.

PULSE CURRENT SOURCE; CURRENT SHUNT; DYNAMIC BEHAVIOUR; TESTING 
AUTOMATION.

Измерение импульсных токов величи-
ной порядка десятков кА в условиях зна-
чительных электромагнитных помех тради-
ционно осуществляется с использованием 
токовых шунтов [1, 2]. При этом токи мо-
гут иметь сложную форму огибающей и 
сложный спектральный состав. Опреде-
ление динамических метрологических ха-
рактеристик токовых шунтов связано с из-
мерениями частотной зависимости малых 
импедансов, составляющими порядка де-
сятков и сотен микроом [3]. Классические 
методы определения малых импедансов 
используют генераторы-калибраторы тока 
и прецизионные вольтметры. Эти способы 

требуют дорогостоящего метрологического 
оборудования, доступного ограниченному 
числу специализированных лабораторий.  
В настоящее время активно разрабаты-
ваются импульсные методы определения 
метрологических характеристик шунтов.  
В данных методах на вход тестируемого 
шунта подается короткий импульс тока [4]. 
С помощью эталонного токового преобра-
зователя и цифрового осциллографа фикси-
руются входные и выходные сигналы шун-
та. Далее, с помощью цифровой обработки 
определяются исследуемые динамические 
характеристики. Достоинство этих методов 
заключается в низких требованиях к исхо-
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дному импульсному тестирующему сигна-
лу. При практическом применении данно-
го метода возникает ряд задач, связанных 
с адекватным восстановлением формы им-
пульсного сигнала, искаженного шумами и 
квантованием аналого-цифровых преобра-
зователей. Решение этих задач лежит в об-
ласти построения математических моделей, 
восстанавливающих форму сигнала во вре-
менной и спектральной областях [5]. Цель 
статьи – описание метода цифровой обра-
ботки импульсных сигналов для получения 
амплитудно- и фазочастотной характери-
стик сильноточного токового шунта.

Определение динамических характеристик 
токовых шунтов

Задача определения динамических 
метрологических характеристик токовых 
шунтов может быть решена путем подачи 
на вход токового шунта короткого импульса 
тока. При этом входной и выходной сигналы 
шунта необходимо записать в память 
цифрового осциллографа и определить их 
спектры. Амплитудно- и фазочастотная 
характеристики определяются по 
арифметическому отношению спектраль-
ных плотностей входного и выходного 
сигналов на соответствующих частотах. 
Нами предложен и исследован алгоритм 
реализации указанного метода для 
определения частотных характеристик 
преобразователей тока.

При практическом применении метода 
зондирующий сигнал может иметь любую 
форму и должен удовлетворять услови-
ям Дирихле: на исследуемом участке быть 
кусочно-непрерывным, ограниченным и 
иметь конечное число экстремумов. Прак-
тическое выполнение данных условий яв-
ляется сложной задачей. Так, требование 
кусочной непрерывности сигнала под-
разумевает отсутствие разрывов первого 
рода, которые неизбежно возникают при 
естественном ограничении длительности 
числовой последовательности, соответству-
ющей сигналу. Повышение детализации 
анализа приводит к необходимости умень-
шения шага дискретизации и повышения 
разрядности квантования, что в свою оче-
редь способствует зашумленности сигнала 

и, следовательно, увеличивает число ло-
кальных экстремумов.

Получаемые в эксперименте входные 
и выходные сигналы шунта представлены 
последовательностью из N элементов x(t

k), 
где tk – время регистрации k-го элемента 
в последовательности (1 ≤ k ≤ N); x(tk) – 
входной сигнал; y(tk) – выходной сигнал. 
Дискретное преобразование Фурье, приме-
ненное к сигналам, покажет спектральный 
состав в виде соответствующих векторов 
комплексных чисел X(fk) и Y(fk):

( 1)( 1)

1

( ) ( ) ,
N

j k
k j N

j

X f x t f − −

=

= ∑

( 1)( 1)

1

( ) ( ) ,
N

j k
k j N

j

Y f y t f − −

=

= ∑  21
,

2
i N

Nf e− π=
π

где fk – вектор частот, соответствующий 
комплексным векторам X(fk) и Y(fk), полу-
ченный исходя из длины выборки и часто-
ты Найквиста; i – мнимая единица.

Комплексный коэффициент передачи 
шунта K(fk) будет определяться по выраже-
нию

( )
( ) .

( )
k

k
k

Y f
K f

X f
=

Модуль комплексного коэффициента 
передачи есть амплитудно-частотная харак-
теристика шунта, а его аргумент – фазоча-
стотная характеристика.

В условиях физического эксперимента 
импульсный сигнал всегда зашумлен и ха-
рактеризуется нестабильностью амплитуды, 
длительности и формы огибающей. При 
этом нестабильность длительности импуль-
сов и условий запуска развертки цифрового 
осциллографа существенно ограничивает 
применимость временного усреднения сиг-
налов. В то же время усреднение методом 
скользящего среднего позволит уменьшить 
влияние шумов на спектр сигнала.

Для определения окон временного 
усреднения входного и выходного сигналов 
шунта WX и WY необходимо эти сигналы 
x(tk) и y(tk) разложить в ряд Фурье, а за-
тем определить ширины спектров сигнала 
по уровню –10 дБ ΔFX и ΔFY. Ширина окна 
усреднения обратно пропорциональна ши-
рине спектра. То есть

(1)

(2)
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1
,X

X

W
F

=
∆  

1
.Y

Y

W
F

=
∆

Тогда исходные сигналы x(tk) и y(tk) в 
результате сглаживания примут усреднен-
ные значения, определяемые по формулам:

2

2

1
( ) ( ),

X

X

W
k

j k
WX k k

x t x t
W

+

= −

= ∑

2

2

1
( ) ( ).

Y

Y

W
k

j k
WY k k

y t y t
W

+

= −

= ∑

Соответственно, дискретное преобразо-
вание Фурье, примененное к сглаженным 
сигналам, даст их спектральный состав:

( 1)( 1)

1

( ) ( ) ,
N

j k
k j N

j

X f x t f − −

=

= ∑


( 1)( 1)

1

( ) ( ) .
N

j k
k j N

j

Y f y t f − −

=

= ∑


При постоянном размере выборки N 
и неизменности длительности развертки 
цифрового осциллографа, частоты компо-
нентов fk дискретного преобразования Фу-
рье остаются неизменными и не зависят от 
смещения сигнала относительно начала вы-
борки. Следовательно, шумы и искажения 
измеряемых сигналов приведут к случай-
ной погрешности спектральных компонент 
на фиксированных частотах.

В предположении что случайные по-
грешности подчинены нормальному за-
кону, повышение точности практического 
применения метода может быть достигнуто 

путем равномерного усреднения по ансам-
блю реализаций спектральных компонент 
сглаженных сигналов ( )kX f



 и ( )kY f


 на 
фиксированной частоте fk. При выполне-
нии n измерений входного импульсного 
сигнала и соответствующего отклика шун-
та, усредненные спектральные компоненты 
сигналов ( )kX f и ( )kY f  находятся по вы-
ражениям:
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Тогда, с учетом (6), коэффициент пере-
дачи (2) может быть записан как

( )
( ) .

( )
k

k
k

Y f
K f

X f
=

Погрешность предложенного метода 
определения амплитудно- и фазочастотных 
характеристик токового преобразователя 
может быть оценена путем определения 
функции когерентности γxy между спек-
тральными плотностями сигнала-отклика и 
тестового сигнала, как предложено в [4, 6]:
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*
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2 2

1 1
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j k j k
j

xy k n n

j k j k
j j

X f Y f

f
X f Y f

=

= =

γ =
∑

∑ ∑

Функция когерентности γxy, определен-
ная по выражению (8), в идеальном случае 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки для определения динамических характеристик шунтов

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8).
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равна единице, что соответствует полной 
корреляции выходного Y(f) и входного X(f) 
сигналов. Дополнительные шумы, вноси-
мые исследуемой цепью и средствами из-
мерения, а также возможные нелинейные 
явления уменьшают γxy. В пределе γxy стре-
мится к нулю, что соответствует отсутствию 
причинно-следственной связи между сиг-
налами.

Среднее квадратическое отклонение σ, 
а следовательно, и относительная погреш-
ность определения коэффициента передачи 
K(fk) могут быть получены из выражения 
(8) следующим образом:

21 ( )1
( ( )) .

( )2

xy k

k

xy k

f
K f

fn

− γ
σ =

γ

Полная погрешность измерения долж-
на включать в себя относительную по-
грешность определения коэффициента 
передачи, полученную из выражения (9), 
и погрешности, вносимые используемыми 
средствами измерения.

На основании изложенных рассуждений 
предложен алгоритм цифровой обработки 
импульсных сигналов, получаемых при ис-
следовании преобразователей тока, позво-
ляющий определить амплитудно- и фазо-
частотные характеристики [7, 8]. Алгоритм 
реализован на языке технических вычисле-
ний MATLAB.

Для определения значения спектраль-
ных компонент сигналов на заданных 
частотах использован алгоритм Герцеля 
(Goertzel algorithm) [9]. Это также позволя-
ет экономить память ЭВМ и повышает вы-

числительную эффективность алгоритма. 
Спектральные компоненты определялись в 
определенном ранее диапазоне частот сиг-
налов по уровню –10 дБ ΔFX и ΔFY.

Экспериментальное определение  
динамических характеристик токового шунта

Предложенный метод был применен для 
экспериментального определения частот-
ной зависимости импеданса шунта коак-
сиальной конструкции, предназначенного 
для измерения импульсных токов ампли-
тудой до 20 кА [2]. Активное сопротивление  
шунта составляет порядка 170 мкОм.

Для этого эксперимента был разработан 
и изготовлен формирователь импульса тока. 
Формирователь обеспечил получение им-
пульсов тока амплитудой до 20 кА и длитель-
ностью до 150 мкс. Схема эксперимента по 
определению динамических характеристик 
шунта представлена на рис. 1.

Сигнал с формирователя импульсного 
тока поступал на входные токовые клеммы 
исследуемого шунта и одновременно 
фиксировался с помощью широко-
диапазонного трансформатора тока с 
коэффициентом преобразования тока в на-
пряжение 0,1. Сигналы с трансформатора 
тока и потенциальных выводов исследуемого 
шунта регистрировались двухканальным 
цифровым осциллографом.

Для измерения тока использовался уста-
новленный трансформатор тока 13W0100 
производства фирмы Lilco Ltd [10]. Про-

Рис. 2. Сигналы с выходов трансформатора 
тока (кривая 1) и шунта (кривая 2)

Рис. 3. Спектры сигналов  
с выходов трансформатора тока (кривая 1)  

и шунта (кривая 2)

(9)
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изводителем заявлены следующие техни-
ческие характеристики трансформатора: 
частотный диапазон по уровню минус 3 дБ 
0,3 Гц–25 МГц, погрешность измерений 
тока ±0,5 % пиковое значение тока 5 кА, 
входное сопротивление нагрузки трансфор-
матора > 50 кОм.

Фиксация сигналов осуществлялась с 
помощью цифрового осциллографа LeCroy 
WaveSurfer 62S.

На рис. 2 показаны типичные сигналы, 
получаемые с выхода опорного трансфор-
матора тока (кривая 1) и с выхода тести-
руемого шунта (кривая 2). Для наглядности 
сигналы приведены к одному масштабу.

Видно, что амплитуда импульса тока, 
протекающего через шунт, достигает 
значения ~3 кА.

Далее, в соответствии с алгоритмом 
определены усредненные спектры сигналов 
с выходов трансформатора тока (кривая 1) 
и шунта (кривая 2). Эти спектры приведе-
ны на рис. 3.

Из приведенных графиков видно, что 

значение спектра сигнала с выхода шунта 
уменьшается с ростом частоты. Кроме того, 
видно, что в области верхних частот, начи-
ная с 100 кГц, спектр сигнала искажен шу-
мом квантования и собственными шумами 
электрических цепей.

Рис. 4 иллюстрирует применение пред-
ложенного алгоритма при обработке экс-
периментальных данных. Видно, что в 
диапазоне частот до 100 кГц коэффициент 
передачи шунта примерно равен –75,5 дБ.

В статье предложен и экспериментально 
исследован импульсный метод анализа ди-
намических характеристик сильноточных 
токовых шунтов. Метод включает усредне-
ние спектральных компонент сигналов по 
ансамблю, что позволяет повысить точность 
определения характеристик шунта. Даль-
нейшие исследования будут направлены на 
восстановление формы импульсного сигна-
ла, включая снижение шума и уменьшение 
погрешности квантования как во времен-
ной, так и в частотной областях [10].

а) б)

Рис. 4. Динамические характеристики шунта:  
а – модуль коэффициента передачи шунта; б – аргумент коэффициента передачи шунта
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Д.Ю. Райчук, А.В. Самочадин, Д.А. Тимофеев,  
П.А. Рогов, Д.А. Иванченко 

КОНТЕКСТНО-ЗАВИСИМыЕ МОБИЛЬНыЕ СЕРВИСы  
ДЛЯ ОБРАЗОВАТЕЛЬНыХ уЧРЕЖДЕНИй

D.Yu. Raychuk, A.V. Samochadin, D.A. Timofeev,  
P.A. Rogov, D.A. Ivanchenko.

CONTExT-AwARE SERVICES FOR EDuCATIONAL ORGANIZATIONS

Представлена архитектура решения для предоставления контекстно-зависимых сервисов для об-
разовательных учреждений, базирующаяся на технологии централизованного управления мобиль-
ными устройствами. Предложен ряд контекстно-зависимых сервисов, который может быть реали-
зован на основе рассмотренной архитектуры.

МОБИЛЬНЫЕ СЕРВИСЫ; MOBILE DEVICE MANAGEMENT; КОНТЕКСТНО-ЗАВИСИМЫЕ 
СЕРВИСЫ.

The paper presents the MDM-based architecture for providing context-aware services for educational 
organizations. A number of context-aware services are proposed that can be implemented on the basis of 
this architecture.

MOBILE SERVICES; MOBILE DEVICE MANAGEMENT; CONTEXT-AWARE SERVICES.

Современное образование предполагает 
высокую степень самостоятельной работы 
и самоорганизации студентов. Этому спо-
собствуют как структура учебных планов, в 
которых самостоятельной работе отводится 
значительное время, так и доступность об-
разовательных ресурсов – публичных учеб-
ных курсов, семинаров, конференций, книг 
и документации. В результате возрастающее 
количество студентов планирует свою учеб-
ную и исследовательскую работу, не огра-
ничиваясь рамками расписания занятий, 
нередко кооперируясь с другими студентами 
и, в некоторых случаях, с преподавателями. 
Для того чтобы такая работа была эффек-
тивной, необходимо предоставить студентам 
доступ к образовательным материалам и ре-
сурсам с учетом их целей, уровня подготов-
ки, формы работы и места занятий. 

Еще одной особенностью современной 
университетской среды является широкое 
использование студентами и преподавате-
лями мобильных устройств – смартфонов, 
планшетов, ноутбуков. Такие устройства 
способны подключаться к локальной и 
глобальной сетям и выступать в качестве 
клиентов широкого спектра сервисов. Не-
смотря на предоставляемые такими устрой-
ствами возможности, они довольно редко 
используются в учебном процессе. Мобиль-
ные устройства могут обеспечивать доступ 
к сервисам, обеспечивающим более актив-
ное взаимодействие студентов и препода-
вателей, в т. ч. во время интерактивных 
занятий, и предоставляющим студентам 
необходимые для самостоятельного обуче-
ния образовательные ресурсы. Проблемы, 
связанные с предоставлением мобильных 
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сервисов, активно обсуждаются как за ру-
бежом [1, 2], так и в России [3–5].

С учетом в значительной степени са-
мостоятельного планирования студентами 
своей учебной работы, академической мо-
бильности, динамического формирования 
групп во время семинаров и публичных 
лекций, такие образовательные сервисы 
должны учитывать контекст, в котором они 
используются. 

Контекст – «любая существенная ин-
формация, характеризующая ситуацию, в 
которой оказалась сущность. Под сущно-
стью подразумевается человек, место или 
объект, считающийся важным для взаи-
модействия с пользователем приложения 
(конечным пользователем или же другими 
приложениями)» [6].

Контекст может включать в себя, в част-
ности:

пространственное положение пользо-
вателей сервиса и доступные в этом месте 
технические средства (наличие компьюте-
ров, проекторов, интерактивных досок);

состав группы, совместно использую-
щей образовательный сервис;

уровень знаний студента в конкретной 
области, историю изученных курсов (раз-
делов курса) или материалов, к которым 
студент обращался ранее;

ограничения конкретного вида занятий, 
такие, как запрет на использование учебных 
материалов во время контрольной работы.

Для учета контекста необходимо уметь 
идентифицировать пользователя сервиса 
и получать данные о его текущем состоя-
нии, которые можно связать с хранимой 
на сервере информацией об образователь-
ной среде и истории действий пользователя  
[7, 8]. Такая идентификация может быть вы-
полнена с помощью мобильных устройств 
пользователя при условии подключения 
этих устройств к корпоративной системе 
централизованного управления мобильны-
ми устройствами (MDM) образовательного 
учреждения или его подразделения. Ис-
пользование MDM позволяет обеспечить 
информационную безопасность, контроль 
и поддержку мобильных устройств, исполь-
зуемых пользователями.

В данной статье рассматривается ар-
хитектура системы, предоставляющей мо-
бильные сервисы с учетом контекста, а так-
же описывается набор сервисов, которые 
могут предоставляться с использованием 
такой системы.

Другой подход к решению этой задачи 
описан в [9]. Основной целью этой работы 
было создание простой в реализации ин-
фраструктуры, способной без переконфи-
гурирования поддерживать различные под-
ходы к обучению (традиционные занятия 
с преподавателем, совместную самостоя-
тельную работу студентов, эпизодические 
консультации). Предложенная авторами 
[9] инфраструктура ориентируется на мо-
бильные устройства, однако использует их, 
прежде всего, в качестве терминалов. Отли-
чием предлагаемого в данной работе под-
хода является использование мобильных 
устройств не только в качестве клиента об-
разовательных сервисов, но и для извлече-
ния информации о контексте использова-
ния этих сервисов.

Архитектура системы

С точки зрения предоставления серви-
сов в университете нас интересуют следую-
щие сущности:

человек (студенты, преподаватели, со- •
трудники университета);

место (здания, аудитории, лаборато- •
рии, конференц-залы, кафе, библиотеки);

объекты (приборы и лабораторное  •
оборудование, принтеры, компьютеры, 
проекторы);

информационные материалы (книги,  •
материалы курсов, тексты заданий).

Каждая из этих сущностей характери-
зуется местоположением и состоянием. 
Местоположение определено для всех сущ-
ностей, кроме электронных информацион-
ных материалов, которые обычно доступны 
всюду, где пользователь имеет возможность 
обратиться к соответствующему сервису. 
Состояние определяется для каждого вида 
сущностей отдельно.

Человек характеризуется его актуаль-
ным состоянием и хранимой на сервере ин-
формацией о профиле и истории действий 
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этого человека в системе. С точки зрения 
образовательной деятельности под актуаль-
ным состоянием человека целесообразно 
понимать его занятость в определенный 
момент времени или готовность принять 
участие в определенной деятельности. Так, 
преподаватель может объявлять о готовно-
сти встретиться со студентами для консуль-
таций или обсуждения текущих вопросов.

Профиль каждого участника образо-
вательного процесса может включать спе-
циализацию, профессиональные и личные 
интересы, расписание занятий и учебные 
планы. История действий каждого челове-
ка включает как историю взаимодействия с 
системой (перечень материалов и сервисов, 
к которым обращался пользователь), так и 
историю участия пользователя в образова-
тельном процессе (например, список изу-
ченных курсов и разделов курсов, которые 
изучил данный студент).

К свойствам места относятся его вид и 
назначение, занятость объекта или нали-
чие свободных мест в таких местах общего 
пользования, как кафе или библиотеки, а 
также наличие в этом месте определенных 
объектов (техники, книг) или людей.

К свойствам объектов относятся их 
вид и назначение, перечень выполняемых 
функций, занятость или доступность объ-
екта, сведения о режиме использования и 
доступности для конкретных людей или ка-
тегорий пользователей.

Информационные материалы харак-
теризуются сведениями об их авторстве, 
правах использования, связи между мате-
риалами и учебными курсами (областями 
знаний), к которым относятся материалы. 
Важным свойством информационных ма-
териалов является режим доступа к ним. 
Так, конспекты лекций могут быть всегда 
доступны всем пользователям, за исклю-
чением пользователей, которые в данный 
момент сдают экзамен по соответствующе-
му предмету. Условия контрольных работ 
могут публиковаться одновременно для 
всех студентов, выполняющих эту работу, 
в начале занятия, и становиться недоступ-
ными после того, как занятие будет завер-
шено.

Выбор архитектуры системы, предостав-
ляющей сервисы с учетом контекста, зави-
сит от набора данных, входящих в контекст, 
и от способа их получения. Предлагаемое 
решение включает в контекст как данные, 
получаемые от мобильного устройства 
пользователя (идентификатор пользовате-
ля, его местоположение), так и данные, ко-
торые централизованно хранятся в системе. 
Все сервисы используют общий интерфейс 
доступа к данным контекста.

Таким условиям соответствует архитек-
тура построения сервисов с учетом контек-
ста, предложенная в работе [10]. Эта архи-
тектура включает ряд служб, называемых 
поставщиками контекста, часть из которых 
ассоциирована с пользователем сервиса, а 
остальные являются частью системы пре-
доставления сервисов. Данные всех постав-
щиков контекста обрабатываются модулем 
анализа контекста, общим для всех предо-
ставляемых сервисов.

Предлагаемое решение расширяет эту 
архитектуру путем включения в нее инфра-
структуры MDM. Такая модификация дает 
ряд новых возможностей.

Сервер MDM взаимодействует со 1. 
всеми зарегистрированными мобильными 
устройствами, обеспечивая их идентифика-
цию, ассоциируя устройства с пользовате-
лями корпоративной сети и предоставляя 
единый интерфейс для получения данных 
о местоположении и динамическом состо-
янии пользователей. При использовании 
MDM существенно упрощается устройство 
модуля анализа контекста, поскольку за 
его рамки выносятся все вопросы взаимо-
действия с разнообразными мобильными 
устройствами.

Использование MDM позволяет 2. 
не только получать данные о мобильных 
устройствах, но и управлять их поведением: 
инициировать передачу данных на устрой-
ство, включать и отключать определенные 
сервисы (нотификацию, передачу данных), 
асинхронно запрашивать состояние устрой-
ства.

При использовании MDM в контекст 3. 
включаются не только данные о пользова-
теле сервиса, но и данные о других пользо-
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вателях, которые находятся рядом с поль-
зователем сервиса или могут быть связаны 
с ним иным образом.

Архитектура предлагаемого решения 
приведена на рисунке. Каждый пользова-
тель системы идентифицируется с помо-
щью MDM. Сервер MDM также обеспечи-
вает определение положения пользователей 
в пространстве, используя как данные 
мобильных устройств, так и данные, по-
лучаемые с помощью других компонентов 
инфраструктуры (беспроводные сети, ста-
ционарное оборудование, электронные зам-
ки). На основе данных о местоположении 
и сведений, содержащихся в базе данных 
объектов, формируется пространственный 
контекст пользователя. Пространственный 
контекст позволяет учесть, в каком помеще-
нии находится пользователь, какие ресурсы 
доступны в этом или соседних помещени-
ях, какие ограничения накладываются на 
использование ресурсов и сервисов и какие 
пользователи находятся рядом. На основе 

идентификатора пользователя формирует-
ся контекст взаимодействия пользователя с 
системой, в основу которого ложится исто-
рия предшествующих обращений к серви-
сам. Благодаря идентификации пользова-
телей в системе MDM, в контекст запроса 
включаются контексты других пользовате-
лей, например, соседей по помещению или 
студентов, слушающих тот же самый учеб-
ный курс.

Выполняя запрос, сервис может обра-
щаться к собранным данным о контексте, 
используя стандартный интерфейс. При 
этом возможно дополнение контекста, на-
пример, путем получения дополнительной 
информации о других пользователях.

Использование контекстной информа-
ции о пользователях системы не влечет за 
собой нарушения их приватности. Вся ис-
пользуемая информация может быть разде-
лена на две категории: публично доступные 
сведения (расписание занятий, расписание 
экзаменов, планы зданий) и сведения, ко-

Архитектура системы
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торые пользователь самостоятельно согла-
шается предоставить. Решение о предостав-
лении сведений о состоянии пользователя 
может быть принято однократно (на основе 
корпоративной политики), при регистра-
ции мобильных устройств пользователя в 
системе или, при необходимости, прини-
маться непосредственно при публикации 
данных (например, пользователь может со-
общать о своем местоположении во время 
определенных мероприятий, но запретить 
использование этой информации в осталь-
ное время). 

Выполнив запрос, сервис формирует от-
веты двух видов.

Ответ на запрос пользователя, кото-1. 
рый направляется на то устройство, с по-
мощью которого пользователь выполнил 
запрос.

Набор команд управления мобиль-2. 
ными устройствами, который направляется 
серверу MDM. Таким образом сервис может 
инициировать передачу данных на мобиль-
ные устройства пользователей или изменить 
режимы их работы. Возможные действия 
сервиса ограничиваются настройками 
сервера MDM.

Предоставляемые сервисы

Для выделения сервисов, используемых 
в образовательных учреждениях, был про-
веден анализ и классификация услуг [5], 
используемых в ряде ведущих универси-
тетов мира (Массачусетский технологиче-
ский институт, Стэнфордский университет, 
Гарвардский университет, МГИМО и др.). 
Предложенная архитектура позволяет реа-
лизовать все типы имеющихся услуг и про-
вести их функциональное расширение на 
основе контекста, получаемого от использо-
вания системы MDM. На основе описанной 
архитектуры возможна реализация сервисов 
следующих типов:

cправочные сервисы; •
информационные сервисы; •
регистрационные сервисы; •
сервисы доступа к объектам; •
коммуникационные сервисы. •

Справочные сервисы. Справочные сер-
висы предоставляют справочную инфор-

мацию о деятельности образовательного 
учреждения. В отличие от стандартных 
справочников, сервисы расширяются на 
основе контекстной информации о занято-
сти людей и мест.

Телефонный справочник. Кроме традици-
онной справочной информации (телефон, 
е-mail, расположение офиса) содержит опе-
ративную информацию о занятости абонен-
та. Информация о занятости формируется 
с учетом расписания занятий, расписания 
плановых мероприятий, в которых должен 
принимать участие абонент (с возможной 
проверкой реального участия по его место-
положению) и с учетом внеплановых для 
абонента мероприятий, участие в которых 
определяется, исходя из местоположения 
абонента и оперативного статуса места, в 
котором он находится (например, это ауди-
тория, которая занята для проведения со-
вещания).

Справочник контактной информации об 
официальных службах (департаменты управ-
ления отделы) кроме традиционной ин-
формации содержит оперативную инфор-
мацию, основанную на расписании работы 
соответствующей службы и с учетом раз-
личных мероприятий (совещания, ремонт 
и т. д.)

Справочник аудиторий содержит опера-
тивную информацию о занятости аудито-
рий, которая формируется как на основе 
различных расписаний, так и с учетом опе-
ративной информации о людях, которые 
находятся в аудитории.

Справочник мест общественного питания 
содержит информацию о расписании рабо-
ты и сведения о количестве людей, находя-
щихся там в момент запроса информации.

Справочная информация о маршрутах по 
кампусу с учетом информации о различ-
ных видах ограничений: ремонты, прове-
дение мероприятий, затрудняющих про-
ход, пробки. 

Справочная информация о времени ожи-
дания транспорта.

Справочник парковок содержит инфор-
мацию о загрузке парковок. 

Справочник событий содержит инфор-
мацию о каждом событии, о месте и вре-
мени его проведения. Пользователи имеют 
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возможность добавлять свою информацию, 
например, о различных происшествиях на 
территории вуза, о местах проведения вне-
плановых мероприятий.

Информационные сервисы. Информаци-
онные сервисы обеспечивают доступ поль-
зователей к учебным материалам и другим 
видам информационных ресурсов. Тради-
ционные сервисы расширяются на основе 
контекстной информации о времени их ис-
пользования и местоположения пользова-
телей.

Доступ к информационным и образова-
тельным ресурсам (аудио- и видеокурсам, 
презентациям), вебинарам, учебным при-
ложениям в соответствии с расписанием, 
определенным преподавателем.

Доступ к учебным, методическим и 
справочным материалам в соответствии с 
расписанием, определенным преподава-
телем.

Доступ к контрольным материалам в со-
ответствии с расписанием, определенным 
преподавателем.

Автоматическая загрузка на устройство 
пользователя информационных материа-
лов, документов и текстовых сообщений на 
основе реального местоположения пользо-
вателя.

Автоматизированное безопасное удале-
ние из мобильного устройства корпора-
тивной информации («безопасное затира-
ние»).

Регистрационные сервисы. Регистраци-
онные сервисы обеспечивают регистрацию 
участников на различные мероприятия. 
Они расширяются путем учета контекстной 
информации о планах проведения этих ме-
роприятий.

Регистрация на курсы (семинары, от-
крытые лекции, факультативы и др.) в со-
ответствии с планом проведения.

Регистрация на экзамены, онлайн-тесты 
в соответствии с расписанием.

Регистрация на занятиях и мероприятиях 
на основе реального местоположения.

Автоматическое определение списка лиц, 
присутствующих на мероприятии (лекции, 
семинаре, совещании и т. д.) на основе ре-

ального местоположения участников.
Сервисы доступа к объектам. Онлайн-

заказ книг с учетом их занятости и возмож-
ности обращения через библиотеку к чита-
телям, у которых находится нужная книга.

Доступ к оборудованию (сервисы, 
основанные на возможностях доступа к 
различным устройствам корпоративной 
сети).

Беспроводное подключение к различным 
устройствам (принтерам, проекторам, к 
различным мультимедийным устройствам) 
на основе реального местоположения поль-
зователя.

Беспроводное подключение к измеритель-
ным приборам, сенсорам и лабораторному 
оборудованию в образовательных и исследо-
вательских целях (на основе реального ме-
стоположения пользователя).

Автоматизированная блокировка и раз-
блокировка сенсоров мобильных устройств в 
соответствии с проводимыми образователь-
ными мероприятиями (на основе местопо-
ложения, расписания).

Коммуникационные сервисы. Социальные 
сети с возможностью получения информа-
ции о местоположении участников. Поль-
зователи могут объединяться в виртуаль-
ные группы и видеть на своих мобильных 
устройствах местоположение участников 
этих групп.

Массовое оповещение, информирование 
пользователей с учетом их реального ме-
стоположения.

В статье предложена архитектура ре-
шения для предоставления контекстно-
зависимых сервисов для образовательных 
учреждений, базирующаяся на технологии 
централизованного управления мобильными 
устройствами. Предложен ряд контекстно-
зависимых сервисов, который может быть 
реализован на основе предложенной архи-
тектуры. 

Разработка ПО для систем централизованного 
управления мобильными устройствами проводится 
в рамках совместного проекта компании IBS (Мо-
сква) и СПбГПУ (Санкт-Петербург). Работа выпол-
няется при финансовой поддержке Министерства 
образования и науки РФ.
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Е.Д. Екатеринчук, Т.В. Рязанова, Л.Б. Ряшко

ИНДуцИРОВАННыЕ ШуМОМ ПЕРЕХОДы  
В МОДЕЛИ БИЗНЕС-цИКЛОВ ГуДВИНА

E.D. Ekaterinchuk, T.V. Ryazanova, L.B. Ryashko 

NOISE-INDuCED TRANSITIONS FOR BuSINESS CYCLES GOODwIN MODEL

Рассмотрена модель экономической динамики Гудвина, находящаяся под воздействием слу-
чайных возмущений. Исследованы вероятностные свойства аттракторов стохастической системы с 
использованием техники функций стохастической чувствительности и метода прямого численного 
моделирования. Опираясь на данную методику, построены доверительные области (эллипсы и по-
лоса). Найдены критические интенсивности вносимого шума, при которых происходят переходы из 
бассейна притяжения одного аттрактора в бассейн другого.

МОДЕЛЬ ГУДВИНА; БИЗНЕС-ЦИКЛЫ; СЛУЧАЙНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ; ФУНКЦИЯ СТО-
ХАСТИЧЕСКОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ; ИНДУЦИРОВАННЫЕ ШУМОМ ПЕРЕХОДЫ; ДОВЕ-
РИТЕЛЬНАЯ ОБЛАСТЬ.

The Goodwin economic dynamical model under random disturbances is considered. We study probabilistic 
properties of stochastic attractors numerically and theoretically via stochastic sensitivity functions technique. 
Confidence domains are constructed on the base of this method. We have found critical values of the noise 
intensity corresponding to the noise-induced transitions between basins of attractors.  

GOODWIN MODEL; BUSINESS CYCLES; RANDOM DISTRIBUTIONS; STOCHASTIC 
SENSITIVITY FUNCTION; NOISE-INDUCED TRANSITIONS; CONFIDENT DOMAINS.

Рассматривается модель экономической 
динамики Гудвина [1] — модель нелиней-
ного акселератора-мультипликатора, кото-
рая может быть записана в виде:

*

( ) ( (1 ) ) ( ) ( ( ))

(1 ) ( ) ( ),

x t a x t x t

a x t O t

ζθ + ζ + − θ − ϕ +

+ − =

  

где x – доход; a – предельный уровень по-
требления; ζ – константа, представляющая 
запаздывание в динамике коэффициента 
развития; θ – запаздывание между решени-
ем об инвестировании и соответствующими 
расходами; ( )xϕ   – инвестиции, индуциро-
ванные изменениями дохода; *( )O t  – раз-
мер независимых издержек по времени. 
Обобщенная форма этого уравнения дана 
Лоренцем [2]:

*( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),x t A x t x t B x t O t+ + = 

здесь x – отклонение дохода от равнове-
сия; A(x) – четная функция с условиями  
A(0) < 0; A′′(0) > 0; B(x) – нечетная функ-
ция с условием B(0) = 0; *( )O t  – функция 
издержек.

В своих исследованиях Лоренц и Нуссэ 
[3] предложили конкретный вид функций 
A(x) и B(x):

2
3 *

2

1
,

1
x

x a x bx cx O
x

−
+ − + =

+
 

Функцию *( )O t  можно трактовать как 
некоторое внешнее воздействие. Если 

*( )O t  – периодическая функция, то модель 
демонстрирует переходы от регулярных ко-
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лебаний к хаотическим. Различные моди-
фикации модели Гудвина исследованы в 
ряде работ  (например [4–7]). Несомнен-
ный интерес представляет анализ модели, 
когда *( )O t  является случайной функцией.

В данной статье рассматривается стоха-
стическая модель экономической динамики 
Гудвина, задаваемая дифференциальным 
уравнением второго порядка:

2
3

2

1
,

1
x

x a x bx cx
x

−
+ − + = εω

+
  

где a > 0, b > 0, c > 0; ω  – стандартный 
винеровский процесс; ε  – интенсивность 
шума.

Детерминированные аттракторы  
модели Гудвина

Запишем детерминированную модель 
Гудвина (1) (ε = 0) в виде системы:

2
3

2

,

1
.

1

x y

x
y a y bx cx

x

=

 −

= − + − +





В системе (2) существуют три равно-

весия 0 1 2(0, 0), , 0 , , 0 .
b b

M M M
c c

   
−      

   
 

Они лежат на оси Ox и имеют абсциссы, не 
зависящие от параметра a. Равновесия 1,M

2M  симметричны относительно 0.M
Проведенный анализ показывает, что 

равновесие M0 при любых значениях пара-

метров является седлом. Это означает, что 
взятое за точку отсчета нулевое положение 
переменной дохода всегда неустойчиво. Ло-
кальные фазовые портреты равновесий M1, 
M2 имеют один тип. Их параметрическое 
описание представлено в сводной бифурка-
ционной диаграмме (рис. 1).

Здесь для a = 2 представлены следующие 
зоны: A – устойчивый узел; B ∪ C ∪ D –  
устойчивый фокус; E – неустойчивый фо-
кус; F – неустойчивый узел. Три границы, 
разделяющие зоны, имеют следующие ана-
литические представления:

2
1 2

4

2
5 2

( , ) ( 8 4 2 ),
8
( , ) ,

( , ) ( 8 4 2 ).
8

b
a b a b a b

a b
a b b

b
a b a b a b

a b

ψ = + −
−
ψ =

ψ = + +
−

Граница 2( , )с a b= ψ  (пунктирная линия) 
соответствует бифуркационной кривой, от-
вечающей жесткому рождению полуустой-
чивого цикла. При увеличении параметра 
с полуустойчивый цикл распадается на два 
цикла: устойчивый и неустойчивый. Гра-
ница 3( , )с a b= ψ  соответствует  разделе-
нию одного неустойчивого цикла на два, 
ограничивающие бассейны притяжения 
устойчивых равновесий 1,M 2.M  Кривые 

2( , )a bψ и 3( , ),a bψ  не имеющие аналитиче-
ского представления, были найдены чис-
ленными методами. Таким образом, зоны 
C и D представляют наибольший интерес 
для изучения, как зоны параметров одно-
временного сосуществования устойчивых 
равновесий и цикла. 

На рис. 2 а представлены поведения де-
терминированной системы в момент рожде-
ния полуустойчивого цикла (с = 0,155332), 
здесь жирной сплошной линией изображен 
полуустойчивый цикл, тонкими сплошны-
ми – траектории системы. Как видно, тра-
ектории, выпущенные извне цикла, нама-
тываются на него, тогда как выпущенные 
внутри цикла – на одно из равновесий. 
На рис. 2 б представлено характерное по-
ведение системы в зоне D (при с = 0,18). 
Здесь жирной сплошной линией изображен 
устойчивый цикл, пунктиром – два неу-
стойчивых цикла, тонкими сплошными –  
фазовые траектории. Нетрудно заметить, 

(1)

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма при a = 2

(2)
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что неустойчивые циклы разграничивают 
бассейны притяжения устойчивых равнове-
сий и устойчивого цикла. Более подробный 
анализ детерминированной динамики мож-
но найти в работе [8].

Чувствительность стохастических  
аттракторов

Функционирование любой экономиче-
ской системы всегда сопровождается слу-
чайными возмущениями как внешними 
(аддитивными), так и внутренними (пара-
метрическими). Присутствие случайного 
фактора приводит к деформации режимов 
динамического поведения исходной детер-
минированной модели. Анализ влияния 
случайных возмущений на динамику систе-
мы проводится с помощью аппарата функ-
ции стохастической чувствительности.

Функция стохастической чувствительно-
сти. В результате действия шумов случайные 
траектории системы покидают детермини-
рованный аттрактор и формируют некото-
рый стохастический аттрактор со стацио-
нарным распределением ( , ).xρ ε  Функция 
( , )xρ ε  удовлетворяет стационарному урав-

нению Фоккера–Планка–Колмогорова 
(ФПК). Непосредственное использование 
этого уравнения уже для двумерных систем 
является технически трудной задачей. В 
этих обстоятельствах широко используются 
методики, основанные на функции квази-

потенциала 2

0
( ) lim ln ( , ).x x

ε→
ν = − ε ρ ε

Квазипотенциал [9] связан с некото-
рой вариационной задачей минимизации 
функционала действия и удовлетворяет 
уравнению Гамильтона–Якоби. Уравне-
ние Гамильтона–Якоби выглядит проще, 
чем стационарное уравнение, однако и его 
точное решение является весьма сложной 
задачей. В работах Л.Б. Ряшко, И.А. Баш-
кирцевой [10] предложен конструктивный 
подход, связанный с введением еще одной 
асимптотики в малой окрестности иссле-
дуемого аттрактора.

Доказано, что положительно определен-
ная матрица W – матрица стохастической 
чувствительности – является решением ал-
гебраического уравнения T ,FW WF S+ = −  

где 
∂

= = = σ
∂

T( ), , ( ).
f

F x S GG G x
x

 

Эта матрица характеризует разброс слу-
чайных траекторий системы  вокруг равно-
весия .x

В случае цикла на плоскости матрицы 
W(t) и P(t) имеют ранг, равный единице, и 
представимы в виде

T( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).W t m t P t P t p t p t= =

Здесь p(t) – нормированный вектор, 
ортогональный касательному вектору f(ξ(t)), 
а m(t) > 0 – T-периодическая скалярная 
функция, задающая разброс (дисперсию) 

Рис. 2. Фазовые траектории для a = 2, b = 0,25:  
а – при с = 0,155332; б – при с = 0,18

а) б)
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пучка по нормали к циклу. Функция m(t) 
удовлетворяет краевой задаче

( ) ( )

(0) ( )

m a t m b t

m m T

= +


=



с T-периодическими коэффициентами
T T

T

( ) ( )( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

a t p t F t F t p t

b t p t S t p t

= +

=

Функция m(t) определяет локальную 
стохастическую чувствительность цикла в 
точке ξ(t). Удобной характеристикой стоха-
стического цикла в целом является коэф-
фициент стохастической чувствительности 
M = max m(t), где 0 < t < T.

Для изучения влияния случайных воз-
мущений на динамику модели Гудвина пе-
рейдем к стохастической системе:

2
3

2

,

1
,

1

x y

x
y a y bx cx

x

=

 −

= − + − + εω +



 

где ω  – стандартный винеровский про-
цесс, моделирующий случайные внешние 
воздействия; ε – интенсивность шума. 

Траектории системы  под действием 
случайных возмущений покидают детер-
минированный аттрактор (равновесия или 
цикл) и формируют вокруг него некоторый 
пучок. При увеличении интенсивности 
шума разброс случайных состояний вокруг 
детерминированного аттрактора увеличива-
ется. 

Для стохастических равновесий  модели 
(3) матрица стохастической чувствительно-
сти имеет диагональный вид:

0
4 ( )

.
0

2 ( )

c b
ab b c

W
c b

a b c

+ 
 − =
 +
 − 

На интервале сосуществования равно-
весий 1,M 2M  и цикла, зависимость диа-
гональных элементов w11 и w22 матрицы 
W от параметра c представлена на рис. 3 
(сплошные линии). Как видно, стохасти-
ческая чувствительность равновесий при 
приближении параметра c к бифуркацион-
ному значению c2 = 0,25 монотонно возрас-
тает и стремится к бесконечности. Также 
на рисунке представлен график зависи-
мости коэффициента стохастической чув-
ствительности M от параметра c (пунктир). 
Аналогично случаю стохастического равно-
весия здесь наблюдается неограниченный 
рост стохастической чувствительности при 
стремлении параметра c к значению c1 
справа. При увеличении параметра c коэф-
фициент чувствительности M монотонно 
стремится к нулю, что свидетельствует об 
уменьшении стохастической чувствитель-
ности цикла.

В зоне c1 < c < c2 в системе сосуще-
ствуют стохастические равновесия и стоха-
стический цикл, при этом для c1

* чувстви-
тельность стохастического цикла больше 
чувствительности равновесия, что влечет 

Рис. 3. Коэффициент стохастической чувствительности для цикла ( )  
и для равновесия ( ) при a = 2, b = 0,25

(3)
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скорый переход из бассейна притяжения 
цикла на равновесие. При c2

* наблюдается 
обратная картина перехода от стохастиче-
ского равновесия на цикл. Данные перехо-
ды продемонстрированы на рис. 4 соответ-
ственно. 

Индуцированные шумом переходы

Опираясь на метод функции стохасти-
ческой чувствительности вокруг детерми-
нированных аттракторов можно построить 
области, в которые с заданной вероятно-
стью будут попадать стохастические со-
стояния. Для равновесия данной областью 
является эллипс [11], для цикла – полоса 
[12]. С заранее заданной вероятностью слу-
чайные состояния будут распределены вну-
три этой области. 

Построение доверительных областей. Для 
построения эллипсов рассеивания исполь-
зуются следующие формулы:

1 22 2 12

2 11 1 21

,

,

z z
x x

z z
y y

ν − ν
= +

∆
ν − ν

= +
∆

где ϕ = λ ε ϕ1 1( ) 2  cos ,z k  ϕ = λ ε ϕ2 2( ) 2  sin ,z k  
2 ln(1 );k P= − −  ∆  – определитель матри-

цы, составленной из собственных векторов 
матрицы W.

Доверительные полосы строятся по сле-
дующим формулам:

1,2 ( ) 2 ( ) ( ),x t k t p t= ξ ± ε µ

где 
21

0

2
( ), ( ) .

x
tk erf P erf x e dt− −= =

π ∫
На рис. 5 а представлены стохастиче-

ские состояния (точки), сепаратриса (пун-
ктир) и эллипс рассеивания (сплошная) 
с доверительной вероятностью p = 0,95.  
В случае равновесия форма эллипса зави-
сит от собственных чисел и векторов ма-
трицы стохастической чувствительности W. 
Собственные векторы задают направления 
осей эллипса, а собственные значения их 
величину. Если собственные числа совпа-
дают, то доверительной областью является 
окружность. Это значит, что отклонения 
случайных состояний от детерминирован-
ного равновесия будут равновелики как 
по оси Ox, так и по оси Oy. В случае, ког-
да собственные значения разные, эллипс 
вытягивается больше вдоль собственного 
вектора, соответствующего большему соб-
ственному значению.   

На рис. 5 б изображены стохастические 
состояния (точки), сепаратриса (пунктир) и 
доверительная полоса (сплошная) с вероят-
ностью p = 0,95. Ширина полосы зависит 
от интенсивности вносимого шума и не-
равномерна вдоль цикла. Участки цикла бо-
лее или менее чувствительные к вносимому 
шуму, распознаются функцией стохастиче-
ской чувствительности и, как следствие, по-
лоса на этих участках шире или уже. 

Рассмотрим зону D параметров (см.  
рис. 1), где детерминированная система 

Рис. 4. Стохастическая траектория по времени переменной y при a = 2, b = 0,25, ε = 0,05: 
а – при с = 0,16; б – при с = 0,24

а) б)
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имеет два устойчивых равновесия и устой-
чивый цикл. Индуцированные шумом пе-
реходы в системе возникают в том случае, 
когда случайное состояние «выпрыгивает» 
из бассейна притяжения одного аттрактора 
в другой. 

При достаточно малой интенсивно-
сти  вносимого шума (рис. 5 а) границы 
доверительного эллипса удалены от сепа-
ратрисы, следовательно, с заданной веро-
ятностью можно утверждать, что переходы 
между бассейнами притяжения равновесия 
и цикла наблюдаться не будут. Аналогич-
ная картина наблюдается для доверитель-

ной полосы предельного цикла (рис. 5 б).  
Увеличение интенсивности случайно-
го возмущения влечет увеличение облака 
рассеивания вокруг детерминированного 
аттрактора, что демонстрируется увеличе-
нием доверительных областей (эллипса и 
полосы). В момент, когда доверительная 
область едва касается сепаратрисы, воз-
никают переходы случайных состояний из 
бассейна одного аттрактора в бассейн дру-
гого. На рис. 6 представлены возникающие 
переходы для обеих ситуаций: с равновесия 
на цикл (рис. 6 а) и с цикла на равновесие 
(рис. 6 б). 

Рис. 5. Стохастические состояния ( ),  
сепаратриса ( ) и эллипс рассеивания ( ) при a = 2, b = 0,25, с = 0,18: 

а – для ε = 0,05; б – для ε = 0,04

а) б)

Рис. 6. Стохастические состояния ( ),  
сепаратриса седла ( ) и доверительная полоса ( ) при a = 2, b = 0,25, с = 0,18:  

а – для ε = 0,08; б – для ε = 0,115

а) б)
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С помощью представленной аналитиче-
ской методики можно находить критические 
значения интенсивности шума, начиная с 
которого в системе наблюдаются переходы 
между бассейнами притяжения аттракто-
ров. На рис. 7 представлены зависимости 
критической интенсивности аддитивного 
шума от параметра c для переходов типа 
«равновесие-цикл» и «цикл-равновесие». 

При увеличении параметра c значение 
критической интенсивности для пере-
ходов типа «равновесие-цикл» умень-
шается (сплошная линия на рис. 7), в 
то время как для переходов типа «цикл-

равновесие» наблюдается обратная зави-
симость (пунктир). Подобное поведение 
легко объяснить, наблюдая за изменением 
чувствительности в зависимости от пара-
метра c (см. рис. 3). Увеличение параме-
тра c влечет увеличение чувствительности 
равновесия, следовательно, при меньшей 
интенсивности шума будут наблюдаться 
отклонения, достаточные, чтобы случай-
ное состояние попало в бассейн притяже-
ния другого аттрактора. В свою очередь 
чувствительность цикла при увеличении 
параметра c уменьшается, следовательно, 
для реализации переходов между аттрак-
торами необходимо случайное воздей-
ствие большей интенсивности. 

Зафиксируем значение параметра c = 0,2,  
при этом значения критических интенсив-
ностей значительно отличаются друг от 
друга. При фиксированном меньшем значе-
нии критической интенсивности возможны 
переходы только одного типа «равновесие-
цикл». На рис. 8 а представлены довери-
тельные эллипс и полоса. Как видим, эл-
липс касается сепаратрисы, в то время как 
полоса значительно удалена. Для значения 
параметра c = 0,17396 значения критиче-
ских интенсивностей совпадают. Это долж-
но сопровождаться одновременным касани-
ем доверительного эллипса и сепаратрисы 
с одной стороны, доверительной полосы и 
сепаратрисы – с другой (рис. 8 б). В дан-
ном случае случайные состояния системы 

Рис. 7. Зависимость критической  
интенсивности аддитивного шума от параметра c  

при a = 2, b = 0,25 

Рис. 8. Доверительные области ( ), сепаратриса ( ),  
цикл ( ) и равновесия (*) при a = 2, b = 0,25:  

а – для c = 0,2, ε = 0,057; б – для c = 0,17396, ε = 0,09  

а) б)



Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

124

одинаково легко осуществляют переходы с 
равновесия на цикл и обратно, тем самым 
образуя новый тип стохастического аттрак-
тора «равновесие+цикл».            

В статье кратко представлен анализ де-
терминированных аттракторов модели эко-
номической динамики Гудвина. Проведены 
результаты исследования чувствительности 
стохастических аттракторов на вносимые 
аддитивные возмущения. С помощью ме-
тода функции стохастической чувствитель-

ности можно объяснить возможные пере-
ходы между аттракторами. Основываясь на 
данной функции, построены доверитель-
ные области, в которые с заданной веро-
ятностью попадают случайные состояния 
системы. На основе этих данных проведен 
анализ критических значений интенсив-
ностей шумов, при которых происходят 
переходы между бассейнами притяжения 
аттракторов.

Работа выполнена в рамках АВЦП «Развитие 
научного потенциала высшей школы» 1.1099.2011 и 
поддержана грантом РФФИ №12-01-31210мол_а.
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УДК 004.896

А.С. Антонова, К.А. Аксёнов

ПРИМЕНЕНИЕ МуЛЬТИАГЕНТНОГО И ЭВОЛЮцИОННОГО  
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРИ ПЛАНИРОВАНИИ РАБОТ

A.S. Antonova, K.A. Aksyonov 

APPLICATION OF THE SIMuLATION AND EVOLuTIONARY MODELLING  
IN THE SCHEDuLING

Рассмотрена модификация генетического алгоритма имитацией отжига и поиском новизны 
применительно к задаче планирования работ. Предложен метод мультиагентной генетической опти-
мизации, реализующий различные стратегии поиска решения, включая модуль имитации. В резуль-
тате сравнения методов планирования выявлено: во-первых, непригодность метода MS Project для 
решения рассматриваемой задачи; во-вторых, преимущество метода мультиагентной генетической 
оптимизации при анализе качества решения и недостаток метода при рассмотрении его произ-
водительности. Предложены пути преодоления недостатков метода мультиагентной генетической 
оптимизации и сформулированы цели дальнейших исследований.

ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОЕКТОВ; ГЕНЕТИЧЕСКИЕ АЛГОРИТМЫ; АЛГОРИТМ ИМИТА-
ЦИИ ОТЖИГА; ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ; ОПТИМИЗАЦИЯ СУБПОДРЯДНЫХ 
РАБОТ.

This paper considers a genetic algorithm modification based on the annealing simulation and novelty 
search in applying to the scheduling problem. We propose a multiagent genetic optimization method 
implementing different decision searching strategies, including a simulation module. The comparison of the 
different scheduling methods has shown: firstly, the unsuitability of the MS Project planning method to solve 
the formulated problem; and secondly, both the advantage of the multiagent genetic optimization method in 
terms of economic effect and disadvantage in terms of performance. Some techniques to reduce the impact 
of the method’s disadvantage are proposed in the conclusion, as well as the aims of future work.

SCHEDULING; GENETIC ALGORITHMS; ANNEALING SIMULATION ALGORITHM; 
SIMULATION; SUBCONTRACT WORK OPTIMIZATION.

Задача планирования работ – одна из 
ключевых задач управления организаци- 
онно-техническими системами. Неэффек-
тивное планирование может привести к 
финансовым потерям, потерям качества и 
сервиса предоставляемых товаров или услуг, 
снижению конкурентоспособности компа-
нии. С задачей планирования сталкиваются 
предприятия различных сфер деятельности,  
в т. ч. производственные и проектные орга-
низации, торговые центры, больницы, цен-
тры обработки запросов.

Существует ряд постановок задачи пла-
нирования в зависимости от сферы ее при-
менения: календарное планирование опе-
раций [1–4], планирование распределения 
ограниченного количества ресурсов по ра-
ботам [5, 6], задача коммивояжера [7]. При-

менение генетической оптимизации при 
решении задач планирования работ с задан-
ными ограничениями подробно освещено 
в литературе [1–7]. Одним из недостатков 
генетических подходов является высокая 
зависимость качества принимаемого реше-
ния от способа реализации генетических 
операторов и стратегии поиска экстремума 
[8]. Рассмотрим оптимизацию решения за-
дачи планирования проектных работ с ис-
пользованием эволюционных вычислений 
[9], модифицированных алгоритмами ими-
тации отжига и поиска новизны с целью 
повышения качества решения задачи.

Обзор работ

В общем виде задача планирования 
работ формулируется как задача опреде-
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ления такой последовательности работ, 
которая удовлетворяла бы установленным 
ограничениям и оптимизировала значе-
ния целевых функций. При решении зада-
чи планирования обычно рассматриваются 
возобновляемые ресурсы (например, тру-
довые ресурсы или оборудование). Тем не 
менее для определенных задач (например, 
в производственном планировании) необ-
ходимо также учитывать невозобновляемые 
ресурсы.

В различных исследованиях в зависи-
мости от решаемых задач рассматриваются 
различные объекты оптимизации. Класси-
ческая целевая функция задачи планирова-
ния по минимизации времени выполнения 
работ применяется в исследованиях Срай-
прасерта и Давуда [2], Осабы и др. [7]. Це-
левая функция по минимизации штрафов 
за невыполнение ограничений использует-
ся в работах Каровой и др. [4], Янга и Ву 
[6]. Обе упомянутые целевые функции рас-
сматривают Дхингра и Чандна [5].

Существуют различные способы оценки 
значения целевой функции: аналитические 
методы, имитационное моделирование, ис-
кусственные нейронные сети, нечеткие 
системы, компонентное моделирование. 
Аналитические методы являются наиболее 
популярными; недостаток их применения 
заключается в отсутствии учета динамиче-
ского характера поведения сложной систе-
мы. Данный недостаток преодолевается при 
использовании имитационной модели для 
оценки целевой функции [7]. Интеграция 
эволюционного и имитационного модели-
рования позволяет ограничить пространство 
поиска и усилить эвристическую оптимиза-
цию за счет учета динамически меняющихся 
ограничений задачи планирования.

Ни в одном из приведенных выше ис-
следований не рассмотрена оптимизация 
привлекаемых субподрядных работ, в то 
время как данная задача встает перед всеми 
проектными организациями и даже перед 
предприятиями с серийным производством. 
Задача оптимизации субподрядных работ 
связана с планированием привлечения суб-
подряда с целью максимальной загрузки 
собственных трудовых ресурсов. В литерату-
ре исследуется проблема оптимального вы-

бора набора субподрядчиков из множества 
с применением методов искусственного 
интеллекта (например, в работе Чена и др. 
[10]). Методика оптимизации субподрядных 
работ с применением имитационного моде-
лирования и эвристик предложена нами в 
[11]. В настоящей статье рассматривается 
новый метод оптимизации субподрядных 
работ на основе применения модифициро-
ванного генетического алгоритма.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу планирования уни-
кальных проектов, связанную с определе-
нием календарного плана работ. Все опе-
рации проектов должны быть выполнены 
с учетом временных ограничений, которые 
определяются путем переговоров с заказ-
чиками. В случае нехватки собственных 
трудовых ресурсов необходимо привлекать 
субподрядные ресурсы для выполнения 
всех операций в срок.

Рассмотрим две целевые функции зада-
чи: минимизацию стоимости субподрядных 
работ и минимизацию суммарного времени 
простоя собственных отделов. Последняя 
целевая функция актуальна для компаний, 
применяющих фиксированную оплату тру-
да, поскольку в этом случае простой со-
трудников также оплачивается, что не вы-
годно для компании.

Для рассматриваемой задачи планиро-
вания проектных работ сделаны следующие 
допущения: 

1) отдельный проект состоит из ряда 
операций с известным временем обработ-
ки, датами раннего и позднего начала, тру-
дозатратами и стоимостью;

2) выполнение операций требует на-
личия возобновляемых трудовых ресурсов 
(собственных или субподрядных);

3) операции не могут быть прерваны;
4) субподрядные работы могут исполь-

зоваться для выполнения части операции;
5) в случае освобождения собственных 

ресурсов субподрядные работы могут быть 
прерваны и переданы для выполнения соб-
ственными ресурсами;

6) субподряд доступен каждый день в 
неограниченном количестве (например, при 
работе с несколькими субподрядчиками).
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Опишем задачу планирования проектных 
работ с помощью следующих обозначений.

Индексы: i – индекс проекта, i = 1, 2, … , P;  
j – индекс операции в проекте, j = 1, 2, … ,Opi; 
w – индекс отдела компании, w = 1, 2, … , V; 
t – индекс времени, t = 0, 1, 2, …, T. 

Управляемые переменные: TB(i, j) – набор 
дат начала операций.

Начальные параметры: ES(i, j) – дата 
раннего начала операции (i, j); LS(i, j) – 
дата позднего начала операции (i, j); SLw – 
количество человек в отделе w; SLO(i, j, w) –  
количество человек отдела w, необходимых 
для выполнения операции (i, j); SS(i, j) – 
стоимость субподрядных работ для опера-
ции (i, j) в день.

Параметры, формируемые в процессе при-
нятия решений: 

Active(i, j, t) – признак активности (вы-
полнения) операции (i, j) в момент време-
ни t.

1, если операция ( , )

 ( , , ) выполняется в момент

0, иначе

i j

Active i j t t

= 



RD(t,w) – количество человек отдела w, 
необходимых для выполнения всех актив-
ных операций в момент времени t. 

1 1

( , ) [ ( , , ) ( , , )].
iOpP

i j

RD t w Active i j t SLO i j w
= =

= ⋅∑∑

VF(t,w) – количество свободных человек 
отдела w в момент t.

( , ),

( , ) если ( , )

0, иначе

w

w

SL RD t w

VF t w RD t w SL

−
= ≤



VSC(i, j) – суммарный объем субподряд-
ных работ, привлеченных для выполнения 
операции (i, j).

Постановка задачи:

1
1 1

( ( , ) ( , )) min,
OpiP

SC
i j

OF SS i j V i j
= =

= ⋅ →∑∑

0 1
2

( , )
min,

T V

t w

VF t w
OF

T V
= == →

⋅

∑∑

( , ) [ ( , ); ( , )] , .TB i j ES i j LS i j i j∈ ∀ ∀

Целевая функция (1) минимизирует 

суммарную стоимость субподрядных работ 
на портфель проектов. Целевая функция 
(2) минимизирует суммарный простой соб-
ственных отделов. Ограничения (3) накла-
дывают временные рамки на даты начала 
выполнения операций.

Генетический алгоритм на основе  
имитации отжига и поиска новизны

Генетические алгоритмы (ГА) – один 
из эволюционных подходов, которые могут 
использоваться для решения задач управле-
ния сложными системами в короткое время 
[9]. Методика применения ГА включает в 
себя выполнение следующих шагов: 1) вы-
бор способа кодирования решения задачи 
(фенотипа) в особь-хромосому (генотип); 
2) определение метода оценки функции 
пригодности (ФП) решения; 3) описание 
генетических операторов (ГО); 4) генера-
ция начальной популяции и работа ГА. В 
статье рассмотрена модификация простого 
генетического алгоритма на основе приме-
нения алгоритмов имитации отжига и по-
иска новизны с целью повышения качества 
решения задачи планирования.

Кодирование хромосомы. В литературе 
представлены различные способы кодиро-
вания хромосомы: кодирование последова-
тельности операций [1, 4, 7], кодирование 
приоритетов операций [2], кодирование 
дат начала операций [3], кодирование на-
значения ресурсов на операции [5, 6]. Мы 
применяем метод кодирования смещения 
дат начала работ благодаря отсутствию из-
быточности при кодировании и поддержке 
учета временных ограничений.

Хромосома ГА кодирует двоичным ко-
дом (0/1) смещение дат начала операций от 
начального плана работ вправо или влево 
по оси времени. Диапазон смещения со-
ставляет две недели в каждую сторону от 
начальной даты. С учетом данного факта 
размер хромосомы составляет 5r ген, где r – 
число анализируемых операций, 5 – число 
ген, необходимое для кодирования одной 
операции (четыре гена для двоичного коди-
рования 24 = 16 дней смещения и один ген 
для кодирования направления смещения).

Модификация генетического алгоритма. 
Одним из важнейших понятий ГА является 

(1)

(2)

(3)
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понятие новизны, связанное с возможно-
стью появления в среде новых элементов 
и взаимодействий. Два типа новизны вы-
делено в [8]: комбинаторная новизна, при 
которой новые виды появляются благода-
ря комбинированию уже существующих, и 
созидательная новизна, при которой новые 
виды не воспроизводимы путем комбина-
ции имеющихся видов. Вопрос о принци-
пиальной реализуемости второго типа но-
визны остается открытым.

Рассмотрим поиск комбинаторной но-
визны как способ адаптации в открытых 
системах. Для реализации данного подхода 
модифицируем простой ГА путем введения 
понятия «оригинальность решения» в каче-
стве меры приспособленности решения к 
условиям среды [8]. Оригинальность особи 
в популяции будем определять с помощью 
численных преобразований матрицы рас-
стояний Хемминга между особями.

Определим матрицу хемминговых рас-
стояний между парами хромосом попу-
ляции 1, 1( ) ,N

ij i jH h = ==  где ( , )ij i jh d Ch Ch=  –  
хеммингово расстояние между i-й и j-й 
хромосомами (Chi и Chj), равное количе-
ству позиций с несовпадающими значения-
ми генов в хромосомах Chi и Chj; N – ко-
личество хромосом в популяции. Матрица 
H является симметричной и элементы ее 
главной диагонали равны нулю , 1,i j N∀ =  
( ) ( 0).ij ji iih h h= ∧ =

Сопоставим матрице H  матрицу весов 
оригинальности 1, 1( ) ,N

ij i jW w = ==  каждый эле-
мент которой представляет собой вес соот-
ветствующего значения хеммингова рассто-
яния, определяемый согласно правилу:

1
1,ij ij

R
w h

L

−
= ⋅ +

где wij – вес соответствующего значения 
хеммингова расстояния, определяемый как 
квадратичная функция, возрастающая в 
диапазоне от единицы до R при изменении 
hij в диапазоне от нуля до L; L – длина хро-
мосомы; R – максимальный вес оригиналь-
ности хромосомы в паре, R > 0.

С учетом понятия оригинальности хро-
мосомы рассмотрим две стратегии скре-
щивания хромосом. Первая стратегия – 
стратегия поиска оригинальности (СПО) 
[8] – ориентирована на поиск новых ком-

бинаторных решений в популяции путем 
скрещивания различных по кодированию 
хромосом. Вторая стратегия – стратегия 
поиска экстремума (СПЭ) [9] – ориентиро-
вана на целенаправленный поиск лучших 
хромосом путем скрещивания наиболее 
приспособленных к среде особей. Приспо-
собленность i-й особи к среде оценивается 
ее функцией пригодности FFi, I = 1..N.

Определим матрицы вероятностей скре-
щиваний хромосом на основе предложен-
ных стратегий:

= == СПО
СПО 1, 1( ) ,N

ij i jP p  СПО

1

,ij
ij N

ij
j

w
p

w
=

=

∑

== СПЭ
СПЭ 1( ) ,N

i iP p  СПЭ

1

.i
i N

i
i

FF
p

FF
=

=

∑
В формулах (5) и (6) ячейки матриц за-

полняются значениями вероятностей со-
гласно закону рулетки [9]. В случае приме-
нения стратегии СПО вес оригинальности 
хромосомы служит мерой оценки качества 
хромосомы. В случае применения страте-
гии СПЭ функция пригодности хромосомы 
служит мерой оценки качества.

Алгоритм имитации отжига (АИО) [8] 
предназначен для реализации комбинации 
предложенных стратегий скрещивания хро-
мосом в ходе работы ГА. АИО основан на 
аналогии с процессом отжига металла, в 
результате которого появляются его новые 
свойства. Рассмотрим методику интегриро-
ванного применения АИО и ГА.

Шаг  1. Установить параметры АИО: на-
чальное значение управляемого параметра 
tZ; значение параметра α, контролирующего 
скорость изменения температуры отжига,  
0 ≤ α ≤ 1.

Шаг  2. Задать параметры ГА: количе-
ство поколений K; размер особи L; вероят-
ности применения генетических операто-
ров. Установить номер текущего поколения  
Z: Z = 1. Сформировать начальную попу-
ляцию.

Шаг  3. Применить к текущей популя-
ции Z генетические операторы с вероятно-
стью, зависящей от значения tZ. Увеличить 
номер текущего поколения Z = Z + 1. Изме-

(4)

(5)

(6)



Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

130

нить значение управляемого параметра tZ [8]:

1 .Z Z Zt t t+ = + α ⋅

Шаг  4. Проверить условие окончания 
работы ГА: Z > K. Если условие выполняет-
ся, то переход на Шаг 5, иначе – на Шаг 3.

Шаг  5. Останов.
Вероятности применения генетических 

операторов определяются на основе АИО 
с целью учета динамического характера ра-
боты операторов.

Оператор кроссинговера. Вероятности 
выбора первого и второго родителя из по-
пуляции в поколении Z для оператора 
кроссинговера (ОК) описаны ниже. Веро-
ятность выбора первого родителя должна 
учитывать как случайный характер выбора, 
так и целенаправленный выбор на основе 
стратегии поиска экстремума (6). При этом 
вероятность случайного выбора должна 
снижаться при эволюции поколений, а ве-
роятность применения СПЭ – возрастать. 
С учетом сказанного выше определим ве-
роятность выбора первого родителя i в по-
колении Z по формуле:

  
= ⋅ − − +     

 
+ ⋅ − 

 
СПЭ

1 1
(ОК) 1 exp

1
exp .

Z
i

Z

i
Z

P
N t

p
t

Вероятность выбора второго родителя 
должна учитывать предложенные стратегии 
поиска оригинальности и поиска экстре-
мума, при этом вероятность применения 
СПО (5) должна снижаться при эволюции 
поколений, а  вероятность применения 
СПЭ (6) – возрастать. С учетом сказанного 
выше определим вероятность выбора вто-
рого родителя j для первого родителя i в 
поколении Z по формуле:

  
= − − +     
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Операторы мутации и инверсии. Вероят-
ность применения оператора мутации (ОМ) 
в поколении Z определена ниже с учетом 
снижения вероятности при эволюции по-

колений с целью сохранения полученного 
генетического материала [8]:

0

1
(ОМ) (OM) 1 exp ,Z

Z

P P
t

  
= − −     

где P0(MO) – начальное значение вероят-
ности применения оператора мутации.

Вероятность применения оператора ин-
версии в популяции Z описывается по ана-
логии с вероятностью применения опера-
тора мутации.

Функция пригодности. Рассмотрим функ-
цию пригодности, описанную с использо-
ванием линейной свертки нормализован-
ных разнородных критериев (1) и (2):

Init
1

1
1

Init
2

2
2

OFFF OF

OF max,OF

 = ω + 
 

 + ω → 
 

где ω1, ω2 – весовые коэффициенты, ω1 +  
+ ω2 = 1; OF1

Init, OF2
Init – начальные значе-

ния целевых функций, полученные путем 
экспертной оценки дат начала операций. 

Для оценки функции пригодности при-
меним мультиагентную модель процессов 
преобразования ресурсов (МППР), описан-
ную в [12]. Модель МППР предназначена 
для поддержки процесса принятия реше-
ний. Управляемые переменные и началь-
ные параметры, описанные при постановке 
задачи, подаются на вход модели системы. 
Параметры, формируемые в процессе при-
нятия решений, являются выходами моде-
ли. В модели МППР агенты применяются 
для реализации алгоритма распределения 
ресурсов, а имитационное моделирование –  
для описания процесса выполнения опе-
раций. Алгоритм распределения ресурсов, 
предложенный нами в [11], позволяет на-
значать исполнителей операций в соответ-
ствии с допущениями, сделанными при по-
становке задачи.

Интеграция модели МППР и инфор-
мационной технологии (ИТ) генетической 
оптимизации реализована в программе 
мультиагентной генетической оптимиза-
ции (МГО). Программа МГО разработана 
на основе системы динамического модели-
рования ситуаций BPsim.MAS и системы 
технико-экономического проектирования 

(8)

(9)

(10)

(11)

(7)
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BPsim.MSN [12]. Алгоритм работы про-
граммы приведен в [13].

Результаты экспериментов

Рассмотрим компанию «Телесистемы», 
включающую отделы проектный, произ-
водственный и материально-технического 
обеспечения. Целью планирования явля-
ется минимизация времени простоя соб-
ственных отделов и стоимости привлекае-
мого субподряда.

Детальная постановка задачи приведена 
в [11]. Модель МППР исполнения работ 
разработана с целью оценки функции при-
годности особей по формуле (11). Модель 
МППР реализует распределение ресурсов 
согласно допущениям, сделанным при по-
становке задачи. Адекватность модели пока-
зана в [11] с помощью оценки выполнения 
пяти проектов. В настоящем исследовании 

на вход модели подается следующая ин-
формация: количество проектов – десять  
с 35 операциями; интервал времени моде-
лирования T = 430 дней (год и три месяца); 
даты раннего и позднего начала операций 
определяются путем смещения первона-
чального календарного плана работ вправо 
и влево по оси времени на две недели.

Для ГА в ходе работы ИТ генетической 
оптимизации были заданы следующие пара-
метры: 1) размер популяции – десять особей; 
2) размер особи – 175 ген (5 ген на коди-
рование каждой из 35 рассматриваемых опе-
раций портфеля); 3) применяемые ГО – ре-
продукция на основе рулетки, пятиточечный 
кроссинговер с вероятностью применения, 
определяемой по формулам (8) и (9), пяти-
точечная мутация с начальной вероятностью 
применения 10 % и динамической вероят-
ностью, заданной формулой (10), инверсия 

Рис. 1. Сравнение работы простого и модифицированного ГА 



Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

132

с начальной вероятностью 5 %; 4) критерий 
останова алгоритма – смена десяти поколе-
ний; 5) генерация случайной начальной по-
пуляции; 6) следующие значения параметров 
АИО – tZ0 = 1; α = 0,9; K = 10.

Было проведено сравнение результатов 
работы простого и модифицированного ГА. 
Для наглядности сравнения оба алгоритма 
исходили из одной начальной популяции. В 
результате работы программы МГО получе-
на зависимость значений ФП особей попу-
ляции и значений целевых функций задачи 
от смены поколений. На рис. 1 приведены 
графики изменения в ходе работы простого 
ГА (сплошная линия) и модифицированно-
го ГА (пунктирная линия) максимального и 
среднего значений ФП особей (11), а также 
графики изменения минимального и сред-
него значений оптимизируемой при плани-
ровании величины – суммарной стоимости 
субподрядных работ (1). Решение постав-
ленной задачи предполагает максимизацию 
функции пригодности особей ГА и мини-
мизацию стоимости субподрядных работ.  

На начальной стадии работы модифи-
цированного ГА (смена поколений 1–5) в 
составе ФП преобладает компонент поиска 
новизны (поиска оригинальных решений), 
с чем связаны колебания максимального и 
среднего значения ФП, не всегда обеспечи-
вающие достижение лучших значений ФП 
и оптимизируемой величины по сравнению 
с работой простого ГА. Однако найденные 

оригинальные решения становятся основой 
целенаправленного поиска экстремума на 
поздних стадиях работы ГА (смена поколе-
ний 6–10), что приводит к повышению каче-
ства найденного решения. Для поставленной 
задачи найденная в результате применения 
модифицированного ГА стоимость субпо-
дрядных работ (35 189 руб.) на 14 % ниже 
стоимости субподрядных работ, полученной 
с использованием простого ГА (41 050 руб.).

Задача планирования проектных работ 
для компании «Телесистемы» была решена 
также с использованием метода перераспре-
деления ресурсов MS Project и эвристико-
имитационного метода (ЭИ), описанного  
в [11].

Программное обеспечение MS Project 
2007 предоставляет возможность проведе-
ния перераспределения ресурсов по работам 
с целью избежания превышения доступно-
сти собственных ресурсов. В рассматри-
ваемой задаче календарного планирования 
для начального плана работ, составленного 
экспертами, наблюдается превышение до-
ступности ресурса производственного отде-
ла (рис. 2). На рисунке по оси х представ-
лены временные интервалы длительностью 
12 дней, по оси y – процентная загрузка. 
Превышение доступности собственных ре-
сурсов (временные интервалы, для которых 
необходимо применение субподряда) пока-
заны на рисунке темными прямоугольни-
ками выше горизонтальной линии стопро-

Рис. 2. Процентная загрузка производственного отдела для начального плана работ в MS Project
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центной загрузки. 
Применение метода перераспределе-

ния ресурсов MS Project позволило снизить 
стоимость субподрядных работ до нуля (т. е.  
целевые функции (1) и (2) достигли сво-
их оптимальных значений). Но временные 
ограничения (3) не были удовлетворены при 
применении данного метода. Следователь-
но, метод перераспределения ресурсов MS 
Project не пригоден для решения поставлен-
ной задачи планирования проектных работ.

ЭИ метод основан на анализе выходных 
характеристик модели МППР. Работа ЭИ 
метода подразумевает выполнение ряда ша-
гов: 1) анализ результатов моделирования – 
стоимости субподряда и величины простоя 
отделов; 2) поиск узких мест, связанных с 
операциями, требующими высоких затрат 
на субподряд; 3) смещение дат начала выде-
ленных операций на период, определяемый 
ЭИ информационной технологией; 4) пере-
дача скорректированной модели на стадию 
проведения экспериментов и оценка резуль-
татов экспериментов. ЭИ информационная 
технология была разработана с использо-
ванием технологии построения визардов 
системы BPsim.MSN. Детальный алгоритм 
работы технологии приведен в [11].

Проведем сравнение процентных за-
грузок собственных ресурсов для решений, 
найденных с помощью предложенных мето-
дов поиска. На рис. 3 приведена гистограм-

ма процентной загрузки производственного 
отдела для решений, найденных методами 
МГО и ЭИМ. Как следует из графика, за-
грузка отдела меняется незначительно при 
использовании разных методов. Тем не ме-
нее в решении, найденном с помощью ме-
тода МГО, достигается снижение суммар-
ной стоимости субподрядных работ на 30 %  
по сравнению с использованием ЭИ мето-
да. Данный факт связан с нацеленностью 
эволюционной компоненты метода МГО на 
поиск решения с распределением ресурсов, 
оптимальным по значению субподрядной 
стоимости, в то время как алгоритм работы 
ЭИМ прекращает поиск в случае перехода 
за пороговое значение субподрядной стои-
мости, заданное экспертами.

При применении обоих методов все вре-
менные ограничения были удовлетворены. 
Суммарный простой отдела свидетельству-
ет о наличии резерва собственных трудовых 
ресурсов для реализации дополнительных 
проектов. Экономический эффект от ис-
пользования метода МГО при решении за-
дачи планирования на предприятии «Теле-
системы» составил 417 000 руб. в год, что 
на 12 % выше экономического эффекта от 
применения ЭИ метода для решения той 
же задачи.

В результате проведенного сравнения 
сделан вывод о предпочтительности метода 
МГО с точки зрения эффективности най-

Рис. 3. Процентные загрузки производственного отдела  
при применении различных методов поиска решения 

( ) ЭИМ; ( ) МГО
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денного решения. Применение при реше-
нии задачи планирования проектных работ 
генетической оптимизации на основе ин-
теграции имитационного и эволюционного 
моделирования позволяет повысить эффек-
тивность найденного решения за счет учета 
в модели динамического характера распре-
деления ресурсов по работам и проведения 
генетическим алгоритмом направленного 
поиска в пространстве решений. 

Проведем сравнение методов ЭИ и 
МГО с точки зрения производительности 
путем сравнения времени работы методов. 
Время работы ЭИ метода TЭИМ определя-
ется с помощью суммы времени работы 
ЭИ информационной технологии TЭИИТ 
и времени работы модели МППР TМППР 
Сумма умножается на количество повторе-
ний контура поиска решения ЭИ методом 
XПовтор. Поскольку TЭИИТ << TМППР, мы мо-
жем пренебречь слагаемым TЭИИТ и опре-
делить время TЭИМ следующим образом:  
TЭИМ = XПовтор⋅TМППР.

Время работы метода МГО TМГО опре-
деляется с помощью суммы времени ра-
боты ИТ генетической оптимизации TИТГО 
и времени работы модели МППР TМППР, 
умноженном на размер популяции N. Сум-
ма умножается на количество поколений 
K. Поскольку TИТГО << TМППР, мы можем 
пренебречь слагаемым TИТГО и опреде-
лить время TМГО следующим образом:  
TМГО = K⋅N⋅TМППР.

Для задачи планирования проектных 
работ использованы следующие значения 
параметров: XПовтор = 3, K = 10, N = 10.  
В этом случае ЭИ метод оказывается предпо-
чтительнее метода МГО, поскольку требует в 
33 раза меньше времени на поиск решения. 
Данное обстоятельство связано с примене-
нием для оценки функции пригодности в ме-
тоде МГО имитационной модели, к которой 
ГА обращается K⋅N раз. Время работы метода 
МГО достигает 30 мин при решении задачи 
планирования проектных работ.

В данной статье представлен метод 
мультиагентной генетической оптимизации 
для решения задачи планирования проект-
ных работ на основе алгоритма имитации 
отжига, алгоритма поиска новизны, ге-

нетического алгоритма и мультиагентно-
го имитационного моделирования. Метод 
объединяет три стратегии поиска: стра-
тегию случайного поиска, стратегию по-
иска оригинальности и стратегию поиска 
экстремума с целью отражения динамиче-
ской природы применяемых генетических 
операторов. Интеграция эволюционного и 
имитационного моделирования позволяет 
ограничить пространство поиска решений 
и адекватно оценить динамические функ-
ции пригодностей хромосом. Описанный 
метод реализован в программе МГО с по-
мощью применения систем BPsim.MAS и 
BPsim.MSN. Программа объединяет имита-
ционное, экспертное, мультиагентное, кон-
цептуальное и эволюционное моделирова-
ние. Применение метода МГО к решению 
реальной задачи планирования работ про-
ведено в сравнении с методом MS Project 
и эвристико-имитационным методом. Ме-
тод перераспределения ресурсов MS Project 
признан непригодным для решения по-
ставленной задачи вследствие отсутствия 
учета временных ограничений. В резуль-
тате сравнения ЭИ метода и метода МГО 
достигнуто улучшение качества решения с 
учетом заданных ограничений при приме-
нении метода МГО.

Недостаток метода МГО – высокие вре-
менные затраты, в 33 раза превышающие 
аналогичные затраты при использовании 
ЭИ метода. Данное обстоятельство накла-
дывает ограничения на размер популяции 
ГА (не более десяти хромосом) и число 
итераций работы ГА (не более десяти по-
колений). 

Цель дальнейших исследований – по-
вышение скорости сходимости предложен-
ного модифицированного генетического 
алгоритма путем применения элитизма и 
алгоритмов табу. Предполагается проведе-
ние исследований, направленных на уста-
новку зависимости производительности 
работы метода МГО от размерности зада-
чи. Планируется проведение сравнения эф-
фективности работы классических методов 
решения задачи планирования работ и ме-
тода МГО.

Работа выполнена в рамках договора  
№ 02.G25.31.0055, проект 2012-218-03-167.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ  ПРОПуЩЕННыХ ДАННыХ ПРИ ЧИСЛЕННОМ  
МОДЕЛИРОВАНИИ СЛОЖНыХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

I.A. Karlov 

THE MISSING VALuE ESTIMATION IN NuMERICAL MODELLING  
OF COMPLEx DYNAMIC SYSTEMS

Рассмотрена проблема пропущенных значений в массивах данных при моделировании сложных 
динамических систем. Изучены различные типы пропусков и общие подходы к работе с данны-
ми, содержащими пропуски. Приведен обзор самых распространенных методов восстановления 
пропущенных данных. Представлен оригинальный гибридный адаптивный метод восстановления 
с нейро-нечетким управлением. Приведена оценка эффективности различных методов восстанов-
ления применительно к массивам данных, содержащих информацию о процессах в сложных дина-
мических системах. Отдельное внимание уделено вопросу влияния наличия пропусков в данных на 
эффективность численных моделей.  

ПРОПУЩЕННЫЕ ДАННЫЕ; НЕЙРОННЫЕ СЕТИ; НЕЧЕТКАЯ ЛОГИКА; ЧИСЛЕННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ; ГИБРИДНЫЕ СИСТЕМЫ.

This paper is deals with the problem of missing values in the modelling of complex dynamic systems. 
Considered different types of missing values and general approaches to dealing with missing data. This paper 
provides an overview of the most common methods of missing data estimation, and presents an original 
hybrid adaptive method of estimation with neuro-fuzzy control. Evaluate the effectiveness of various methods 
of missing data estimating applied to data sets that contain information about the processes in complex 
dynamic systems. Special attention is paid to the impact of missing data presence on the effectiveness of the 
models.

MISSING DATA; NEURAL NETWORKS; FUZZY LOGIC; NUMERICAL MODELLING; 
HYBRID SYSTEMS.

Одним из подходов, используемых при 
моделировании процессов в сложных дина-
мических системах, является использование 
статистических массивов данных, содержа-
щих информацию о процессах, происходя-
щих в системе, и построение на их основе 
индуктивных численных моделей. При этом 
качество построенных моделей, их соответ-
ствие реальным процессам, происходящим 
в системе, напрямую зависит от качества 
массива данных.

На практике при построении численной 
модели на основе статистических данных 
исследователи часто сталкиваются с про-
блемой пропущенных значений в массивах 
данных. Наличие пропусков существенно 
осложняет применение различных методов 
обработки информации, снижает эффек-

тивность статистических моделей и сказы-
вается на качестве принимаемых управлен-
ческих решений. 

Данная проблема возникает при числен-
ном моделировании в различных областях и 
свойственна как для технических, так и для 
социальных систем. Так, впервые, с пробле-
мой пропущенных значений мы столкнулись 
при моделировании нестабильности работы 
алюминиевого электролизера [1]. Число эк-
земпляров, содержащих пропуски, достигало 
10, а иногда и 15 %. Позже мы столкнулись 
с подобной проблемой при изучении зави-
симости детской смертности от показателей 
социально-экономического развития терри-
торий [2, 3]. Здесь количество экземпляров 
данных с пропусками для различных масси-
вов варьировалось в пределах от 3 до 25 %. 
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В представленной статье рассмотрены 
наиболее распространенные подходы к ра-
боте с данными, содержащими пропуски, 
приводится оригинальный метод восстанов-
ления пропусков в данных, дается оценка 
влияния наличия пропусков на эффектив-
ность численных моделей.  Все результаты 
получены и проверены на реальных мас-
сивах данных, описывающих процессы в 
сложных динамических системах.   

Основные подходы к работе с пропусками  
в массивах данных

На практике встречается несколько под-
ходов к работе с массивами данных, содер-
жащих пропущенные значения. 

Первый подход, наиболее простой в ре-
ализации, – это удаление экземпляров, со-
держащих пропущенные значения, из мас-
сива и работа только с полными данными [4].  
Использование данного подхода выглядит 
целесообразным, если пропуски данных 
носят единичный характер. Но даже в этом 
случае имеется серьезная опасность при 
удалении данных «потерять» важные зако-
номерности. В том же случае, когда коли-
чество пропусков велико, удаление соот-
ветствующих экземпляров может привести 
к дефициту данных и даже невозможности 
дальнейшей обработки.

Вторым подходом является использо-
вание специальных модификаций методов 
обработки данных, допускающих наличие 
пропусков в массиве. В [5] приведен ряд 
модификаций методов классификации и 
кластеризации для работы с данными, со-
держащими пропущенные значения.

И, наконец, третьим подходом, наибо-
лее распространенным, является использо-
вание методов оценки значений пропущен-
ных элементов. Данные методы помогают 
заполнить пропуски в массивах, основыва-
ясь на некоторых предположениях о значе-
нии отсутствующих данных. 

Принципиальная применимость и эф-
фективность того или иного подхода за-
висит от количества пропусков в данных и 
причин, по которым они образовались. С 
точки зрения природы возникновения дан-
ных традиционно выделяют три категории 
пропусков [6].

1. Случайный пропуск. Факт появления 
пропуска в массиве не зависит ни от са-
мого пропущенного значения, ни от значе-
ний других атрибутов. Пропуски случайны, 
носят единичный характер и связаны, как 
правило, с потерями при вводе, хранении 
или передаче данных. Очень важно пони-
мать, что соответствующая информация на 
самом деле существует, но она по каким-
то причинам отсутствует в массиве. В этом 
случае вполне эффективными оказываются 
как второй, так и третий подходы. В случае, 
когда число пропусков невелико, возможно 
использование и первого подхода.

2. Как бы случайный пропуск. Как и в 
первом случае, отсутствующие данные су-
ществуют. Основным отличием является 
то, что в появлении соответствующих про-
пусков наблюдаются закономерности. Факт 
появления такого пропуска, как правило, 
зависит от значений одного или несколь-
ких других атрибутов. На практике такие 
пропуски возникают по причине сложно-
сти процессов измерения показателей и, 
как следствие, нерегулярности или мень-
шей частоты измерений, в случае систе-
матических сбоев при вводе, хранении и 
передачи информации от какой-либо части 
изучаемой системы, например, удаленно-
го производственного цеха или отдельной 
территории.  

Поскольку пропуски в данных носят 
систематический характер, их удаление из 
массива может привести к потере важных 
зависимостей, поэтому в данном случае не-
применим первый подход. Также открытым 
остается вопрос о применимости второго 
подхода. Наиболее эффективным являет-
ся использование методов восстановления 
пропущенных данных.  

3. Неслучайный пропуск. Значение про-
пущенного элемента не существует. Появ-
ление подобного пропуска в данных может 
зависеть от самого атрибута, от других про-
пусков в массиве, а также от значений дру-
гих атрибутов. Факт появления может быть 
связан с наличием в выборке взаимоисклю-
чающих показателей либо показателей, ко-
торые измеряются только для отдельных 
групп экземпляров. Например, для разных 
типов объектов в технических и социальных 
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системах. Для работы с пропусками данно-
го типа неприменимы методы восстановле-
ния, единственным допустимым подходом 
является проведение анализа предметной 
области и принятие решения на основе по-
лученных выводов.

Методы восстановления пропусков  
в массивах данных

В настоящее время существует множе-
ство различных методов, отличающихся 
своей вычислительной сложностью, уни-
версальностью и точностью работы.

Наиболее простыми являются метод 
подстановки среднего значения атрибута, 
вычисленного по всем известным значе-
ниям [4], и метод ближайших соседей [7].  
Широкое распространение получили ре-
грессионные методы [4, 8], локальные ал-
горитмы [9] и методы максимального прав-
доподобия [4]. 

Особого внимания заслуживают нели-
нейные методы, использующие искусствен-
ные нейронные сети, генетические алго-
ритмы и методы нечеткой логики. Среди 
них можно выделить алгоритмы, осущест-
вляющие непосредственное предсказание 
пропущенного значения [10], и алгоритмы, 
основанные на минимизации ошибки ра-
боты системы [11].

В [12] представлен сравнительный ана-
лиз эффективности ряда методов на различ-
ных массивах данных. В ходе проведенного 
анализа было замечено, что эффективность 
работы методов существенно варьируется не 
только на разных массивах, но и для одно-

го массива на разных пропусках. В связи 
с этим возникла идея создания гибридного 
метода, который смог бы объединить силь-
ные стороны каждого из методов. 

Гибридный адаптивный метод с нейро-
нечетким управлением. Предлагаемый метод 
включает в себя два этапа: построение ги-
бридной системы и восстановление пропу-
щенных значений. На рисунке представле-
на общая схема предлагаемого метода.

Как видно на рисунке, гибридная систе-
ма состоит из набора гибридных моделей и 
управляющей подсистемы, которая прини-
мает решение о выборе модели для каждого 
поступающего на вход вектора данных. Для 
создания гибридной модели были отобраны 
четыре метода: метод подстановки среднего 
значения [4] (М1), метод ближайших сосе-
дей [7] (М2), двухшаговый em-алгоритм [4] 
(М3), метод, основанный на использовании 
авто-ассоциативных систем [11] (М4).

При построении гибридной системы 
используется часть массива, содержащая 
только полные данные. Случайным обра-
зом оттуда удаляется некоторое количество 
элементов, и полученные пропуски восста-
навливаются с применением всех методов, 
используемых в гибридной системе. Срав-
нивая полученные результаты с исходным 
значением, получаем погрешности работы 
каждого из методов на каждом исключен-
ном значении.

Используя один из методов кластери-
зации на множестве векторов, содержащих 
ошибки, получаем разделение экземпляров 
с удаленными значениями на кластера – 

Общая схема гибридного адаптивного метода с нейро-нечетким управлением
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группы элементов. Наиболее перспектив-
ным на этом шаге видится использование 
метода нечеткой кластеризации [14].

Для каждой из групп значений строит-
ся собственная гибридная модель. Интер-
претация результатов кластерного анали-
за позволяет получить оценку того, какие 
из методов целесообразно использовать в 
каждой конкретной модели. В зависимости 
от результатов анализа при построении мо-
дели мы можем использовать один из ме-
тодов, несколько или весь набор методов. 
В случае использования более одного ме-
тода, в качестве инструмента гибридизации 
применяем линейные взвешенные модели, 
либо многослойные нейронные сети пря-
мого распространения сигнала. 

На последнем этапе мы настраиваем 
управляющую подсистему, которая, по-
лучая на вход вектор из массива данных, 
должна дать оценку того, какую из гибрид-
ных моделей необходимо использовать для 
данного вектора. В качестве инструмента 
для построения управляющей подсистемы 
предлагается использовать модифициро-
ванную систему нейро-нечеткого вывода, 
способную работать с векторами, содержа-
щими пропуски [5]. 

Такой подход позволяет использовать 
преимущества отдельных методов, преодо-
левая некоторые недостатки других, и тем 
самым получить более мощный интеллек-
туальный анализатор.

Тестирование методов. Для тестирования 
методов использовалась часть данных, не 
используемая при построении гибридной 
модели, из которой случайным образом 
удалялось некоторое количество элементов. 
Затем с использованием различных мето-

дов восстановления получали оценку про-
пущенного значения. Полученные оцен-
ки сравнивались с исходным значением и 
вычислялись следующие параметры: точ- 
ность – доля пропущенных значений, пред-
сказанных с ошибкой, меньшей 20 %, и по-
грешность – средняя квадратичная ошибка 
предсказания. 

Тестирование методов проводилось на 
двух массивах данных.

Массив 1. Выборка значений техноло-
гических показателей работы алюминиевой 
электролизной ванны. Число атрибутов – 10,  
число экземпляров – 1092.

Массив 2. Выборка значений показате-
лей социально-экономического развития 
городов и муниципальных районов Красно-
ярского края за период 2005–2009 гг. Число 
атрибутов – 26, число экземпляров – 250.

В табл. 1 представлены результаты те-
стирования гибридного метода и четырех 
методов, используемых в гибридной систе-
ме. Как мы видим, для обоих массивов ги-
бридный метод дает более точную оценку 
пропущенных значений. 

Влияние пропусков на эффективность  
численных моделей

Для оценки влияния пропусков на эф-
фективность работы численных моделей 
использованы исходные данные и результа-
ты исследований, представленных в [1–3]. 
Исходные массивы данных, содержащие 
пропущенные значения, обрабатывались с 
помощью гибридного адаптивного метода 
и затем использовались для обучения и на-
стройки моделей, аналогичных построен-
ным в оригинальных исследованиях. Срав-
нение показателей работы оригинальных 

Таблица  1

Результаты тестирования гибридного и оригинальных методов

Методы
Массив 1, % Массив 2, %

точность погрешность точность погрешность
1 33,5 39,3 42,2 27,8
2 73,5 18,1 68,2 21,1
3 68,8 24,8 69,6 18,8
4 59,5 23,1 66,0 20,0

Гибридный метод 90,7 14,7 85,8 16,0
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моделей и моделей, построенных на вос-
становленных данных, дает возможность 
оценить степень влияния пропусков на эф-
фективность работы моделей.   

Аппроксимационная модель технологи-
ческого параметра в процессе производства 
алюминия. Промышленная электролизная 
ванна для производства алюминия (элек-
тролизер) состоит из угольных анодов, по-
гружённых в расплавленный электролит, 
в котором растворен глинозем. Слой рас-
плавленного электролита расположен над 
расплавом алюминия. 

В процессе электролиза в ванне на по-
верхности раздела алюминия и электролита 
могут возникать волны. Образование таких 
волн приводит к переносу металла в область 
электролита и снижает экономические по-
казатели работы электролизера. При неко-
торых условиях наблюдается рост амплитуд 
таких волн, что называется неустойчиво-
стью работы электролизера. В результате 
колебаний раздела происходят изменения 
напряжения на ванне. Количественной ха-
рактеристикой таких изменений является 
технологический параметр «уровень шума», 
измеряемый в вольтах.

В рамках проводимого исследования [1] 
решалась задача изучения зависимости па-
раметра «уровень шума» от других техноло-
гических параметров. Были спроектированы 
и построены аппроксимационные модели 
на основе искусственных нейронных сетей 
прямого распространения сигнала, которые 
на основе значений 18 технологических па-
раметров вычисляли значение параметра 
«уровень шума». Отметим, что при обуче-

нии моделей из массивов данных исклю-
чались экземпляры, содержащие одно или 
более пропущенных значений.

В данной работе мы использовали тот 
же подход к построению моделей и те же 
массивы данных, пропущенные элементы 
в которых были восстановлены с помощью 
гибридного адаптивного метода с нейро-
нечетким управлением. 

В табл. 2 приведено сравнение точно-
сти двух моделей, построенных ранее, с их 
эквивалентами, построенными сейчас на 
полных массивах данных. Отметим, что при 
использовании массивов с заполненны-
ми пропусками мы наблюдаем повышение 
числа примеров тестовой выборки, вычис-
ленных с заданной точностью, а также за-
метное снижение величины максимальной 
погрешности как для первой, так и для вто-
рой модели. Что касается средней ошибки 
по всей тестовой выборке, то здесь также 
наблюдается снижение, но не настолько 
значительное.

Классификационная модель при изучении 
влияния различных факторов на показатели 
детской смертности. Детская смертность яв-
ляется важнейшей группой показателей, во 
многом определяющих демографическую 
ситуацию в стране. Правильный и своев-
ременный анализ детской смертности по-
зволяет разработать ряд конкретных мер 
по снижению заболеваемости и смертно-
сти, оценить эффективность проведенных 
ранее мероприятий, в значительной мере 
охарактеризовать работу местных органов 
здравоохранения по охране материнства и 
детства.

Таблица  2

Основные показатели работы аппроксимационных моделей,  
построенных на оригинальных и восстановленных данных

Ошибки
Модель 1, % Модель 2, %

оригинальная новая оригинальная новая
Средняя ошибка 8,24 7,96 4,23 4,19

Максимальная ошибка 45,46 21,63 41,32 29,59
Доля значений, вычисленных 

с ошибкой не более 10 %
88,75 93,17 95,46 97,52

Доля значений, вычисленных 
с ошибкой не более 5 %

74,31 80,37 83,20 87,73



Научно-технические ведомости СПбГПУ 6' (186) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

142

В рамках проводимых исследований [2, 3]  
был поставлен и решен ряд задач: анализ 
структуры показателей смертности детей в 
городских округах и муниципальных райо-
нах Красноярского края за 2006–2009 гг., 
выделение групп территорий со схожей 
структурой показателей; изучение зависи-
мости показателей детской смертности от 
показателей социально-экономического 
развития территории.

Для проведения исследований исполь-
зовались массив данных по показателям 
детской смертности, включающий данные 
более чем по 250 причинам смерти для 
каждой из групп возрастов (до года, 1–4 
года, 5–9 лет, 10–14, 15–19 лет), а также 
массив данных, включающий результа-
ты измерений 26 показателей социально-
экономического развития, относящихся к 
различным сферам. Перечень показателей 
получен в результате экспертного опроса.

В ходе исследования были выделе-
ны три группы возрастов, различающиеся 
по структуре показателей смертности (до 
года, от 1 до 14 лет, от 14 до 19 лет), для  
каждой из возрастных групп определены 
наиболее существенные причины детской 
смертности (пять – для первой группы, 
семь – для второй и четыре – для третьей), 
все территории разбиты на группы со сход-
ной картиной значений основных показа-
телей детской смертности (шесть групп для 
возраста до 1 года, шесть для возраста от 
1 до 14 лет, семь для возраста от 15 до 19 
лет). 

Для каждой из групп возрастов были 
построены классификационные модели, 
позволяющие по набору значений показа-
телей социально-экономического развития 
территории определить, к какой группе от-

носится данная территория. При построе-
нии оригинальных моделей все неполные 
экземпляры удалялись из массива и по-
строение осуществлялось только на полных 
данных.

Оценка степени влияния пропусков в 
данных на точность работы этих моделей 
проходила в два этапа. На первом этапе 
были получены оценки и заполнены пропу-
ски в первом массиве (показатели детской 
смертности), после чего снова выполнили 
все действия по построению и настройки 
модели. На втором этапе были получе-
ны оценки и заполнены еще и пропуски в 
массиве, содержащем значения показате-
лей социально-экономического развития. 
Сравнение точности работы оригинальных 
моделей, моделей, построенных на этапах 1 
и 2, приведены в табл. 3.

Заметим, что при использовании за-
полненного массива данных, содержащего 
показатели детской смертности, мы наблю-
дали лишь незначительное повышение ка-
чества классификационной модели (от 0,5 
до 1,5 %). Это может быть связано как с 
незначительным количеством пропусков 
(около 8 % экземпляров), так и со случай-
ным характером этих пропусков.  

На втором этапе при использовании за-
полненного массива данных, содержащих 
показатели социально-экономического раз-
вития, мы наблюдали более серьезный рост 
точности работы модели. Это говорит о том, 
что данные пропуски являются существен-
ными в контексте поставленной задачи.

Проведенное исследование показало 
применимость методов восстановления 
пропусков в массивах данных и, в част-
ности, гибридного адаптационного метода 

Таблица  3

Основные показатели работы классификационных моделей,  
построенных на оригинальных и восстановленных данных

Возрастная категория
Количество правильно классифицированных объектов, % 

исходные модели модели на этапе 1 модели на этапе 2
До года 75,22 76,99 80,23

От 1 до 14 лет 81,31 81,51 83,48
От 15 до 19 лет 83,48 83,97 88,79
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для заполнения пропущенных значений в 
массивах данных, содержащих информа-
цию о процессах, происходящих в сложных 
динамических системах.

Кроме того, в ходе исследования по-
лучено экспериментальное подтверждение 

негативного влияния пропусков в данных 
на эффективность работы моделей, а также 
продемонстрированы возможности методов 
восстановления пропусков в массивах дан-
ных при численном моделировании слож-
ных динамических систем.   
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ПРИМЕНЕНИЕ ПАКЕТА MATLAB-SIMuLINK ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
МЕХАНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИй В ПРОГРАММНО-АППАРАТНОМ  

КОМПЛЕКСЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ

A.A. Akishin

MATLAB-SIMuLINK APPLICATION TO MODELLING THE MECHANICAL 
VIBRATION uSING REAL-TIME SOFTwARE AND HARDwARE

Рассмотрена задача моделирования механических колебаний железнодорожного подвижного со-
става в пакете MatLab-Simulink и использование для расчетов програмно-аппаратного комплекса 
реального времени.

ПРОГРАММНО-АППАРАТНЫЙ КОМПЛЕКС РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ; MATLAB-SIMU-
LINK; МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ.

This article deals with the problem of modelling the mechanical vibrations of rail vehicles in MatLab-
Simulink and calculations using real-time software and hardware.

REAL-TIME SOFTWARE AND HARDWARE; MATLAB-SIMULINK; MECHANICAL 
VIBRATIONS.

Программно-аппаратный комплекс 
(ПАК), разработанный на кафедре элек-
трической тяги Московского государствен-
ного университета путей сообщения, по-
мимо расчета электромагнитных процессов 
позволяет исследовать в реальном времени 
и механические процессы колебаний рель-
совых экипажей. Эта возможность обу-
словлена тем, что в программном пакете 
MatLab-Simulink, применяемом при про-
граммировании задач для ПАК, имеются 
блоки операционных усилителей, позво-
ляющие составлять программы решения 
дифференциальных уравнений механиче-
ских колебаний так же, как это ранее вы-
полнялось на аналоговых вычислительных 
машинах в виде структурных блок-схем. Но 
при этом решение уравнений будет выпол-
няться цифровым способом, а использова-
ние ПАК позволяет быстрее реализовать 
процесс такого решения.

Для примера составим в пакете MatLab-
Simulink программу моделирования свобод-
ных механических колебаний упрощенной 
двухмассовой модели рельсового экипажа 
(рис. 1).

Колебания этой модели описываются 
системой двух уравнений: 
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Преобразуем данную систему к виду:
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Рис. 1. Общий вид двухмассовой модели

(2)
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Программа решения данной систе-
мы уравнений в пакете MatLab-SimuLink  
(рис. 2) суммирует все силы, стоящие в 
правой части второго уравнения системы 
(2) в сумматорах 1∑  и 2∑ . На вход этих 
сумматоров поступают координаты z1 и z2, 
а также скорости 1z  и 2z  с выхода соот-

ветствующих операционных усилителей 
1
s
  

(в обозначениях пакета MatLab-SimuLink) [1].  
Эти координаты и скорости в усилитель-
ных элементах к1 ÷ к6 умножаются на соот-
ветствующие множители 2 1 2, ,β β + β  а также 
ж2 и ж1 + ж2. Сигналы с выхода 1∑  и 2∑  
делятся на соответствующие значения масс 
m1 и m2 в усилителях к7 и к8. На выходе этих 
усилителей получаются значения сигналов, 
соответствующие правым частям уравне-
ний системы (2), т. е. равные ускорениям 

1z и 2.z  Интегрирование этих производных 
в операционных усилителях  позволяет по-
лучить сигналы скоростей iz и перемеще-
ний .iz  Структурная блок-схема решения 

(рис. 2) отличается большей наглядностью 
и упрощает процедуру отладки программ.

Примем начальные условия для иссле-
дования свободных колебаний следующи-
ми: 0,iz =  2 0z =  и 1 0,1z = м. Эти началь-
ные условия можно задать через блоки НУ1 
и НУ2. При задании начальных условий 
возникают свободные колебания системы.

Графики полученных свободных коле-
баний и их амплитудные спектры Фурье, 
вычисленные с помощью алгоритма «бы-
строго преобразования Фурье» (БПФ) [2], 
имеющегося в составе пакета MatLab, при-
ведены на рис. 3 и 4. 

Как видно из этих рисунков, свободные 
колебания имеют затухающий характер, 
что обусловлено наличием гидравлических 
гасителей колебаний в исследуемой мо-
дели (см. рис. 1). В амплитудном спектре 
имеются два ярко выраженных максиму-
ма, первый максимум приходится на ча-
стоту свободных колебаний второй массы  
fсв2 = 1,2 Гц, а второй максимум – на ча-

Рис. 2. Структурная блок-схема решения уравнений (2) в пакете MatLab-Simulink
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стоту свободных колебаний первой массы  
fсв1 = 2,7 Гц. При этом  амплитуда колеба-
ний второй массы с частотой fсв1 значитель-
но меньше, чем с частотой fсв2. Эти резуль-
таты практически совпадают с данными, 
приведенными в [3–5]. 

Аналогичным образом можно разрабаты-
вать программы исследования колебаний бо-
лее сложных моделей рельсовых экипажей.

Большие преимущества будут получены 
при использовании ПАК для исследования 
вынужденных колебаний при случайных 
процессах возмущений в виде неровно-
стей рельсового пути длительностью 30 с  
[6]. Время расчета случайных колебаний 
системы на персональном компьютере со-
ставляет 5,5 ч. Применение ПАК позво-
ляет уменьшить это время до 30 с, т. е.  

а)

б)

Рис. 3. Реализация процесса свободных колебаний первой массы (а) и его амплитудный спектр (б)
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до длительности задаваемого процесса воз-
мущения. Таким образом, время вычисле-
ния ускоряется в 660 раз.

Применение пакета MatLab-Simulink 
для программирования колебаний механи-
ческих систем позволяет выполнять про-

граммирование в виде составления струк-
турных блок-схем, использование которых 
упрощает процедуру отладки программ.

Использование данного пакета дает 
возможность выполнять исследование ме-
ханических колебаний на ПАК реального 
времени.

а)

б)

Рис. 4. Реализация процесса свободных колебаний второй массы (а) и его амплитудный спектр (б)
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