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ПОЛНОЕ И НЕПОЛНОЕ АДДИТИВНЫЕ УДВОЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ  
В ЛИНЕйНЫХ СИСТЕМАХ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИцИЕНТАМИ

Дифференциальные уравнения и их системы, не связанные ни с какой ва-
риационной задачей, предлагается привести к гамильтоновскому виду и погру-
зить их решения в пучок экстремалей. Для малых импульсов удвоенная систе-
ма уравнений совпадает с исходной плюс уравнения в вариациях. 

Полностью или частично аддитивно удвоенная система линейных уравне-
ний с постоянными коэффициентами имеет гамильтоновскую структуру. Для 
жордановых клеток матрицы коэффициентов системы полное и частичное 
удвоения совпадают с точностью до оператора сдвига, представимого в базисе 
собственных и присоединенных векторов нильпотентной матрицей. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ; СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ; 
МАТРИЦА ЖОРДАНА; ПОЛНАЯ, АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ И СПЕКТРАЛЬНАЯ КРАТНОСТИ.

Введение

В 1987 году Ю.Г. Павленко и  С.И. Зе-
ленский предложили метод удвоения пере-
менных  [1]. Суть метода состоит в следую-
щем. Для системы уравнений 
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Очевидно, что ассоциированная систе-
ма совпадает с уравнениями в вариациях 
для исходной системы [2]. При этом вво-
дится вектор 
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m
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m
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и если F(t,z) – функция класса С1(T × X × Y),  
[A,B] – скобки Пуассона, то тогда можно 
ввести дифференциальный оператор 
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Тем самым вводится алгебра Ли, по-
рожденная линейным дифференциальным 
оператором L

v
. 

Авторы статьи [1] указывают, что удвое-
ние переменных «позволяет привести к га-
мильтоновой форме уравнения и системы 
уравнений, полученные феноменологиче-
ски и не являющиеся экстремалями какой-
либо вариационной задачи». 

Недавно нами была опубликована рабо-
та [2], где идея аддитивного удвоения полу-
чила некоторое развитие, а именно: вместо 
исходной системы уравнений была рассмо-
трена возмущенная система

( , ),
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такой, что E(t, x, 0) = 0.
Ассоциированная система есть

( , ) ( , ).
d

t t
dt

= − +y
f x f x y

Тогда очевидно, что если ,  << •y x  –  
какая-либо норма, то получается вариант 
исходного удвоения переменных. По опи-
санной схеме, в частности, были рассмотре-
ны наиболее изученные системы линейных 
уравнений с постоянными коэффициента-
ми.

Использование этой схемы удвоения по-
зволило получить следующие результаты: 

а) существует пучок экстремалей (x
y
(t)), 

локально близкий к траектории исходно-
го уравнения (системы уравнений) (x(t)).  
Иначе, 

U( ) X, U(0) Y

U(0) U( ),
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y

y
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где U(0) – окрестность нуля, U(x
y
) – окрест-

ность экстремалей пучка в W2
(1)(T) (T – про-

межуток или сегмент вещественной оси),  
ȋ – множество векторов (x), Ȋ – множе-
ство векторов импульсов (y). 

Можно показать, что Y = xĲ (xĲ – про-
странство векторов, касательное к x);

б) плотность распределения лагранжиа-
на Λ(t, x, dx/dt), порожденного исходной и 
ассоциированной системами, определяется 
применением стандартного преобразования 
Юнга – Лежандра [3]. Например, в скаляр-
ном случае плотность лагранжиана имеет 
вид

( ), , ,
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где ϕ – распределение, обратное f (ϕ = f –1). 

Очевидно, что если y = 0, то ϕ(dx/dt) = x,  
а Λ = 0. Итак, с исходным дифференци-
альным уравнением связано условие экс-
тремума:

( ) : , , .
dx
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dt

Τ
Τ
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Экстремали Sȉ(x) совпадают с графиком 

(Τ, x(t)) исходного уравнения при y(0) = 0, 
y(t) = 0, t ∈ ȉ. В первоначальном варианте 
теории, представленной в работе [1], га-

мильтониан вырожден, Λ = 0 (тождествен-
но) и никакого условия экстремума не су-
ществует. Видим, что аддитивное удвоение 
переменных не только дополняет исходную 
систему до гамильтоновой, но и позволяет 
явно сформулировать условие экстремума;

в) пусть f – аналитическое распределе-
ние в окрестности 

x + y ∈ U(x0) ⊂ Χ:

( ) exp ( ) ( ) ( ) ... .
d

f x y y f x f x yf x
dx

 + = = + +  
Тогда, пренебрегая членами O(y), по-

лучаем удвоение, описанное в работе [1], 
с вырожденным гамильтонианом. Если же 
сохранить линейное по y слагаемое в сте-
пенном ряду и пренебречь слагаемыми 
O(y2), то 

( )2( , )
( ) :
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x f t x
S x dt

f x
Τ

Τ

−= ∫ 

и решение задачи на экстремум Sȉ(x) рав-
носильно решению исходной системы по 
методу наименьших квадратов с весовым 
множителем 1/f '(x). 

Некоторые замечания по терминологии

Согласно результатам работы [2], в ис-
ходной системе координата складывается с 
импульсом, что позволяет естественно ис-
пользовать каноническое преобразование 
от координат к импульсам [3]. 

Рассмотрим любую линейную комби-
нацию координат и импульсов, например 
x + λy с параметром λ. Такая постановка 
интересна в задачах несингулярного воз-
мущения. Влияние указанного параметра  
регламентировано известными теоремами 
о зависимости решения от параметра. Оче-
видно, что на гамильтонову структуру удво-
енной системы параметр λ совершенно не 
влияет.

Далее, в аддитивном удвоении различа-
ется полное и частичное удвоение перемен-
ных. Например, в линейной системе 

x ax b= +

с матрицами a и b удвоение можно вести по 
всем компонентам вектора x (полное удво-
ение) либо только по компоненте строки 
(частичное удвоение).
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Вышеизложенное  относится и к си-
стемам с параметром. В обоих случаях 
аддитивно удвоенная система остается га-
мильтоновой. Очевидно, что для матриц 
скалярного типа полное и частичное удвое-
ния совпадают.

Наряду с приведенным выше аддитив-
ным удвоением переменных можно  рас-
смотреть мультипликативное удвоение в 
различных вариантах, например в таких:

( ),  ( ).= = x yf x x f yx

Пусть f – линейный оператор, пред-
ставимый матрицей a и вектором сдви-
га b. Тогда в исходной системе уравнений 
x ax b= +  мультипликативное удвоение 
переменных принимает следующий вид:

1

,  1(1) ,  dim( ).
m

i i ij j i
j

x y a x b i m m x
=

= + = =∑

В тензорной нотации: 
пусть 1diag( ) ,m

i iy y ==  тогда мультиплика-
тивное удвоение при левой мультиплика-
ции приводит к такой системе для коорди-
нат вектора x: 

,x yax b= +

где ( )i ij jax a x=  – вектор-столбец; ( )iyax y= δ
( ) ,i i ik kj jyax y a x= δ  причем суммирование ведется 

по значкам k и j, i = 1(1)m.
При правой мультипликации получает-

ся такая система дифференциальных урав-
нений:

( ) ,tx ax y b= +
где ( )tax  – матрица-строка.

При y = I (I – матричная единица) 
мультиплицированное уравнение совпадает 
с исходным.

Аддитивное удвоение в линейных системах  
с постоянными коэффициентами

Общий случай. Дана задача Коши для 
системы с постоянными коэффициентами:

0, (0) 0.
dx

ax b  x x
dt

= + − =
Для каноничности системы (1) необхо-

димо и достаточно, чтобы Sp(a) = 0. В об-
щем случае это не так и след матрицы ко-
эффициентов может быть отделен от нуля.  

Пусть выполняется процедура полного 

аддитивного удвоения переменных. В этом 
случае y-градиент гамильтониана определя-
ется как

( ) , 1(1) ,ij j j i

i

E
a x y b  i m

y

∂ = + + =∂
где m = dim(x, b). 

Тогда

2

1 , 1 , 1

2

1
( , ) '

2

1
, , ',

2

m m m

ii i i ij j i ij j
i i j i j

a

Е x y a y y a x y a y

y y ax y ay

= = =
= + + =

= + +
∑ ∑ ∑

при этом штрих у суммы означает, что  
i ≠ j. 

Удвоенная система уравнений имеет 
вид

,
x x

b
y y

   = α +      



где матрица α – блочная, 

   diag
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t

t

a  a a a

         a

 + −α =   − 
Ясно, что Sp(α) = 0 и удвоенная сис- 

тема – действительно, каноническая (га-
мильтова) в целом и по каждой паре ком-
понент x

i
, y

i
. Роль энергии системы играет 

Ǽ(x, y). 
Пусть y(0) = y0. Если y0 ≠ 0, то оче-

видно, что y(t) ≠ 0. Тогда решение удво-
енной системы совпадает с экстремалью 
в окрестности U(y0) вектора y0. Траекто-
рия x

y
(t):= x(t, y) удвоенной системы есть 

проекция экстремали пучка на множество  
(x(t, y)) траекторий исходной системы. При 

0 0,y → → экстремаль 0,  ( , ) ( )y x t y x t→ →  равномер-
но по y ∈ U(y0). Здесь x(t) – решение ис-
ходной системы. 

Например, пусть y мало. Тогда удвоен-
ная система в качестве ассоциированного 
уравнения на импульс (y(t)) имеет как урав-
нение в вариациях, так и (вырожденный) 
гамильтониан ( , ) ( )E x y yf x= , не связан-
ный ни с каким экстремальным условием  
[3 – 6]. Следовательно, аддитивное удвое-
ние реализует сдвиг множества исходных 
траекторий (x(t)) на множество экстрема-
лей (x(t, y)). 

Процедура частичного аддитивного 
удвоения приводит к системе

(1)
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Тогда матрица коэффициентов удвоен-

ной системы 

diag diag
,

0     diag

a   a

a

 α =  − 
причем Sp(α) = 0. 

Утверждение о погружении траекторий 
удвоенной системы в пучок экстремалей 
остается в силе [7, 8]. 

Жорданова клетка.  Пусть p – неособая 
матрица m × m и 1 ,a p jp−=  где j – матрица 
Жордана. Такое преобразование единствен-
но с точностью до эквивалентности матриц. 
Исходная система принимает вид

1 .x p jpx b−= +

Если обозначить ,X : px, B : pb= =  то 
исходное уравнение принимает вид

.X jX B= +

Возможны два случая: 
существует собственный базис в X, тог-

да j = diag(λ
i
)
i=1(1)m, причем среди характери-

стических чисел могут быть и равные; 
не существует собственного базиса. 
В последнем случае базис дополняется 

до полного присоединенными векторами. 
Пусть, не нарушая общности, в этом случае 
матрица j сводится к одной клетке Жорда-
на. Тогда справедливы утверждения:

1) Спектральная кратность характери-
стического числа λ, dimKer(a – λI) = 1;

2) Полная кратность характеристиче-
ского числа λ, dimKer(a – λI)m(λ) = m и совпа-
дает с алгебраической кратностью харак-
теристического числа λ. Другими словами, 
минимальный и аннулирующий полиномы 
матрицы a совпадают, и матрица j сводится 
к одной (максимальной) клетке Жордана: 
m(λ) = m [9, 10].

Скалярный случай является тривиаль-
ным: полное и частичное аддитивные удво-
ения тождественны, а матрица удвоенной 
системы есть

,   0
.

0,

a  

 a

 α =  − 
Если существуют присоединенные век-

торы, то исходная система уравнений при-
нимает вид

1 1(1) 1;

.
i i i i

m m m

X X X B  i m

X X B

+ = λ + + = − = λ +




Полное аддитивное удвоение порожда-
ется гамильтонианом Ǽ(X,Y) таким, что

1 1( ) ,  

1(1) 1;
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i i i i i

i

m m m
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E
X Y X Y B

Y

i m

E
X Y B

Y
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∂λ + + + + = ∂ = − ∂λ + + = ∂

откуда получается следующее выражение 
для гамильтониана:

2

1 1
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1 1
1 1
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E X Y Y X Y
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или
2

( , ) ,
2

( ), , ,

E X Y Y X Y

X Y Y B Y

λ= + λ +
+ τ + +

где Ĳ – нильпотентный (порядка m) опера-
тор сдвига, такой, что Ĳm = 0, Ĳm – 1 ≠ 0. 

Следовательно, удвоенная система урав-
нений имеет вид

( )1 1

1 1 1

( ) ,

1(1) 1; ;

; , 2(1) .

i i i i i i

m m m m

i i i i

X X Y X Y B  

i m  X X Y B

Y Y  Y Y Y  i m
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−

 = λ + + + + = − = λ + + = −λ = −λ − =





 

Матрица коэффициентов удвоенной си-
стемы имеет вид

,   diag
colon .

00,   

t

t

X j j j j X B

YjY

   + −    = +          −      



При неполном аддитивном удвоении 
энергия системы определяется тождествами:

1( ) ,   1(1) 1;

( ) .

i i i i

i

m m m

m

E
X Y X B i m

Y

E
X Y B

Y

+
∂ = λ + + + = −∂ ∂ = λ + +∂
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Следовательно,

2
( , ) , , ,

2
E X Y Y X Y X Y B Y

λ= + λ + τ +
и удвоенная система остается по-прежнему 
блочной: 

, diag
colon .

00, t

j  jX X B

Y jY

       = +         −      



Итак, в результате проведенного анали-
за можно утверждать следующее:

1. Полностью или частично аддитивно 
удвоенная система линейных уравнений с 
постоянными коэффициентами имеет га-
мильтонову структуру. Это означает, что 
след матрицы Sp(α) коэффициентов α удво-
енной системы всегда равен нулю.

2. Для жордановых клеток матрицы ко-
эффициентов системы полное и частич-
ное удвоения совпадают с точностью до 
оператора сдвига, представимого в базисе 
собственных и присоединенных векторов 
нильпотентной матрицей. 
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Petrichenko M.R., Serov D.V. COMPLETE AND INCOMPLETE ADDITIVE DOUBLING 

VARIABLES IN LINEAR SySTEMS WITh CONSTANT COEFFICIENTS. 

Differential equations and their systems, not associated with any of the variational problems have been 
put forward to transform up to Hamiltonian form and immerse their solutions into a bundle of extremities. 
For small momenta the doubled system of the equations corresponds closely with the original one but for 
the equations in variations.

Totally or partly additive doubled system of linear equations with constant coefficients has a Hamilton 
structure. For Jordan cells in the matrix of coefficients of the system complete and partial doubling correspond 
closely, with an accuracy up to a shift operator, which is representable in the basis of its own and associated 
vectors of a nilpotent matrix.

DIFFERENTIAL EQUATION, SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS, JORDAN MATRIx, COMPLETE, ALGEBRAIC 
AND SPECTRAL MULTIPLICITY.
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