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§ 1. ПРЕДИСЛОВИЕ. 

Комплексные числа возникают в связи с задачей решения квадратных 
уравнений. Известно, что не всякое квадратное уравнение можно решить, 
оставаясь в области R —действительных чисел. Простейшее неразрешимое в 
R квадратное уравнение имеет вид 

012 =+x . (1) 
Возникает необходимость расширить систему действительных чисел до 

такой системы чисел, в которой уравнение (1) имело бы решение. Будем счи-
тать, что уравнение (1) на самом деле разрешимо, но его корень не является 
действительным числом, а представляет собой новое число. Обозначим его 
символом  i , причем будем считать, что  

                                                     12 −=i . 
Операция умножения, примененная к действительному числу b и числу 

i , приводит к числам вида b i  (b ∈ R), а операция сложения – к числам вида 
iba +  (a ∈ R, b∈ R). Таким образом, введение нового числа i  влечет за собой 

необходимость рассматривать числа вида .iba +  Эти числа называются ком-
плéксными (составными). Множество всех комплексных чисел обозначается 
через С. 

Заметим, что основные арифметические операции – сложение и умно-
жение – уже не выводят за пределы множества С, т.е. не требуют вводить ка-
ких-то новых чисел. Действительно, с учетом того, что 12 −=i , получим 

 
( ) ( ) ( ) ( )dbicaidciba +++=+++    

 
( ) ( ) ( ) ( )bcadibdacidciba ++−=+⋅+  . 

 
Именно так и вводились первоначально комплексные числа.  

Название комплексного числа предложил К. Гаусс (1777-1855). 
Символ i ввел в рассмотрение Л. Эйлер (1707-1783). 

Однако введение понятия комплексного числа, в свою очередь, порож-
дает ряд вопросов׃ что же все-таки представляет собой число i ? Можно ли 
распространять на него обычные законы арифметики? Законно ли рассматри-
вать вместе выражения, содержащие действительные числа и число i ? Иначе 
говоря, возникает задача строгого и полного построения теории комплексных 
чисел. 
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§ 2. Определения комплексного числа.  Действия сложения и умножения  
комплексных чисел и их свойства. 

Запись комплексного числа в виде iba +  наводит на мысль о возможно-
сти задания комплексного числа упорядоченной парой (a,b) действительных 
чисел. В соответствии с этим введем такое определение: 

• Комплексным числом называется упорядоченная пара действи-
тельных чисел (a,b); при этом (a,b) и (b,a) — различные пары, если 
a≠ b. 

Множество комплексных чисел обозначается через С. Элементы мно-
жества С обозначаются строчными буквами латинского алфавита x,y,z,… 

На множестве С понятие равенства, операции сложения и умножения 
вводятся следующим образом: 

Равенство комплексных чисел ),(),( 21 dczиbaz ==  имеет место в том и 
только в том случае, когда равны их соответствующие компоненты: 

21 zz = ⇔ ),(),( dcba =  ⇔
⎩
⎨
⎧

=

=

db
ca  

• Суммой и произведением комплексных чисел ),(),( 21 dczиbaz ==  
называются пары ),( dbca ++ , ),( bcadbdac +− , т.е. 

21 zz + ⇔ ),(),( dcba + ),( dbca ++=  (2) 

21 zz ⋅ ⇔ ),)(,( dcba ),( bcadbdac +−=  (3) 

Эти операции обладают такими же свойствами, что и обычные опера-
ции сложения и умножения на множестве действительных чисел. 

1. коммутативность сложения: ),(),(),(),( badcdcba +=+ ; 

2. ассоциативность сложения: ( ) ( )),(),(),(),(),(),( fedcbafedcba ++=++ ; 

3. наличие нейтрального элемента )0,0(  относительно операции сложе-
ния: ),()0,0()0,0(),( bababa =++=+  

4. наличие противоположной пары ),( ba −−  : )0,0(),(),( =−−+ baba  

5. коммутативность умножения: ),(),( dcba ⋅ ),(),( badc ⋅= ; 

6. ассоциативность умножения: ( ) ( )),)(,(),(),(),)(,( fedcbafedcba ⋅=⋅ ; 

7. дистрибутивность умножения относительно сложения: 
( ) ),(),(),(),(),(),(),( fedcfebafedcba ⋅+⋅=⋅+  

8. наличие нейтрального элемента )0,1(  относительно операции умно-
жения: ),()10,01()0,1(),( babababa =⋅+⋅⋅−⋅=⋅  

(Рекомендуется свойства 5, 6, 7 вывести самостоятельно). 
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§ 3. МНОЖЕСТВО КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ. 

Рассмотрим комплексное число вида )0,(a . Множество таких чисел 
обозначим С*. Очевидно, что С* ⊂  С. Если каждому действительному числу 
а сопоставить комплексное число )0,(a , т.е. )0,(aa→ , то получим взаимно-
однозначное соответствие между множеством R и множеством С*. Действи-
тельно, для любых двух чисел a и b из R  числу )( ba +  соответствует ком-
плексное число )0,( ba +  или )0,()( baba +→+  Но, согласно формуле (2), 

)0,()0,()0,( baba +=+ , следовательно, сумме действительных чисел a и b отве-
чает сумма соответствующих им комплексных чисел, т.е. ).0,()0,( baba +→+   

Аналогично, для произведения: действительному числу (ab) соответ-
ствует комплексное число  )0,(ab  или. )0,()( abab → . Но, с учетом формулы (3),  

)0,()0,()0,( baab ⋅= , следовательно, произведению действительных чисел a и b 
отвечает произведение соответствующих им комплексных чисел, т.е. 

)0,()0,( baab ⋅→  
Из сказанного следует то, что, если отождествлять каждое действи-

тельное число а с комплексным числом (а,0), то тем самым множество дей-
ствительных чисел R с его обычной арифметикой окажется как бы вложен-
ным в множество комплексных чисел С. То есть, множество комплексных 
чисел является расширением множества действительных чисел. Это позволя-
ет нам всегда полагать (а,0) = а, а пары (0,0) и (1,0) считать обычными дей-
ствительными числами 0 и 1. 

§ 4. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ФОРМА  ЗАПИСИ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА. 

Особую роль среди комплексных чисел играет пара (0,1), обозначаемая 
символом i и согласно сложившимся традициям называемая мнимой едини-
цей. По закону умножения  

( ) ( ) ( ) 1)0,1(00,101,01,0 −=−=+−=⋅  
таким образом 12 −=i . Следовательно, среди комплексных чисел содержится 
корень уравнения (1), т.е. такое число, квадрат которого равен числу –1. 

Покажем, что для построенных комплексных чисел ),( baz = может 
быть получена их обычная форма biaz += . Рассмотрим сначала произведе-
ние действительного числа b на  i. Согласно (3), 

),0()001,100()1,0()0,( bbbbbi =⋅+⋅⋅−⋅=⋅= , тогда 

( ) biabababa +=⋅+=+= )1,0(0,)0,(),0()0,(),(  
Теперь можно забыть о первоначальном способе задания комплексных 

чисел как пары ),( ba  и записывать комплексное число в виде bia + . Такая 
форма записи комплексного числа называется алгебраической формой. 
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Первая компонента комплексного числа biaz +=  называется действи-
тельной частью (от франц. réel – действительный) и обозначается az =Re ; 
вторая компонента называется его мнимой частью (от франц. imaginaire – 
мнимый) и обозначается bz =Im . 

Подчеркнем, что мнимая часть, так же, как и действительная часть 
комплексного числа, есть число действительное. Например, Re(3− 2i) = 3,   
Im(3− 2i) = −2 . 

Если  0Im =z , то z – действительное число, если 0Re =z , то z имеет вид 
bi и называется чисто мнимым числом. 

При умножении комплексного числа z на действительное число λ, оба 
числа zRe  и zIm   умножаются на λ. Например,  ii 156)52(3 +−=−− . 

§ 5. ВЫЧИТАНИЕ И ДЕЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ В АЛГЕБРАИЧЕ-
СКОЙ ФОРМЕ. 

Пусть u и v два комплексных числа.  

• Разностью uv −  называется комплексное число z, удовлетворяю-
щее условию 

vzu =+   (4) 

Полагая  yixzdicvbiau +=+=+= ,, , вместо равенства (4) можно записать 

diciybxa +=+++ )()(    ⇔  
⎩
⎨
⎧

=+

=+

dyb
cxa , 

откуда получаем  bdyacx −=−= , . Таким образом, разность комплексных 
чисел задается равенством ( ) ( ) ( ) ( )ibdacbiadic −+−=+−+ . 

Пусть u и v два комплексных числа, причем u≠ 0 

• Частным 
u
v  называется комплексное число z,  удовлетворяющее 

уравнению 
vzu =  (5) 

Полагая  yixzdicvbiau +=+=+= ,,  вместо равенства (5) можно записать 

dicibxaybyax +=++− )()(   ⇔
⎩
⎨
⎧

=+

=−

,daybx
cbyax   

определитель системы 022 ≠+=
−

=Δ ba
ab
ba , следовательно, по теореме Кра-

мера, система имеет единственное решение:   
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22
1

ba
bdac

ab
ba
ad
bc

x
+

+
=

−

−

=
Δ

Δ
= , 

 

22
2

ba
bcad

ab
ba
db
ca

y
+

−
=

−
=

Δ

Δ
= . 

Таким образом 
 

u
v  = z = 

22 ba
bdac

+

+ + i
ba
bcad
22 +

−  (6) 

 
Более простой способ нахождения частного указан в следующем параграфе. 
 

§ 6. СОПРЯЖЕННЫЕ КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 

 
Пусть biaz += . Число biaz −=  называется сопряженным числу z. 

Например, .;3232 iiii −=+=−   
Любое действительное число a равно своему сопряженному a , т.к. 

aiaiaa =−=+= 00 . 
Для комплексного числа biaz +=  имеем 
1) abiabiazz 2)()( =−++=+  
2) 22)()( babiabiazz +=−⋅+=⋅  
т.е. сумма и произведение сопряженных комплексных чисел являются 
действительными числами. 

Важное свойство операции сопряжения выражаются следующей леммой. 
Лемма. Пусть p и q два комплексных числа. Тогда ,qpqp ∗=∗  где знак 

∗  означает любую из операций: сложение, вычитание, умножение и деление. 
Разберем случай, когда ∗  есть сложение; остальные операции рассмат-

риваются аналогично. 
Необходимо доказать справедливость равенства qpqp +=+ .  
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Пусть dicqbiap +=+= , , тогда idbcaqp )()( +++=+  и, следовательно, 
idbcaqp )()( +−+=+ . С другой стороны, idbcadicbiaqp )()()()( +−+=−+−=+ ; 

видим, что qpqp +=+ . 
Операция сопряжения очень удобна при делении комплексных чисел. 

Для нахождения частного 
u
v , где 0≠u , следует умножить числитель и знаме-

натель на комплексное число, сопряженное знаменателю: 
 

u
v =

uu
uv =

22

))((
ba
biadic

+

−+ = i
ba
bcad

ba
bdac

2222 +

−
+

+

+  

 
Сравните с формулой (6). 
 
 

Пример 1. Вычислить : 

                                  а) z1 = 
i
i

+

−

1
1  ; 

                                  б) z2 = 
i
1  ; 

                                  в) z3 = 
i
i
43

1
+

−  . 

 
Р е ш е н и е : 
 

а) z1 = ii
ii
ii

i
i

−=
−

=
−+

−−
=

+

−

2
20

)1)(1(
)1)(1(

1
1  • 

 

б) z2 = i
i
i

i
−== 2

1  • 

 

в)  z3 = ii
ii
ii

i
i

25
7

25
1

25
)43(43

)43)(43(
)43)(1(

43
1

−−=
+−−

=
−+

−−
=

+

−  • 
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Пример 2. Записать в алгебраической форме : 

а) z1 =
1+ i

(2− i)(1− i)
,   

 
б)   z2 = 4+3i  
 

Р е ш е н и е : 
 

а) z1 =
1+ i

(2− i)(1− i)
=

1+ i
2− i− 2i−1

=
(1+ i)(1+3i)
(1−3i)(1+3i)

=
−2+ 4i
10

= −
1
5
+
2
5
i • 

 
б) Замечание. Смысл радикала здесь— найти все значения квад-

ратного корня. (обычно радикалом обозначается арифметиче-
ское значение корня из неотрицательного числа). 

 
Пусть yixz +=  искомое число, тогда 234 zi =+  или  
                    222 2)(34 yxyixyixi −+=+=+ , 

что равносильно системе 
⎩
⎨
⎧

=

=−

32
422

xy
yx . 

 Подставляя 
x

y
2
3

=  в первое уравнение, получаем биквадратное 

уравнение 09164 24 =−− xx . Сделав подстановку 02 >= ux , перей-
дем к квадратному уравнению  
                                      09164 2 =−− uu ,  

откуда    
2
9

=u .  

Окончательно получаем  

2
1,

2
3

±=±= yx  , т.е. 

                              (z2 )1,2 = ±
3
2
+
1
2
i

!

"
#

$

%
& • 
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Пример 3.  Разложить действительные числа  

                       на комплексные множители: 

 
 

                            а) z1 = 2
2
1
+  ;  

 
                            б) z2 = 20  . 
 
 
Р е ш е н и е : 
 
 

а)     z1 = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=−=+ iiii 442 2

2
12

2
12

2
12

2
1  • 

 
 
б)      z2 = ( ) ( )iii +⋅−=−= 19191920 2  
 
 
или  
 
 
          z2 = ( ) ( )iii 242441620 2 +⋅−=−=  •  
 
 

 

 



 «Комплексные числа». Учебно-методическое пособие 

 10 

Пример 4. Найти все решения уравнения (т.е. найти алгебраиче-
скую форму корней уравнения): 

                                       а) iz =2  ;  
 
                                       б)  0)71()2(2 =+−++− iziz  . 
 
 

Р е ш е н и е: 
  
а) Пусть yixz +=  из равенства  iz =2 имеем iyxyix 102 22 +=−+ , что 

равносильно системе 
⎩
⎨
⎧

=

=−

12
022

xy
yx .  

Подставляя 
x

y
2
1

=  в первое уравнение, получим  

0
4
1
2

2 =−
x

x     или 
2
12 =x .   

Откуда  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

±=

±=

2
1
2
1

2,1

2,1

y

x
; следовательно,  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+±= iz
2
1

2
1

2,1 • 

б) 0)71()2(2 =+−++− iziz  

 

z1,2 =
2+ i± 4+ 4i−1− 4(−1+ 7i)

2
=
2+ i± 7− 24i

2
=
2+ i± 16− 9− 24i

2
=

=
2+ i± (4−3i)2

2
=
2+ i± (4−3i)

2

 

 

•+−=
+−

=
+−+

=

−=
−

=
−++

=

iiiiz

iiiiz

21
2
42

2
342

3
2
26

2
342

2

1

 

 
Замечание: 2)34( i−  имеет тот же смысл, что и в примере 2 б). 
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Пример 5. Вычислить:  

                                          z = 2005)1( i+  . 

Р е ш е н и е : 
Заметим, что iiii 221)1( 22 =++=+ , тогда  

z = =+=+=++=+ ⋅ )1(2)1()2()1()1()1( 100210021002100222005 iiiiiii  

= 21002 i(4k+2)(1+ i) = 21002 (−1)(1+ i) = −21002 (1+ i)   Т. о.  z = −21002 (1+ i)• 

Здесь использовался тот факт, что 24250041002 +=+⋅= k , где k = 500, 
и  для всех целых значений k справедливо соотношение: 

                                 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=−

+=−

+=

=

=

34
241
14

41

knприi
knпри
knприi
knпри

i n . 

 

§ 7. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ НА 
ПЛОСКОСТИ. 

Действительные числа изображаются точками на числовой прямой. 
Комплексное число z, определяемое парой действительных чисел (a,b), мож-
но изобразить точкой плоскости Z, имеющей координаты (a,b) в декартовой 
системе координат XOY. 

Таким образом, комплексное число biaz +=  можно рассматривать как 
точку плоскости, абсцисса которой равна действительной части а, а ордината 
— мнимой части b. 

Если b = 0, то число z совпадает с действительным числом a и изобра-
жается точкой оси OХ, поэтому ось OХ называется действительной осью. 

Если а = 0, то число z является чисто мнимым числом bi и изображает-
ся точкой на оси OY, называемой поэтому мнимой осью.  

Плоскость с введенными на ней декартовыми действительной и мни-
мой осями называется комплексной плоскостью.  

Каждая точка комплексной плоскости Z изображает одно комплексное 
число, и каждое комплексное число z изображается единственной точкой 
плоскости. То есть, устанавливается взаимно-однозначное соответствие меж-
ду комплексными числами и точками плоскости. 
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Наряду с представлением комплексных чисел точками можно изобра-
жать их векторами: число biabaz +== ),(  изображается вектором OZ , имею-
щим начало в точке О и конец в точке Z(a,b)  (рис.1).  
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Изображение комплексных чисел векторами позволяет дать простое 
геометрическое истолкование сложения и вычитания комплексных чисел.  

При сложении комплексных чисел ibaz 111 +=  и ibaz 222 +=  складывают-
ся их действительные и мнимые части. При сложении соответствующих им 
векторов 1OZ  и 2OZ  складываются их координаты. Поэтому сумме 21 zzz +=  
комплексных чисел 1z  и 2z  будет соответствовать вектор OZ , равный сумме 
векторов 1OZ + 2OZ , соответствующих слагаемым комплексным числам 
(рис.2). 

Относительно геометрического истолкования вычитания комплексных 
чисел, заметим, что вычитание векторов сводится к сложению: =− 12 OZOZ  

)( 12 OZOZ −+  т.е. при сложении векторов 2OZ и 1OZ−  получаем вектор OZ , со-
ответствующий разности комплексных чисел 12 zzz −=  (рис.3). 

Для решения задач существенным является тот геометрический факт, 
что расстояние между точками О и Z, т.е. длина вектора OZ , равно расстоя-
нию между точками 2Z  и 1Z  (рис.3). 

Итак, геометрический смысл модуля разности комплексных чисел 
12 zz − состоит в том, что он равен расстоянию между точками 2Z  и 1Z . 

§ 8. МОДУЛЬ И АРГУМЕНТ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА. 

 
Пусть на плоскости задана прямоугольная декартова система коорди-

нат XOY. В этой системе произвольное комплексное число biaz +=  изобра-
жается точкой Z, имеющей координаты (a, b). Положим 0≠z , тогда для этой 
точки определены полярные координаты r и φ, где r — длина радиус-вектора 
OZ , а φ — угол между положительным направлением оси OХ и направлени-
ем вектора OZ  (положительное направление ведется против часовой стрел-
ки). 

0,22 >+= rbar  (7) 

r
b

r
a

== ϕϕ sin,cos  (8) 

угол φ определяется с точностью до слагаемого кратного 2πк,   где ∈k  N. 
 
 

• Модулем комплексного числа biaz +=  называется неотрицатель-
ное действительное число r , определяемое равенством (7), а вели-
чина полярного угла φ, определяемая равенством (8), называется 
аргументом комплексного числа. 
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Модуль комплексного числа z обозначается символом z , а аргумент 

комплексного числа — символом  Arg z. Если z = 0, то 0== rz , а  Arg z не 
определен, то есть в этом случае комплексное число задается только своим 
модулем. 

Значение аргумента, заключенное в промежутке ]( ππ ,− , обозначается 
arg z и обычно называется главным значением аргумента.  

Таким образом,  Arg z ={ arg z + 2πк,  ∈k  N}. Для определения главного 
значения аргумента удобно использовать формулу: 

 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

+−

+

=

2

2

arg

π

π

π

π

a
barctg

a
barctg

a
barctg

z       

0,0

0,0

0,0

0,0

00,0

<=

>=

<<

><

<>>

ba

ba

ba

ba

bилиba

 (9) 

 
 Если iaz 0+= , то есть является действительным числом, то  

=+= 02az  a .  

Таким образом, понятие модуля комплексного числа является обобще-
нием понятия модуля действительного числа. 

Число   arg z   так же можно считать обобщением понятия знака дей-
ствительного числа. На действительной оси из начала координат О выходят 
два луча, которые мы отмечает знаками + и –. На комплексной плоскости из 
начала координат можно провести множество лучей; чтобы их различать, мы 
приписываем каждому из них определенное значение полярного угла φ, то 
есть   arg z — это величина ориентированного угла. 

Заметим, что геометрически сопряженные числа являются точками, 
симметричными относительно действительной оси (рис. 4). Отсюда следуют 
равенства  

 
z = z ,

arg z = −arg z.
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Пример 6. Найти модуль и аргумент комплексного числа : 

а) iz 2−= ,  
 
б) iz −−= 1 ,  
 

в) iz
2
3

2
1
−= ,  

 

г) iz
2
1

2
3
+−=  

 
Р е ш е н и е  : 
 

а)  
2

arg,22020 2 π
−==+=−= ziz  (см. формулу (9))• 

 
 

б)  ππ
4
31arg,2111 22 −=+−==+=−−= arctgziz • 

 

в)  
3

)3(arg,1
4
3

4
1

2
3

2
1 π

−=−==+=−= arctgziz • 

 

г)  ππ
6
5)

3
3(arg,1

4
1

4
3

2
1

2
3

=−+==+=+−= arctgziz • 

 

Заметим, что комплексные числа z, имеющие один и тот же модуль r, 
соответствуют точкам комплексной плоскости, расположенным на окружно-
сти радиуса r с центром в точке О.  
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Пример 7. Определить геометрическое множество М точек на 
комплексной плоскости, состоящее из всех точек  z , 
удовлетворяющих условию: 

                 а)   2=z ,                 б)   31 ≤≤ z ,                 в)   
4

arg π
=z  

                г)   22 ≥+− iz ,         д)   izz −=−1 ,           ж) 522 =+−− zz .  

Р е ш е н и е : 

а)  422 2222 =+⇒=+⇒=+= yxyxyixz , следовательно, множество М 
есть окружность радиуса 2, с центром в начале координат• 

 
б) ,9131 22 ≤+≤⇒≤≤ yxz   следовательно, множество М есть кольцо с 

центром в точке О, радиус колец   r = 1,  r = 3• 
 

в) 
4

arg π
=z , т.е., множество М есть луч, выходящий из точки О и обра-

зующий угол 
4
π  с положительным направлением оси ОХ • 

г) =++−=−−+=−−=+− iyxiyixiziz )1()2()2()2(2  

,4)1()2(2)1()2( 2222 ≥++−⇒≥++− yxyx    следовательно, множество 
М – внешняя часть круга с центром в (·) (2,-1), радиуса 2 (рис. 5) • 
 

д) Равенство izz −=−1  означает, что расстояние от любой точки z до 
точки (0,1) равно расстоянию от этой же точки до точки (0,1); т.е. 
точка z находится на серединном перпендикуляре, соединяющем точ-
ки (1,0) и (0,1) (рис. 6) • 

 
ж) Равенство 522 =−++ zz  определяет геометрическое место точек 

плоскости, сумма расстояний от которых до двух точек F1 = (–2,0) и 
F2 (2, 0), называемых фокусами, есть величина постоянная; обозначим 
ее 2а, отсюда  52 =a . 
Из аналитической геометрии известно, что это по определению есть 
эллипс, где 2=c – расстояние от фокусов до точки О, одна его полу-
ось 

2
5

=a , другая полуось b определяется из равенства ⇒−= 222 cab  

2
3

4
94

4
252 =⇒=−= bb  • 
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Для модулей суммы и разности комплексных чисел справедливы сле-
дующие два неравенства:      

                                  
.

,

2121

2121

zzzz

zzzz

−≥−

+≤+

 

Модуль суммы двух комплексных чисел не превосходит суммы их мо-
дулей. Модуль разности двух комплексных чисел не меньше разности моду-
лей этих чисел. 

Доказательство следует из свойств сторон треугольника. 

 

§ 9.ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА ЗАПИСИ КОМПЛЕКСНОГО  ЧИСЕЛА. 

 
С понятием модуля и аргумента связан еще один важный способ запи-

си комплексных чисел — тригонометрическая форма. Пусть biaz +=  имеет 
модуль rz =  и Arg z = φ (не обязательно главное значение). Тогда, используя 

формулы 
r
b

r
a

== ϕϕ sin,cos , из пункта 8 получаем 

)sin(cos ϕϕ irz +=  (10) 
 

• Представление комплексного числа z в виде (10), где r, φ – дей-
ствительные числа, причем 0≥r , называется тригонометриче-
ской формой комплексного числа. 

 

Если      z – действительное,    т.е. iaz 0+= ,  то  

                            )sin(cos ϕϕ iaz += ,  

где            0=ϕ        при        а >0,  

                 πϕ =        при          a<0,  

                  φ – не определен при 0=a . 
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Пример 8. Являются ли числа тригонометрической формой записи 
комплексного числа: 

                                          а)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−=
6

sin
6

cos51
ππ iz  ; 

                                          б)  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
3

sin
3

cos2
ππ iz  . 

Р е ш е н и е :  

а) Число ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−=
6

sin
6

cos51
ππ iz  не являются тригонометрической фор-

мой комплексного числа, т.к. модуль комплексного числа должен 
быть положительным. 
Тригонометрической формой для 1z  будет׃ 

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +++=
6
7sin

6
7cos5)

6
sin()

6
cos(51

πππ
π

π
π iiz ,   

или   

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −+−= ππ )
6
5sin()

6
5cos(51 iz •  

 

б) Число ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
3

sin
3

cos2
ππ iz  не являются тригонометрической формой 

комплексного числа, т.к.  в формуле (10) в скобках перед i должен 
стоять знак «+». 

Тригонометрической формой для 2z будет׃ 

 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −+−= )
3
5sin()

3
5cos()

3
2sin()

3
2cos(2 ππ

π
π

π
π iiz   

или   

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −+−= )
3

sin()
3

cos(2
ππ iz • 
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Пример 9. Представить в тригонометрической форме следующие 
комплексные числа: 

                                  а)   z1 = –2,  
                                  б)   z2 = i,  
                                  в)   z3 = –3i,  
                                  г)    z4 = 1+i. 
 
Р е ш е н и е :  

а)  z1 = 22 =− )sin(cos ππ i+ • 

 

б)  z2 = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=+=
2

sin
2

cos110 ππ iii • 

 

в)  z3 = ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−+−=−=− )
2

sin()
2

cos(3303 ππ iii   

или  

     z3 - ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +=− )
2
3sin()

2
3cos(33 ππ ii • 

 

г)  z4 = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=+
4

sin
4

cos21 ππ ii • 

 

 

§ 10 Умножение и деление комплексных чисел в 
тригонометрической форме. 

 

Тригонометрическая форма комплексного числа очень удобна для 
умножения и деления комплексных чисел. Отметим, что если комплексные 
числа заданы в тригонометрической форме )sin(cos 1111 ϕϕ irz +=  и =2z  

)sin(cos 222 ϕϕ ir + , то они равны тогда и только тогда, когда равны их модули 
21 rr = , а аргументы отличаются на kπ2 , т.е. kπϕϕ 221 += , где ∈k  N. 
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Найдем произведение 21zzz = : 

                      21zzz = = =++ )sin)(cossin(cos 221121 ϕϕϕϕ iirr   

 

           = r1r2 ( ) ( )[ ]=++− 21212121 sincoscossinsinsincoscos ϕϕϕϕϕϕϕϕ i  

 

           = [ ])sin()cos( 212121 ϕϕϕϕ +++ irr  . 

 

   Следовательно,  
                                       21rrr = ,   
                                       kπϕϕϕ 221 ++= ,  где ∈k N. 
Таким образом, при умножении двух комплексных чисел: 
1)  модуль произведения равен произведению модулей; 
2)  аргумент произведения равен сумме аргументов 
 

Найдем частное z = 
2

1

z
z :  

          =
−+

−+
=

+

+
==

)sin)(cossin(cos
)sin)(cossin(cos

)sin(cos
)sin(cos

22222

22111

222

111

2

1

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

iir
iir

ir
ir

z
zz  

 

             ( ) ( )[ ]
=

+

−++
=

)sin(cos
sincoscossinsinsincoscos

2
2

2
2

2

212121211

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ

r
ir  

 

             [ ])sin()cos( 2121
2

1 ϕϕϕϕ −+−= i
r
r . 

 
Следовательно,  

k
r
rr πϕϕϕ 2, 21
2

1 +−==  ,   где ∈k  N. 

 
Таким образом, при делении двух комплексных чисел:  

1) модуль частного равен частному модулей;  

2) аргумент частного равен разности аргументов делимого и делителя.  
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Пример 10. Найти произведение двух комплексных чисел  

z1 = 2(cos11π
4

+ isin11π
4
)  и z2 = 8(cos 3

8
π + isin 3

8
π ) . 

 
Р е ш е н и е :      
    Пусть z = z1z2 .  

Тогда        48221 === rrr ,       ϕ =ϕ1 +ϕ2 =
11π
4

+
3
8
π =

25π
8

,  

 
Следовательно, 
 

z = 4 cos 25
8
π + sin 25

8
π

!

"
#

$

%
&= 4 cos

9π
8
+ isin 9π

8
!

"
#

$

%
&• 

 
 
 

Пример 11. Записать комплексное число 

                                           

3
sin

3
cos

1
ππ i

iz
+

−
=   

                     в тригонометрической форме. 

 

Р е ш е н и е : 
 

ππ
4
3)1(arg,211 111 =+−==⇒+−=−= arctgzriiz   (см. формулу (9) ) 

 

3
arg,1

3
sin

3
cos 222

πππ
==⇒+= zriz . 

 
Таким образом: 
 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −+−==
12
5sin

12
5cos2)

34
3sin()

34
3cos(2

2

1 ππππππ ii
z
zz •  
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Пример 12. Перейти от алгебраической формы записи  

                        комплексного числа   

                         z =1− cosα + isinα (0 <α < 2π )    

                         к тригонометрической форме: 

 

Р е ш е н и е : 
 

απααα cos1)20(sincos1 −=⇒<<+−= aiz ,   αsin=b , 
 

,0
2

sin2sin)cos1( 22 >+=+−==
α

ααzr   т.к. 0 < α < 2π; 

и, замечая, что 
2

arg π
<z , находим      

⇒−==== )
22

sin(
2

cos

2
sin2

sin)sin(arg απα
α
α

r
bz  

 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
+

−
=⇒−=

2
)(sin)

2
cos(

2
sin2

22
arg απαπααπ izz •  

§ 11.   ВОЗВЕДЕНИЕ В СТЕПЕНЬ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЛ В 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ.                                                                    

ФОРМУЛА  МУАВРА. 

Формула для произведения двух комплексных чисел может быть 
обобщена на случай n сомножителей. Используя метод математической ин-
дукции, легко получить следующий результат: модуль произведения n ком-
плексных чисел равен произведению модулей всех сомножителей, сумма ар-
гументов всех сомножителей является аргументом произведения этих чисел. 
Таким образом, для любого комплексного числа )sin(cos ϕϕ irz +=  выполняет-
ся формула, которая называется формулой Муавра: 
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)sin(cos)sin(cos ϕϕϕϕ ninrir nnn +=+ . 

 
Эта формула верна и для целых отрицательных чисел n. В частности, 

при n = –1 получим 
 

[ ])sin()cos(
)sin(cos
)0sin0(cos

)sin(cos
11 1

0
1 ϕϕ

ϕϕϕϕ
−+−=

+

+
=

+
== −− ir

ir
ir

irz
z   . 

 

 Пример 13 .     

 

Вычислить   z = 
20

00

00

20sin20cos
20sin20cos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

+

i
i . 

  

Р е ш е н и е : 
 
 

z = cos200 + isin200

cos200 − isin200
"

#
$

%

&
'

20

=
cos200 + isin200

cos(−200 )+ isin(−200 )
"

#
$

%

&
'

20

=
cos200 + isin200

cos200 + isin200( )
−1

"

#

$
$

%

&

'
'

20

=

= cos200 + isin200( )
2"

#$
%
&'
20

= cos200 + isin200( )
40
= cos8000 + isin8000 =

= cos(800 + 7200 )+ isin(800 + 7200 ) = cos800 + isin800 •

 

 
 
 
 
 

 



 «Комплексные числа». Учебно-методическое пособие 

 24 

Пример 14.     Вычислить     z = 
26

22
33

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+

i
i . 

Р е ш е н и е: 

            

z = 3(1+ 3i)
2(1− i)

"

#
$

%

&
'

26

=
3
2

(

)
*

+

,
-

26 2(cosπ
3
+ isin π

3
)

cos(−π
4
)+ isin(−π

4
))

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

26

=

=
3
2

(

)
*

+

,
-

26

cos(π
3
+
π
4
)+ isin(π

3
+
π
4
)

"

#$
%

&'

26

=

=
3
2
(

)
*
+

,
-
13

cos( 7
12
π ⋅26)+ isin( 7

12
π ⋅26)

"

#$
%

&'
=

=
3
2
(

)
*
+

,
-
13

cos(14π + 7
6
π )+ isin(14π + 7

6
π )

"

#$
%

&'
=

=
3
2
(

)
*
+

,
-
13

cos 7
6
π + isin 7

6
π

"

#$
%

&'
•

 

 

§ 12.  Извлечение корня n-й степени из комплексного числа в 
тригонометрической форме. 

 

� Число z называется корнем степени n из w (обозначается n w ),  
если wzn = .  

 

Из определения следует, что каждое решение уравнения wzn =  являет-
ся корнем степени n из числа w. Если w = 0, то при любом n уравнение wzn =  
имеет единственный корень z = 0. Если 0≠w  то и 0≠z , а, следовательно, z и 
w можно представить в тригонометрической форме: 

 

)sin(cos ϕϕ irz += ,      )sin(cos ψψρ iw += . 

 
Тогда уравнение wzn =  примет вид:  

)sin(cos)sin(cos ψψρϕϕ ininr n +=+ . 
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Но два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда равны их 
модули, а аргументы отличаются на kπ2 ,  где ∈k  N, следовательно׃ 

ρ=nr  ,      
n
πκψ

ϕ
2+

=     …,2,1,0 ±±=k  

Таким образом, если корень степени n из w существуют, то он может 
быть вычислен по формуле: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+

+
=

n
i

n
z n
k

πκψπκψ
ρ

2sin2cos ,    )1(,,2,1,0 −= nk …  (11) 

Легко видеть, что все числа kz , получаемые при )1(,,2,1,0 −= nk … , раз-
личны. Если брать значение nk ≥ , то других комплексных чисел, отличных 
от 110 ,,, −nzzz … , не получится. Из (11) следует, что все корни степени n из чис-
ла w имеют один и тот же модуль, но разные аргументы, отличающиеся друг 
от друга на 

n
πκ2 , где k — некоторое число.  

Отсюда следует, что комплексные числа, являющиеся корнями степени 
n из комплексного числа w, соответствуют точкам комплексной плоскости, 
расположенным в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окруж-
ность радиуса n ρ  с центром в точке О.  

Пример 15.    Найти все значения комплексного числа  z = 3 64−  

Р е ш е н и е : 
Запишем число   z = – 64   в тригонометрической форме:  

– 64 = 64( cos π + i sin π ) 
Применяя формулу (11), получим: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+

+
=

3
2sin

3
2cos643 πκππκπ izk , k = 0, 1, 2. 

Следовательно׃ 

k = 0 : z0 = 4 cos
π
3
+ isin π

3
!

"
#

$

%
&= 2(1+ 3i)

k =1: z1 = 4 cosπ + isinπ( ) = −4

k = 2 : z 2= 4 cos
5
3
π + isin 5

3
π

!

"
#

$

%
&= 2(1− 3i).

 

Точки, соответствующие числам kz , расположены в вершинах пра-
вильного треугольника, вписанного в окружность радиуса 4 с цен-
тром в точке О • 
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Пример 16.    Найти все корни 5-й степени из   
i
iw
88

3
+

−
=  

Р е ш е н и е :            Пусть       5 wz = ,    тогда 

24
1

6464
13

=
+

+
=w ,   argw =ψ =ψ1 −ψ2 ,   где   ψ1 = −

π
6
,     ψ2 =

π
4

  

(см. формулу (9) )         ⇒ψ = −
π
6
−
π
4
= −

5π
12

, 

2
1

)24(
1

5
5 ==w , 

5

2
12
5

πκ
π

ϕ
+−

= , 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−==
5
2

12
sin

5
2

12
cos

2
15 πκππκπ iwzk , k = 0, 1, 2, 3, 4. 

Точки, соответствующие числам kz , расположены в вершинах пра-

вильного пятиугольника, вписанного в окружность радиуса 
2
1  с цен-

тром в точке О • 

 

§ 13.  ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФОРМА ЗАПИСИ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА. 

Рассмотрим функцию, введенную Эйлером 
 

ϕϕϕ sincos iei += ,  где R∈ϕ  (12) 

 
Умножая обе части равенства (12) на r, получим 
 

)sin(cos ϕϕϕ irrei +=  , где zArgzr == ϕ, .  

Запись комплексного числа в виде  
ϕirez =  

 
называется показательной формой записи комплексного числа.  
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Пример 17.  Представить в показательной форме 

                                       а)      z1 = i,  
                                       б)      z2 = –1,  
                                       в)      z3  = 1– 3 i    
 

Р е ш е н и е : 
 

а) z1 = i = 0+1⋅ i =1(cosπ
2
+ isin π

2
) = e

π
2
i
 . Т. о.      z1 = i  = e

π
2
i
� 

 
б) z2 = –1= –1+0 ⋅i =1(cosπ + isinπ ) = eiπ  . Т. о.    z2 = −1 = eiπ  � 
 

в) z3 = 1− 3 i = 2(cos 5π
3
+ isin 5π

3
) = e

5π
3
i
 Т. о.    z3 = 1− 3 i = e

5π
3
i
� 

 
 
 
 
 
 
 

Пример 18.   Представить комплексное число     i
ez 64
π

=     

 в алгебраической форме     

 

Р е ш е н и е : 
 

bia
a
barctgi

b
aarctgrrez i +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +== )sin()cos(ϕ , 

r = 4;         
6
π

ϕ ==
a
barctg . 

 
Тогда получим 

z = 4 •+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=+ iii 232
2
1

2
34)

6
sin

6
(cos ππ  
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§ 14. Действия над комплексными числами в показательной форме.                   
Формулы Эйлера. 

 
 Показательная форма записи комплексного числа удобна при выполне-
нии действий умножения, деления и возведения в степень комплексного чис-
ла. 
  Используя (12) и свойства тригонометрических функций, можно пока-
зать, что 

z1 ⋅ z2 = r1e
iϕ1 ⋅ r2e

iϕ2 = r1 ⋅ r2e
i(ϕ1+ϕ2 );

z1
z2
=
r1
r2
eiϕ1

eiϕ2
=
r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2 );

zn = reiϕ( ) n= rneiϕ n.

 

Заменяя в (12)  знак φ на минус:  

)sin()cos( ϕϕϕ −+−=− ie i , 

а затем складывая и вычитая правые и левые части двух этих равенств, 
получим формулы 

ϕ
ϕϕ

cos
2

=
+ −ii ee  ; 

ϕ
ϕϕ

sin
2

=
− −

i
ee ii

, 

называемые формулами Эйлера. Они выведены для действительного значе-
ния аргумента φ, но они справедливы и для комплексных значений данного 
аргумента. 



 «Комплексные числа». Учебно-методическое пособие 

 29 

§ 15. Упражнения. 

Задание 1. Найти множество точек комплексной плоскости,  
удовлетворяющее условию: 

1.1.    ;11 iziz +−=−+      1.2.  ;021 ≤−+ iz     1.3.  32 =−+ iz  

1.4.    2622 22
=++− zz ;     1.5.  ;1

1
1
≤

+

−

z
z     1.6.  1

4
< Re 1

z
!

"
#

$

%
&+ Im

1
z
!

"
#

$

%
&<
1
2
;  

1.7.    ;4=++− iziz            1.8.  Im ( ) ;12 <z           1.9.  z −Re z ≤ 0;  

1.10.  z > 2+ Im( z).  

Задание 2. Записать в тригонометрической форме: 

2.1. z = – ;3 i+  2.2. z = – 4; 2.3.  z = 2+ i+3 ; 

2.4. z =
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

+

3
sin

3
cos2

31
ππ i

i ; 2.5.  z = – 1– ;3i  2.6.  z = – 22 i+ ; 

2.7. z = 1–sin ;
2

0cos ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <<+
π

ααα i  2.8.  z =1–i ; 

2.9.   z = 1+cosα + isinα π <α ≤ 2π( );  2.10. z = – cos
12

sin
12

ππ i− ;  

Задание 3. Записать в алгебраической форме: 

3.1.  ;
4

sin
4

cos2 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
ππ i    3.2.  2 ;

3
4sin

3
4cos ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
ππ i    3.3.  ;

2
31

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−

i
i  

3.4.  ;
1

31
40

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+

i
i            3.5.  e ;πi          3.6.  3e ;2 ki π       

3.7.  4e 4
πi

;                           3.8.  ( )
( )

;
1
1

7

9

i
i

−

+           3.9.  ;
sincos
sincos

ββ
αα

i
i

−

+  

3.10.  ;
3
2sin

3
2cos1

4

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++
ππ i  
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Задание 4. Вычислить: 

4.1.  ;
2
3

2
1

3

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− i  4.2.  ;

1
31

10

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+

i
i  4.3. ( )

( )10
15

1
31
i
i
−

+−  

4.4.  ( ) ( ) ;311
68 −

−− ii  4.5.  ;
1
2

2

19

5

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

i
i  4.6.  ( )

( )2
5

1
31
i
i
+

−−  

4.7.  ;
1
1 13

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−

i
i                    4.8.  ;

2
21

16

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++ i    4.9.  ;
2
31

12

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

i   

4.10.  
24

2
31 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

i . 

Задание 5. Найти все значения ,n w  если : 

5.1.   w = – 8,  n=3; 5.2.  w = – 1,  n=4; 5.3.  w = – 4+i 48 ,  n=3; 

5.4.   w = 1+i ,  n=8; 5.5.  w =2 –i2 3 ,  n=4; 5.6.  w = 27i ,5   n=3; 

5.7.   w = i ,4      n=3; 5.8.  w=–1+i ,  n=3; 5.9.  w = 2+i2 ,3   n=2; 

5.10.  w = ,
6

sin
6

cos2 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
ππ i    n=5. 

Задание 6. Вычислить и изобразить геометрически на комплексной 
плоскости: 

6.1.   ;13            6.2.  3 1− ;  6.3.  ;3 i  

6.4.   ;3 i−            6.5.  ;4 3i                           6.6.   ;5 6i  

6.7.   ;i            6.8.  ;14                            6.9.   6 64 ; 

6.10.  .3 15i  

Задание 7. Пользуясь формулой Муавра, выразить через степени 
sinα  и cosα  следующие функции: 

7.1.    sin4α ;              7.2.   cos4α ; 7.3.  sin5α ; 
7.4.    cos5 ;α               7.5.   cos6α ;                  7.6.  sin6α ; 

7.7.    sin7α ;              7.8.   cos7α ;                  7.9.  cos8α ; 
7.10.  sin8α . 
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Задание 8. Решить уравнение: 

8.1.   z ;0333 23 =+++ zz  8.2.    z 015464 234 =−−+− zzz  

8.3.   z ;0279 =+  8.4.    z ;0276 =+   

8.5.   z 0148 =++z ; 8.6.    z ;02693 =−+ z   

8.8.   z ;0133 23 =−−+ zz  8.7.    z 0196576 23 =−+− zz ; 

8.9.   z ;0463 =+− z  8.10.  z 098453 =−+ z .  
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