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ИДЕНТИФИКАЦИя ПАРАМЕТРОВ АНИзОТРОПИИ  
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Для МОНОКРИСТАллОВ НА ОСНОВЕ  
МИКРОМЕХАНИчЕСКОй МОДЕлИ

Проведен анализ предсказательной способности квадратичного критерия 
пластичности Хилла для монокристаллических жаропрочных сплавов на ни-
келевой основе. исследованы также возможности определения параметров 
квадратичного критерия из опытов на одноосное растяжение монокристалли-
ческих образцов различной кристаллографической ориентации. Эксперимен-
тальные результаты сравниваются с прогнозами микромеханической модели, в 
которой используется критерий Шмида. с целью повышения точности прогно-
за предложен новый феноменологический критерий пластичности – критерий 
четвертой степени, позволяющий учесть ряд эффектов, которые не поддаются 
анализу при использовании квадратичного критерия.

ПласТиЧносТЬ, МонокрисТалл, ПоверХносТЬ нагрУЖения, аниЗоТроПия, 
феноМенологиЧескиЙ криТериЙ, МикроМеХаниЧеская МоделЬ.

Введение

Монокристаллические жаропрочные 
сплавы на никелевой основе [1] получили 
широкое распространение при изготовле-
нии лопаток газовых турбин современных 
высокотемпературных авиационных двига-
телей. основными достоинствами монокри-
сталлических сплавов, по сравнению с по-
ликристаллическими аналогами, является 
увеличение сопротивления высокотемпера-
турной ползучести и длительной прочности 
за счет полного исключения границ между 
зернами, а также уменьшение величины 
модуля упругости в осевом направлении 
лопатки. Указанные особенности приводят 
к значительному снижению термических 
напряжений и росту сопротивления мало-
цикловой усталости.

современные охлаждаемые рабочие 
и направляющие лопатки высокотемпе-
ратурных газотурбинных установок имеют 
весьма сложную геометрию системы вну-
тренних каналов охлаждения, обеспечива-
ющих понижение температуры материала 
лопаток. как следствие этого, повышается 
надежность их работы. высокие уровни экс-
плуатационных нагрузок, неоднородность 

температурного поля и нетривиальность  
геометрии системы охлаждения, приво- 
дящая к возникновению концентраторов 
напряжений, создают в материале лопат-
ки сложное многоосное неоднородное на-
пряженное состояние, а также появление 
локальных зон с высокими уровнями на-
пряжений. При анализе напряженно-
деформированного состояния (ндс) ло-
патки, ее длительной и термоусталостной 
прочности требуется учитывать эффекты 
пластичности и использовать модели неу-
пругого деформирования материала с услож-
ненными реологическими свойствами.

Упругое и неупругое поведение моно-
кристаллов демонстрируют ярко выражен-
ную анизотропию механических свойств 
[1], неучет которой в ряде случаев может 
приводить к значительным ошибкам в 
оценке ндс. одним из простейших ва-
риантов феноменологических критериев 
пластичности для ортотропного материала, 
получившим широкое распространение на 
практике [2 – 6] для монокристаллических 
жаропрочных сплавов на никелевой осно-
ве, является квадратичный критерий Хилла 
[7]. Более сложные феноменологические 
критерии пластичности для анизотропного 
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материала рассмотрены в работах [8 – 10]. 
в микромеханических моделях (см., напри-
мер, работы [11, 12]), где учитывается, что 
неупругое деформиро вание происходит в 
соответствии с механизмом скольжения по 
активным кристаллографическим системам 
скольжения, в качестве критерия пластич-
ности используется закон Шмида [13]. для 
современных монокристаллических жаро-
прочных сплавов на никелевой основе до-
минирующими являются октаэдрические 
системы скольжения { }011111 . При опре-
деленных условиях нагружения начинают 
также действовать дополнительные куби-
ческие {100} 011  и альтернативные окта-
эдрические {111} 112  системы.

в настоящее время на практике моно-
кристаллические лопатки кристаллизуются 
как система однородно направленных ден-
дритов, а не единого дендрита. несмотря на 
это, монокристаллические сплавы на основе 
никеля обнаруживают на макроуровне ярко 
выраженные свойства кубической симме-
трии, при которой механические свойства 
оказываются практически одинаковыми на 
трех взаимно перпендикулярных направле-
ниях. Поэтому при разработке феномено-
логических моделей деформирования такие 
материалы можно условно рассматривать 
как монокристаллы с идеальной гранецен-
трированной кубической (гцк) структурой. 
на микроскопическом уровне структура 
монокристаллических жаропрочных нике-
левых сплавов является двухфазной: части-
цы γ'-фазы рассеяны в матрице из второй 
фазы – γ-твердого раствора легирующих 
элементов в никеле с неупорядоченной 
гцк-структурой.  Первая из указанных фаз 
формируется на основе интерметалличе-
ского соединения Ni

3Al, которое представ-
ляет собой упорядоченную гцк-структуру 
типа Ll2.

Указанные неидеальности кристалли-
ческого строения приводят при определен-
ных условиях к некоторому отклонению от 
закона Шмида [14] и различию пределов 
текучести при растяжении и сжатии.

цель настоящего исследования – рас-
смотрение различных методов идентифи-
кации параметров квадратичного критерия 
пластичности Хилла как на основе экс-

периментальных данных, так и на осно-
ве сравнения результатов эксперимента с 
прогнозами микромеханической модели, 
полученными с использованием критерия 
Шмида.

систематический анализ влияния кри-
сталлографической ориентации на предел 
текучести, проведенный с целью улучшения 
предсказательной способности феномено-
логического критерия, позволил предло-
жить новую модификацию  квадратичного 
критерия пластичности.

Критерии пластичности  
монокристаллического материала

При выборе определяющих уравнений 
неупругого деформирования монокристал-
лического материала центральную роль 
играет условие перехода в пластическое 
состояние. данное условие формулирует-
ся, как правило, в пространстве тензора 
напряжений и допускает зависимости как 
от внутренних переменных тензорной или 
скалярной природы, так и от характеристик 
материала, количество которых определяет-
ся группой симметрии и видом критерия.

критерии пластичности можно условно 
разделить на микромеханические и фено-
менологические. Первые основаны на уче-
те кристаллографии процессов скольжения; 
к их числу можно отнести закон Шмида и 
его модификации. вторые не учитывают 
реальных механизмов неупругого дефор-
мирования кристаллов и принимают в рас-
смотрение только анизотропию механиче-
ских свойств материала на макроуровне.

Кристаллографический критерий Шмида. 
Предполагается, что процесс пластического 
деформирования монокристалла осущест-
вляется в результате возможного скольже-
ния в N (октаэдрических и/или кубических) 
системах скольжения; последние харак-
теризуются нормалью αn  к α-й плоскости  
скольжения (с наибольшей ретикулярной 
плотностью) и направлением скольжения 

αl  ( 1,2, ..., )Nα =  (с наиболее плотной 
упаковкой атомов). данные характеристи-
ки полностью определяются геометрией 
кристаллической решетки. в соответствии 
с законом Шмида, система скольжения 
становится активной и в ней начинается 
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пластическое деформирование при дости-
жении приведенных касательных напряже-
ний ατ  критического значения 0,τ  которое 
принимается не зависящим от ориентации 
монокристалла и рассматривается в каче-
стве характеристики материала. Приведен-
ные касательные напряжения ατ  действуют 
на плоскости скольжения с нормалью αn  
в направлении скольжения αl  и связаны с 
тензором напряжений коши σ линейным 
соотношением

.α α ατ = ⋅ σ ⋅n lσ .α α ατ = ⋅ σ ⋅n l

с введением обозначения для тензора 
Шмида как

(1 / 2)( )α α α α α= +P n l l n ,

условие начального перехода монокристал-
ла в пластичность, в соответствии с зако-
ном Шмида, принимает следующий вид:

0

1
min 1 0,α

α
⋅ ⋅ σ − =

τ
P

 
σ 

0

1
min 1 0,α

α
⋅ ⋅ σ − =

τ
P

где символом из двух точек обозначена 
операция свертки (двойного скалярного 
произведения), т. е.

ij jiX Y⋅ ⋅ =X Y .

Квадратичный критерий Хилла. фено-
менологические модели пластичности не 
учитывают реальных механизмов неупруго-
го деформирования кристаллов и особен-
ностей эволюции его микроструктуры. в 
этих моделях монокристалл идеализируется 
и рассматривается как анизотропная гомо-
генная сплошная среда; при этом учитыва-
ются как исходный, так и деформационно-
индуцированный виды анизотропии. 

Простейшим вариантом феномено-
логического критерия пластичности, по-
лучившим широкое распространение при 
анализе поведения монокристаллических 
материалов [2 – 6], является квадратичный 
критерий Хилла [7]:

4 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s M s

где s – девиатор тензора напряжений; 

s = σ – (1/3)1trσ,

1 – единичный тензор; 4M  – тензор чет-
вертого ранга, характеризующий анизотро-
пию поверхности нагружения. 

для кубической группы симметрии 
кристалла тензор 4M  (так же, как и тен-
зор упругих модулей) в системе координат, 
связанной с кристаллографическим бази-
сом, имеет следующую структуру, которая 
характеризуется тремя константами:

[ ]

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0
.

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M M M

M M M

M M M

M

M

M

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

M

Подстановка выражения (3) в уравнение 
(2) приводит к равенству

2 2 2
11 12 11 22 33

2 2 2
44 12 23 31

( )( )

 ( ) 1 0,

M M s s s

M s s s

− + + +

+ + + − =

которое характеризуется только двумя не-
зависимыми константами материала (M44 и 
комбинацией M11 – M12) и может быть пере-
писано с заменой компонент девиатора на 
компоненты тензора напряжений в виде

1
2

2 2
11 22 22 33

2 2 2 2
33 11 12 23 31

{(1 / 2)[( ) ( )

 ( ) ] ( )} ,p TK

σ − σ + σ − σ +

+ σ − σ + τ + τ + τ = σ

где введены обозначения

11 12

3
;

2( )T M M
σ =

−

44

11 12

3
.

2( )p

M
K

M M
=

−
 

следует отметить, что при использо-
вании соотношений (4) и (5) компоненты 
девиатора и тензора напряжений задаются 
в системе координат, связанной с кристал-
лографическим базисом [100], [010], [001].

Идентификация параметров  
квадратичного критерия

для определения двух констант Tσ  и 

pK  достаточно определить условия перехо-
да материала в пластическое состояние при 
двух произвольных различных напряжен-
ных состояниях. Таковыми могут являться, 
например, опыты на одноосное растяжение 
двух цилиндрических образцов различной 
кристаллографической ориентации (кго) 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(1)



18

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

или опыты на растяжение и кручение для 
двух образцов одинаковой кго. Первый ва-
риант получил большее распространение на 
практике, благодаря простоте реализации и 
возможности обеспечения однородного на-
пряженного состояния в образцах.

одноосное растяжение вдоль одной из 
кристаллографических осей кристалла (для 
определенности примем, что вдоль оси 
[001]) приводит к реализации однокомпо-
нентного (одноосного) напряженного со-
стояния

33 22 11 12 23 310,σ ≠ σ = σ = τ = τ = τ

позволяет непосредственно определить Tσ  
по значению 33σ  в момент перехода в пла-
стичность.

напряженное состояние образца, кото-
рый нагружается вдоль оси, отклоненной 
от кристаллографических осей кристалла 
(например, вдоль оси Z), будет многоком-
понентным (многоосным) и зависящим от 
ориентации Z в кристаллографической си-
стеме координат. Последняя определяется 
двумя углами Эйлера: θ  и ϕ  (рис. 1). Ма-
трица преобразования при переходе от гло-
бальной системы координат X, Y, Z к кри-
сталлографической [100], [010], [001] имеет 
вид:

cos sin 0 1 0 0

sin cos 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cos

cos sin cos sin sin

sin cos cos cos sin .

0 sin cos

ij

ϕ ϕ   
   α = − ϕ ϕ θ θ =   
   − θ θ   

ϕ ϕ θ ϕ θ 
 = − ϕ ϕ θ ϕ θ 
 − θ θ 

компоненты тензора напряжений в 
кристаллографическом базисе 

11 22 33 12 23 31, , , , ,σ σ σ τ τ τ

можно вычислить на основе компонент 
тензора напряжений в глобальном базисе 

0,zz yy xx xy yz zxσ ≠ σ = σ = τ = τ = τ

с использованием соотношения

' .ij ik jm ijσ = α α σ

Подстановка полученных значений 
компонент тензора напряжений в кри-
сталлографическом базисе в выражение (5) 

приводит к связи пределов текучести мате-
риала в направлении оси Z ( , )T zzσ θ ϕ = σ  и 
вдоль оси [001] 

[001]
:T Tσ = σ

[001]

1/2

2 4 23
( , ) 1 (sin 2 sin sin 2 ) ,

4
p

T T

K − 
σ θ ϕ + θ + θ ⋅ ϕ = σ 

 

[001]

1/2

2 4 23
( , ) 1 (sin 2 sin sin 2 ) ,

4
p

T T

K − 
σ θ ϕ + θ + θ ⋅ ϕ = σ 

 
откуда может быть получено выражение 
для определения константы pK :

[001]

2 4 2 1

2

3 4(sin 2 sin sin 2 )

1 .
( , )

p

T

T

K −= + θ + θ ⋅ ϕ ×

 σ 
 × −   σ θ ϕ  

Таким образом, из опыта на одноосное 
растяжение вдоль одной из кристаллографи-
ческих осей кристалла определяется величи-
на 

[001]
,Tσ  а из второго опыта на растяжение 

вдоль направления, не совпадающего с кри-
сталлографическими осями, определяется ве-
личина pK  (см. выражение (10)).

для характерных частных случаев вы-
бора ориентации образца во втором опыте 
справедливы выражения, представленные в 
табл. 1.

в общем случае при произвольной ори-
ентации [hkl] как следствие формулы (10) 
получаем:

рис. 1. ориентация глобальной системы  
координат X, Y, Z (связана с образцом  

и внешним воздействием) по отношению  
к кристаллографической системе координат 

[100], [010], [001]; θ, φ – углы Эйлера

(8)

(9)

(10)
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[001]

[ ]

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )
3 1 .

( )
hkl

T

p
T

h k l
K

h k l h k

  σ+ +   = + −
  σ+ +   

идентификация констант Tσ  и pK  ква-
дратичного критерия (5) в самом общем 
случае, когда направление нагружения ни в 
одном из двух опытов не совпадает с кри-
сталлографическими осями, осуществляет-
ся по пределам текучести 

1Tσ  и 
2Tσ  для двух 

произвольных несовпадающих ориентаций, 
характеризуемых углами 1 1( , )θ ϕ  и 2 2( , )θ ϕ ; 
при этом используются  равенства

2 1

1 2

2 2

2 2 1
1 1 2 2

3 4( )

 [ ( , ) ( , )] ;

p T T

T T

K

A A −

= + σ − σ ×

× σ θ ϕ − σ θ ϕ

1
2

1 2

1
2

1 2

1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

[ ( , ) ( , )]

 [ ( , ) ( , )] ,

T T T

T T

A A

A A −

σ = σ σ θ ϕ − θ ϕ ×

× σ θ ϕ − σ θ ϕ
где 

2 4 2( , ) sin 2 sin sin 2 .A θ ϕ = θ + θ ⋅ ϕ

для изотропного материала при равен-
стве пределов текучести по всем направ-
лениям, в силу любого из равенств (10) – 
(16), находим, что 3.pK = . в этом случае 
квадратичный критерий Хилла вырождает-
ся в критерий Мизеса [8]. При 3pK <  на 
переход в пластичность большее влияние 
оказывают диагональные компоненты тен-

зора напряжений (в собственных осях ани-
зотропии), а при 3pK >  – недиагональные 
(сдвиговые).

на рис. 2 показаны зависимости pK  от 
температуры для различных отечественных 
(Жс32, Жс36, вЖМ4, вкна-1в) и зару-
бежных (PW1480, MD2) сплавов, получен-
ные на основе опубликованных данных  
[1, 15–18] и обработанные нами с ис-
пользованием соотношения (12). несмо-
тря на широкий разброс представленных 
результатов, просматривается ряд общих 

Таблица  1

Частные случаи выбора ориентации образца для нахождения константы Kp

ориентация 
образца

Угол Эйлера
константа Kp

номер 
формулыθ φ

[011] π/4 0 [001]

[011]

2

4 1
T

T

 σ
  −
 σ 

(11)

[111] arccos (1/ 3 ) ≈ 54,7° π/4 [001]

[111]

2

3
T

T

 σ
 
 σ 

(12)

[012] arccos (2/ 5 ) ≈ 26,6° 0 [001]

[012]

2

25 13
4 4

T

T

 σ
  −
 σ 

(13)

[112] arccos (2/ 6 ) ≈ 35,3° π/4 [001]

[112]

2

4 1
T

T

 σ
  −
 σ 

(14)

(15)

(16)

(17)

рис. 2. Температурные  зависимости Kp  
для различных сплавов: 1 – Жс32 [1],  

2 – Жс36 [1], 3 – вЖМ4 [15], 4 – вкна-1в [16], 
5 – MD2 [17], 6 – PW1480 [18]
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закономерностей: графики зависимостей 
монотонно возрастают от минимальных 
значений pK  из диапазона 1 – 2 при ком-
натной температуре до максимальных зна-
чений 3 и выше в области высоких темпе-
ратур. кроме того, на начальном участке 
все зависимости близки к линейным, а 
далее наблюдается резкое возрастание pK  
с последующей стабилизацией значений в 
области температур, соответствующих пи-
ковым значениям пределов текучести (для 
углеродистых сплавов). следует отметить, 
что при повышенных температурах (выше 
пиковых) анизотропия пределов текучести 
практически вырождается ( 3).pK →

критерий Хилла реализован в совре-
менных конечно-элементных программ-
ных комплексах. для расчета ндс элемен-
тов конструкций из монокристаллических 
материалов необходимо задать 

[001]Tσ  и 
один из двух наборов: либо коэффициен-
тов 0,5,F G H= = =  0,5 ,pL M N K= = =  
либо безразмерных пределов текучести 

11 22 33 1,R R R= = =  12 23 31 3 / .pR R R K= = =
выбор ориентации образца при прове-

дении второго опыта для определения pK  
может осуществляться различными спосо-
бами (см. формулы (11) – (15)). в связи 
с этим возникает проблема выбора опти-
мальной ориентации, приводящей к наи-
меньшей погрешности, а также вопрос о 
наличии чувствительности pK  как таковой 
к изменению ориентации. Последний во-
прос непосредственно связан с точностью 
и достоверностью квадратичного критерия 
Хилла в отношении монокристаллических 
сплавов. для решения данных проблем 
нами проведено сравнение рассматри-
ваемого феноменологического критерия с 
кристаллографическим критерием Шмида 
и с экспериментальными результатами для 
различных кго.

Сравнение прогнозов  
квадратичного критерия Хилла  

с прогнозами по критерию Шмида

рассмотрим в качестве примера раз-
личные направления нагружения только в 
пределах плоскости (100), которая включа-
ет характерные направления [001] и [011]. 
изменение предела текучести в зависимо-

сти от угла отклонения оси нагружения 
Z от оси [001] (см. рис. 1) определяется в 
соответствии с квадратичным критерием 
на основе соотношения (9) при условии 

0 :ϕ =

[001]

2

( ) .
3

1 sin 2
4

T

T

pK

σ
σ θ =

−
+ θ

анализ соотношения (18) показывает, 
что при 3pK <  предел текучести 

[001]Tσ  бу-
дет минимальным по сравнению с таковыми 
для других направлений ( ),Tσ θ  а при 3pK >  
величина 

[001]Tσ  будет максимальной. При из-
менении угла θ  от 0 до 360 ° наблюдается 
четыре полуволны и, соответственно, четыре 
максимума и четыре минимума. Это объяс-
няется наличием в подкоренном выражении 
в (18) функции 

2 1 cos 4
sin (2 ) .

2
− θ

θ =

в соответствии с критерием Шмида (1), 
при варьировании направления нагружения 
в пределах плоскости (100) при различных 
значениях угла θ  включаются различные 
системы скольжения. При изменении угла 
θ  от 0 до 360° можно выделить восемь сек-
торов по 45 °. активные системы скольже-
ния при изменении угла θ  представлены в 
табл. 2.

Предел текучести для различных кго 
определяется на основе критерия (1), с ис-
пользованием значений компонент тензора 
Шмида (см. Приложение) и тензора на-
пряжений в кристаллографическом базисе. 
например, в диапазоне 0 45≤ θ ≤   для си-
стемы скольжения A3 получаем следующее 
соотношение:

[001]
2

( ) .
sin 2 cos 2 1

T

T

σ
σ θ =

θ + θ +

сравнение зависимостей пределов те-
кучести для квадратичного критерия (18) 
и критерия Шмида (19) при 0 45≤ θ ≤ °  и 
аналогичных выражений для других систем 
скольжения во всем диапазоне изменения 
угла θ  представлено на рис. 3. наблюдает-
ся существенное различие в прогнозах двух 
рассматриваемых критериев. При варьиро-

(18)

(19)
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вании константы Kp в пределах от 1 до 10 ни 
одно из этих ее значений не позволяет най-
ти приемлемой аппроксимации для кривой, 
соответствующей критерию Шмида.

Принципиальное несоответствие крите-
риев проявляется также в различном про-
гнозируемом числе полуволн при измене-
нии угла θ  от 0 до 360°: согласно критерию 
Хилла их должно быть четыре, тогда как по 
Шмиду наблюдается восемь полуволн.

сравнение результатов применения кри-
териев Хилла (18) и Шмида (19) с экспери-

ментальными данными показано на рис. 4. 
При достаточно сильном разбросе опытных 
данных, вызванном различием как сплавов, 
так и режимов испытаний (PWA1480 при 
593°с [18], AM3 и CMSX2 при 650°с [19], 
IC10 при 20°с [20]), а также различием на-
правлений нагружения (растяжение или 
сжатие), наблюдается удовлетворительное 
согласие критерия Шмида с эксперимен-
тальными данными, в то время как соот-
ветствие квадратичного критерия Хилла 
данным опыта оставляет желать лучшего. 

Таблица  2

Активные системы скольжения при варьировании направления нагружения (угол θ) 
образца  в пределах плоскости (100) по закону Шмида

диапазон изменения угла θ, град активная система скольжения

0 – 45
180 – 225

A3,  B4

45 – 90
225 – 270

A6,  B5

90 – 135
270 – 315

C5,  D6

135 – 180
315 – 360

C3,  D4

Примечание . Плоскости и направления скольжения, соответствующие систе-
мам скольжения, см. в Приложении в конце статьи

рис. 3. сравнение зависимостей предела текучести от угла отклонения  
от направления [001] в плоскости (100) для критериев Шмида (жирная линия)  

и Хилла (тонкие линии) при одноосном растяжении монокристалла.  
Значения Kp: 1 (кривая 1); 2 (2); 3 (3); 4 (4); 5 (5); 7 (6); 10 (кривая 7)
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квадратичный критерий оказывается не-
состоятельным, когда необходимо описать 
присутствие минимума в середине интерва-
ла при / 8;θ = π  однако этот минимум про-
гнозируется при использовании критерия 
Шмида и наблюдается в экспериментах.

в соответствии с критерием Шмида, 
предел текучести для ориентации [011] со-
впадает с пределом текучести для ориен-
тации [001], т. е. 

[011] [001]T Tσ = σ  (см. также 
рис. 4); это указывает на неприемлемость 
определения pK  по ориентации [011] с ис-
пользованием уравнения (11). для ориен-
тации [111] критерий Шмида приводит к 
равенству 

[111] [001]
3 / 2 ,T Tσ = σ  откуда следу-

ет, в соответствии с равенством (12), что 
4 / 3.pK =

дальнейшее сравнение прогнозов по 
двум критериям, выполненное без ограни-
чения на варьирование направления нагру-
жения (только в пределах плоскости (100)), 
показало также наличие существенных раз-
личий в пределах всего стереографического 
треугольника (рис. 5). результаты получены 
с помощью программы CeS (Constitutive 
equations Studio) [21]. определение значе-

ния Kp по закону Шмида на основе метода 
наименьших квадратов в пределах площади 
стереографического треугольника, по фор-
муле

2

arg min [ ( , , )

 ( , )] ,

p

Hill
p TK

S

Schmid
T

K Kp

d d

= σ θ ϕ −

− σ θ ϕ ϕ θ

∫∫

приводит к результату 3,1pK =  (почти изо-
тропное приближение).

в то же время минимизация абсолют-
ной ошибки отклонения, т. е. когда

 
arg min ( , , )

 ( , ) ,

p

Hill
p TK

S

Schmid
T

K Kp

d d

= σ θ ϕ −

− σ θ ϕ ϕ θ

∫∫

приводит к существенно иному результату –  
2,pK =  что свидетельствует о наличии ка-

чественных различий в сопоставляемых за-
висимостях.

Полученные в данном разделе резуль-
таты указывают на необходимость моди-
фикации феноменологического критерия с 
целью повышения точности прогнозов для 
монокристаллических материалов.

рис. 4. сравнение угловых зависимостей предела текучести согласно критериям Шмида 
(жирная линия) и Хилла (тонкие линии) с экспериментальными данными (символы)  

для разных сплавов при одноосном растяжении (6, 8, 10, 11) и сжатии (5, 7, 9)  
(варьируются  углы отклонения нагрузки от направления [001] в плоскости (100)).  

Значения Kp: 1(1), 2(2), 3(3), 4(4); сплавы: 5, 6 – PWA1480 [18]; 7, 8 – AM3[19]; 9, 10 – CMSX2 [19]; 
11 – IC10 [20]
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Модифицированный феноменологический 
критерий

 анализ установленного нами факта, 
что период углового изменения предела те-
кучести по закону Шмида в два раза мень-
ше, чем тот же период, но по квадратично-
му критерию Хилла (см. рис. 3), позволяет 
предположить, что повышение степени по-
линома, входящего в формулу для феноме-
нологического критерия, с двух до четырех 
приведет к повышению точности аппрок-
симации. Простейшим вариантом обобще-
ния квадратичного критерия (2) является 
выражение

2 4 2 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s N s  (20)

в котором 4 N  – тензор четвертого ранга, 
имеющий для кубической группы симме-
трии кристалла структуру, аналогичную 
(3).

детальный анализ зависимости предела 
текучести при варьировании направления 
нагружения от [001] до [011] в пределах пло-
скости (100), показал, что для рассматри-
ваемой структуры n4  уменьшения периода 
не происходит, а именно – при изменении 
угла θ  от 0 до 360 ° наблюдается, как и ра-
нее, четыре полуволны. однако дальнейшее 
усложнение выражения (20) при сохранении 
степени полинома равным четырем, в виде

2 4 2 4 2( ) 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s N s s M s

позволяет получить желаемый результат 
(рис. 6).

При использовании критерия (21) на-
блюдается, как и в случае критерия Шми-
да, наличие минимума предела текучести в 
середине интервала 0 45 .≤ θ ≤ °  При срав-
нении результатов применения критерия 
(21) с данными опытов удается получить 
удовлетворительное совпадение (рис. 7).

критерий (21) содержит пять независи-
мых констант: 11 12 44 11 12 44, , , , .N N N M M M−  
Три из них можно выразить через остав-
шиеся две из трех условий совпадения 
пределов текучести феноменологиче-
ского (21) и кристаллографического (1) 
критериев при 0θ = °  

[001]
( (0 ) ),T Tσ ° = σ  

45θ = °  
[011]

( (45 ) )T Tσ ° = σ  и 22,5θ = °  

[~025]
( (22,5 ) )T Tσ ° = σ  и тем самым обеспечить 
возникновение минимума предела текуче-
сти на интервале 0 45 .≤ θ ≤ °  оставшиеся 
две константы можно найти из условия 
совпадения пределов текучести в других 
направлениях, например, для ориентаций 
[111] и [112]. важно отметить, что кон-
станты материала могут выбираться как из 
условия совпадения пределов текучести с 
экспериментом, так и из условия совпа-
дения с прогнозом по закону Шмида (по-
следнее было показано выше). результаты, 
представленные на рис. 6 и 7, получены 
для следующих значений констант крите-
рия четвертой степени (21):

а) б)

рис. 5. сравнение ориентационных зависимостей пределов текучести 
[001]

( , ) /T Tσ θ ϕ σ   
для критериев Хилла при Kp = 4/3 (а) и Шмида (б)

(20)

(21)



24

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

4
11 [001]1 / ,TN = σ  4

12 [001]3,5 / ,TN = σ  

4
44 [001]2,5 / ,TN = − σ

2
11 [001]1 / ,TM = σ  12 0,M =  

2
44 [001]2,3533 / .TM = σ

возможен также и альтернативный путь 
выбора параметров критерия (21), связан-
ный с анализом условий перехода в пла-
стическое состояние не только на основе 
опытов на одноосное растяжение, но так-
же и на кручение и комбинированное на-
гружение. на рис. 8 показаны поверхности 

рис. 6. сравнение зависимостей предела текучести при одноосном растяжении 
монокристалла от угла отклонения от направления [001] в плоскости (100).  

кривая 1 –использован критерий Шмида; 2 –Хилла при Kp = 5; 3 – предложенный 
критерий четвертой степени (см. формулу (21))

рис. 7. сравнение зависимостей предела текучести для критериев Шмида (1), Хилла 
при Kp = 4 (2) и критерия четвертой степени (21) (3) с экспериментальными данными 

при различных углах отклонения нагрузки от направления [001] в плоскости (100).  
данные экспериментов (символы) соответствуют приведенным на рис. 4
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нагружения, полученные с помощью кри-
териев Шмида, Хилла и предложенного 
нами критерия четвертой степени (см. со-
ответствующие формулы (1), (2) и (21)) для 
случая комбинированного растяжения с 
кручением для образца ориентации [001].

Поверхность нагружения, построенная 
с помощью критерия Шмида (1) с учетом 
только октаэдрических систем скольжения, 
для образца ориентации [001] имеет форму 
квадрата. критерию Хилла при рассматри-
ваемых условиях нагружения соответству-
ют кривые в форме эллипса, описываемого 
уравнением

[001]

2 2 2 ,p TKσ + τ = σ

с меняющимся размером вертикальной по-
луоси при изменении Kp.

Эллипс – это довольно грубая аппрок-
симация квадрата, он обеспечивает доста-
точную точность только при малых значе-
ниях касательных напряжений. критерий 
четвертой степени (21) предлагает более 
точную гладкую аппроксимацию квадрата. 
кривая, соответствующая формуле (21), 
описывается уравнением вида

[001]

4 2 2 4 4 .Tσ + ασ τ + βτ = σ

дальнейшего повышения точности ап-
проксимации можно добиться путем по-
вышения степени полинома феноменоло-
гического критерия пластичности, однако 
это приводит к значительному увеличе-
нию числа характеризующих его констант 
и усложнению процедур идентификации. 
При решении конкретных краевых задач 
поиск компромисса между точностью ре-
шения и сложностью модели материала  
(а также сопряженной с ней трудоемко-
стью определения необходимых констант 
материала) может быть найден на основе 
подходов, используемых в многомодельном 
анализе [22].

Заключение

результаты проведенных исследований 
показали, что квадратичный критерий пла-
стичности Хилла, широко используемый на 
практике для монокристаллических жаро-
прочных сплавов на никелевой основе, де-
монстрирует значительные отклонения от 

рис. 8. Поверхности нагружения при совместном растяжении и кручении образца  
ориентации [001] по трем критериям: Шмида (1), Хилла (2 – 5) и автора данной работы  

(см. формулу (21)) (6).  
Значения Kp (критерий Хилла): 2 (2), 3 (3), 4/3 (4), 1(5)



26

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

прогнозов, даваемых с помощью кристал-
лографического критерия Шмида, и от экс-
периментальных данных при варьировании 
кристаллографической ориентации в слу-
чаях одноосного растяжения и комбини-
рованного нагружения. двух констант ма-
териала, используемых в данном критерии, 
оказывается недостаточно для описания 
всего многообразия явлений, которые на-

блюдаются при переходе в пластическое со-
стояние монокристаллов с гцк-решеткой 
при многоосном напряженном состоянии.

одним из возможных путей повышения 
точности феноменологических критериев 
пластичности является увеличение показа-
телей степени в тензорно-полиномиальном 
критерии. Предложенный в данной рабо-
те критерий четвертой степени позволяет 

Приложение. Тензоры Шмида для октаэдрических систем скольжения

обозначение
системы скольжения

Плоскость и направление 
скольжения

Тензор Шмида

A3
(111) [101] 1

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− 
 =  
  

P

A2
(111) [011] 2

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

− 
 = − 
 − 

P

A6
(111)[110] 3

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 2

− 
 = − − 
 − − 

P

B5
(111) [110] 4

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

 
 = − − 
 − 

P

B2
(111) [011] 5

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

− 
 = − − 
  

P

B4
(111) [101] 6

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− − 
 = − 
  

P

C3
(111) [101] 7

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

 
 =  
 − 

P

C1
(111) [011] 8

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

 
 =  
 − 

P

C5
(111) [110] 9

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

− 
 = − 
 − 

P

D4
(111) [101] 10

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− 
 = − 
 − 

P

D1
(111) [011] 11

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

 
 = − 
  

P

D6
(111) [110] 12

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

− − 
 = − 
 − − 

P
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Semenov A.S. ThE IDENTIFICATION OF ANISOTROPy PARAMETERS OF 
PhENOMENOLOGICAL PLASTICITy CRITERION FOR SINGLE CRySTALS WORKED 
OUT ON ThE MICROMEChANICAL MODEL BASIS. 

The analysis of the predictive ability of the Hill quadratic criterion of plasticity has been carried out for 
monocrystalline nickel based superalloys. The possibilities of determining the parameters of the quadratic 
criterion on uniaxial tensile tests for single-crystal samples of different crystallographic orientation were 
investigated. The experimental results and predictions of micromechanical model with the Schmid criterion 
were compared. In order to improve the prediction accuracy the phenomenological fourth degree criterion 
of plasticity was proposed, that allowed taking into account a number of effects that could not be described 
by a quadratic criterion.
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