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эКСТРЕМАльНыЕ СВОйСТВА РЕШЕНИй  
ПАРАБОлИчЕСКОГО уРАВНЕНИя 

рассмотрены рациональные приемы и свойства решений предельных задач 
для уравнений и предельных задач с частными производными параболического 
типа. доказано, что такие  предельные задачи для параболических уравнений, 
допускающие группу автомодельных преобразований, представляют собой не-
обходимые условия минимума для положительных функционалов. кроме того,  
доказывается, что уравнение  крокко равносильно канонической системе и 
для него соответствующий положительный функционал выписывается непо-
средственно. Показано, что в исходной записи уравнение параболического 
типа приводится к каноническому виду аддитивным удвоением переменных. 

грУППа ПреоБраЗованиЙ, слоЙ, ЭксТреМалЬ, ПараБолиЧеское Уравнение, 
Уравнение крокко, аддиТивное Удвоение ПереМенныХ. 

Введение

Типичной особенностью решений пре-
дельных задач для параболических уравне-
ний является наличие пограничных слоев, 
т. е. областей с большими градиентами на 
расслоениях. для построения решения, об-
ладающего всюду равномерной  аппрокси-
мацией, обычно используют  специальные 
приемы. к ним следует отнести следую-
щие:

масштабирование шкал переменных при 
разложении решений в ряды (метод каплу-
на [1]);

«экспоненциальная подгонка» (метод  
ильина [2]); 

измельчение сетки в области погра-
ничного слоя, пригодного для уравнений 
параболического и эллиптического типа с 
конвекцией, доминирующей над диффузи-
ей [3];

применение расщепляющих рядов, «раз-
валивающих» исходную предельную задачу 
в счетную систему расщепленных линей-
ных предельных задач с быстро (экспонен-
циально) убывающими решениями (конти-
нуальный вариант метода ильина). 

в основе метода каплуна лежит следую-
щая теорема.

Теорема Каплуна. Пусть z ∈ ∆ – интерва-
лу изменения z, на котором асимптотическое 
разложение решения равномерно сходится. 

Тогда для любого ε > 0, где ε – пара-
метр сингулярного возмущения, существу-
ет такое δ(ε) > 0 и такой интервал ∆ε ⊃ ∆,  
mes(∆ε – ∆) < δ, на котором асимптотиче-
ское разложение равномерно пригодно. 

если ∆ и ∆ε – компакты, то теорема ка-
плуна может быть ослаблена до квазирав-
номерной (δ-точной) сходимости. 

в связи с методом ильина доказы-
вается другая теорема, согласно которой 
для сингулярно возмущенного уравне-
ния второго порядка с малым параметром  
ε > 0 при старшей производной погреш-
ность равномерной разностной аппрок-
симации исходной предельной задачи со-
ставляет величину порядка 2 2( ln (1 / )),O ε ε  
причем количество узлов сетки в погранич-
ном слое N = O(ε–1) [4 – 6].

непосредственное решение предель-
ных задач для параболических уравнений в 
сильной топологии и с сингулярным воз-
мущением требует аккуратного структури-
рования множества значений независимых 
переменных (t, x) и точных оценок разме-
ров пограничных слоев решений. вероятно, 
некоторой альтернативой принятым схе-
мам может служить ослабление топологии 
решения на множествах допустимых функ-
ций. дело в том, что предельная задача для 
параболического уравнения, как правило, 
не рассматривается в связи с реализаци-
ей экстремальных задач. известные экс-
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тремальные «принципы» (введены М. Био 
и л.я. айнолой [11, 12]) формулируются 
по принятой схеме как эвристические до-
статочные условия для отделения действи-
тельных решений от решений допустимых 
(виртуальных). Предельные же задачи воз-
никают из эвристических принципов как 
необходимые условия экстремума. 

цель настоящей работы – показать, что 
имеет право на существование и альтерна-
тивная  постановка проблемы.

Пусть дана предельная задача. Требует-
ся построить функционал, для которого эта 
предельная задача служила бы необходи-
мым условием экстремума. 

в качестве первого шага решения дока-
зывается, что предельная параболическая 
задача необходима для существования 
минимума положительного функционала. 
Затем для построения искомого функцио-
нала  исходная предельная задача приво-
дится к каноническому виду. для этого  
полагают, что  M(z) – многообразие, за-
данное на Dz потоком из Dz в Dt ; F(M) – 
множество гладких функций C(1) на много-
образии М. если векторы f, g, D(f, g) = Dz  
являются элементами алгебры ли над 
множеством F, то f и g образуют канони-
ческий поток: 

0
( , ) grad ,  ,

0

f ,  Id
E g f J E J :

g I  dt
   

∃ ⇒ = ⋅ =   −   
где I – матричная единица [7]. 

Типичная предельная задача  
для уравнения Крокко и условие минимума

рассмотрим предельную задачу для 
уравнения параболического типа с част-
ными производными в первом квадранте Ω 
плоскости 

(2), : ( , : 0, 0),  ( ) :x t x t t x y CΩ = > > ∈ Ω

( ) ,  ,  

(0, ) ( , ) 1 ( , 0) 1 0,

y y
f y Dy

x x t

y t y t y x

∂ ∂ ∂  = = Ω ∂ ∂ ∂ 
= ∞ − = − =

где f(y) – неотрицательная и дифференци-
руемая на промежутке (0, 1) функция, т. е. 
f ∈ C(1)(0, 1).

Тогда справедливы следующие утверж-
дения.

1. Предельная задача (1) равносильна 
предельной задаче на полубесконечном 
промежутке 

0 < ζ < ∞, ζ := x/(2t1/2), Y(ζ) = y(x, t),  
DY = (0, ∞):

2( ) '' '( ) ' 2 ' 0,  

(0) ( ) 1 0.

f Y Y f Y Y Y

Y Y

+ + ζ =
= ∞ − =

2. Предельная задача (2) приводится к 
предельной задаче крокко на компактном 
промежутке 0 < Y < 1.

действительно, пусть : ( ).
dY

j j Y
d

= =
ζ

 

Тогда порядок уравнения предельной зада-
чи (2) понижается на единицу:

( ) '( ) 2 0.
dj

f Y f Y j
dY

+ + ζ =

очевидно, начальное (предельное) усло-
вие для (3) имеет вид j(1) = 0. Тогда в силу 
уравнения (3) справедливо равенство

1

( ) ( ) 2 ( ) .
Y

f Y j Y t dt= ζ∫
далее, пусть 

1

( ) : ( ) ,  (1) 0,  

'( ) ,  '(0) 0.
Y

Y t dt

Y

ϕ = ζ ϕ =

ϕ = −ζ ϕ =

∫

Тогда равенство (4) принимает вид

2 '' ( ) 0,  '(0) (1) 0,f Yϕϕ + = ϕ = ϕ =

что и требовалось доказать.
есть и более простое доказательство. 

Пусть

( ) ( ) : ,  f Y j Y w d dy= ϕ = −ς ,

и тогда 

2,  (0) 0,
dw

w
d

= =
ϕ

откуда сразу же получается, что w = 2ϕ – 
общее решение задачи (5) при любой функ-
ции f(Y).

3. с предельной задачей (5) связано сле-
дующее тождество:

21 1

0 0

1
( ) ,

2
d

dY f Y dY
dY

ϕ  = 
 ∫ ∫

или
1 1

2

0 0

1
( ) .

2
dY f Y dYζ =∫ ∫

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(6a)

(5a)
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в задачах с конкретным физико-
механическим содержанием, тождества (6) 
и (6а) выражают некоторые законы сохра-
нения. например, если  y = u – скорость; 
f(y) = u; t = ξ, x = η (ξ, η – продольная 
и поперечная координаты); ζ := η/(2ξ1/2) и 
если справедливо уравнение пограничного 
слоя Мизеса (1), то тогда в силу тождества 
(6) момент инерции эпюры скорости любо-
го сечения относительно нулевой изотахи 
равен 1/4. 

еще один пример. Пусть f(y) = 1; y – 
температура; t, x – время и координата. 
Тогда момент инерции температуры отно-
сительно нулевой изотермы равен 1/2.

4. Уравнение крокко в предельной за-
даче (5) равносильно системе уравнений

;

( )
,

2

d
dY
d f Y
dY

ϕ = ψ
 ψ = −
 ϕ

с гамильтонианом 

( )

2

2

1 1
( , , ) ( ) ln

2 2

1 1
ln .

2

E Y f Y

d
f Y

dY

ψ
ϕ ψ = − =

ϕ

 ϕ = −   ϕ  
Тогда вдоль действительного решения 

предельной задачи (5) выполняется усло-
вие:

21

0

1
( ) ( ) ln  inf 0.

d
s f Y dY

dY

 ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

Таким образом, уравнение параболиче-
ского типа связано с минимумом некоторо-
го неотрицательного функционала (распре-
деления), являясь для этого функционала 
необходимым условием минимума. Пусть 
интеграл энергии для (5) взят в виде:

2

01
( , , ) ( ) ln 0,  

2

0 1,

d
E Y f Y

dY

Y

 ϕϕ ϕ ψ = − =   ϕ  
< <

если f(0) = 0. 
действительно, при Y = 0 это условие 

выполняется. При Y = 1
d
dY

ϕ
= −ζ = −∞ ,

и вполне естественно допустить, что нео-
пределенность ∞ – ∞ эквивалентна нулю. 
Тогда

0( ) ln , (1) 0,
d

f Y
dY

ϕϕ
= − ϕ =

ϕ

где ϕ0 := ϕ(0). 
решение уравнения (7) имеет вид

1
0

0( ) erfc ln .
Y

f z dz
 ϕ

= πϕ   ϕ 
∫

далее, пусть Y = 0. Тогда ϕ = ϕ0. в силу 
решения  (8) ϕ0 определяется как 

1

0
0

1
( ) .f z dzϕ =

π ∫
следовательно, задача коши, представ-

ленная как 

02 '' ( ) 0,  '(0) (0) 0,f Yϕϕ + = ϕ = ϕ − ϕ =

имеет решение ϕ(Y) такое, что ϕ(1) = 0. 
другими словами, на промежутке  

0 < Y < 1 существует только одна точка, со-
пряженная с Y = 0, а именно точка Y = 1.

например, если f(Y) = 1 (теплопрово-
дность твердого тела), то 

0
0

1
,  1 erfc ln .Y

 ϕ
ϕ = − =   ϕπ  

Это решение совпадает с точным ре-
шением. действительно, как известно, 

erf ( )Y = ζ  – решение предельной задачи 
(2), f(Y) – 1 = 0. но, в силу равенства (7),

0ln ,
d
dY

ϕϕ
ζ = − =

ϕ
что и требовалось доказать.

например, если f(Y) = Y, то в силу ра-
венства (8),

0

2
;

3
ϕ =

π
и вообще, если f(Y) = Ym, то

0

2 1
.

2 1m
ϕ =

+ π
далее, пусть вместо интеграла энергии 

(6б) первый интеграл уравнения крокко 
имеет вид

2
1

( ) ln 0,  (0) 0,
d

f Y f
dY

ϕ  − = =  ϕ 
 

(6б)

(6в)

(5б)

(8а)

(8)

(7)
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т. е. 
1 1

( ) erfc ln .
Y

f z dz
 

= π   ϕ 
∫

Тогда для определения ϕ0 получается 
следующее условие:

1

00

1 1
( ) erfc ln .f Y dY

 
=   ϕπ  

∫
Теперь пусть f(Y) – Y = 0. Тогда в силу 

условия (8б) получаем выражение

0

2 1
erfc ln .

3

 
=   ϕπ  

с помощью таблиц интеграла ошибок 
можно найти ϕ0; ϕ0 = 0,335, и этот результат 
практически совпадает с точным решением, 
равным 0,33206. интересно отметить, что 
уравнение Блазиуса все-таки интегрирует-
ся, вопреки утверждениям, имеющимся в 
справочниках Э.л. айнса, в.ф. Зайцева, д. 
форсайта и др. 

в качестве еще одно примера, который 
показывает универсальность предельной 
задачи крокко, целесообразно рассмотреть 
уравнение стокса [1]: 

2

2
,    ( ) ( 0, 0),

u u
u D u x y

x y
∂ ∂

= = > >
∂ ∂

описывающее некоторое тривиальное 
расслоение D(u). сечение такого расслое-
ния образует так называемое «скоростное 
поле».

допускается группа автомодельных пре-
образований: 

2

2
: ( ) 2 0,  

2

: .
2

y d u du
u u u u

ddx
y

x

 
= = ζ → + ζ =  ζζ 

ζ =

кроме того, пусть предельные условия 
имеют вид 

(0) ( ) 1 0.u u= ∞ − =

Уравнение крокко получается отобра-
жением D(u) на компакт 0 < u < 1:

0

( ),  (1) 0,  .
( )

udu dz
u

d z
= τ τ = ζ =

ζ τ∫
Тогда либо τ = 0, либо

0

2 0,  (1) 0.
( )

ud dz
u

du z
τ

+ = τ =
τ∫

из последнего уравнения следует, что 

0

0.
u

d
du =

τ  = 
 

Предельную задачу (3а) можно привести 
к виду крокко:

'
'' 2 0,  '(0) (1) 0u

u
ττ

ττ − + = τ = τ =

либо к интегральному уравнению
1

0

1 2 2 2

0 0

( ) 2
( )

(1 ) ( )
.

( ) ( )

v

u

u

dz
u dv v

z

dz z dz u z
z z

τ = ⋅ =
τ

− −
= −

τ τ

∫ ∫

∫ ∫
Это уравнение можно записать в другом 

виде: ( )Uτ = τ . отображение (оператор) U, 
U: W2

(1) → W2
(1) – сжимающий эндомор-

физм, а пространство W2
(1)(0, 1) – полное. 

При этом существует неподвижная точка 
отображения U. 

действительно, как известно, оператор 
U: W1

(1)(0, 1) → W1
(1)(0, 1) – сжимающий 

тогда и только тогда, если выполняется 
условие 

0

0 0

( ),  

1 ( ) ( ) ,q U U q
ε∀τ ∈ Β τ

∃ ≤ → τ − τ ≤ τ − τ

или (что то же) 0Lip ( ),locU ∈ τ  с констан-
той липшица, не превосходящей единицы. 
Через Bε(τ0) здесь обозначена окрестность 
точки τ0 ∈ W1

(1)(0, 1), а примером τ0 мо-
жет служить значение du/dζ в точке ζ = 0  
(u = 0). ввиду монотонности, τ0 > τ. но, в 
силу интегрального уравнения (3в), 

0
0

2
( ) ,  ( ).

3 ( )
u B

u ετ ≥ ∀τ ∈ τ
τ

далее, пусть τ = τ0 – ε, причем ε → +0. 
Тогда 2

0 2 / 3.τ ≥  Так же просто можно по-
лучить неравенство 

0 0
0 0

2
2
0

2
( ) ( )

3 ( )

2
( ) ,

3

U U

O q

ε
τ − τ − ε ≤ =

τ τ − ε

ε
= + ε = ε

τ

где q – константа, причем 2
02 / (3 ) 1.q = τ ≤  

(8б)

(3а)

(3б)

(3в)
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итерационный процесс можно органи-
зовать следующим образом. в первом при-
ближении τ = τ0 = τ(0). Тогда решение (3в), 
в первом приближении, есть 

3 3
0 0

0

2 2
( ) (1 ),  , 1 .

3 3
u u u

τ
τ τ = − τ = = −

τ 

3 3
0 0

0

2 2
( ) (1 ),  , 1 .

3 3
u u u

τ
τ τ = − τ = = −

τ
следующие итерации строятся по схеме 

1( ),s sU −τ = τ  где нижний  индекс s означа-
ет номер итерации. итерационный процесс 
сходится в силу теоремы о неподвижной 
точке.

Уравнение (3а) допускает каноническое 
преобразование 

2 ,  ( ),u w w= τ = τ

приводящее его к типичному виду крокко 
и к канонической системе:

0

0,
( )

wd dz
dw z

τ
+ =

τ∫
откуда

2

2
0

1
0,  (1) 0.

2 w

d d
dwdw w =

τ τ τ + = = τ = 
 

 

каноническая система записывается 
так:

;

1
,

2

d
dw
d
dw w

τ = σ
 σ = −
 τ

и имеет гамильтониан
2

2

1 1
( , , ) ln

2

1 1 1
ln

2

E w
w

d
dw w

σ
τ σ = − =

τ

τ = −  τ 
и двойственную функцию 

2
1 1 1

, , ln .
2

d d
w

dw dw w

τ τ   Λ τ = +    τ   
в действительном движении справедли-

во выражение

( )
21

0

1 1
ln inf 0

d
s dw

dw w

 τ τ = + → ≥   τ  
∫

на функциях τ(w), удовлетворяющих пре-
дельным условиям из системы (3г). 

в гамильтониане (3д) целесообразно 
вернуться к старой переменной u: 

2

2

1 1 1
ln , , .

28
d d

E u
du u duu

τ τ   − = τ σ =   τ   

Пусть (так же, как и раньше)

2
1 1

4 ln 0,  2 ln .
d d

u u
du du

τ τ  − = = −  τ τ 

Тогда решение уравнения стокса имеет 
вид

3

0

3

4
(1 ),  

31
ln

1 4
erfc ln (1 ).

3

dz
u

z

u

τ

= −

= −
τ π

∫

Пусть u = 0, тогда τ = τ0, 
.

0

1 4
erfc ln 0, 7522,

3

 
= =  τ π .

0

1 4
erfc ln 0, 7522,

3

 
= =  τ π 

 τ0 = 0,89.

Примечание. Пусть дана неоднородная 
квазилинейная система с дивергентным 
членом q:

( )

( )

(2) 1

(2) 1

( ) ,  ( ) 0 , ,  

: (0, ) ( ( )) ,

( ) ,  ( ) ( ),  

: (0, ) .

y y
f z q D y x t

x x t

y C D y R

z z
g z D z D y

z x t

y C D R

∂ ∂ ∂  + = = < < ∞ ∂ ∂ ∂ 
∞ → ∈

∂ ∂ ∂  = = ∂ ∂ ∂ 
∞ → ∈

обычно в задачах с физическим содер-
жанием переменные y, z – концентрации 
примеси (либо температура, влажность, 
парциальные давления и пр.); q – плот-
ность распределения источников; f, g – ко-
эффициенты переноса, зависящие от кон-
центрации z-примеси. если 4tq = const, то 
эти уравнения допускают автомодельное 
преобразование переменных:

,  ( ), ( ).
2

x
y y z z

t
ζ = = ζ = ζ

 
,  ( ), ( ).

2

x
y y z z

t
ζ = = ζ = ζ

решить первое (линейное) уравнения не 
представляет труда, второе  же можно све-
сти к уравнению крокко. роль «потенциа-
ла» z играет функция крокко ϕ(z). в физи-
ческих задачах она играет роль «потенциала 
влагопереноса» [8]. 

(3г)

(3д)
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Аддитивное удвоение переменных и прямое 
построение функционала

 Приведение уравнения (2) к канониче-
ской системе можно упростить с помощью 
аддитивного удвоения переменных.

Пусть 1
1 2: , .

dY
Y Y  Y

d
= =

ζ
 Тогда диффе-

ренциальное уравнение из предельной за-
дачи (2) можно записать в виде

2( ) '' '( ) ' 2 ' 0,f Y Y f Y Y Y+ + ζ =

1
2

2
2 1 2 2

1

,

'( ) 2
.

( )

dY
Y

d

dY f Y Y Y
d f Y

=
ζ

+ ζ
= −

ζ

система (9) – не каноническая. 
Пусть f(Y) – 1 = 0. Тогда система (9) 

принимает следующий вид:

1
2

2
2

;

2 ,

dY
Y

d

dY
Y

d

 = ζ

 = − ζ
 ζ

или

1 1

2 2

0     1
.

0 2

Y Yd
Y Yd

    
=    − ζζ     

наряду с системой (9а) будет рассма-
триваться система с импульсом Z = (0, Z2)

T,  
имеющая вид

1
2

1

2
2 2

2

;

2 ( ) ,

dY E
Y

d Z

dY E
Y Z

d Z

∂ = = ζ ∂


∂ = − ζ + =
 ζ ∂

и с гамильтонианом 
2
2

1 2 1 2 2 1 2 2( , , , , ) 2 .
2

Z
E Y Y Z Z Y Z Y Z

 
ζ = − ζ + 

 
Частично аддитивно удвоенная система 

имеет вид

1
2

2
2 2

1

2
2

,

2 ( ),

0,

2 ,

dY
Y

d

dY
Y Z

d

dZ
d

dZ
Z

d

 = ζ


= − ζ + ζ

 =
 ζ

 = ζ ζ

1
2

2
2 2

1

2
2

,

2 ( ),

0,

2 ,

dY
Y

d

dY
Y Z

d

dZ
d

dZ
Z

d

 = ζ


= − ζ + ζ

 =
 ζ

 = ζ ζ

или

1 1

2 2

1 1

2 2

0    1   0    0

0 2   0 2
,

0    0   0    0

0    0   0   2

Y Y

Y Yd
Z Zd

Z Z

    
    − ζ − ζ    =    ζ
       ζ    

а эта система уже каноническая.
не исключая общности, примем Z1 = 0. 

Тогда функция Λ(ζ, Y2, dY2/dζ), двойствен-
ная по юнгу – лежандру E(ζ, Y1, Y2, Z1, Z2), 
задает плотность распределения инъектив-
ного отображения (1)

2 2 1: (0, ) :s Y W E∈ Ζ →

2

2
2 2

0

1
( ) 2 ,  ,

dY
s Y Y d

d

Ζ  
= + ζ ζ Ζ ≤ ∞ ζ ζ 

∫

причем вдоль экстремали s → inf ≥ 0. 
необходимое условие минимума есть

2
22 2

22

1
4 0.

d Y dY
Y

dd
− − ζ =

ζ ζζ

общее решение уравнения (11) имеет 
вид

2 2
2 1 2( ) exp( ) exp( ),Y C Cζ = ζ + ζ

где С1,2 – постоянные интегрирования. 
из предельного условия следует, что  

С1 + С2 = q, ζ = 0. в этом случае справедли-
вы следующие  утверждения:

1. Пусть C1 = 0. Тогда 20, ( ) 0s Y∀Ζ > =  
(тривиально);

2. Пусть Y2  = 0, ζ = Z. в силу уравнения 
(12) можно записать:

2 2

2 2

sh( )
 ,

sh
Z

Y q
Z

− ζ
=

и тогда, в силу справедливости уравнения 
(10), получим следующие выражения:

2 2
1 2

0

2 2
1 2

0

( ) sh( ) ,  ,
sh

( ) sh( ) ,  ,
sh

Z

q
Y Z t dt Z

q
Y Z t dt Z

ζ

ζ = − ζ <
Ζ

ζ = − ζ ≥
Ζ

∫

∫

и Y1(ζ) достигает предельного значения при 
конечном значении Z. 

Пусть теперь Z → ∞. Тогда Y2  → qexp(–ζ2)  

(11)

(9)

(10)

(9a)

(10a)

(10a)

(10б)

(12)

(12а)

(13)
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(классическое решение). следовательно, 
исходная траектория получается как пре-
дельная форма экстремали.

3. Пусть C2  = 0. Тогда 
2

2( ) 2(exp( ) 1).= −s Y Z
Удвоение переменных можно толковать 

в терминах оптимального управления, рас-
сматривая z как вектор управления и ин-
терпретируя  гамильтониан E как псевдога-
мильтониан [9].

Периодические решения в методе  
аддитивного удвоения переменных

в случае так называемых периодических 
процессов теплопроводности используются, 
как правило, следующие уравнения [10]: 

2

2
,  ( ) ', ' ( , 0),

y y
D y t x

t x
∂ ∂

= = Ω Ω = > −∞ >
∂ ∂

 

причем предельные условия имеют вид

0

( , ) ( (0, )) 0.
=

∂ −∞ = + − = ∂ 
ex

x

yy x B y y t
x

функции Β(t) и yex(t) – периодические, с 
примитивным периодом t0 = 1. далее счи-
тается, что B = const (это условие не прин-
ципиальное, но упрощает выкладки) [8].

Теперь пусть 

y(t, x) = Y(t)exp(–αx), Y(t) := y(0, t),

где (1 )iα = π +  – собственное число пре-
дельной задачи.

Уравнение и предельная задача (14) рав-
носильны задаче коши для Y(t) следующего 
вида:

( ), ( ) 0.ex

dY
B y Y Y

dt
= α − −∞ =

Тогда решение задачи коши (15) есть  
(γ: = αΒ): 

0

( ) ( ) exp( ) ,exY t y t u u du
∞

= γ − −γ∫
или

0

1
1

( ) ( 1) ( )

( ),

k
k k

ex
k

ex

d
Y t y t

dt

d
I y t

dt

∞
−

=

−
−

 = − γ = 
 

 = + γ 
 

∑

где оператор 
1

1 d
I

dt

−
− + γ 

 
 ограничен в кру-

ге радиуса .
d
dt

< γ  

в общем случае оператор d/dt не огра-
ничен, и целесообразно рассматривать ре-
шение (16). из решения первой предельной 
задачи (дирихле) следует, что 

(1 ).iα = π +

Тогда вещественная и мнимая части (16) 
принимают следующий вид:

0

0

0

( ) (1 ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )]

( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )]

 ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] ,

ex

ex

ex

Y t B i y t u B u

B u i B u du

B y t u B u

B u B u du

iB y t u B u

B u B u du

∞

∞

∞

= π + − − π ×

× π − π =

= π − − π ×

× π + π +

+ π − − π ×

× π − π

∫

∫

∫

т. е.

0

( ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] ;

exR Y B y t u B u

B u B u du

∞

= π − − π ×

× π + π

∫

0

( ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] .

exI Y B y t u B u

B u B u du

∞

= π − − π ×

× π − π

∫

из (16а) получается решение так назы-
ваемой «обратной задачи»: требуется найти 
температуру среды yex(t), если известна тем-
пература поверхности Y(t). в силу получен-
ного решения задачи (16а) можно записать, 
что

1 1( ) 1 ( ) ( ) .ex

d dY
y t Y t Y t

dt dt
− − = + γ = + γ 

 
 (17)

Можно рассматривать выражение (17) 
как решение интегрального уравнения (16) 
или просто исключить yex(t) из задачи коши 
(15).

наряду с задачей (15) рассмотрим кано-

(14)

(1а)

(15)

(16)

(16а)

(16б)
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ническую, аддитивно удвоенную систему:

( );

,

ex

dY
y Y Z

dt
dZ

Z
dt

 = γ − −

 = γ


которая связана с гамильтонианом 

2

( , ) ( ) ,  ( , 0) 0.
2ex

Z
E Y Z y Y Z E Y

γ
= γ − − =

Тогда в действительном процессе рас-
пространения тепла, согласно системе (18), 
следует записать:

2

0

( ) ( ) inf 0.ex

dY
s Y y Y dt

dt

∞  = − γ − → ≥ 
 ∫

Пусть Y(t) удовлетворяет задаче коши 
(15). Тогда s(Y) = 0. существуют решения, 
отличные от (16). Условие (19) совпадает с 
так называемым «принципом наименьшего 
принуждения» гаусса (метод наименьших 
квадратов).

Заключение

итак, в данной статье получены обо-
снования для следующих утверждений:

уравнения параболического типа, до-
пускающие группу автомодельных преоб-
разований, представляют собой необходи-
мое условие минимума для положительных 
функционалов;

уравнение крокко равносильно канони-
ческой системе, и для него соответствую-
щий минимизируемый функционал выво-
дится непосредственно;

в исходной форме предельная задача 
для уравнения параболического типа при-
водится к каноническому виду аддитивным 
удвоением переменных. в результате плот-
ность распределения получается как двой-
ственная функция для гамильтониана ка-
нонической системы;

переход от сильных решений исходных 
предельных задач к вариационным задачам 
позволяет расширить топологию решения 
от C (2)(E) до W2

(1)(E)). 

(18)

(19)

СВЕДЕНИя ОБ АВТОРЕ

ПЕТРИЧЕНКО Михаил Романович – доктор физико-математических наук, заведующий кафе-
дрой гидравлики Санкт-Петербургского государственного политехнического университета.

195251, россия, г.  санкт-Петербург, Политехническая ул., 29.
fonpetrich@mail.ru

СПИСОК лИТЕРАТуРы

1. Коул Дж. Методы возмущений в приклад-
ной математике. М.: Мир, 1972. с. 83–87.

2. Ильин А.М. разностная схема для диф-
ференциальных уравнений с малым параметром 
при старшей производной // Математические 
заметки. 1969. Т. 6. № 2. с. 237–248.

3. Natividad M.C., Stones M. Richardson 
extrapolation for a diffusion-convection problem 
using a Shishkin mesh // Applied Numerical 
Mathematics. 2003. Vol. 45. No. 2, pp. 315-329. 

4. Han H., Kellog R.B. Flow directed iterations 
for convection dominated flow // Proceeding of the 
5 th Int. Conf. on Boundary and Interior layers. SF. 
1988, pp. 5-17.

5. Тиховская С.В. схема второго порядка 
точности для нелинейного сингулярно возму-
щенного уравнения второго порядка // сбор-
ник статей секции «физико-математические 
науки». омск: изд-во омского гос. ун-та, 2012. 
с. 44–47.

6. Задорин А.И., Тиховская С.В. решение не-
линейного сингулярно возмущенного уравнения 

второго порядка // сибирский журнал вычисли-
тельной математики. 2013. Т. 16. № 1. с. 11–25.

7. Переломов А.М. интегрируемые системы 
классической механики и алгебры ли. М.: нау-
ка, 1990. 240 с.

8. Богословский В.Н. Теоретические основы 
вентиляции и строительная теплофизика. М.: 
МгсУ, 2004. 376 с.

9. Дикуссар В.В., Милютин А.А. качествен-
ные и численные методы в принципе максиму-
ма. М.: наука, 1989. 144 с.

10. Куколев М.И., Петриченко М.Р. опреде-
ление температурного поля стенки при перио-
дическом тепловом  воздействии // «двигатель-
2007». Труды международной конференции. М.: 
МгТУ, 2007. с. 115–119. 

11. Айнола Л.Я. вариационные принципы 
для нестационарных задач теплопроводности 
// инженерно-физический журнал. 1967. Т. 12.  
№ 4. с. 465 – 468.

12. Био М. вариационные принципы в тео-
рии теплообмена. М.: Энергия, 1975. 209 с.



102

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

Petrichenko M.R. EXTREME PROPERTIES OF SOLUTIONS OF A PARABOLIC 
EqUATION.

Rational procedures and properties of solutions of limiting problems have been considered for equations 
and limiting problems with partial derivatives of a parabolic type. It was proved that such limiting problems 
for parabolic equations admitting the group of self-transformations were necessary conditions for a minimum 
of positive functionals; furthermore, the Crocco equation was proved to be   equivalent to a canonical 
system and its applicable functional was shown to be found at once. It was also demonstrated that someone 
was able to bring a parabolic equation in its original notation into a canonical form using additive doubling 
variables.

TRANSFORMATION GROuP, LAyeR, eXTReMe, PARABOLIC eQuATION, CROCCO eQuATION, ADDITIVe 
DOuBLING OF VARIABLeS.
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