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ТРЕЩИНА ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА,  
упирающаяся В КЛИНОВИДНОЕ УПРУГОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассматривается взаимодействие полубесконечной трещины моды 
III с клиновидным упругим включением. Изучена сингулярность напряжений 
в вершине трещины. Показано, что, в отличие от классического случая, при 
некоторых значениях параметров композита асимптотика напряжений может 
иметь два сингулярных члена. Исследовано отклонение трещины границей 
раздела материалов. 

ТРЕЩИНА ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА, УПРУГОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ, СИНГУЛЯРНОСТЬ НА-
ПРЯЖЕНИЙ, ОТКЛОНЕНИЕ ТРЕЩИНЫ. 

Введение

Проблема взаимодействия трещин с гра-
ницей раздела материалов уже давно вызы-
вает большой интерес у механиков. Первой 
работой в этом направлении стала статья 
А.Р. Зака и М.Л. Вильямса [1], вышедшая в 
1963 году. Далее изучение данной пробле-
мы в рамках плоской и антиплоской задач 
проводилось как отечественными, так и за-
рубежными исследователями [2 – 8]. 

В отличие от классического случая, ког-
да трещина распространяется в однород-
ной среде и поле напряжений в ее вершине 
имеет корневую особенность, для трещины, 
которая упирается в границу раздела мате-
риалов, особенность также имеет степенной 
характер, однако показатель сингулярности 
γ отличен от 0,5. При этом данный показа-
тель является корнем некоторого трансцен-
дентного характеристического уравнения. 
В работе [2] показано на примере плоской 
задачи о трещине, перпендикулярной к 
интерфейсу, что 0 0,5< γ < , когда первая 
среда, в которой расположена трещина, 
является более жесткой по сравнению со 
второй, и 0,5 1, 0< γ <  в противном случае. 
Дж. Чанг и Дж. Ху [3] установили, что для 
наклонной к интерфейсу трещины харак-

теристическое уравнение может иметь не 
только вещественные, но и комплексные 
корни.

Следует заметить, что задача о трещине 
конечной длины на  ортогональной грани-
це раздела рассмотрена в плоской поста-
новке в работах А.А. Храпкова [4], а также  
Т.С. Кука и Ф. Эрдогана [5]. Однако, если 
в статье [4] проблема сведена к функцио-
нальному уравнению Винера – Хопфа и 
построено его точное решение, то авто-
ры работы [5] получили сингулярное ин-
тегральное уравнение, решение которого 
осуществлено с помощью численной про-
цедуры.

Взаимодействие антиплоской полубес-
конечной трещины, а также трещины ко-
нечной длины, направленной перпенди-
кулярно к прямолинейному интерфейсу, 
исследовано Ф. Эрдоганом и Т.С. Куком 
с помощью интегрального преобразования 
Меллина и сведения задачи к решению 
сингулярного интегрального уравнения [6]. 
Изучение наклонной антиплоской трещи-
ны было также проведено Д.Н. Феннером 
[7]. В этих случаях установлено, что пока-
затель сингулярности напряжений может 
быть только вещественным.
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Еще одной характерной чертой задач 
рассматриваемого направления является 
возможность преломления трещины гра-
ницей раздела материалов или расслоения 
этой границы. Отмеченные эффекты для 
трещины нормального отрыва, направлен-
ной ортогонально интерфейсу, рассмотре-
ны в работах [9, 10]. Преломление полу-
бесконечной трещины продольного сдвига 
исследовалось и в работах [11, 12], где зада-
ча сведена к решению уравнения Винера –  
Хопфа.

Важно отметить, что для трещины, 
упирающейся в границу раздела сред, 
основополагающие величины в механике 
разрушения, такие как коэффициент ин-
тенсивности напряжений и скорость вы-
свобождения энергии в вершине трещины, 
стремятся либо к нулю, либо к бесконечно-
сти [10, 13]. По этой причине классические 
критерии разрушения Гриффитса – Ирви-
на в рассматриваемой ситуации становятся 
неприменимыми. В связи с этим в книге 
[8] для определения предельной нагрузки 
предложено использовать критерий разру-
шения Новожилова.

Анализ случаев, когда антиплоская тре-
щина упирается в точку излома интерфей-

са, проводился в статьях [14, 15].
В настоящей работе исследуется взаи-

модействие прямолинейной трещины про-
дольного сдвига с границей раздела мате-
риалов, имеющей угловую точку. При этом 
в отличие от случаев, рассмотренных в ста-
тьях [14, 15], изучается несимметричная за-
дача, когда линия трещины-разреза не со-
впадает с осью симметрии бездефектного 
материала (включения). Детально проана-
лизировано характеристическое уравнение 
задачи. Показано, что при определенных 
значениях параметров задачи асимптоти-
ка напряжений вблизи вершины трещины 
определяется двумя сингулярными слагае-
мыми. На основе критерия максимального 
сдвигающего напряжения проанализирова-
но направление дальнейшего распростра-
нения трещины.

Постановка задачи

Рассмотрим полубесконечную трещину 
продольного сдвига, расположенную в ма-
трице 2 3Ω Ω  и упирающуюся в вершину 
клиновидного включения 1Ω  (рис. 1). К 
берегам трещины приложены на расстоя-
нии r0 от вершины самоуравновешенные 
сосредоточенные силы величиной Т0. Ма-

Рис. 1. Схема к постановке задачи: полубесконечная трещина, которая  
упирается в вершину клиновидного включения; μ1 , μ2  – модули сдвига  

материалов включения и матрицы; Ω1 – область включения; Ω2, Ω3 – области 
матрицы; r0 – расстояние от вершины до точки приложения нагрузки T0;  
α – угол раствора включения, β – угол подхода трещины к включению;  

r, θ – полярные координаты 



112

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

териалы включения и матрицы считаются 
однородными и изотропными с модулями 
сдвига μ1 и μ2, соответственно. Контакт на 
границах раздела материалов предполагает-
ся идеальным.

Геометрию рассматриваемой упругой 
композиции удобно определять двумя па-
раметрами: углом раствора включения α 
(0 2 )< α < π  и углом подхода трещины к 
включению β, т. е. углом между направле-
нием исходной трещины и осью симметрии 
включения. Очевидно, что 2 .β ≤ π − α  Из-
менение угла β при фиксированном зна-
чении α приводит к повороту включения 
вокруг вершины трещины. Таким образом, 
угол β характеризует взаимную ориентацию 
трещины и включения. Например, при  
β = 0 задача будет симметричной. Значени-
ям ( 2)β = ± π − α  соответствуют ситуации, 
когда межфазная трещина выходит в ма-
трицу, а 2β = ± α  – ситуации, когда тре-
щина подходит к включению вдоль грани-
цы раздела фаз.

С математической точки зрения задача 
сводится к решению уравнений равновесия 
в каждой из областей kΩ :

2 2

2 2 2

1 1
0k k kw w w

r rr r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂θ

(где k = 1, 2, 3; ,r θ  – полярные коорди-
наты; wk  – перемещения вдоль оси z), при 
условиях идеального контакта фаз, т. е.

1 2,w w=  1 2z zθ θτ = τ  при 2;θ = β − α

1 3,w w=  2 3z zθ θτ = τ  при 2θ = β + α  

( 1
zk k kr w−

θτ = µ ∂ ∂θ  – касательные напряже-
ния), и условиях на берегах трещины, вы-
раженных как 

3 0 0( )z T r rθτ = δ −  при ,θ = π

2 0 0( )z T r rθτ = δ −  при .θ = −π  

Здесь ( )rδ  – дельта-функция Дирака.
Подвергая уравнения (1) интегральному 

преобразованию Меллина, для трансфор-
мант перемещений

1

0
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∞
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Общие решения уравнений (4) имеют 
вид

( , ) sin cos .k k kW p A p B pθ = θ + θ

Подчиняя функции (5) преобразован-
ным по Меллину граничным условиям (2) 
и (3), придем к системе шести линейных 
алгебраических уравнений относительно 
величин Ak и Bk  (k = 1, 2, 3). После осу-
ществления обратного преобразования 

1
( , ) ( , ) ,

2
p

k k
L

w r W p r dp
i

−θ = θ
π ∫

где L – контур интегрирования, находим 
поля перемещений в каждой области сре-
ды.

Данная процедура приводит к следую-
щим представлениям напряжений в обла-
стях Ωk:

0 0( , ) ( , ) ,
p

k
zk k

L

T r
r S p dp

ir rθ

λ  τ θ = θ π  ∫
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p m
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ϕ α β =

= π − π − α β

12( , , , ) sin[ ( )]sin 2 ;p m m p pϕ α β = π − α β
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× π − − β − α π − α

2( , , , )

( 1) sin {sin{ [ ( 1) 2 ]}

sin[ ( )]}( 2,3);

k

k k

p m

p p

m p k

ϕ α β =

= − α π − − β −
− π − α =

1 1 ,mλ = +  2 3 1;λ = λ =

2

( , , , ) sin 2

2 sin cos 2 sin[2 ( )].

p m p

m p p m p

∆ α β = π +

α β − π − α
Упругие свойства композиции отраже-

ны в этих формулах через одну биупругую 
постоянную  

1 2 1 2( ) ( ) .m = µ − µ µ + µ

При всех сочетаниях модулей сдви-
га материалов эта величина удовлетворяет 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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неравенству 1.m ≤  Если материал вклю-
чения является более жестким, по сравне-
нию с материалом матрицы, то 0 1;m< <  в 
противном случае (для мягкого включения) 
выполняются неравенства 1 0.m− < <  Зна-
чение 0=m  отвечает однородной среде, 
а значения 1m = ±  определяют абсолютно 
твердое включение и клиновидный вырез.

Вычисляя напряжения в композици-
онной среде при 0,r r<  замкнем контур 
интегрирования L слева полуокружностью 
большого радиуса и воспользуемся теоре-
мой Коши о вычетах в полюсах подынте-
гральной функции (7). Эти полюсы опре-
деляются корнями характеристического 
уравнения

( , , , ) 0.p m∆ α β =

Следует заметить, что это уравнение 
может быть получено также из более общих 
соотношений работы [16].

Исследование характеристического  
уравнения

Функция (9) является целой нечетной 
функцией параметра интегрального преоб-
разования p, не имеющей нулей на мни-
мой оси, кроме однократного нуля p = 0. 
Однако согласно формулам (8), эта точка 
является устранимой особой точкой. Поэ-
тому контур интегрирования L в (6) может 
быть совмещен с мнимой осью. Можно по-
казать, что комплексных нулей, лежащих в 
полосе Re 1,p <  функция (9) не имеет.

В силу нечетности функции (9) каж-
дому корню уравнения (10) 0p− <  соот-
ветствует корень 0,p+ >  причем .p p− += −  
Поскольку для исследования сингулярно-
сти напряжений (6) в вершине трещины 
интерес представляют корни, по величине 
не превосходящие единицы, для удобства 
будем изучать вещественные корни харак-
теристического уравнения, расположен-
ные в интервале (0, 1).

Заметим, что функция (9) является чет-
ной функцией угла β. Поэтому в дальней-
шем будем рассматривать значения этого 
параметра, удовлетворяющие неравенству 
0 2.≤ β ≤ π − α

Обратимся сначала к частным случаям. 
В симметричной задаче, когда 0,β =  функ-

ция (9) представляется в виде

11 1( , , 0, ) 2 ( , , 0, ) ( , , ).p m p m p m∆ α = ϕ α ∆ α

Следовательно, в этом случае, согласно 
формулам (7) и (8), полюсы подынтеграль-
ной функции определяются корнями урав-
нения

1( , , ) cos cos[ ( )] 0.p m p m p∆ α = π + π − α =

Поскольку

1(0, , ) 1 0,m m∆ α = + >  

1(0,5, , ) sin 2,m m∆ α = α

 1(1, , ) 1 cos( ) 0,m m∆ α = − + π − α <

уравнение (11) имеет один вещественный 
корень в интервале (0, 1), причем 1 0,5p + >  
для жесткого включения и 1 0,5p + <  для 
мягкого. В случае, когда ,α = π  уравнение 
(11) приобретает особенно простой вид и 
согласуется с уравнением, полученным в 
работе [6].

При α = π  (0 2)< β < π  включение 
представляет собой полуплоскость, а харак-
теристическое уравнение (10) записывается 
следующим образом:

2( , , , ) 2 ( , , ) sin 0;p m p m p∆ π β = ∆ β π =

2( , , ) cos cos 2 .p m p m p∆ β = π + β

Уравнение такого вида использовалось 
в работе [7], а первые его корни обладают 
такими же свойствами, что и в рассмотрен-
ном выше частном случае.

Переходя к общей ситуации, заметим, 
что вблизи точки 0=p  функция (9) допу-
скает представление

3

( , , , ) 2 (1 )

 [ (1 ) ] ( ).

p m p m

m m O p

∆ α β = + ×

× π − + α +
Отсюда вытекает, что при малых p для 

всех комбинаций материалов и геометриче-
ских параметров сама функция и ее произ-
водная по аргументу p принимают положи-
тельные значения.

В двух других характерных точках 
0,5p =  и p = 1,0 функция (9) имеет вид

1(0,5, , , ) 2 ( , , ) sin 2,m mf m∆ α β = α β α

2(1, , , ) 2 ( , , ) sin ,m mf m∆ α β = α β α
где

(10)

(11)

(12)

(13)
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1( , , ) cos cos / 2;f m mα β = β − α

2( , , ) cos 2 cos .f m mα β = β + α

Отметим, что уравнение (10) будет иметь 
корень 0,5p =  и, следовательно, поле на-
пряжений будет иметь классическую осо-
бенность, если параметры системы удо-
влетворяют уравнению

1( , , ) 0.f mα β =

При таких параметрах функция (15) 
представляется в виде

2( , , ) (1 )( 1 cos ).f m m m mα β = + − + + α

Отсюда можно утверждать, что в слу-
чае жестких включений с углом раство-
ра 0 2< α < π  при 0,5m ≤  1 2( 3)µ µ ≤  и 
угле β, определяемом равенством (16), ха-
рактеристическое уравнение задачи будет 

иметь в интервале (0, 1) единственный ко-
рень 1 0,5,p + =  а при 0,5m >  – два кор-
ня: 1 0,5p + =  и 20,5 1, 0.p +< <  Для углов 
раствора включения 2π ≤ α ≤ π  и любом 

10 << m  существует только один корень 

1 0,5.p + =  Если же 2 ,π ≤ α ≤ π  то класси-
ческой особенности поле напряжений не 
имеет.

Пусть параметры системы таковы, что 
условие (16) не выполняется. Тогда, как 
показывает рассмотрение представлений 
(12) – (15), возможны различные случаи 
расположения вещественных корней урав-
нения (10) в интервале (0, 1).

Треугольная область изменения геоме-
трических параметров 

{( , ) :D = α β  0 2 ,< α < π  0 2}≤ β ≤ π − α

линиями нулевого уровня функций (14) и 

(14)

(15)

(16)

Рис. 2. Расположение областей Dk  изменения углов α и β для жесткого (а) и мягкого (б)  
включений, когда  m > 0,5 (а);  –1 < m < 0 (б); представлены следующие функции β(α, m): 

arccos[mcos(0,5α)] (1); 0,5 arccos(–mcosα) (2); π – 0,5α (3); π – 0,5 arccos(–mcosα) (4)

а)

б)
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(15) делится на ряд областей Dj ( j = 1, 2, 3, 
4). На рис. 2 указаны области Dj для жест-
кого и мягкого включений, соответствен-
но. В каждой такой области величины (12) 
и (13) имеют определенные знаки. Анализ 
показывает, что

Δ(0,5) > 0, а Δ(1,0) < 0, если 1( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) < 0, и Δ(1,0) < 0, если 2( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) < 0, а Δ(1,0) > 0, если 3( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) > 0, а Δ(1,0) > 0, если 4( , ) .Dα β ∈

Отсюда вытекает, что для значений угло-
вых параметров в областях D1 и D2 харак-
теристическое уравнение (10) в интервале  
(0, 1) имеет один корень, причем области 
D1 отвечает корень 1 0,5,p + > 0, 5, а области D2 – 
корень 1 0,5.p + < 0, 5. Если же точка ( , ) jDα β ∈  

( j = 3, 4) то уравнение (10) будет иметь уже 
два корня в рассматриваемом интервале. 
При этом для углов, принадлежащих обла-
сти D3, эти корни удовлетворяют неравен-
ствам 

1 20 0,5 1, 0,p p+ +< < < <0,51 20 0,5 1, 0,p p+ +< < < < 1,0,

а для углов из области D4 – неравенствам 

0,5 1 20,5 1, 0.p p+ +< < < 1,0.

Следует заметить, что в случае жестких 
включений область D3

* (см. рис. 2, а) суще-
ствует только при 0,5.m > 0,5. Для мягких вклю-
чений области D1, D4 и D2

* (см. рис. 2, б) при 
1m → −  вырождаются в отрезки прямых.

Зависимость первых корней уравнения 
(10) от жесткости включения приведена на 
рис. 3, а при фиксированном угле раство-
ра клина α и варьировании угла подхода 

Рис. 3. Зависимости корней p уравнения (10) от параметра m при фиксированных  
значениях углов α = π/2 (а) и β = π/4 (б); а – значения угла β: 0 (1), π/4 (2), π/2 (3), 3π/4 (4); 

б – значения угла α: π/4 (5), π/2 (2), π (6) 3π/4 (7); 5π/4 (8)  

а)

б)
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трещины к включению β. Рис. 3, б иллю-
стрирует зависимость корней от параметра 
m при постоянном угле β и изменении угла 
раствора α.

В предельном случае абсолютно твердо-
го включения ( 1)m =  характеристическое 
уравнение приобретает вид

( , , ,1) 4 sin cos[ ( 2)]

cos[ ( 2)] 0.

p p p

p

∆ α β = α π + β − α ×
× π − β − α =

Отсюда вытекает, что при 1m =  рас-
сматриваемое уравнение в точках отрез-
ка прямой  β = α − π  для углов раствора 
включения, удовлетворяющих неравенству 

4 3,π < α < π  будет иметь двукратные кор-
ни. Такая ситуация показана на рис. 3, б 
для 5 4.α = π  При 1m → −  кратных нулей 
функция (9) не имеет.

Направление распространения трещины

В общем случае, когда уравнение (10) 
имеет два корня в интервале (0, 1), из фор-
мул (6) – (9) получаем асимптотику напря-
жений вблизи вершины трещины в виде

1

2

1

(1)0

0 0

1

(2)

0

2
( , ) ( )

 ( ) ,

p

k
zk k

p

k

T r
r H

r r

r
H

r

− +

θ

− +

  λ
τ θ = θ + 
  

 
+ θ  
  

где
( ) ( )

1

( )
2

( ) ( , , ) cos

 ( , , ) sin ;

n n
k k n

n
k n

H h m p

h m p

θ = α β θ +

+ α β θ

( )( , , )

( 1) ( , , , ) / ( , , , )

n
kj

j
kj n n

h m

p m p m

α β =

′= − ϕ α β ∆ α β

( 1,2,3;k =  , 1,2).j n =

Штрих означает производную по пере-
менной p. 

Если же уравнение (10) имеет один ко-
рень в указанном интервале, то асимптоти-
ка при 0r →  определяется только одним 
сингулярным слагаемым (первым членом 
в выражении (17)). Заметим, что показа-
тели сингулярности напряжений 11 p− +  и 

21 p− +  будут достаточно близки друг к дру-
гу (как это отмечалось ранее) только для 
очень жестких включений.

Согласно критерию, предложенному 
в работе [17], трещина продольного сдви-
га будет распространяться в направлении 

*,θ = θ  где напряжения zθτ  имеют макси-
мальную величину. Тогда, предполагая, что 
вязкость разрушения межфазных границ 
превосходит вязкость разрушения материа-
лов матрицы и включения, а асимптотика 
(17) имеет одночленный вид, из формул 
(18) находим значения углов *

kθ  в каждой 
упругой области:

* 1
1 2 1arctg[ ].k k kp−θ = − ϕ ϕ

В частности, для области включения 
имеем выражение

* 1
1 1 1 1

1
1 1 1

arctg { sin[ ( )]sin 2 }

 {sin sin[ ( )]cos 2 } .

p m p p

p m p p

−

−

θ = − π − α β ×

× π − π − α β

Отсюда видно, что *
1 0θ =  при 0m =  и 

0,β =  т. е. в однородном и симметричном 
случаях. Кроме того, если включение име-
ет вид полуплоскости ( ),α = π  то трещина 
также будет распространяться прямолиней-
но при любых значениях параметров β и m, 
что было отмечено в работе [7].

На лучах *
kθ = θ  безразмерные касатель-

ные напряжения имеют вид

1

*
0* 2 2

1 21
00

( , )
( ) .

2 ( )
zk k

k k k k kp

r r
t

T r r
θ

− +

′τ θ ∆
θ = = λ ϕ + ϕ

Если величина угла * ,kθ  вычисляемая по 
формуле (19), выходит за пределы области 
Ωk, то максимальные напряжения в данной 
области имеют место на ее границе. Распо-
ложение наибольшего из трех максимумов 
безразмерных касательных напряжений 
определяет угол отклонения трещины от ее 
первоначального направления.

Зависимость угла отклонения трещины 
θ* от угла подхода трещины к включению 
β для жесткого и мягкого включений при 

2 3α = π  показаны на рис. 4. Приведенные 
данные позволяют заключить, что в случае 
жесткого включения при небольших углах 
асимметрии разрушение будет происходить 
во включении. По мере увеличения угла β 
трещина отклоняется в сторону ближайшей 
к ней границе раздела фаз, а затем, начи-
ная с некоторого значения этого угла, ее 
распространение происходит в области Ω2 

(17)

(18)

(19)
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матрицы. С возрастанием жесткости вклю-
чения растрескивание матрицы начина-
ется при меньших значениях углов β. Для 

2β > α  направление распространения тре-
щины отклоняется от луча 0θ =  в сторону 
включения.

Если 0,m <  то трещина будет подрас-
тать во включении вплоть до углов β, близ-
ких к 2 .π − α  С увеличением параметра β 
угол отклонения трещины от ее первона-
чального направления возрастает почти ли-
нейно, а отклонение происходит в сторону 
оси симметрии включения.

Заключение

Таким образом, результаты данной ра-
боты показывают, что для двухфазного ком-
позита с границей раздела фаз, имеющей 
угловую точку, асимптотика напряжений в 
вершине трещины продольного сдвига мо-
жет содержать, в отличие от случая гладкой 
границы, два сингулярных члена. В зависи-
мости от параметров композиции дальней-
шее распространение трещины может про-
исходить как в материале включения, так и 
в материале матрицы.

Рис. 4. Зависимости угла отклонения трещины θ* от угла β при значении α = 2π/3 
для жестких (1, 2) и мягких (3, 4) включений; значения m: 0,5 (1), 0,8 (2), –0,5 (3), –0,8 (4)
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Tikhomirov V.V. LONGITUDINAL SHEAR CRACK TERMINATING AT A WEDGE-
SHAPED ELASTIC INCLUSION.

The interaction between a semi-infinite crack of mode III and a wedge-shaped elastic inclusion has been 
considered. The stress singularity at the crack tip was investigated. It was shown that the stress asymptotics 
was able, unlike the classical case, to have two singular terms at some parameter values for composite mate-
rial. A crack deflection by the interface was analyzed. 
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