
РАДИОФИЗИКА

137

УДК 519.21

Г.И. Белявский, И.В. Мисюра 

Южный федеральный университет

ФИльТРАЦИя СИГНАлОВ СО СКАчКАМИ, ВОзНИКАЮЩИМИ  
В ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ И С КОНЕчНыМ ГОРИзОНТОМ 

рассматривается задача фильтрации сигналов со скачками, происходящими 
в случайные моменты времени на фоне белого шума, в дискретном времени 
и с конечным горизонтом. использованы две модели сигнала – дискретные 
аналоги процесса диффузии со скачками.

филЬТрация сигнала, диффУЗия со скаЧкаМи, Марковская цеПЬ, Уравне-
ния БеллМана. дискреТное вреМя, конеЧныЙ гориЗонТ.

Введение

фильтрации сигналов посвящено мно-
жество публикаций, поскольку она  имеет 
широкие технические приложения. Под 
сигналом обычно подразумевается случай-
ный процесс .tX  При этом в большинстве 
работ указанный процесс задается уравне-
нием диффузии:

,t t t tdX dt dW= α + β  0[0, ], 0,∈ =t T X 0[0, ], 0,∈ =t T X
где tW  – стандартное броуновское дви-
жение; αt, βt – случайные коэффициенты 
(предсказуемые либо детерминированные), 
которые удовлетворяют условию липшица 
по временной переменной t почти всюду. 

Траектории данного процесса при этом 
будут непрерывными. классические филь-
тры винера и калмана также описываются 
этим уравнением, если предположить, что 
его коэффициенты в первом случае – кон-
станты, а во втором – что они детермини-
рованы [1]. в связи с диффузионными про-
цессами фильтр калмана распространен на 
самый общий случай [2]. 

в современных исследованиях значи-
тельное внимание уделяется процессам со 
скачками (процессы леви, аддитивные и 
другие), и для ознакомления с состояни-
ем вопроса следует обратить внимание на 
монографии [3, 4]. 

для описания процесса со скачками це-
лесообразно рассмотреть уравнение  вида

,t t t t t tdX dt dW dCP= α + β + γ

в котором CPt – составной процесс Пуас-
сона,  не зависящий от Wt  (т. е.  от стан-
дартного броуновского движения). При 
этом на любом конечном интервале [0, T] 
число скачков данного процесса конечно. 
скачки происходят в случайные моменты  
времени 1 2, , ..., ;kτ τ τ  приращения i∆τ  – это 
независимые и одинаково распределенные 
показательные случайные величины с ин-
тенсивностью ,λ  поэтому  дифференциал 
составного процесса Пуассона выражается 
как

0, ;

, ,
i

t
i i

t
dCP

t

≠ τ
= 

ξ = τ
где iξ  – независимые, одинаково распреде-
ленные случайные величины. 

фильтрация процессов со скачками 
упоминается также в монографии [5]. По 
аналогии с этим упоминанием рассмотрим 
дискретный аналог диффузии со скачками 
для равномерного разбиения интервала с 
шагом h:

( )

( )
1 1 1

1

,
j

hP
j

j j j j j l
l

X h W
λ

− − −
=

∆ = α + β ∆ + γ ξ∑ (1)
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где ( )j
hPλ  – последовательность независимых 

пуассоновских случайных величин с общей 
интенсивностью ;hλ  ( )j

lξ  – последователь-
ность всех прочих независимых случайных 
величин с общим законом распределения; 
приращение jW∆  распределено по нор-
мальному закону (0, ).N h

для ( ) (0,1)j
l Nξ ∈  уравнение (1) приоб-

ретает более простой вид:
( )

1 1 1( ) ,j
j j j j h jX h h P M− − − λ∆ = α + β + γ

где Mj – независимые стандартные нор-
мальные случайные величины. 

Уравнение (2) является базовым для 
описания процессов,  рассмотренных да-
лее.

Под сигналом мы будем далее понимать 
случайный вектор 1( ) ,n

iX X=  и модели по-
ведения сигнала будем описывать в ко-
нечномерном линейном пространстве .nR   
с сигналом будем связывать естественный 
стохастический базис 

0( ,( ) , ),T
t nF FΩ

где 0 { , },F = σ ∅ Ω  { }.j
jF B R=  

При рассмотрении задачи фильтрации 
предполагается существование пары слу-
чайных векторов (Y, X), стохастически свя-
занных между собой; при этом Y – наблю-
даемый вектор, а X – вектор, подлежащий 
вычислению. 

возможны две постановки задачи: 
априорная и апостериорная. в первом слу-
чае рассматривается семейство конечно-
мерных условных законов распределения  
Law (X j / Y j ) и последовательность оценок 

jX


 вектора X j  по наблюдаемым векторам 
Y j (верхний индекс обозначает проекцию 
соответствующего вектора на подпростран-
ство R j). в качестве наилучшей считается, 
как правило, оценка, доставляющая ми-
нимум среднеквадратического отклоне-
ния 2( ) ,j jE X X−



 при условии, что оцен-
ка ( ).j jX Y∈ σ



 известно, что наилучшая в 
среднеквадратическом смысле оценка – это 
условное математическое ожидание: 

( / ).j j jX E X Y=


 

При существовании условной плотно-
сти ( / ),jf x Y  кроме условного матема-
тического ожидания, используется также 

оценка максимального правдоподобия. 
далее под фильтрацией сигнала будем 

иметь в виду вычисление условного мате-
матического ожидания (3) либо максималь-
но правдоподобной оценки. 

При апостериорной постановке задачи  
вектор Y доступен полностью и вычисля-
ется одна апостериорная оценка сигнала, 
например

( / ).X E X Y=


Общая модель описания  
зашумленных процессов

Предположим, что в уравнении (2) ко-
эффициенты являются константами и, не 
нарушая общности, будем считать, что 

0.jα =  кроме того, будем считать, что ин-
тенсивность скачков или шаг разбиения на-
столько малы, что вероятностью ( )( 2)j

hP Pλ ≥  
можно пренебречь. Благодаря этим предпо-
ложениям, уравнение (2) приобретает более 
компактный вид: 

( ) ,j j jX h M∆ = β + γδ  

где {0,1}.jδ ∈ {0, 1}.
со стороны вычислительной практики 

существенно различаются модели, где чис-
ло скачков на интервале ограничено не-
большим значением K и где число скачков 
произвольно. в связи с этим рассматрива-
ются две модификации общей модели с ло-
кальными параметрами 1 2( , , ),Dσ σ  где iσ  – 
положительные константы, D – случайная 
диагональная матрица с положительными 
элементами, причем 

2 2{ , } ( 0).id d d∈ σ σ + >

если 2,id = σ  то в i-й момент времени 
скачка нет; если же 2 ,id d= σ +  то в i-й 
момент времени скачок есть. в результате 
модель задается системой стохастических 
разностных уравнений:

1 , ;Y X N AX DM= + σ =

при этом векторы N, M независимы и 
распределены по нормальному закону с 
нулевым математическим ожиданием и 
единичной ковариационной матрицей; A – 
матрица дискретного оператора дифферен-
цирования. 

(2)

(3)

(4)
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на рис. 1 представлена траектория сиг-
нала с тремя скачками в определенные мо-
менты времени и  соответствующие значе-
ния параметров σ и d.

Модель 1

в данной  модели предполагается, что 
число скачков ограничено небольшим зна-
чением K. вид случайной матрицы D пол-
ностью определяется поведением K-мерной 
случайной величины 1 2( , , ..., ),Kl l l l=  для 
которой {0, 1, ..., }.il n∈  если 0,il = , то 

1 2 ... 0;i il l+ += = =  если 0,il ≠  то 1 0il + =  или 

1.i il l +<  вычисление оценки связано с ре-
шением системы линейных алгебраических 
уравнений (слаУ), имеющей матрицу, ко-
торая отличается от матрицы с известным 
сингулярным разложением на матрицу  
ранга K. Поскольку значение K не оказы-
вает существенного влияния на приведен-
ные далее вычислительные процедуры, мы 
остановимся  на случае K = 1 (чтобы не 
загромождать статью выкладками).

рассмотрим случайную величину 
{0, 1, ..., }l n∈  с законом распределения 

( ) .iP l i p= =  равенство l = 0 означает, что 
все 2;id = σ  0l j= ≠  означает, что

2

2

, ;

, .i

i j
d

d i j

σ ≠
= 

σ + =
для модели 1 фильтрация рассматрива-

ется при двух априорных предположениях.

Предположение первое. Закон распре-
деления случайной величины l известен. в 
этом случае формула (3) приобретает вид

0

( / , ) .
n

l
l

X E X Y l p
=

= ∑


Условный закон распределения  
Law (X/Y, l) является нормальным, с мате-
матическим ожиданием

1

2
2 2
1 1

1 1
.l T

lX I A D A Y
−

− 
= + σ σ 



в результате оценка вектора X имеет 
вид

1

.
n

l
l

l

X X p
=

= ∑
 

оценка (7) является линейной оценкой 
и вместе с удалением шума из сигнала сгла-
живает его резкие изменения, что не всег-
да оправдано, например, при выделении 
границ (edge detection). в отличие от (7),  
оценка 

,jX X=
 

где 
2

2
1

( )
arg min ln

2

l

ll

Y X
j p

 −
= − σ 



относится к нелинейным оценкам. 
кроме того, оценка (8) позволяет полу-

чить ориентировочное значение  момента 
разладки случайного процесса, если под 

(7)

(5)

(6)

(8)

рис. 1. Траектория сигнала со скачками в моменты времени  
τ1 = 12 о.е., τ2 = 34 о.е., τ3 = 67 о.е.; значения параметров: σ1 = 0,2, σ2 = 0,1, d = 1,0
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разладкой понимать разрыв траектории. 
введем обозначения 

2
2
1

1
.T

l lH I A D A−= +
σ

нетрудно установить связь между ма-
трицами Hl ( 0)lH l ≠  и матрицей 0;H  эта связь 
выражается следующим образом:

0 ,T
l l lH H a a= +

где al  – вектор,   

2 2
2 2

2

( )
l l

d
a Ae

d

σ + σ +
=

σ

( le  – l-й орт); 

матрица 0 2 2
1 2

1 1
.TH I A A= +

σ σ
 

равенство (8) позволяет выразить оцен-
ки lX



 через оценку 0 :X


10
0 01

0

( , )
.

1 ( , )
l

l l
l l

a X
X X H a

H a a
−

−= −
+



 

основная вычислительная трудность 
связана с обращением матрицы H0. в рабо-
те [6] представлено спектральное разложе-
ние матрицы 

0 ,TH F F= Λ

где 

2

,
1

2 2
1 2

sin sin ,
1 1

1 2
1 cos .

1

n

i j
i

j

ij ij
f

n n

j
n

=

 π π   =     + +    
π λ = + − +σ σ  

∑
 

Это разложение затем использовалось в 
работе [7]. Тогда обратная матрица имеет 
вид 1 1

0 .TH F F− −= Λ  
Предположение второе. данное априор-

ное предположение заключается в том, что 
закон распределения случайной величины 
l неизвестен и подлежит оцениванию  (так 
называемый эмпирический байесовский 
подход). Заметим, что указанный подход в 
связи c фильтрацией сигналов применял-
ся также в работе [8]. если для оценки ис-
пользовать метод максимального правдо-
подобия, то она определяется в результате 
решения задачи минимизации:

min ,
Z L

Z
∈

где L – выпуклая оболочка, натянутая на 
векторы: .lY X−



 
оценка сигнала имеет вид

*,X Y Z= −


где Z* – решение задачи (11). 
одновременно с этим находится апри-

орное распределение случайной величины l,  

(10)

(12)

(11)

рис. 2. оценка сигнала, выраженного формулой (12);  
использован эмпирический байесовский подход

(9)
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что позволяет решить задачу разладки слу-
чайного процесса. Задача (11) хорошо изу-
чена [9], и для ее решения существуют эф-
фективные алгоритмы.

на рис. 2 представлена оценка сигнала 
(12) по его зашумленной реализации.

Модель 2

данная модель предполагает возможным 
произвольное число скачков. рассмотрим 
последовательность бинарных случайных 
величин 1, ..., .nL L  диагональная матрица 
следует выражению 

2( ) diag( ).iD L Ld= σ +

Условная оценка  имеет вид
1

2
2 2
1 1

1 1
( ) ( ) ,TX L I A D L A Y

−

− 
= + σ σ 



а оценка сигнала –

( ).X EX L=
 

далее будем считать, что L – однород-
ная марковская последовательность с дву-
мя состояниями и матрицей переходных 
вероятностей 

1
.

1 0

q q
Q

− 
=  

 
единица во второй строке означает, 

что скачки не следуют один за другим. Это 
ограничение несущественно для вычисле-
ния оценки. для вычисления по формуле 
(14) используем метод Монте-карло:

( )

1

1
( ),

N
i

i

X X L
N =

≈ ∑
 

где ( )iL  – сгенерированная марковская по-
следовательность. 

Этот метод фильтрации состоит из двух 
элементов: генерации бинарной однород-
ной марковской последовательности и ре-
шения слаУ с трехдиагональной матрицей. 
каждый из элементов не требует больших 
вычислительных затрат. 

как и в модели 1, рассмотрим оценку, 
которая получается в результате решения 
задачи:

2 2
1

2 2,
1 1 2

2

1 1

( ) ( )
min

2 2( )

1
ln( ) ln

1
ln ln ,

1

n
i i i i

X L
i i

i i

i i i

Y X X X
Ld

q
Ld L

q

q
L L L

q q

−

=

− −

 − −
+ + σ σ +

−
+ σ + + +


+ + − 

∑

2 2
1

2 2,
1 1 2

2

1 1

( ) ( )
min

2 2( )

1
ln( ) ln

1
ln ln ,

1

n
i i i i

X L
i i

i i

i i i

Y X X X
Ld

q
Ld L

q

q
L L L

q q

−

=

− −

 − −
+ + σ σ +

−
+ σ + + +


+ + − 

∑

причем 0 0 0.X L= =  решение задачи (16) 
может быть выполнено методом динамиче-
ского программирования. 

Уравнение Беллмана

для вывода указанного уравнения, свя-
занного с фильтрацией сигнала, рассмо-
трим последовательность функций: 

1 1

2

2,..., ; ,...,
1 1

2
1

22
2

1 1

( )
( , ) min

2

( ) 1
ln( ) ln

2( )

1
ln ln .

1

k n k n

n
i i

k k k X X L L
i

i i
i i

i

i i i

Y X
X L

X X q
Ld L

qLd

q
L L L

q q

+ + =

−

− −

 −
ϕ = + σ

− −
+ + σ + + +

σ +


+ + − 

∑

Уравнение Беллмана имеет следующий 
вид: 

2

1 1 1 2,
1

2
1

22
2

1 1

( )
( , ) min

2

( ) 1
ln( ) ln

2( )

1
ln ln ( , ) ,

1

k k

k k
k k k X L

k k
k k

k

k k k k k k

Y X
X L

X X q
L d L

qL d

q
L L L X L

q q

− − −

−

− −

 −
ϕ = + σ

− −
+ + σ + + +

σ +


+ + + ϕ − 

 

где 1 1 1 1( , ), ( , )k k k k k kX X L L X L− − − −

 

 – аргумен-
ты, на которых достигается минимум. 

краевое условие выражается как

1 1 1( , ) 0.n n nX L+ + +ϕ =

непосредственное решение уравнения 
Беллмана, связанное с вычислением после-
довательности функций, требует больших 
вычислительных затрат. Поэтому в каче-
стве альтернативного метода рассмотрим 
спуск по обобщенным координатам (X, L). 
Метод спуска − итерационный, на каждой 
итерации которого решаются две вспомога-
тельные задачи: 

( )min ( , );t

X
F X L

( 1)min ( , ),t

L
F X L+

где F – целевая функция в задаче (16). 

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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вектор ( 1)tX +  вычисляется по формуле 
(13) с использованием вектора ( ).tL  век-
тор ( 1)tL +  – решение задачи (18), которое 
находится методом динамического про-
граммирования. Последний  применяется 
для оценки (16) при условии, что вектор X 
фиксирован, т. е. ( 1).tX X +=  итерации про-
должаются до тех пор, пока не выполнится 
равенство ( 1) ( ).t tL L+ =

на рис. 3 представлен результат филь-
трации, выполненной с помощью итераци-
онного алгоритма.

некоторым обоснованием алгоритма 
является следующее утверждение. 

Утверждение. Итерационный алгоритм 
останавливается за конечное число шагов.

действительно, по переменной X целе-
вая функция является квадратичной, с по-
ложительно определенной матрицей, диаго-
наль которой зависит от L. отсюда следует, 
что на каждой итерации происходит умень-
шение целевой функции. Поскольку мно-
жество значений переменной L – конечно, 
то алгоритм останавливается за конечное 
число шагов. 

Двухкритериальная оптимизационная  
задача фильтрации

в связи с описанием и использованием 
модели 2 рассмотрим еще один подход к 
фильтрации сигналов со скачками. опре-

делим два критерия: критерий близости и 
критерий гладкости. 

критерий близости выразим в виде 
2

1( ) ( ) ,F X Y X= −
критерий гладкости – 

2( ) ( , ).TF X A AX X=
Таким образом, для получения оценки 

ненаблюдаемого вектора возникает двух-
критериальная оптимизационная задача. 
целесообразно применить метод обобщен-
ных наименьших квадратов. 

Математическое ожидание первого кри-
терия  

2
1 1( ) ,EF X n= σ

а второго –
2 2

2 2 2

1
1 2

( ) (2 )

 ( ( )( ) , ),n

EF X n d d

Q I Q I Q e e−

= σ + σ + ×

× − −

где e1 = (1, 0), e2 = (1, 0).
в результате для оценки необходимо 

найти
2

2
1

( ) ( , )
min ,

T

X

Y X A AX X
n

 −
+ ξσ 

2 2
2 2

1
1 2

(2 )

 [ ( )( ) , ],n

n d d

Q I Q I Q e e−

ξ = σ + σ + ×

× − −

что приводит к уравнению 

( ) ,TA A I X Y+ θ =

рис. 3. результат фильтрации сигнала.  
оценка выполнена с помощью спуска по обобщенным координатам
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где 
1 2 2 2

1 2 2

1
1 2

[ (2 )

 ( ( )( ) , )].n

n n d d

Q I Q I Q e e

− −

−

θ = σ σ + σ + ×

× − −

оценка, которую можно при этом по-
лучить, является линейной. нелинейная 
оценка получается, если использовать пер-
вый критерий в качестве ограничения и ис-
кать минимум по второму критерию:

min( , ),TA AX X

при ограничении 2( ) .Y X a− ≤
в отличие от предыдущего случая, ре-

шение задачи (19) сводится к решению двух 
уравнений:

2( ) ,( ) .TA A I X Y Y X a+ θ = − =; 
2( ) ,( ) .TA A I X Y Y X a+ θ = − =

используем спектральное представле-
ние матрицы 

( ) .T TA A I U U+ θ = Λ θ

ортогональная матрица U – та же, что 
и выше, а диагональные элементы матрицы 

( )Λ θ  выражаются как

( ) 2 1 cos .
1j

j
n

π λ θ = θ + − + 
в результате уравнения (20) преобразу-

ются к следующему виду:

(19)

(20)

(21)
2

1 2

1

1
( ) , 1 ,

( )

n
T

j
j j

X U Y Y a−

=

 
= Λ θ − =  λ θ 

∑; 
2

1 2

1

1
( ) , 1 ,

( )

n
T

j
j j

X U Y Y a−

=

 
= Λ θ − =  λ θ 

∑

где .Y UY=  
данная оценка является нелинейной. 

При варьировании величины a получаются 
как различные оценки ( ),X a



 так и различ-
ные значения критерия 2( ( )).F X a



 Параметр 
a можно связать с математическим ожида-
нием 1( ),EF X  например, с помощью равен-
ства 2

1 .a kn= σ  константу k можно выбрать 
из условия 2(( ) ) .P Y X a− ≤ ≤ η  

Заключение

Предлагаемые в статье модели, связан-
ные со случайными изменениями диспер-
сии, позволяют адекватно описывать за-
шумленные процессы со скачками, а также 
использовать эффективные вычислитель-
ные методы для фильтрации сигнала как 
с ограниченным, так и с произвольным  
числом скачков. для решения задачи филь-
трации представлены три типа алгоритмов, 
использующих различные подходы: спек-
тральные разложения,  метод Монте-карло 
и динамическое программирование.

работа выполнена при финансовой под-
держке рффи, проект № 140100579.
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Beliavsky G.I., Misyura I.V. SIGNAL FILTERING WITh JUMPS DURING DISCRETE 
TIME AND UNDER FINITE hORIZON.

The problem of filtering signals with jumps occurring at random times on a background of white noise 
in discrete time and with finite horizon has been considered. Two signal models being discrete analogs of 
diffusion with jumps were developed.

SIGNAL FILTeRING, JuMP DIFFuSION, MARKOV CHAIN, BeLLMAN eQuATIONS, DISCReTe TIMe, FINITe 
HORIZON.

REFERENCES

1. Liptser R.Sh., Shiryaev A.N. Statistika 
sluchaynykh protsessov. Moscow: Nauka, 1974,  
696 p. (rus)

2. Liptser R.Sh., Shiryaev A.N. Nelineynaya 
fil’tratsiya diffuzionnykh markovskikh protsessov. 
Issledovaniya po matematicheskoy statistike. Trudy 
MIAN SSSR, 1968, Vol. 104, pp. 135-180. (rus)

3. Applebaum D. Levy processes and stochastic 
calculus. Cambridge: Cambridge university Press, 
2004, 384 p.

4. Bertoin J. Levy processes. Cambridge: 
Cambridge university Press, 1996, 266 p.

5. Oksendal B., Sulem A. Applied stochastic 
control of jump diffusion. New york: Springer Verlag, 

2004, 208 p.
6. Bellman R., Endzhel E. Dinamicheskoe 

programmirovanie i uravneniya v chastnykh 
proizvodnykh. Moscow: Mir, 1974, 204 p. (rus)

7. Misyura I.V. Odin metod fil’tratsii sluchaynogo 
signala. Obozrenie prikladnoy i promyshlennoy  
matematiki, 2010, Vol. 17, Iss. 6, pp. 911-912.  
(rus)

8. Belitser E., Enikeeva F.N. Adaptivnaya 
fil’tratsiya sluchaynogo signala v gaussovskom 
belom shume. Problemy peredachi informatsii, 2008,  
Vol. 44, Iss. 4, pp. 39-51. (rus)

9. Dem’yanov V.F., Malozemov V.F. Vvedenie v 
minimaks. Moscow: Nauka, 1972, 368 p. (rus)

ThE AuThORS

MISYURA Il’ya V.
Southern Federal University
8a Milchakova St., Rostov-on-Don, 344090, Russia
ilya.misyura@gmail.com 

BELYAVSKIY Grigoriy I. 
Southern Federal University
8a Milchakova St., Rostov-on-Don, 344090, Russia
beliavsky@hotmail.com

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2014


