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в общем случае были разработаны ранее. 
Эти алгоритмы можно  разделить на две 
категории: с использованием умножения и 
с использованием вычитания [2, 3]. Боль-
шинство алгоритмов на основе умножения 
предварительно вычисляют обратную ве-
личину делителя, после чего эта величи-
на умножается на делимое. Алгоритмы на 
основе вычитания используют вычитание 
кратных делителя из делимого до тех пор, 
пока полученный результат не будет мень-
ше делителя. Некоторые известные алго-
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Проблема деления в СОК в общем 
виде привлекает внимание многих иссле-
дователей при разработке высокопроизво-
дительных многомодульных арифметико-
логических устройств (АЛУ). Цифровые 
системы, построенные на основе ариф-
метики СОК, могут сыграть важную роль 
в высокоскоростных системах обработки 
данных в режиме реального времени, с 
поддержкой параллельной обработки цело-
численных данных [1]. 

Некоторые алгоритмы деления в СОК 
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ритмы деления в СОК на основе умноже-
ния изложены в [4–8]. Все эти алгоритмы 
используют преобразование в обобщенную 
позиционную систему счисления (ОПСС) 
для нахождения обратной величины дели-
теля и сравнения чисел. Кроме того, эти 
алгоритмы являются медленными, т. к. 
требуют выполнения большого количества 
арифметических действий. Некоторые ал-
горитмы на основе вычитания представ-
лены в [9, 10]. Эти алгоритмы не требуют 
вычислений в ОПСС, однако используют 
некоторые другие немодульные операции 
[11, 12]. Алгоритм с вычитанием, представ-
ленный в [10], кажется наиболее привле-
кательным для применения на практике, 
поскольку использует эффективный метод 
проверки четности для сравнения и обна-
ружения переполнения диапазона. Боль-
шинство существующих алгоритмов обла-
дают различными недостатками, что делает 
их менее пригодными для решения задачи 
деления в СОК.

Анализ известных алгоритмов деления в 
СОК показывает, что большинство из них 
работает на основе метода спуска Ферма 
и итераций Ньютона, каждая из которых 
содержит трудные операции: масштабиро-
вания, расширения, округления и другие, 
включающие большое количество арифме-
тических действий.

Так как эти методы являются итераци-
онными, то их сравнение можно провести 
по двум критериям:

по общему количеству выполненных 
итераций;

по количеству операций, выполненных 
за одну итерацию

Сравнительная оценка по количеству 
итераций, выполненных, в алгоритмах 
Ферма и Ньютона приведена на основе 
компьютерного моделирования, результаты 
которого показаны на рис. 1 и 2.

Вычислительные средства, построенные 
на основе арифметики системы остаточ-
ных классов (СОК), могут сыграть важную 
роль в высокоскоростных и надежных си-
стемах обработки данных в режиме реаль-
ного времени, с поддержкой параллельной 
обработки целочисленных данных. Опера-
ции сложения, вычитания и умножения, 

называемые модульными операциями, могут 
быть реализованы очень быстро, без рас-
пространения межразрядных переносов. К 
немодульным относятся операции деле-
ния, сравнения чисел, определения знака, 
определения переполнения динамического 
диапазона и др. Любое улучшение скоро-
сти этих медленных операций значительно 
улучшит производительность многомодуль-
ных арифметико-логических устройств.

В десятичной арифметике логарифмы 
часто используются для умножения и де-
ления. В СОК используется аналогичный 
метод, называемый индексными вычисления-
ми [13]. Использование индексного преоб-
разования над полем Галуа GF(p) сводит 
операции умножения и деления к операци-
ям сложения и вычитания, соответственно. 
Операция умножения является модульной 
и поэтому может быть реализована в СОК 
как сложение. С точки зрения аппаратной 
реализации, сложение в СОК реализуется 
легче, чем умножение [13, 14]. Деление, 
напротив, является немодульной опера- 
цией в СОК, поэтому использование ин-
дексных преобразований над GF(p) значи-
тельно улучшит время выполнения опера-
ции и снизит аппаратурные затраты.

При построении умножителей, ра-
ботающих в модулярной арифметике, 
можно воспользоваться индексным или 
«дискретно-логарифмическим» представле-
нием операндов и заменить операцию мо-
дулярного умножения операцией модуляр-
ного сложения индексов или дискретных 
логарифмов. Индексное представление мо-
дулярного числа основывается на понятии 
первообразного «корня по простому моду-
лю». Таким корнем является целое число, 
возведение которого в степень 1, 2, …, p–1 
дает неповторяющиеся вычеты по модулю 
[13].

Индексный метод позволяет получить 
очень простую реализацию с помощью 
метода, аналогичного методу вычисления 
логарифмов. Умножители по модулю pi  

реализуются с помощью табличного поис-
ка при малом pi (5 бит и менее) и индекс-
ного сложения при больших pi (6–10 бит) 
[14]. Поэтому в тех случаях, когда диапазон 
обрабатываемых данных лежит в преде-
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лах 6–10 бит, целесообразно использовать 
умножители и деления на основе индекс-
ного исчисления. Однако индексное ис-
числение может быть использовано толь-
ко в том случае, когда модуль pi – простое  
число.

На практике встречаются также слу-
чаи, когда модуль pi – произвольное число, 
поэтому появляется необходимость разра-
ботать эффективные методы умножения, 
пригодные при любом модуле, независимо 
от того, является ли последний простым 
числом или нет. Так, например, если реа-
лизовать умножитель по модулю pi= 249, 
который не является простым числом, т. к. 
249 = 83⋅3, то непосредственное использо-
вание индексного счисления невозможно. 
Так как числа 83 и 3 являются простыми, 
то возможно индексное исчисление по раз-
ложенным модулям.

При умножении (делении) по модулю pi 

сначала определяются индексы чисел, за-
тем эти индексы складываются (вычитают-
ся) по модулю pi–1 и по обратной табли-
це определяется окончательный результат  
[11, 12, 15].

Если модуль не является простым, то 
необходимо разложить его на меньшие 
модули, провести вычисления с помощью 
обычных методов, а затем вновь перейти к 

исходному модулю. Метод индексного ис-
числения эффективен при обработке дан-
ных 6–10 бит и когда модуль представляет 
собой простое число [14].

Сравнительная оценка общего количе-
ства итераций, выполняемых в алгоритмах 
Ферма и Ньютона, приведена на рис. 1 и 2. 

На рис. 1 приведена сравнительная 
оценка в случае, когда значение делителя 
фиксировалось, а значение делимого ме-
нялось. На рис. 2 наоборот, неизменным 
оставалось значение делимого, делитель 
принимал различные значения.

Проведенная сравнительная оценка 
показала, что количество итераций мето-
да Ферма растет вместе с ростом разницы 
между разрядностями делимого и делителя. 
Количество итераций метода Ньютона от 
этого не зависит. Поэтому, если разница 
между разрядностями делимого и делите-
ля является достаточно большой, то в этом 
случае хороший результат дает применение 
метода Ньютона. Однако если разница не-
большая, то выгоднее применять для вы-
полнения операции деления метод Ферма.

Количество операций в каждой итера-
ции в основном определяются операциями 
расширения и масштабирования.

Операция масштабирования состоит в 
выполнении деления с нулевым остатком 

Рис. 1. Оценка количества итераций методов Ферма и Ньютона  
в зависимости от разрядности делимого 
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(Z вычитаний и Z сложений, где Z – ко-
личество модулей СОК, по которым прово-
дится масштабирование). 

Операции расширения выполняются на 
основе метода Гарнера, который содержит  
r операций вычитания и r операций умно-
жения, где r – количество модулей исхо-
дной СОК.

Трудность выполнения операций мо-
дулярного деления, связанная с итераци-
онными процессами, наводит на мысль об 
исключении итераций при делении изо-
морфизмом, позволяющем операцию деле-
ния заменить операцией вычитания остат-
ков делимого и делителя как разность их 
остатков.

В настоящей статье рассматривается 
очень быстрый алгоритм деления в СОК с 
использованием индексов в GF(p). Улуч-
шенный алгоритм обладает следующими 
свойствами: очень быстр по сравнению с 
известными алгоритмами, не использует 
предварительную оценку частного, обрат-
ную величину для делителя и операцию 
расширения базы СОК.

Постановка задачи

Модулярная арифметика обладает боль-
шими возможностями обработки данных 

за счет дробления операндов на несколько 
более мелких остатков и независимого па-
раллельного выполнения арифметических 
операций сложения, вычитания и умноже-
ния с остатками.

Большой интерес к системе остаточ-
ных классов в последнее время обусловлен 
внедрением в цифровых системах микро-
электроники с высокой синхронизирующей 
частотой и низким потреблением энергии. 
Поскольку система остаточных классов не 
является взвешенной системой счисления, 
то операция деления, включающая такие 
операции, как сравнение, расширение, мас-
штабирование и другие, не может считаться 
простой. Все известные алгоритмы деления 
характеризуются использованием итераци-
онных принципов, что существенно пони-
жает способность обработки данных. Для 
сокращения времени выполнения операции 
деления желательно исключить итерации. 
Это можно реализовать с помощью полей 
Галуа. Для этого необходимо использовать 
изоморфизм, который позволяет операцию 
деления заменить операцией вычитания 
остатков делимого и делителя как разность 
их остатков. В данной работе предлагается 
алгоритм модулярного деления без исполь-
зования итерационных процессов.

Рис. 2. Оценка количества итераций методов Ферма и Ньютона  
в зависимости от разрядности делителя 
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Индексы в полях Галуа GF(p)

Число I, являющееся решением сравне-
ния (mod ),xq A p≡  называется индексом 
числа A и обозначается I = ind A. Перво-
образный корень q называется основанием 
индекса. Для нахождения индекса числа A 
по модулю p надо найти первообразный ко-
рень q и затем найти решение этого сравне-
ния для данного первообразного корня.

Пример  1. Вычислить индексы по мо-
дулю 7 чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Первообраз-
ные корни числа 7 суть 3 и 5.

Решение . Примем основание q = 3. 
Вычислим 3x для x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

30 ≡ 1 mod 7, 31 ≡ 3 mod 7, 32 ≡ 2 mod 7,  
33 ≡ 6 mod 7, 34 ≡ 4 mod 7, 35 ≡ 5 mod 7,  

36 ≡ 6 mod 7.

Из этих сравнений следует, что

ind 1 = 0, ind 2 = 2, ind 3 = 1, ind 4 = 4, 
ind 5 = 5, ind 6 = 3.  

Аналогично, индексы по первообразно-
му корню 5:

ind 1 = 0, ind 2 = 4, ind 3 = 5, ind 4 = 2, 
ind 5 = 1, ind 6 = 3.  

Антииндексом числа I называется число 
a, такое что

I = ind a или a = ind–1I.

Если антииндекс обозначить через N(I), 
то N(ind a) = a.

Пример  2. Вычислить антииндексы по 
модулю 7 чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Решение . В предыдущем примере 
приведены индексы чисел от 0 до 6, кото-
рые равны 0, 1, 2, 3, 4, 5. Естественно, что 
число нуль не может иметь индекса, пото-
му что нет такого показателя степени, воз-
ведя в которую конечное, отличное от нуля 
основание, можно было бы получить нуль.

Первообразный корень 3:

N(0) = 1, N(1) = 3, N(2) = 2, N(3) = 6, 
N(4) = 4, N(5) = 5.

Первообразный корень 5:

N(0) = 1, N(1) = 5, N(2) = 4, N(3) = 6, 
N(4) = 2, N(5) = 3.

При помощи индексов можно вычис-

лять умножение, деление, возведение в сте-
пень.

Пример  3. Вычислить выражение
3

2
(mod ),

ab
с p

k d
=

где a = 2, b = 5, k =3, d = 4, p = 7.
Решение .
1. Находим индексы величин, входящих 

в вычисляемое выражение, приняв перво-
образный корень равным 5.

Из табл. 1 индексов по модулю 7 на-
ходим:

ind 2 = 4, ind 5 = 1, ind 3 = 5, ind 4 = 2.

2. Вычисляем индекс результата:

ind c = 4 + 1⋅3 – 5⋅2 – 2(mod 6) ≡ 1(mod 6).

3. Находим антииндекс 1: N(1) = 5.
Непосредственное вычисление показы-

вает, что 
3

2

2 5
(mod 7) 5.

3 4
с

⋅
= =

⋅
Конечные поля Галуа бывают двух ти-

пов: простые поля GF(p) и полиномиаль-
ные поля GF(pn), где p – простое число, 
n – целое положительное. Все поля Галуа 
обладают свойством: все ненулевые эле-
менты могут быть построены с использо-
ванием примитивного элемента, который 
будем обозначать g. Это свойство может 
быть использовано при делении над полем 
GF(p). Свойство определяется следующим 
образом [16]:

если p – любое простое число, а g – лю-
бой примитивный корень в GF(p), то для 

Таблица  1 

Индексы по модулю 7

I
q

3 5
0 – –
1 0 0
2 2 4
3 1 5
4 4 2
5 5 1
6 3 3



70

Научно-технические ведомости СПбГПУ 3' (198) 2014
Информатика. Телекоммуникации. Управление

каждого целого a, взаимно простого с p, су-
ществует единственное целое i, обозначае-
мое i = indga, такое что

a = |gi|p, 0 ≤ i ≤ p–1.
Индексы над полем GF(p) обладают 

следующими важными свойствами:

(1) indg1 = 0,

(2) indg(ab) = |indga+indgb|p–1,

(3) indga
k = |k⋅indga|p–1,

(4) indga= |indgg' + indga|p–1, где g' – лю-
бой другой примитивный корень.

В тех случаях, когда сумма индексов 
превышает самое большое значение в GF(p)
используется теорема Ферма. При этом:

если p – простое число, то

|ap|p = |a|p, для всех целых a; 

если p простое число и a – целое, то

|ap–1|p = 1;

если p – простое число, k и a – целые 
числа, то

1 .p
kk

p p
a a −=

В СОК проблема арифметического де-
ления делится на три категории:

деление с нулевым остатком (ДН);
масштабирование;
деление в общем случае.
Деление с нулевым остатком и масшта-

бирование применяются для ограниченного 
круга приложений [17]. Для деления с ну-
левым остатком необходимо знать априори, 
что остаток равен нулю. Масштабирование 
реализует деление только на фиксирован-
ный делитель, при этом делитель может 
представляться в виде произведения не-
скольких модулей. Таким образом, общее 
деление используется, когда неизвестно 
априори, что делимое делится нацело на 
делитель, и когда неизвестно, что делитель 
принадлежит множеству пригодных для 
масштабирования значений. Эффективный 
алгоритм деления на основе приближенно-
го метода рассмотрен в работах [18, 19].

Алгоритм деления с нулевым остатком  
над полем Галуа GF(p)

Деление с нулевым остатком требует 

вычисления частного ,
x
y

 
 
 

 когда извест-

но априори, что остаток равен нулю. Поле 
Галуа GF(p) может быть использовано 
весьма эффективно при решении пробле-
мы деления с нулевым остатком. Так, если  
{qn} = {1, 2, …, p–1} – мультипликативная 
группа GF(p), {in} = {0, 1, …, p–2} – ассоци-
ативная изоморфная группа с обозначени-
ем ,ni

n p
q q=  где g – примитивный элемент 

GF(p), а qx и qy – два целых числа, таких что 
qy делит qx, тогда деление с нулевым остат-

ком x

y p

q
q

 может быть определено как

( )
1 1

1
.

x yx y p p
i p ii ix

p py p

q
g g

q
− −

+ − −−
= =

Если 
1

0

1 ,
r

j
j

p p
−

=

− = ∏  так что (p0, p1 , ..., pr–1) 

взаимно простые, indgx = (x1, x2, …, xr) и  
indgy = (y1, y2, …, yr) и y делит x, арифмети-

ческое деление 
p

x
y

 
 
 

 может быть определе-

но как

1 1 2 21 2
( , ,..., )

.r rp p pr
x y x y x y

pp

x
g

y

− − −
=

Пример  4. Пусть простое число p = 43 
и g = 3. Группа{qn} = {1, 2, …, 42} – ассо-
циативная изоморфная группа {in} = {0, 1, 
…, 41}. Так как p–1 = 42, возьмем модули 
p1= 2, p2 = 3 и p3 = 7. Любое целое in может 
быть единственным образом представлено 
в виде тройки rn = (|in|2, |in|3, |in|7). Множе-
ство всех троек образует группу {rn}. Изо-
морфизм между группами {qn} и {rn} показан 
в табл. 2.

В табл. 3 показан обратный переход к 
GF(43).

Вычисление табличных значений пока-
жем для qn = 27. Первый индекс вычисля-
ется следующим образом:

in= ind327 = 3, то есть 3

4343
27 3 3 .ni= =

Тройка, полученная из in:

rn = (|in|2, |in|3, |in|7) = (|3|2, |3|3, |3|7) = (1, 0, 3).

В табл. 2 qn = 27 соответствует запись 
(1, 0, 3) = (1, 00, 011)2. Результат записан  

(4)

(3)

(2)

(1)

(5)

(6)
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Таблица  2 

Изоморфизм между группами {qn} и {rn}  
для GF(43), p = 43, g = 3, p1 = 2, p2 = 3 и p3 = 7

qn rn qn rn qn rn qn rn qn rn

1
000001

(0, 0, 0)
0 00 000

10
001010

(0, 1, 3)
0 01 011

19
010011

(1, 1, 6)
1 01 110

28
011100

(1, 2, 5)
1 10 101

37
100101

(1, 1, 0)
1 01 000

2
000010

(1, 0, 6)
1 00 110

11
001011

(0, 0, 2)
0 00 010

20
010100

(1, 1, 2)
1 01 010

29
011101

(1, 2, 6)
1 10 110

38
100110

(0, 1, 4)
0 01 100

3
000011

(1, 1, 1)
1 01 001

12
001100

(1, 1, 5)
1 01 101

21
010101

(0, 0, 1)
0 00 001

30
011110

(1, 2, 4)
1 10 100

39
100111

(1, 0, 5)
1 00 101

4
000100

(0, 0, 5)
0 00 101

13
001101

(0, 2, 4)
0 10 100

22
010110

(1, 0, 1)
1 00 001

31
011111

(0, 1, 6)
0 01 110

40
101000

(0, 1, 1)
0 01 001

5
000101

(1, 1, 4)
1 01 100

14
001110

(0, 2, 6)
0 10 110

23
010111

(0, 1, 2)
0 01 010

32
100000

(1, 0, 2)
1 00 010

41
101001

(0, 0, 6)
0 00 110

6
000110

(0, 1, 0)
0 01 000

15
001111

(0, 2, 5)
0 10 101

24
011000

(0, 1, 5)
0 01 101

33
100001

(1, 1, 3)
1 01 011

42
101010

(1, 0, 0)
1 00 000

7
000111

(1, 2, 0)
1 10 000

16
010000

(0, 0, 3)
0 00 011

25
011001

(0, 2, 1)
0 10 001

34
100010

(1, 2, 2)
1 10 010

8
001000

(1, 0, 4)
1 00 100

17
010001

(0, 2, 3)
0 10 011

26
011010

(1, 2, 3)
1 10 101

35
100011

(0, 0, 4)
0 00 100

9
001001

(0, 2, 2)
0 10 010

18
010010

(1, 2, 1)
1 10 001

27
011011

(1, 0, 3)
1 00 011

36
100100

(0, 2, 0)
0 10 000

Таблица  3 

Обратное преобразование в GF(43), p = 43, g = 3, p1 = 2, p2 = 3 и p3 = 7

rn qn rn qn rn qn rn qn rn qn

(0, 0, 0)
0 00 000 = 0

1
(0, 1, 2)

0 01 010 = 10
23

(0, 2, 4)
0 10 100 = 20

13
(1, 0, 6)

1 00 110 = 38
2

(1, 2, 1)
1 10 001 = 49

18

(0, 0, 1)
0 00 001 = 1

21
(0, 1, 3)

0 01 011 = 11
10

(0, 2, 5)
0 10 101 = 21

15
(1, 1, 0)

1 01 000 = 40
37

(1, 2, 2)
1 10 010 = 50

34

(0, 0, 2)
0 00 010 = 2

11
(0, 1, 4)

0 01 100 = 12
38

(0, 2, 6)
0 10 110 = 22

14
(1, 1, 1)

1 01 001 = 41
3

(1, 2, 3)
1 10 101 = 51

26

(0, 0, 3)
0 00 011 = 3

16
(0, 1, 5)

0 01 101 = 13
24

(1, 0, 0)
1 00 000 = 32

42
(1, 1, 2)

1 01 010 = 42
20

(1, 2, 4)
1 10 100 = 52

30

(0, 0, 4)
0 00 100 = 4

35
(0, 1, 6)

0 01 110 = 14
31

(1, 0, 1)
1 00 001 = 33

22
(1, 1, 3)

1 01 011 = 43
33

(1, 2, 5)
1 10 101 = 53

28

(0, 0, 5)
0 00 101 = 5

(0, 2, 0)
0 10 000 = 16

6
(1, 0, 2)

1 00 010 = 34
2

(1, 1, 4)
1 01 100 = 44

(1, 2, 6)
1 10 110 = 54

9

(0, 0, 6)
0 00 110 = 6

1
(0, 2, 1)

0 10 001 = 17
5

(1, 0, 3)
1 00 011 = 35

7
(1, 1, 5)

1 01 101 = 45
2

(0, 1, 0)
0 01 000 = 8

(0, 2, 2)
0 10 010 = 18

(1, 0, 4)
1 00 100 = 36

(1, 1, 6)
1 01 110 = 46

9

(0, 1, 1)
0 01 001 = 9

0
(0, 2, 3)

0 10 011 = 19
7

(1, 0, 5)
1 00 101 = 37

9
(1, 2, 0)

1 10 000 = 48
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в двоичной форме и содержит 1 бит, 2 бита 
и 3 бита для записи значения по mod 2, 
mod 3 и mod 7 соответственно.

Вычитание по модулю p выполняется 
одновременно по всем модулям

1

1 .
r

i
i

p p
=

− = ∏
Существует множество вариантов, из 

которых можно выбрать набор модулей для 
СОК систем. Скорость и эффективность 
деления нацело увеличивается, если под-
бирать модули на основе следующих кри-
териев:

1) 
1

1 .
r

i
i

p p
=

− = ∏ ;

2) они должны быть взаимно простыми 
( , ) 1,i jp p =  если ;i j≠

3) 
1

log( 1) min .
r

j
j

p
=

− →∑
Пример  5. При р = 43, g = 3, p1= 2,  

p2 = 3 и p3 = 7. Найти 
36

.
2

 Это задача деле-

ния с нулевым остатком.

По табл. 2 получаем: 

для 36: ind336 = (0, 2, 0); 
для 2: ind32 = (1, 0, 6).

Используя вычитание по модулям 2, 3  
и 7, получаем

3

36
ind (0,2, 0) (1, 0,6) (1,2,1),

2
  = − = 
 

Из табл. 3 следует, что результат деле-

ния чисел 
36
2

 равен

(1,2,1) = (1 10 001)2 = 49.
Схема для реализации процесса с ну-

левым остатком представлена на рис. 3. 
Реализация операции сложения проще, 
чем операции вычитания, поэтому исполь-
зуется дополнительный код делителя, по-
зволяющий заменить операцию вычитания 
операцией сложения.

На вход LUT1pi поступает двоичный код 
делимого, а на вход LUT2pi – двоичный код 
делителя. На выходе LUT1pi формируется 
прямой код индекса делимого, а на вы-

Рис. 3. Деление без остатка по модулям СОК в GF(p) при n двоичных разрядах

X

Y
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ходе LUT2pi формируется дополнительный 
код индекса делителя. Индексы делимого и 
делителя суммируются модульными сумма-
торами 

ip
Σ  и поступают на вход LUT3pi, где 

формируется частное 
X
Y

.

На рис. 3 показаны конкретные значения 
индексов и антииндексов для примера 5.

Масштабирование чисел может быть 
выполнено как последовательность реше-
ния задач деления с нулевым остатком, 
если делитель является произведением не-
которых модулей, причем порядок деления 
с нулевым остатком не имеет значения.

Общее арифметическое деление над 
полем Галуа GF(p) используется в случае, 
когда заранее неизвестно, какой делитель 
представляет кратное число делимого, или 
когда делимое есть произведение некото-

рых модулей. Общая проблема деления 
X
Y

 

может быть сведена к процессу масштаби-

рования ,
'

X
Y

 где Y’ удовлетворяет следую-

щим условиям:
1. Y’ >Y.
2. Y’ является произведением некоторых 

модулей СОК.
Выбор Y’ подробно рассмотрен в [11].
Оценим вычислительную сложность 

предлагаемого алгоритма и сравним с из-
вестным алгоритмом, предложенным в 
работе [4]. Анализ сложности алгоритма 
базируется на числе модулярных вычис-
лений и логической глубине (количество 
последовательно соединенных модульных 
операций). Вычислительная сложность 
определяется вычислением в полях Галуа 
GF(p), которые выполняются параллельно. 
В представленном алгоритме логическая 
глубина равна трем и имеет представле-
ние (1,2) 3 ,iLUT P p LUT p→ →∑  при этом 
длительность выполнения операции де-
ления 1 2 1,gt t t t′ ′′= + +  где 1 1 (log )t t O p′ ′′= =  –  
такт синхронизации доступа к памяти, 

2
1

log
r

i
i

t O p
=

 
=     

 
∑

 
– такт синхронизации 

модульного сложения. Разрядность данных 
( log ).iR O p=     Реализация таблиц (1,2)LUT  

требует памяти объемом 2 .nM n=
В известном алгоритме [4] использу-

ется одна операция сложения, одна опе-

рация деления и процедура расширения 
базы, состоящая в нахождении остатков 
представления числа по модулю делите-
ля. Эта проблема по сути межмодульная и 
в классическом подходе ее сложность ли-
нейно зависит от числа модулей, т. к. она 
включает все остатки текущего представ-
ления и вычисляется последовательно по 
алгоритму Гарнера в котором необходимы 
ряд шагов того же порядка, что и r, где  
r – количество модулей СОК. При этом 
каждый шаг состоит из операций сложе-
ния и умножения, сложность которых со-

ставляют 
1

2 2 log .
r

i
i

O r p
=

 
+ ⋅     

 
∑  Логическая 

глубина равна 2 2.r +
Вычислительная сложность предложен-

ного метода без учета доступа к памяти 
примерно в n раз меньше, чем известного. 
Логическая глубина представленного мето-
да равна трем, а известного – 2 2.r +  Со-
временная вычислительная база позволяет 
приблизить время доступа к времени вы-
числения выполнения модульных операций 
в СОК. 

В современных ПЛИС Xilinx время рас-
пространения сигнала через LUT-таблицу 
составляет около 0,5 нс, через блок метки 
ускоренного переноса – 0,1 нс, а время пе-
реключения триггера – до 0,5 нс.

Время суммирования двух 16-разрядных 
операндов составляет 5 нс.

Время доступа ROM на основе таблиц, 
близкое к 10 нс [20].

Программируемые ПЗУ семейства  
XC 4000 решают функции комбинационно-
го устройства, поэтому обладают высокой 
скоростью.

При использовании таблиц для сумми-
рования двух операндов, реализованных на 
базе ПЗУ, общая емкость ПЗУ представляет-

ся в виде выражения ПЗУ 2
1

log .
r

i i
i bit

V p p
=

 
=  
 
∑  

Быстродействие сумматоров определяется 
максимальным модулем .ip

При нежестком допущении приведем 
сравнительную оценку по быстродействию 
предлагаемого алгоритма с известными.

Быстродействие предлагаемого алгорит-
ма At  определяется как (1,2) 2 3( ) ( ) 10 нс 5 нс 10 нс 25.A A At t LUT t t LUT= + + = + + =
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(1,2) 2 3( ) ( ) 10 нс 5 нс 10 нс 25.A A At t LUT t t LUT= + + = + + =
Быстродействие известных алгоритмов 

в основном определяется операцией рас-
ширения, которая базируется на алгоритме 
Гарнера и включает r операций вычитания 
и n операций умножения. Тогда быстро-
действие одной итерации известных алго-
ритмов ''At  определяется как ' .A a yt nt nt= +  
Для нашего случая 3, 5 нсan t= =  и 

0,5 нсyt =  (в качестве умножителей на 
константу используются LUT-таблицы), 
тогда '' 3 5 3 1,5 15 4,5 19,5 нс.At = ⋅ + ⋅ = + =

При делении чисел разрядностью  
6–10 бит необходимо (рис. 1 и 2) 6–8 итера-
ций, тогда быстродействие известных алго-
ритмов ' (6 8) 19,5 нс (117 156) нс.At ≈ − ⋅ = −

Соотношение 
'

(5 6)A

A

t
t

≈ −  в пользу 

предложенного алгоритма арифметическо-
го деления над полем Галуа. При увеличе-
нии количества модулей pi, соотношение 

'A
A

t
t

 растет, и уже при n > 5 выигрыш в ско-

рости вычислений представленного метода 
выше, чем известного. 

Предложенный метод модулярного де-
ления на основе использования индексов 
легко реализуем на специальных наборах 
оснований СОК и может дать значительное 
преимущество не только в тех приложени-
ях, в которых основная доля вычислений 
приходится на точное умножение, возведе-
ние в степень в сочетании со сложением 
и вычитанием, но и в тех приложениях, в 
которых часто появляется необходимость в 
делении, сравнении и определении знака 
числа.

Рассмотренный алгоритм над полем 
Галуа GF(p) обеспечивает эффективность 
общего деления в системе остаточных клас-
сов. Полученные новые результаты эффек-
тивного выполнения модулярного деления 
в диапазоне 6–10 бит являются развитием 
теории математических основ разработ-
ки и проектирования точных и безоши-
бочных теоретико-числовых арифметико-
логических устройств процессоров, 
функционирующих в СОК.

Исследования выполнены при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 13-07-00478-а и ФЦП № 14.В37.21.1128.
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