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УДК 539.2

В.Л. Глушков, О.С. Еркович

Московский государственный технический университет им. Н.Э.Баумана

Энергетические характеристики поверхностЕЙ  
щелочных металлов с учетом фриделевских  

осцилляций электронной плотности

Данная работа изучает возможности метода функционалов плотности в 
рамках модели «желе» для описания поверхностных характеристик некоторых 
щелочных металлов. Основная задача исследования – построить оптимальный 
вид новых пробных функций распределения, которые бы учитывали осцилля-
ции Фриделя, и рассчитать вариационные параметры этих функций. Решение 
задачи включало самосогласованный расчет поверхностной энергии ряда ще-
лочных металлов; в нем учитывались градиентные поправки на неоднородность 
электронного газа в их приповерхностной области для кинетической энергии. 
Определены поверхностные характеристики объектов исследования, в частно-
сти работа выхода и высота потенциального барьера. Построены эффективные 
потенциалы для выбранных металлов.

Теория функционала плотности, осцилляция Фриделя, щелочной ме-
талл, пробная функция ПЛОТНОСТИ.

Введение

Исследование физических процессов 
и явлений на поверхностях металлов име-
ет большое практическое значение в таких 
областях, как микроэлектроника, оптика, 
материаловедение. Поверхность представ-
ляет значительный интерес и с фунда-
ментальной точки зрения, так как может 
рассматриваться как особый род дефекта 
твердого тела. Свойства объемных кристал-
лов в основном рассматриваются на основе 
предположения об идеальной периодично-
сти их атомной структуры в трех измере-
ниях. Наличие поверхности разрушает пе-
риодичность в одном из направлений, что 
приводит к структурным изменениям в по-
верхностном слое. Резкая неоднородность 
переходного слоя, когда вблизи границы 
плотность спадает от объемного значения 
до нуля на расстояниях порядка атомных 
размеров, создает основную проблему при 
построении теории, описывающей поверх-

ность всего ряда металлов [1].
Для предсказания свойств и поиска ма-

териалов с нужными свойствами широко 
используются расчеты из первых принци-
пов, поскольку именно они обладают вы-
сокой предсказательной способностью. 
Использование квантовомеханических рас-
четов позволяет предсказать и объяснить 
многие особенности и свойства материалов 
и тем самым существенно сузить круг по-
иска новых, ранее неизвестных, материалов 
с заданными свойствами. Это, в свою оче-
редь, позволяет минимизировать затраты на 
эксперименты. Особую роль здесь играют 
теоретические исследования структурных, 
электронных и адсорбционных свойств по-
верхностей наноматериалов. При этом кри-
терием правильности той или иной модели 
описания поверхности и предсказываемых 
ею значений соответствующих параметров 
может служить сопоставление различных 
рассчитанных и измеренных характеристик 
металлов.
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( ) .n r dr N=∫
Согласно теореме Хоэнберга – Кона 

[2 – 7], существует универсальный функ-
ционал плотности G[n(r)] такой, что плот-
ность, соответствующая любому внешнему 
потенциалу v(r), должна минимизировать 
функционал полной энергии основного со-
стояния системы

[ ] ( ) ( )

1 ( ) ( ')
' [ ],

2 '

vE n v r n r dr

n r n r
drdr G n

r r

= − +

+ +
−

∫

∫ ∫

при дополнительном условии (2). 
Функционал G[n] определяется соотно-

шением

1 ( ) ( ')
[ ] | | '.

2 '
n r n r

G n T V drdr
r r

= ψ + ψ −
−∫ ∫  

Введем множитель Лагранжа μ; тогда 
можно записать условие экстремума, сле-
дующее из теоремы Хоэнберга – Кона, в 
виде

[ ] ( ) 0,vE n n r dr δ − µ = ∫
из которого следует, что

[ ]
.vE n

n
δ

µ =
δ

При N >> 1 множитель Лагранжа μ со-
впадает с химическим потенциалом систе-
мы [1].

Для изучения поверхностных характе-
ристик вблизи поверхности металлов часто 
используют упрощенную модель, в которой 
решетка заменяется однородным положи-
тельным фоном (модель однородного фона, 
или модель «желе» [1, 11]).

Плотность положительного заряда для 
кристалла, занимающего полупространство 
z < 0, в этой модели имеет вид

0( ) ( ),ionn z n z= θ −

где

1, 0;
( )

0, 0

z
z

z

>
θ = 

<
– функция Хевисайда.

Ввиду одномерности функции nion(z), 
электронная плотность также зависит толь-

Цели данной работы состоят в следую-
щем: 

найти поверхностные характеристики 
щелочного металла – работу выхода, по-
тенциальный барьер, поверхностную энер-
гию (с использованием метода функциона-
ла плотности);

построить распределение электронной 
плотности объекта и его потенциала для 
различных пробных функций;

изучить влияние вида пробных функ-
ций, которые учитывают осцилляции Фри-
деля, затухающие в глубь металла, на по-
верхностные характеристики.

Методика расчета поверхностных  
характеристик и электронной плотности  

у поверхности металла

Одним из перспективных направлений в 
описании многочастичных систем является 
метод функционалов плотности, который 
позволяет представить основные характери-
стики многочастичных систем в виде одно-
значных функционалов плотности частиц 
в системе. В основе этого подхода лежит 
теорема Хоэнберга – Кона [2 – 7].   

 Использование такого подхода позво-
ляет определить основные характеристики 
системы, не прибегая к исследованию ее 
точной волновой функции, что значитель-
но упрощает численные расчеты. Кроме 
того, плотность частиц  n(r) можно наблю-
дать экспериментально [8 – 10]. Благодаря 
использованию функции n(r) исключается 
огромное количество избыточной инфор-
мации, которое содержится в волновой 
функции.

Рассмотрим электронный газ (состо-
ит из N частиц) в неоднородном внешнем 
поле с потенциалом v(r), который описыва-
ется гамильтанианом вида

,H T V U= + +

где T, V и U описывают соответственно 
кинетическую энергию, кулоновское взаи-
модействие электронов друг с другом и их 
взаимодействие с внешним полем. 

Пусть ψ – вектор основного состояния 
системы частиц в заданном поле; n(r) – 
соответствующая электронная плотность, 
удовлетворяющая условию 

(1)

(2)

(4)

(5)

(6)

(3)
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ко от координаты z. Кроме того, она долж-
на удовлетворять условиям

lim ( ) ( )ionz
n z n z

→+∞
=

и (для электронейтрального кристалла)

[ ( ) ( )] 0.ionn z n z dz
+∞

−∞

− =∫
Функционал полной энергии E[n] основ-

ного состояния системы электронов можно 
представить в виде градиентного разложе-
ния [1], если использовать атомную систе-
му единиц (e = me = ħ = 1) и ограничиться 
двумя первыми порядками разложения:

2
0 2

[ ( )]

{ [ ( )] [ ( ), | | ]} ,

E n z

n z n z n dz
+∞

−∞

=

= ω + ω ∇∫
 

где ω0[n(z)] – плотность энергии однород-
ного электронного газа;

0[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( );kul kin x cn z z z z zω = ω + ω + ω + ω

при этом ωkul(z) – плотность электростати-
ческой энергии электронов; 

1
( ) ( ) ( )

2kul z z n zω = ϕ

(φ(z) – потенциал, создаваемый распределе-
нием электронов и фоном положительного 
заряда (возможен учет потенциала внешне-
го поля)); ωkin(z) – плотность кинетической 
энергии электронного газа плотности n в 
приближении Томаса – Ферми [12];

2 5
2 3 33

( ) (3 ) ( ) ;
10kin z n zω = π

ωx(z) – плотность электростатической 
энергии электронного газа, обусловленная 
обменным взаимодействием электронов  
(в приближении Хартри – Фока [13, 14]);

1
43
33 3

( ) ( ) ;
4x z n z ω = −  π 

ωc(z) – плотность корреляционной энер-
гии (интерполяционная формула Вигнера 
[15, 16]);

4
3

1
3

0, 056 ( )
( ) .

0, 079 ( )
c

n z
z

n z

−
ω =

+

В формуле (9) ω2(z) – поправка на не-

однородность электронного газа для плот-
ности кинетической энергии (формула 
Вейцзеккера – Киржница [18, 19]), она вы-
ражается как

2
2

2

( )
[ ( ), | | ] .

72 ( )
n z

n z n
n z

∇
ω ∇ =

Для определения электронного распре-
деления вблизи поверхности металла мы 
использовали метод пробных функций [11]. 
Суть  метода состоит в рассмотрении двух 
семейств пробных функций n = n(αi , z) и  
φ = φ(αi , z), связанных между собой уравнени-
ем Пуассона; последнее обеспечивает само-
согласование для кулоновского потенциала. 
Значения параметров αi находят из условия 
минимума полной энергии системы. Под-
ставляя вводимые таким образом n(z) и φ(z) 
в выражение (9), находим полную энергию 
основного состояния системы. Выбранные 
пробные функции должны удовлетворять 
условиям (6) и (7), быть непрерывными на 
границе металл – среда, приводя к условию 
непрерывности нормальной составляющей 
электростатической индукции [17]. 

В работе [11] Дж. Смит представил 
пробную функцию n(z) без обсуждения и 
обоснования в виде 

0 0

1 1
( ) 1 ( ) ( ) ,

2 2
z zn z n e z e zβ −β  = − θ − + θ  

  

где n0 – объемная электронная плотность, 
β – вариационный параметр.

Для устранения неясности в характере 
пробных функций решалась упрощенная 
задача: в функционале полной энергии си-
стемы учитывались только слагаемые кине-
тической энергии (12) и электростатической 
энергии электронов (11) (приближение То-
маса – Ферми). Однако при углубленном 
рассмотрении по-прежнему использовалась 
пробная функция (16), так как, во-первых, 
она, будучи экспоненциально затухающей 
вне металла, больше соответствует реше-
нию квантовомеханической задачи для 
электронной плотности, чем степенное ре-
шение уравнения Томаса – Ферми [10], а 
во-вторых, несмотря на простоту модели, 
обеспечивает разумное согласие с экспери-
ментом для большинства простых металлов 
[8, 9, 11, 19]. 

(14)

(13)

(12)

(11)

(10)

(9)

(8)

(7)

(16)

(15)
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К недостаткам пробной функции (16) 
и степенных пробных функций, получен-
ных из решения уравнения Томаса – Фер-
ми, следует отнести отсутствие осцилляций 
Фриделя, затухающих от поверхности в 
глубь металла [17, 19]. 

Для нахождения вариационного пара-
метра необходимо минимизировать функ-
ционал (9), но данный интеграл расходит-
ся, так как полная энергия электронного 
газа полуограниченной системы бесконеч-
на. С целью устранения этого препятствия 
вместо указанной задачи минимизации 

[ ( )]
0

dE n z
d

=
β

решается эквивалентная задача на миними-
зацию поверхностной энергии, а именно

0,
d
d

σ
=

β
где 

0( [ ( )] [ ( )]) ;n z n z dz
∞

−∞

σ = ω − ω θ −∫
при этом  

2
0 2[ ( )] [ ( )] [ ( ), | | ].n z n z n z nω = ω + ω ∇

Проводя численное интегрирование, по-
лучаем значение вариационного параметра 
β и значения характеристик поверхности 
металла, которые могут быть сопоставлены 
с результатами эксперимента [8, 9, 11, 19]. 

Подобные расчеты были выполнены для 
следующих пробных функций плотности:

1

1

1 0

1 1
( ) 1 ( )

2 (1 )

1 1
( ) ,

2 (1 )

a

a

n z n z
z

z
z

 
= − θ − + − 


+ θ + 

22
2 0 22

2

( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,
( 1)

Ra zL
L

L

a
n z n z a e z

b z
−  

= − θ − + − θ  −   

22
2 0 22

2

( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,
( 1)

Ra zL
L

L

a
n z n z a e z

b z
−  

= − θ − + − θ  −   

33 3 3
3 0 32

3 3

cos( )
( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,

( 1) cos( )
Ra zL L L

L
L L

a b z c
n z n z a e z

b z c
−  −

= − θ − + − θ  −   

33 3 3
3 0 32

3 3

cos( )
( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,

( 1) cos( )
Ra zL L L

L
L L

a b z c
n z n z a e z

b z c
−  −

= − θ − + − θ  −   

где a1, a2L, a3L, c3L – вариационные коэффи-
циенты; коэффициенты a2R, a3R находятся 
из условия электронейтральности (8) элек-
тронной плотности на границе раздела ме-
талл – вакуум; коэффициент b2L = b3L = 2kF  
[12, 19].

Как уже отмечалось выше, в качестве 
пробной функции плотности в ряде работ 
(см., например, [11, 17]) использовалась 
функция (16). Возможность использования 
пробной функции электронной плотности 
на границе раздела металл – вакуум, кото-
рая имеет вид, отличный от экспоненци-
ального (16), отражена в формуле для n1(z). 
Данная функция является однопараметри-
ческой, аналогично функции (16). 

Выбор функции, которая учитывает 
осцилляции Фриделя у границы металл – 
вакуум, а именно – n3(z), основан на ре-
зультатах работы [19]. Она имеет колебания 
плотности, затухающие в глубь металла, и 
экспоненциальное уменьшение n(z) в ва-
кууме. Применение экспоненциально-
го затухания правых частей функций (21) 
и (22) связано с тем, что характеристики 
поверхности металла, получаемые при ис-
пользовании пробной функции (16), лучше 
совпадают с результатами эксперимента, 
чем при использовании степенной пробной 
функции (19). Вид функции n2(z) совпадает 
с таковым для n3(z), за исключением осцил-
ляций. Такую зависимость необходимо ис-
следовать с тем, чтобы оценить влияние 
колебаний электронной плотности вблизи 
поверхности металла на соответствие экс-
периментальным данным.

Расчет поверхностных  
характеристик металла

 Выбор работы выхода A для расчетов 
связан с тем, что это одна из основных 
характеристик поверхности металла; для 
нее существует большое количество экс-
периментальных данных (см., например, 
публикации [7, 15]). Работа выхода есть 
минимальная работа, которую необходимо 
совершить для удаления электрона из ме-
талла при абсолютной температуре T = 0. 

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(22)
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Для ее расчета можно использовать следу-
ющее выражение [1]:

,A = ∆ϕ − µ

где 

[ ]
( )

G n
r

n
δ

µ = µ − ϕ =
δ

– объемный химический потенциал, кото-
рый отсчитывается от среднего электроста-
тического потенциала ϕ  и усредняется по 
объему металла;

( )∆ϕ = ϕ ∞ − ϕ

– разность потенциалов внутри и вне ме-
талла (кулоновский барьер).

Функционал G[n] с учетом величин 
плотности энергий (12) – (14), в пренебре-
жении градиентной поправкой (15), имеет 
вид

2 5
2 3 3

41
4 33
3

1
3

3
[ ] (3 ) ( )

10

3 3 0, 056 ( )
( ) .

4
0, 079 ( )

G n n z dz

n z
n z dz dz

n z

= π −

 − − π  +

∫

∫ ∫

В соответствии с формулами (24) и (26) 
выражение для работы выхода можно за-
писать в виде

2
22 3
3
0

2 1 1
13 3 3

0 0 3
021

3
0

(3 )
( )

2

0, 056 0, 0059 3
.

0, 079

A n

n n
n

n

π
= −ϕ −∞ − +

+  + +  π  
+ 

 

2
22 3
3
0

2 1 1
13 3 3

0 0 3
021

3
0

(3 )
( )

2

0, 056 0, 0059 3
.

0, 079

A n

n n
n

n

π
= −ϕ −∞ − +

+  + +  π  
+ 

 

Внутри металла каждый электрон по-
нижает свою энергию за счет образования 
обменно-корреляционной «дырки». Поэто-
му в выражение для полного эффективного 
потенциала внутри металла, помимо куло-
новского барьера, вводят поправки на об-
менную и корреляционную энергии:

1
13
3

2 1
3 3

21
3

3
( ) ( ) ( )

0, 056 ( ) 0, 0059 ( )
.

0, 079 ( )

efv z z n z

n z n z

n z

 = ϕ − − π 

+
−

 
+ 

 
Высота потенциального барьера опреде-

ляется выражением

( ) ( ).ef efh v v= ∞ − −∞

Результаты расчетов

Значения вариационных параметров, 
минимизирующих функционал σ0i[n], 
были получены путем численных расчетов  
(табл. 1). Численное интегрирование выра-
жения (18) позволило определить их значе-
ния для пробных функций всех трех типов 

(23)

Таблица  1

Результаты расчета вариационных коэффициентов,  
минимизирующих поверхностную энергию щелочных металлов  

для различных пробных функций ni (z)

Металл

Коэффициент

n0(z) n1(z) n2(z) n3(z)

β a1 a2L b2L a3L b3L c3L

Cs 1,34
2,55 0,36

0,68 0,57 0,68 –0,10
Rb

1,29
0,73

0,53
0,73 –0,30

K 0,77 0,77 –0,50
Na 1,31 2,50 0,40 0,96

0,51
0,96 –0,70

Li 1,23 2,48 0,41 1,18 1,18 –1,10

Примечание . Коэффициенты b2L = b3L = 2kF (kF  – импульс Ферми), значе-
ния коэффициента β получены в работе [11]. 

(24)

(25)

(26)

(28)

(29)

(27)

(27)
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(см. формулы (19) – (21)). Данный расчет 
выполнен только для ряда щелочных ме-
таллов, так как модель «желе» хорошо за-
рекомендовала себя для описания поверх-
ностной энергии металлов с достаточно 
малой концентрацией свободных электронов  
(n < 0,008) [1, 11]. 

Результаты расчета поверхностной энер-
гии и их сравнение с экспериментальными 
значениями представлены в табл. 2.

Как было отмечено в статье [11], работа 
выхода и другие поверхностные характери-
стики зависят от вариационной произво-
дной δσ[n]/δn функционала поверхностной 

энергии, а не от значения σ[n]. Этим объ-
ясняется тот факт, что полученная поверх-
ностная энергия только по порядку вели-
чины совпадает с ее экспериментальным 
значением, в то время как работа выхода и 
высота потенциального барьера существен-
но лучше соответствуют результатам экспе-
римента. Результаты расчета работы выхода 
и высоты потенциального барьера, а также 
их сравнение с экспериментальными дан-
ными представлены в табл. 3.

Распределения электронной плотности 
функций n0(z) и n3(z) при n0 = 0,00377 (для 
натрия) приведены на рис. 1. Эффектив-

Таблица  2

Сравнение с экспериментом рассчитанных значений поверхностной энергии σi   
щелочных металлов для различных пробных функций ni (z)

Металл
Поверхностная энергия, 105  а.с.е. 

σ0 σ1 σ2 σ3 σexp [11]

K 4,42 5,68 6,06 4,30   9,41
Na 7,09 9,77 11,40 6,86 15,46
Li 8,42 13,94 20,64 8,31 32,86

Таблица  3

Сравнение с экспериментом рассчитанных характеристик поверхностей щелочных 
металлов с использованием различных пробных функций 

Пробная функция 
и эксперимент

Величина
Значение величины, эВ

Cs Rb K Na Li

n0(z)
A0 2,64 2,73 2,77 2,90 3,13

h0 4,22 4,57 4,81 6,05 7,86

n1(z)
A1 2,74 2,84 2,90 3,24 3,63

h1 4,32 4,67 4,93 6,39 8,36

n2(z)
A2 3,09 3,16 3,21 3,46 3,37

h2 4,67 4,99 5,24 6,61 8,11

n3(z)
A3 2,46 2,51 2,50 2,65 2,89

h3 4,03 4,35 4,54 5,81 7,63

Эксперимент [11]
Aexp 1,81 2,16 2,22 2,35 2,38

hexp – – 4,12 4,85 6,08

Обозначения : Ai ,  Aexp – работа выхода электронов с поверхности; hi , hexp – вы-
сота потенциального барьера.
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Рис. 2.  Расчетные зависимости эффективного потенциала Vef  от расстояния z  
по нормали к поверхности, полученные  с использованием пробных функций 

n0(z) (1) и n3(z) (2) при n0 = 0,00377 для натрия

Рис. 1. Распределения электронной плотности с использованием пробных 
функций n0(z) (1) и n3(z) (2) при n0 = 0,00377 для натрия
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ный потенциал, полученный с использо-
ванием соответствующих функций, пред-
ставлен на рис. 2.

Заключение

Данная работа ставила своей целью 
изучить возможности применения метода 
функционалов плотности в рамках модели 
«желе», причем с использованием новых 
пробных функций распределения для опи-
сания поверхностных характеристик ряда 
щелочных металлов. Проведен самосогла-
сованный расчет поверхностной энергии 
щелочных металлов с учетом градиент-
ных поправок для кинетической энергии 
на неоднородность электронного газа в их 
приповерхностной области. Был найден 
оптимальный вид этих функций, рассчи-
таны вариационные параметры и такие 
поверхностные характеристики, как рабо-

та выхода и высота потенциального барье-
ра. Построены эффективные потенциалы 
для выбранных металлов. Показано, что 
пробные функции распределения, отлич-
ные от экспоненциальных, дают приемле-
мые результаты, но ближе всех остальных  
совпадает с экспериментальными данны-
ми функция, учитывающая осцилляции  
Фриделя.

Результаты данной работы могут быть 
использованы при описании как чистой 
поверхности металлов, так и процессов 
взаимодействия излучения с веществом, в 
частности элементарных процессов, проис-
ходящих на границе раздела металл – плаз-
ма. Кроме того,  метод функционала плот-
ности в рамках модели «желе» применим 
для описания воздействия электромагнит-
ного излучения высокой мощности на по-
верхность металла [20].
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Диэлектрические свойства нанокомпозита  
палладий – нитрит натрия в пористом стекле

В работе исследован композит на основе нанопористого стекла, в поры 
которого внедрены частицы палладия (примерно 10 % от объема пор), а остав-
шееся пространство заполнено сегнетоэлектриком – нитритом натрия.  Ис-
следованы и проанализированы температурные и дисперсионные зависимости 
диэлектрического отклика исследуемого нанокомпозита, содержащего частицы 
металла и не содержащего. Обнаружено, что созданный нанокомпозит Pd–
NaNO2 (металл – сегнетоэлектрик) обладает высокой эффективной диэлек-
трической проницаемостью (до 109). Проводимость на постоянном токе ком-
позита с нитритом натрия и металлическими частицами более чем на порядок 
превышает таковую для чистого нитрита натрия, что связано, по-видимому, с 
появлением дополнительной электронной проводимости.

нанокомпозит, пористое стекло, сегнетоэлектрик, диэлектрический 
отклик.

Введение

Композитные материалы, которые со-
стоят из нескольких взаимодействующих 
между собой на наноуровне подсистем, об-
ладающих разными свойствами (магнитные, 
сегнетоэлектрические, диэлектрические и 
т. п.), привлекают все большее внимание 
исследователей всего мира в связи с их 
уникальными физическими свойствами и 
широкими перспективами их применения в 
микроэлектронике. Один из способов соз-
дать такие материалы – внедрить активные 
составляющие в природные и искусствен-
ные пористые структуры с характерным 
размером пор порядка единиц и десятков 
нанометров. В качестве нанопористых ма-
триц можно использовать искусственные 
опалы, хризотиловые асбесты, пористые 
стекла. В наноструктурированном состоя-
нии свойства каждой из подсистем – сег-
нетоэлектриков в нанопористых матрицах 
(например, нитрата калия KNO3 и нитри-
та натрия в NaNO2), а также  металлов и 
их соединений (в частности палладия Pd, 
оксида железа  Fe3O4), внедренных в нано-
пористые матрицы, – достаточно хорошо 
изучены по отдельности. 

Нитрит натрия является прекрасным 
модельным объектом для исследования 
свойств наноструктурированных сегнето-
электриков. В силу хорошей смачиваемо-
сти он легко вводится в различные искус-
ственные и природные пористые матрицы с 
различной геометрией, топологией и связ-
ностью пор. А возможность получения боль-
ших объемов подобных нанокомпозитных 
материалов (НКМ) позволяет использовать 
для их изучения дополнительные методы, 
например рассеяние нейтронов, измерение 
теплоемкости, ЯМР и т. п. Такие иссле-
дования, в том числе и исследование ди-
электрического отклика, проводились для 
НКМ с нитритом натрия на основе пори-
стых стекол [1 – 9], опалов [10], хризотило-
вых асбестов [11] и мезопористых структур 
МСМ-41 и SBA-15 [12]. Для данных НКМ 
были обнаружены не только гигантский 
рост диэлектрической проницаемости на 
низких частотах [1, 5, 10] и значительное 
увеличение проводимости в параэлектри-
ческой фазе [9, 13], но и смена рода фазо-
вого перехода (ФП) от первого ко второму 
при размерах нанокластера менее 50 нм  
[2, 8, 14]. Было также показано, что в высо-
котемпературной фазе возникает состояние 
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объемного предплавления, которое харак-
теризуется значительным ростом амплитуд 
тепловых колебаний ионов [7], увеличе-
нием подвижности ионов натрия [6]. Для 
НКМ на основе пористых стекол наблюда-
лось понижение температуры сегнетоэлек-
трического ФП при уменьшении среднего 
диаметра пор [14]. 

Подробное исследование диэлектриче-
ских свойств пористых стекол с внедрен-
ными в их поры частицами металлического 
палладия было проведено группой Фельдма-
на [15]. Был обнаружен существенный рост 
проводимости композита на постоянном 
токе (DC-проводимость) при отсутствии 
связанных металлических кластеров. Кон-
центрация палладия составляла менее 10 % 
от объема пор. Величина DC-проводимости 
составляла от 10–12 до 10– 9 См/м. 

При внедрении не одной, а нескольких 
активных компонент в матрицу, с сохра-
нением большой площади контакта между 
ними в ограниченной геометрии, есть все 
основания ожидать появления уникальных 
эффектов, вызванных межфазным взаи-
модействием на наноуровне. Представляет 
интерес выяснить, какими макроскопиче-
скими свойствами будут обладать  нано-
композиты, состоящие из нескольких взаи-
модействующих между собой подсистем с 
различными физическими свойствами. 

В данной работе исследуются диэлек-
трические свойства впервые созданного 
композита на основе пористого стекла, в 
поры которого внедрены  одновременно 
частицы металла – палладия и сегнетоэлек-
трика – нитрита натрия.

Образцы и методика эксперимента

Пористые стекла были получены из 
стандартного натриево-боросиликатного 
стекла. При нагревании исходных стекол 
до температуры порядка 550°C происходит 
спинодальное фазовое расслоение на две 
фазы: одна из них – химически нестойкая, 
обогащенная бором, а вторая – практиче-
ски чистый диоксид кремния SiO2. Затем 
в процессе травления удаляется химически 
нестойкая фаза и остается пористая матри-
ца из практически чистого SiO2 c системой 
взаимопроникающих пор со средним диа-

метром 7 ± 1 нм и пористостью 23 %. После 
этого полученные матрицы отжигали на воз-
духе при температуре 450 °C в течение 7 ч. 
Диаметр пор определяли по данным ртутной 
порометрии и сорбции-десорбции азота.

На следующем этапе приготовления об-
разцов пористую матрицу насыщали раство-
ром хлористого палладия в соляной кислоте. 
После такой пропитки образцы пористых 
стекол сушили на воздухе при комнатной 
температуре, чтобы избежать растрескива-
ния. Восстановление хлористого палладия 
проводили в потоке водорода при темпера-
туре 330 °C в течение 5−8 ч  до полного ис-
парения соляной кислоты и стабилизации 
массы образца. Для получения большего 
заполнения пор процедуру повторяли три 
раза. После каждого цикла поверхность об-
разцов механически очищали от массивного 
палладия. Количество палладия в пористых 
стеклах составляло приблизительно 10 %  
от объема пор. Средний (эффективный) 
размер наночастиц палладия, согласно дан-
ным дифракции рентгеновского излучения 
(по уширению брэгговских рефлексов), 
составил 11 ± 1 нм. Важно отметить, что 
он оказался большим, чем средний диа-
метр пор матрицы, указанный выше. Это 
различие объясняется предпочтительным 
расположением частиц палладия в местах 
пересечения пор матрицы стекла.

Высушенные пластины матрицы с ча-
стицами палладия помещали в расплав 
нитрита натрия и выдерживали в нем в 
течение 24 ч, что позволяло получить прак-
тически полное заполнение пор (90 % от их 
объема). Далее поверхность шлифовали для 
удаления остатков массивного материала.

Комплексный диэлектрический отклик 
нанокомпозита исследовали с помощью 
широкополосного диэлектрического спек-
трометра Novocontrol BDS’80 в широких 
температурном (300 – 500 K) и частотном 
(0,1 Гц – 10 МГц) диапазонах. Все образцы 
предварительно прогревали для удаления 
остаточной воды. 

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

Диэлектрические свойства компози-
та изучались последовательно на всех эта-
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пах его приготовления с целью выявления 
вкладов от различных подсистем в резуль-
тирующий отклик. На рис. 1 представлены 
температурные зависимости вещественной 
части диэлектрической проницаемости и 
проводимости исходного пустого пористого 
стекла, которое использовалось при получе-
нии нанокомпозита. Перед проведением из-
мерений образец тщательно сушили в парах 
азота в течение 2 ч при температуре 200 °C 
с целью удаления паров воды из пор, кото-
рые, как известно, существенно влияют на 
диэлектрические свойства. Видно, что обра-
зец обладает характерными для стекол зна-
чениями диэлектрической проницаемости и 
ярко выраженной низкочастотной дисперси-
ей. При этом на частотах свыше 1 кГц прак-
тически во всем температурном диапазоне 
значение 'ε  остается постоянным. Можно 

также отметить сильный рост проводимости 
с температурой. Подробный анализ поведе-
ния диэлектрического отклика таких систем 
представлен в работах [16, 17].

Те же данные, что и на рис. 1, б, при-
ведены на рис. 2 после масштабирования 
проводимости ( )σ ν  и частоты измеритель-
ного сигнала ν  на величину DCσ  в стекле. 
Видно, что все экспериментальные точки 
лежат практически на одной кривой, т. е. 

DC( ) /σ ν σ  представляет собой функцию от 
безразмерного аргумента 0 DC( / ),ν ⋅ ε σ  где 

0ε  – диэлектрическая проницаемость ва-
куума. Температурно-частотная инвариант-
ность формы кривой проводимости являет-
ся известным экспериментальным фактом 
для нетравленых стекол различных соста-
вов, содержащих ионы щелочных металлов 
(см., например, работы [18 – 20]). Однако, 
как видно, такое поведение ионной прово-
димости наблюдается и в пористых боро-
силикатных стеклах, в которых вытравлена 
щелочная фаза. Отсюда следует, что либо 
данное соотношение является универсаль-
ным (не зависит от типа носителя заря-
да) для стекол, либо даже после травления 
ионы натрия присутствуют в матрице в до-
статочном количестве, чтобы вносить зна-
чительный вклад в проводимость образца. 

На следующем этапе исследований, как 
уже было указано выше, в поры получен-
ной матрицы внедряли металлические ча-

Рис. 1. Температурные зависимости  
диэлектрической проницаемости (а)  

и проводимости (б) пористого стекла (7 нм). 
Значения измерительной частоты, Гц:  

1,2 (1), 10 (2), 1200 (3)

а)

б)

Рис. 2. Зависимость нормированной  
проводимости пористого стекла  

как функция нормированной (на величину 
DC-проводимости) частоты для разных  
температур, °C: 200 (1), 250 (2), 300 (3)
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стицы палладия. Подробное исследование 
диэлектрических свойств пористых стекол 
с внедренными в их поры частицами метал-
лического палладия было представлено ра-
нее в работе  группы Фельдмана [15]. Было 
показано, что в такой системе имеют место 
два релаксационных процесса: один из них 
связан с релаксацией носителей в аморф-
ной матрице стекла, а другой – с активаци-
ей прыжковой электронной проводимости 
между частицами палладия. При этом за 
счет появления дополнительного типа про-
водимости  увеличилась DC-проводимость 
образца. Величина DC-проводимости со-
ставляла, согласно данным работы [15], 
от 10–12 до 10–9 См/м. Энергия активации 
проводимости была при этом порядка 1 эВ, 
что превышало соответствующее значение 
для незаполненной матрицы. Полученные 
нами композиты обладали сходными диэ-
лектрическими свойствами, поэтому в дан-
ной работе  не приводятся. 

На рис. 3 представлена зависимость 
диэлектрического отклика композита от 
температуры и измерительной частоты по-
сле заполнения его нитритом натрия. Из 
трехмерной зависимости хорошо виден 
экспоненциальный рост диэлектрической 
проницаемости композита с повышением 
температуры и с понижением измеритель-
ной частоты. На низких частотах наблю-
даются крайне высокие значения диэлек-
трического отклика, что характерно также 
для композита пористое стекло – нитрит 
натрия и вообще для нанопористых струк-
тур, заполняемых сегнетоэлектриком [4]. 
На графике отчетливо видны два релакса-
ционных процесса, для которых положение 
максимумов диэлектрической постоянной 
смещается с температурой. 

Для того чтобы определить вклад метал-
ла в эффективный диэлектрический отклик 
композита, мы провели сравнение темпера-
турных и частотных зависимостей диэлек-
трической проницаемости и проводимости 
композитов, содержащих наночастицы пал-
ладия и не содержащих. 

На рис. 4 представлены температурные 
зависимости вещественной и мнимой частей 
диэлектрической проницаемости пористо-
го стекла с сегнетоэлектриком и такой же 

матрицы с сегнетоэлектриком и частицами 
палладия, на нескольких измерительных 
частотах. Соответствующие зависимости на 
одинаковых частотах для композитов, со-
держащих палладий и без него, представ-
лены на рисунке для большей наглядности 
одинаковыми символами, только для стек-
ла без палладия – пустыми, а для стекла с 
палладием – затушеванными. Хорошо вид-
но, что при повышении температуры в ис-
следуемой области и вещественная, и мни-
мая части диэлектрической проницаемости 
возрастают примерно на порядок. 

Если же проанализировать дисперсион-
ные зависимости  (рис. 5), то видно, что 
при низких температурах (около 350 K) на-
блюдается более заметный рост величин 'ε  
и ''ε  в низкочастотной области, тогда как 
при более высоких температурах – в обла-
сти более высоких измерительных частот. 
Таким образом, внедрение наночастиц ме-
талла, не связанных между собой, приводит 
к значительному росту как диэлектриче-
ской проницаемости, так и проводимости 
нанокомпозита во всем исследованном ча-
стотном диапазоне. 

На рис. 6 представлены температурные 
зависимости DC-проводимости σDC  по-
ристых стекол до и после их заполнения 
сегнетоэлектриком и металлическими ча-

Рис. 3. Зависимость диэлектрической  
проницаемости композита от температуры  

и измерительной частоты

350

400

450

500
1E–02

f, Гц

1E+02

1E+06
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стицами (данные получены из предвари-
тельного анализа дисперсионных кривых). 
Полученные зависимости в области высо-
ких температур хорошо аппроксимируются 
законом Аррениуса – Френкеля [21]: 

σDC ·T = σ0exp(– Ea / kT),  

где σ0 – константа, Ea – энергия акти-
вации, T – температура, k – постоянная 
Больцмана.

Это означает, что процесс проводи-
мости при высоких значениях температу-

ры имеет термоактивационный характер. 
Энергия активации DC-проводимости по-
ристого стекла оказалась равной 1,1 эВ (ди-
апазон значений проводимости составил  
10–10 – 10–8  См/см в области температур 
400 – 480 K). Выше мы уже обсуждали воз-
можную природу носителей заряда в дан-
ном образце. В наших пористых оксидных, 
как и во всех оксидных стеклах, фактически 
неподвижный анионный каркас заполняет 
большую часть пространства. Поскольку 
эта часть пространства не доступна под-

Рис. 4. Температурные зависимости вещественной (а) и мнимой (б) частей диэлектрической  
проницаемости пористого стекла с нитритом натрия (1 – 6) и пористого стекла с палладием  

и нитритом натрия (1 Pd – 6  Pd) на нескольких измерительных частотах, Гц: 0,4 (1, 1 Pd), 1,3 (2, 2 Pd), 
13 (3, 3 Pd), 140 (4, 4 Pd), 1 500 (5, 5 Pd), 15 000 (6, 6 Pd)

а)

б)
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вижным катионам типа H+ или Na+, они 
могут диффундировать только по достаточ-
но разреженной сетке путей, сформиро-
ванных неподвижным диоксидом кремния 
SiO2. В такой модели способы транспорта 
частиц можно обсуждать в терминах теории 
протекания. Согласно этой теории, транс-
порт частиц на большие расстояния проис-
ходит по бесконечному кластеру, который 
представляет собой квазипериодическую 
сетку, узлами которой являются уже конеч-

ные кластеры. Прежде чем переместиться 
из одного кластера в другой, частица может 
достаточно долго совершать колебания в 
пределах конечного кластера. Можно пред-
положить, что частотная зависимость про-
водимости определяется как раз такими 
кластерами, которые представляют собой 
области с динамической поляризацией и 
имеют разный размер и структуру. Теоре-
тическое моделирование в данной области 
существенно осложняется тем фактом, что 

Рис. 5. Частотные зависимости вещественной (а) и мнимой (б) частей диэлектрической  
проницаемости пористого стекла с нитритом натрия (1 – 4) и пористого стекла с палладием  
и нитритом натрия (1 Pd – 3 Pd , 5 Pd) для нескольких температур, K: 350 (1, 1 Pd), 400 (2, 2 Pd),  

450 (3, 3 Pd), 483 (4), 500 (5 Pd) 

а)

б)
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пористые стекла относятся к системам с 
фрактальной размерностью. Но можно от-
метить, что ионная проводимость в рамках 
модели протекания неоднократно обсужда-
лась в литературе (см., например, работы 
[22, 23]). Кроме того, такая модель может 
обеспечить наблюдаемую на практике (см. 
рис. 1, б) дисперсию проводимости в широ-
ком диапазоне частот.

При заполнении матрицы сегнетоэлек-
триком NaNO2 DC-проводимость суще-
ственно возрастает (10–5 – 10–3 См/см в 
области температур 420 – 500 K). Энергия 
активации также увеличивается до 1,2 эВ. 
Здесь логично предположить, что носи-
телями заряда выступают ионы Na+. При 
этом (как и в случае с пустым пористым 
стеклом) вопрос о механизме транспорта 
ионов остается открытым. Температурная 
зависимость DC-проводимости пористой 
матрицы, заполненной нитритом натрия, 
имеет достаточно сложный вид: она претер-
певает два излома и образует три линейных 
участка со значениями энергии активации 

1,20, 0,48 и 1,26 эВ. Аналогичная ситуация 
наблюдалась и в объемном нитрите натрия, 
согласно данным работы [24], где изучали 
образец из прессованного порошка. Энер-
гии активации DC-проводимости на со-
ответствующих температурных участках в 
объемном образце нитрита натрия NaNO2 

были 1,64, 2,07 и 1,22 эВ, а температуры 
фазовых переходов – Tc = 436,5 и 448,0 K, 
где последняя соответствует наивысшей 
точке ФП (образец поликристаллический). 
Таким образом, в сегнетоэлектрике NaNO2, 
внедренном в ограниченную геометрию, 
происходит снижение значений энергии 
активации во всем температурном диапазо-
не и смещение температуры фазового пере-
хода (она составила 435 K) в область более 
низких температур; такая закономерность 
уже наблюдалась для нанокомпозитного 
нитрита натрия [14].

В случае стекла, заполненного сегнетоэ-
лектриком с частицами палладия, значения 
DC-проводимости еще выше (10–3 – 10–2 
См/см в области температур 440 – 500 K), 

Рис. 6. Температурные зависимости DC-проводимости (символы) исходного пористого 
стекла (1), а также этих стекол, заполненных NaNO2 (2) и  NaNO2 с частицами Pd (3).  

Прямые линии – аппроксимация зависимостей законом Аррениуса – Френкеля.  
Значения энергий активации DC-проводимости для различных участков прямых, эВ: 1,08 (I),  

1,2 (II), 0,80 (III), 1,26 (IV), 0,48 (V), 0,42 (VI). 
Вертикальный пунктир соответствует температуре фазового перехода 435 K 
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но энергия активации процесса в области 
высоких температур при этом уменьшается 
до 0,80 эВ. Для данного образца зависимость 
также испытывает излом в районе 435 K, что 
указывает на наличие фазового перехода в 
нитрите натрия, а также на наиболее веро-
ятную природу основных носителей заряда 
в данном образце – на ионы натрия. Ин-
тересно отметить отсутствие явного второго 
излома на анализируемой зависимости, как 
и на полученной для образца, не содержа-
щего палладий. Возможно, указанное отсут-
ствие связано с размытостью по температу-
ре ФП для данного образца. В работе [15] 
авторы получили значение энергии актива-
ции DC-проводимости в 1 эВ для стекла с 
частицами палладия (стекло не содержало 
нитрита натрия) и указали при этом, что 
оно соответствует механизму электронной 
прыжковой проводимости. В нашем случае 
дополнительный вклад в полученное значе-
ние проводимости от прыжковой электрон-
ной проводимости мог бы дать объяснение 
повышению значений проводимости от-
носительно соответствующих значений для 
стекла, не содержащего палладий.

Заключение

Впервые создан нанокомпозит Pd–
NaNO2 (металл – сегнетоэлектрик) в по-

ристом стекле с высокой эффективной 
диэлектрической проницаемостью (до 109). 
Проанализированы температурные и дис-
персионные зависимости диэлектрического 
отклика нанокомпозита, содержащего ча-
стицы металла, и не содержащего. Внедре-
ние в матрицу наночастиц металла, не свя-
занных между собой, привело к увеличению 
как вещественной, так и мнимой частей 
диэлектрической проницаемости компо-
зита почти в десять раз. Получена темпе-
ратурная зависимость DC-проводимости 
композита с палладием и проведено ее 
сравнение с аналогичной зависимостью для 
нанокомпозита, не содержащего  палладий. 
Установлено, что DC-проводимость ком-
позита с металлическими частицами более 
чем на порядок превышает проводимость 
чистого нитрита натрия в стекле. Эффект 
увеличения DC-проводимости связан, по-
видимому, с появлением дополнительной 
электронной проводимости. Энергии ак-
тивации в образцах, содержащих палладий, 
уменьшаются, по сравнению с образцами 
без палладия,  во всем исследованном тем-
пературном диапазоне. 

Исследование выполнено при  финансовой 
поддержке Российского научного фонда (про-
ект №14-22-00136).
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Koroleva E.Yu., Burdin D.A., Kumzerov Yu.A., Sysoeva A.A., Filimonov A.V. 
DIELECTRIC PROPERTIES  OF Pd-NaNO

2
 NANOCOMPOSITE IN POROUS GLASS.

We have studied composite on the base of nanoporous glass into the pores of which palladium particles 
(about 10% of the pore volume) are embedded, and the remaining space is filled with ferroelectric – 
sodium nitrite. The temperature and frequency dependences of the dielectric response for the nanocomposite 
with metal particles and without it were measured and analyzed. The Pd-NaNO2 nanocomposite (metal – 
ferroelectric) created was found  to have high effective dielectric permittivity (up to 10 ^9). DC-conductivity 
of the composite with metal particles was more than an order of magnitude greater than that of pure sodium 
nitrite in the porous glass, due, apparently, to the appearance of additional electronic conductivity.

nanocomposite, porous glass, ferroelectrics, dielectric response.
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Моделирование структурной неустойчивости  
в цирконате свинца

В данной работе проведено моделирование низкоэнергетического фонон-
ного спектра в модельном антисегнетоэлектрике – цирконате свинца – с ис-
пользованием пятимодовой модели Вакса, учитывающей флексоэлектрическое 
взаимодействие. Установлено, что цирконат свинца находится в состоянии, 
близком к неустойчивому.

цирконат свинца, фазовый переход, антисегнетоэлектричество, флек-
соэлектрическое взаимодействие.

Введение

История исследований цирконата свин-
ца PbZrO3 берет свое начало с 1951 года, 
когда на основе результатов измерения его 
диэлектрических свойств [1] фазовый пере-
ход в цирконате свинца (ЦС) был опреде-
лен как антисегнетоэлектрический. Свой-
ства модельного антисегнетоэлектрика ЦС 
продолжают активно исследовать до наших 
дней. В последнее время, в связи с расшире-
нием возможностей применения антисегне-
тоэлектриков [2], наблюдается рост интере-
са к материалам подобного рода. Внимание 
исследователей к ЦС объясняется еще и 
тем, что он входит важнейшей составля-
ющей в известный своими уникальными 
сегнетоэлектрическими и пьезоэлектриче-
скими свойствами цирконат-титанат свин-
ца. Однако, несмотря на технологическую 
важность и продолжительную историю из-
учения ЦС, механизмы формирования ан-
тисегнетоэлектрического состояния в ЦС 
остаются не до конца изученными.

Фазовый переход в ЦС обычно описы-
вают сложным параметром порядка, ко-
торый представляет собой суперпозицию 
нормальных мод, соответствующих разным 
точкам зоны Бриллюэна (R, Σ ) [3]. Пере-
стройку структуры в ЦС, приводящую к 
антисегнетоэлектрической фазе, можно 
представить как комбинацию смещений в 
двух модах решетки. Первая мода отвечает 
антипараллельным смещениям ионов свин-

ца; ее можно охарактеризовать волновым 
вектором 2 / paΣ = πq  (1/4, 1/4, 0), где ap –  
постоянная ячейки в параэлектрической 
фазе. R-мода отвечает антифазным вра-
щениям кислородных октаэдров и опи-
сывается волновым вектором 2 /R pa= πq   
(1/2, 1/2, 1/2).

Результаты измерений диэлектрических 
свойств [4] указывают на существование в 
ЦС сегнетоэлектрической неустойчивости, 
которая приводит к смягчению оптическо-
го фонона в центре зоны Бриллюэна. В 
работе [5] было показано, что мягкая сег-
нетоэлектрическая мода в ЦС проявляет-
ся в виде центрального пика в фононном 
спектре, причем интенсивность этого пика 
резко возрастает при приближении к фа-
зовому переходу, а также в виде фононной 
оптической ветви, частота которой прак-
тически не зависит от температуры. Такая 
картина может быть описана как результат 
взаимодействия мягкого оптического фо-
нона с неким некритическим релаксацион-
ным процессом.

Сегнетоэлектрическая нестабильность 
за счет флексоэлектрического межмодового 
взаимодействия вызывает понижение по-
перечной акустической ветви. В результа-
те в ЦС наблюдается аномально низкая и 
практически пологая поперечная акустиче-
ская фононная ветвь, распространяющаяся 
в направлении [1 1 0] и имеющая поляри-
зацию в направлении [1 –1 0] (поляризация 
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“in plane”, т. е. в плоскости распространения 
фонона). При приближении к температуре 
фазового перехода частота данной попереч-
ной акустической фононной ветви понижа-
ется равномерно во всей зоне Бриллюэна. 
Вследствие такого межмодового взаимодей-
ствия кристалл оказывается в состоянии, 
очень близком к переходу в несоразмерную 
фазу. Однако ЦС не испытывает перехода 
в указанную фазу в силу так называемого 
процесса «переброса» (umklapp), в результа-
те которого возникает модуляция решетки с 
соразмерным волновым вектором .Σq

Существование межмодового взаимо-
действия в перовскитоподобных сегне-
тоэлектриках давно является предметом 
обсуждения. В квантовом параэлектрике 
KTaO3 (KTO) межмодовое взаимодействие 
приводит к тому, что мягкая оптическая 
мода вызывает равномерное понижение 
частоты акустической ветви по всей зоне 
Бриллюэна. В результате в спектрах, по-
мимо смягчающейся оптической ветви, на-
блюдается понижение частоты поперечной 
акустической ветви [6]. В работе [7] было 
проведено моделирование дисперсионных 
зависимостей в KTO с учетом взаимодей-
ствия двух низкочастотных мод: оптической 
поперечной (TO) и акустической попереч-
ной (TA). Совпадение результатов расчета 
с экспериментальными данными показало, 
что понижение акустической ветви этого 
квантового параэлектрика может быть вы-
звано взаимодействием со смягчающейся 
оптической фононной ветвью. Авторами 
[7] была показана возможность возникно-
вения нестабильности решетки с ненуле-
вым волновым вектором qcrit , соответствую-
щим нулевой частоте ТА-моды, прежде чем 
частота ТО-фонона при q = 0 станет равной 
нулю. В таком случае происходит переход 
в фазу, которая характеризуется наличием 
синусоидально модулированных смещений 
с периодом модуляции, определяемым вол-
новым вектором qcrit. Таким образом, если 
межмодовое взаимодействие оказывается 
достаточно большим, то возможно пони-
жение до нуля значения частоты фононной 
ветви при определенной величине волново-
го вектора qcrit, что приводит к образованию 
несоразмерной фазы.

В работе [8] для феноменологического 
описания анизотропной низкоэнергетиче-
ской дисперсии ТА-фононов в KTO была 
использована пятимодовая модель Вакса 
[9], которая позволила рассчитать диспер-
сионные поверхности для кубических кри-
сталлов перовскита. В данной модели учи-
тываются пять самых низкоэнергетичных 
фононных мод: две поперечные оптические 
(2 ТО) и три акустические (2 TA и 1 LA). 
В результате в широком температурном 
интервале для кристаллов KTO было по-
лучено точное описание низкочастотного 
спектра, что подтвердило предположение о 
том, что низкая частота акустической моды 
обусловлена взаимодействием со смягчаю-
щейся оптической модой.

В работе [5] было проведено моделиро-
вание формы диффузного рассеяния в ЦС 
с использованием модели Вакса, которая 
учитывает межмодовое взаимодействие. 

В рамках данной статьи нами предла-
гается развитие подхода к моделированию 
дисперсионных зависимостей в ЦС с помо-
щью  пятимодовой модели Вакса, а также 
рассматривается возможность образования 
неустойчивости в данной системе.

Модель Вакса

Моделирование низкоэнергетической 
части спектра в ЦС мы предлагаем осуще-
ствить с помощью модели Вакса. В исполь-
зуемом приближении точность описания 
частоты фонона ω  определяется параме-
тром 2 ,/ opω Ω  где Ωop – частота типичной 
высокоэнергетичной моды, например про-
дольной оптической [9].

Пятимодовый гамильтониан для трех 
акустических фононных ветвей со смеще-
ниями x1, x2, x3 и двух оптических фонон-
ных ветвей со смещениями u1, u2 имеет сле-
дующий вид:



 

(5) 1
[ ( )

2

( ) 2 ( ) ].

q q
q

q q q q q

H A q

S q V q

− −

− − −

= + + +

+λ + +

∑ u u u x x

x x x x u x

  
 q q -q q

q

u

Отметим, что наличие температурной 
зависимости предполагается лишь у мягкой 
оптической ветви, квадрат частоты которой 
обозначен как λ . Тензор ( )A q описывает 

(1)
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дисперсию акустической фононной ветви 
при отсутствии взаимодействия, ( )S q  – 
дисперсию оптической фононной ветви, а 
тензор ( )V q  соответствует вкладу акусто-
оптического взаимодействия. Данные тен-
зоры могут быть разложены в окрестности 
малых значений q с учетом кубической и 
зеркальной симметрий:







2

2

2

( ) ( );

( ) ( ) ;

( ) ( ).

a l t
a l t

a t
a t

a t
a t

A q A g A g A g

S q S g S g l

V q V g V g

= + +

= +

= +

q

q

q

Здесь тензоры g зависят только от на-
правления n = k/k :

;

;

,

t

l

a

g n n

g n n

g n n

αβ αβ α β

αβ α β

αβ αβγδ γ δ

= δ −

=

= γ

где αβδ  – символ Кронекера; αβγδγ  – тен-
зорный инвариант с учетом кубической 
симметрии, который равен единице, когда 
все его индексы совпадают, и нулю во всех 
остальных случаях.

В результате тензоры ( ),A q  ( )S q  и ( )V q  
оказываются состоящими из поперечной 
(g t) , продольной (g l) и анизотропной (ga) 

частей. Коэффициенты lS  и lV  отсутству-
ют, так как в модель входят только попе-
речные оптические моды. Величины ,iA  ,iS  

iV  являются константами, причем iA  мож-
но выразить через упругие модули:

44

12 44

11 12 44

1
;

1
( 2 );

1
( 2 ),

t

l

a

A c

A c c

A c c c

=
ρ

= +
ρ

= − −
ρ

где ρ — плотность.
Данная модель была использована для 

расчета дисперсии в ЦС. Согласно моде-
ли, частоты мод должны быть квадратными 
корнями из собственных чисел следующей 
матрицы:

(5)( ) (| |, , , , , )

 ( , , , ).
is t t t l

anis a a a

H H q S A V A

H S A V

= λ +

+
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Изотропная часть матрицы (5) имеет 
вид
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Анизотропная часть этой матрицы име-
ет вид
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Следовательно, в данной модели имеет-
ся восемь параметров: Al , At, Aa, St, Sa, Vt, 
Va и λ. Буквой λ обозначен квадрат часто-
ты мягкой оптической моды при q = 0. В 
рамках квазигармонического приближения 
данный параметр – единственный, кото-
рый зависит от температуры.

Частота релевантной оптической моды 
при q = 0 взята из экспериментальных 
данных по инфракрасной спектроскопии 
[10]. Параметры, контролирующие акусти-
ческую дисперсию, были рассчитаны на 
основе значений упругих модулей, взятых 
из результатов эксперимента по рассеянию 
Бриллюэна [5]: c11 = 194 ГПа, c12 = 61 ГПа,  
c44 = 71 ГПа. Плотность цирконата свин-
ца ρ = 8 г/см3, постоянная решетки  
a = 0,416 нм [11]. В результате были по-
лучены следующие значения параметров:  
Al = 2512 (мэВ)2/(rlu)2; At = 879 (мэВ)2/(rlu)2;  

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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Aa = –111  (мэВ)2/(rlu)2.
В таком случае остается всего четыре 

варьируемых параметра. Для упрощения 
мы ограничили наше рассмотрение случаем 
изотропного межмодового взаимодействия 
(Va = 0). Значения остальных трех параме-
тров были получены методом наименьших 
квадратов: 

Sa = –6863 (мэВ)2/(rlu)2, 

St = 4604 (мэВ)2/(rlu)2, 

Vt = 955,4 (мэВ)2/(rlu)2.

С использованием вышеприведенных 
параметров было выполнено моделирова-
ние дисперсионных зависимостей частот 
пяти низколежащих мод в направлении  
[1 1 0]. Результаты моделирования для тем-
пературы 780 K приведены на рис. 1. На 
этом же рисунке отмечены эксперимен-
тально полученные частоты ТА-фононов in 
plane; сравнение расчетных кривых с экс-
периментом подтверждает справедливость 
данной модели для описания аномально 
низкой поперечной акустической ветви.

Модель Вакса позволяет также получить 
температурную зависимость фононной 
дисперсии. На рис. 2 приведено сравнение 
вычисленной дисперсии ТА-фононов, име-
ющих поляризацию in plane, с эксперимен-
тально полученными величинами. Видно, 
что частоты ТА-фононов, вычисленные с 
применением модели Вакса, в параэлектри-
ческой фазе понижаются с приближением к 
температуре фазового перехода аналогично 
экспериментально полученным частотам.

На рис. 3 приведена дисперсионная по-
верхность акустических фононов, также 

Рис. 1. Результаты моделирования (линии)  
дисперсионных зависимостей пяти (1 – 5) са-

мых низкоэнергетических мод. Расчеты  
выполнены с помощью модели Вакса;  

проведено сравнение с экспериментальными 
данными (символы). Температура – 780 K. 
Моды колебаний фононов: ТА in plane (1) и out  

of plane (2); LA (3); ТO in plane (4) и out of plane (5) 

Рис. 2. Температурная эволюция  
дисперсионной зависимости ТА in plane  

фононов, рассчитанная с помощью модели 
Вакса (линии), проведено сравнение  

с экспериментальными данными (символы).  
Температура, K: 780 (1); 680 (2), 550 (3)

Рис. 3. 3D-представление результатов модели-
рования дисперсионной поверхности попереч-
ных акустических фононов c поляризацией in 

plane в одной четверти зоны Бриллюэна; 
расчеты выполнены с помощью модели Вакса; 
проведено сравнение с экспериментальными 

данными (символы); Т = 780 K
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рассчитанная с применением модели Вак-
са. Видно, что трехмерная дисперсионная 
зависимость имеет форму долины с прова-
лом вдоль Σ-направления. Таким образом, 
модельные расчеты воспроизводят анизо-
тропию энергии акустических фононов. 

Исследование системы на неустойчивость

В работе [7] рассмотрена возможность 
ситуации, в которой частота акустической 
моды становится равной нулю в определен-
ной точке зоны Бриллюэна qcrit в результате 
взаимодействия с оптической модой. С це-
лью анализа подобной ситуации, т. е.  на-
сколько наша система близка к состоянию 
неустойчивости, было проведено варьиро-
вание параметров St , Sa  и Vt. Напомним, 
что для моделирования нами были исполь-
зованы следующие значения параметров: 

Sa = –6863 (мэВ)2/(rlu)2, 

St = 4604 (мэВ)2/(rlu)2, 

Vt = 955,4 (мэВ)2/(rlu)2.

На рис. 4 приведены дисперсионные за-
висимости частоты фононной ТА-моды для 
нескольких значений Vt. Видно, что уже при 
Vt = 995 (мэВ)2/(rlu)2 частота акустической 
моды становится нулевой и система ока-
зывается неустойчивой. Согласно нашим 
расчетам, от параметра взаимодействия Vt 

критически зависит только самая низко-
энергетичная, ТА-мода, тогда как частоты 
остальных мод демонстрируют лишь сла-
бую зависимость от указанного параметра. 

В процессе моделирования нами была 
проанализирована зависимость волново-
го вектора qcrit от параметра Vt.  Была ис-
следована устойчивость  нашей системы, 
аналогично рассмотрению, проведенному в 
работе [7]. Условие устойчивости системы, 
включающей пять мод, должно задаваться 
следующими условиями для определителя 
матрицы H (5):

| | 0,

| |
0.

H

H
q

>

∂
=

∂

Данные условия были использованы в 
совокупности  с матрицами (6), (7) для по-
лучения волнового вектора нестабильной 
моды qcrit. Результаты проведенного анализа 
представлены на рис. 5, где приведена за-
висимость qcrit от параметра Vt. Видно, что 
при совсем небольшом изменении Vt воз-
никает нестабильность акустической моды 
в точке Σ, что приведет к возникновению 
Σ-сверхструктуры.

Заключение

Проведено моделирование низкочастот-
ной области фононного спектра циркона-

Рис. 4. Расчетные дисперсионные  
зависимости поперечной акустической моды 

вдоль Σ-направления (in plane) для нескольких 
значений параметра взаимодействия Vt :  

945 (1), 955,4 (2), 965 (3), 975 (4), 985 (5),  995 (6), 
1005 (7),  1015 (8), 1025 (9); Т = 780 K

(9)

Рис. 5. Расчетная зависимость модуля  
волнового вектора qcrit от параметра  

взаимодействия Vt, который  выражен  
в процентах относительно величины  

Vt 0 = 955,4 (мэВ)2/(rlu)2
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та свинца PbZrO3 с использованием моде-
ли Вакса. Учет взаимодействия всего пяти 
низкоэнергетичных мод позволяет получить 
не только хорошее согласие дисперсионной 
зависимости для поперечного ТА-фонона с 
экспериментально наблюдаемой дисперси-
ей, но и позволяет смоделировать темпера-
турные изменения частоты ТА-фонона.

Установлено, что рассматриваемая си-
стема, включающая в себя пять низколежа-
щих мод, находится в состоянии, близком 
к неустойчивому. Небольшого изменения 
хотя бы одного из параметров, задающих 
взаимодействие между этими модами, ока-
зывается достаточно для возникновения 
нестабильности в решетке, которая харак-
теризуется волновым вектором qcrit. Напри-
мер, при увеличении параметра акусто-
оптического взаимодействия Vt на 5 % 

частота ТА-моды становится равной нулю 
при значении  qcrit = 0,25, что соответствует 
нестабильности решетки в Σ-точке. Однако 
вектор qcrit может иметь любую величину, в 
том числе иррациональную; в таком случае 
система будет близка к переходу в несораз-
мерную фазу.

Если система настолько чувствительна 
к небольшому изменению параметров меж-
модового взаимодействия, то можно ожи-
дать, что она будет чувствительна и к раз-
личным внешним воздействиям. В таком 
случае представляет интерес исследование 
фазовых переходов в цирконате свинца, к 
которому приложено внешнее давление.

Исследование выполнено за счет гран-
та Российского научного фонда (проект  
№ 14-22-00136) в СПбПУ.
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Andronikova D.A., Burkovsky R.G., Vakhrushev S.B., Filimonov A.V. MODELING 
OF STRUCTURAL INSTABILITY IN LEAD ZIRCONATE.

Low-energy phonon spectra of lead zirconate being classic antiferroelectric have been simulated using 
the Vaks model with 5 modes. This model takes into account a flexoelectric coupling between 5 low-energy 
modes (3 acoustical and 2 optical ones). The Vaks model was shown to allow not only to achieve good 
agreement of calculated dispersions with experimental data, but to reproduce the temperature behaviour of 
TA phonon frequencies as well.

As our calculations revealed, the system with 5 low-energy modes was close to structural instability stage. 
Even a weak change in coupling parameters could result in lattice instability which was characterized by qcrit 
wave vector. The qcrit-vector took any value including irrational one. In latter case the system would be close 
to go over into an incommensurate phase.

lead zirconate, phase transition, antiferroelectricity, flexoelectric coupling.
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ДИНАМИЧЕСКИ УПРАВЛЯЕМЫЕ СВЕТОДИОДНЫЕ ИСТОЧНИКИ СВЕТА 
ДЛЯ НОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ ОСВЕЩЕНИЯ

Рассмотрены вопросы создания светодиодных источников света на принци-
пе RGB-смешения, допускающих динамическое управление по спектру (цвету) 
излучения. Приведены результаты разработки конструкции и технологии из-
готовления энергоэффективных, динамически управляемых  светодиодных ис-
точников освещения, которые обеспечивают оптимальную световую среду для 
жизнедеятельности человека.

СВЕТОДИОДЫ, СПЕКТРАЛЬНО-ЦВЕТОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ, RGB-СМЕШЕНИЕ 
ЦВЕТОВ, ДИНАМИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ, ТЕХНОЛОГИЯ ZigBee, КОНФИГУРАЦИЯ СЕТИ.

Введение

Светодиоды (СД) наилучшим обра-
зом удовлетворяют высоким требованиям, 
предъявляемым к современным источни-
кам света (ИС), благодаря сочетанию цело-
го ряда преимуществ.  В первую очередь 
к ним относится их характеристика энер-
гопотребления: световая отдача серийных 
приборов составляет около 150 лм/Вт,  
а лабораторных образцов – 300 лм/Вт  
[1, 2]; это позволяет, ввиду экономии элек-
троэнергии, рассчитывать на значительное 
улучшение экологической обстановки. Не 
менее важна способность СД повышать ка-
чественные показатели освещения за счет 
возможности динамического управления 
спектрально-цветовыми параметрами (ин-
теллектуальный свет на принципе RGB-
смешения). Последнее преимущество осо-
бенно актуально в связи со следующими 
обстоятельствами:

люди проводят большую часть суток, 
включая дневное время, при искусствен-
ном освещении, что обусловлено расширя-

ющимся использованием безоконных про-
изводственных помещений;

использование белых СД на основе 
принципа цветосмешения (RGB) впервые 
в практике освещения позволяет реализо-
вывать динамичное управление спектром 
(цветом) излучения (так называемый «ин-
теллектуальный» свет) с новыми возмож-
ностями влияния на биологические про-
цессы в организме человека (животных, 
растений). Это обстоятельство позволяет 
обойти неблагоприятные особенности наи-
более распространенных сейчас белых лю-
минофорных СД, которые имеют в спектре 
испускания  сильную голубую полосу с пи-
ковой длиной волны λ

 peak  ≈ 450 – 460 нм  
и дефицит излучения в красной области  
(630 – 750 нм);

появление светодиодных источников 
света с управляемыми характеристиками 
совпало по времени с обнаружением неиз-
вестного ранее типа глазных рецепторов, 
синхронизирующих функционирование ор-
ганизма с состоянием световой среды – ка-



39

Приборы и техника физического эксперимента

нал биологических часов [3, 4]. Это откры-
вает широкие возможности использовать 
освещение как безмедикаментозный спо-
соб воздействия на психофизиологическое 
и эмоциональное состояния человека.

Качественные показатели генерируемо-
го света, в первую очередь, характеризу-
ются возможностью реализации широкого 
диапазона цветовых температур – (2700 – 
6500) K, при обеспечении высоких значе-
ний индексов цветопередачи [5]. Общий 
индекс цветопередачи Ra должен быть не 
менее 95, а специальные индексы цвето-
передачи для насыщенных цветов R8 – R14 
должны превышать значение 85. Другим 
важнейшим качеством освещения является 
управляемость, т. е. возможность измене-
ния в процессе эксплуатации спектрально-
цветовых параметров; это кардинально 
расширяет функциональные возможности 
источников света и меняет подходы к ре-
шению многих светотехнических задач. 
Общепризнанно, что наиболее интересные 
перспективы «интеллектуального» света 
связаны с медициной, особенно с хирур-
гией, а также с агротехникой, музейным 
освещением, архитектурно-декоративной 
подсветкой. Кроме того, обнаружена воз-
можность светового воздействия  оказывать 
положительное влияние на психофизиче-
ское и общее физическое здоровье чело-
века, то есть создавать оптимальную ва-
рьируемую эргономичную световую среду.  
К положительным свойствам СД следует 
также отнести отсутствие опасных ИК- и 
УФ- компонент излучения, электромагнит-
ную  совместимость, длительный ресурс с 
минимальными эксплуатационными рас-
ходами, миниатюрность, конструктивную 
гибкость, безвредную утилизацию СД, по 
сравнению с ртутьсодержащими лампами.

Технологии получения белого света

Вопросы оптимизации при смешении 
цветов для получения белого света с задан-
ной цветовой температурой и приемлемым 
компромиссом в соотношении «световая 
отдача – индекс цветопередачи» примени-
тельно к СД исследовались в работах [6, 7]. 
Во всех вариантах комбинирования цветов 
оптимальное сочетание не должно исключать 

глубокий зеленый диапазон 540 – 560 нм,  
пока труднодоступный для СД.

Для экспериментальной оценки воз-
можностей синтеза белого света с помощью 
промышленно выпускаемых мультикри-
стальных (полихромных) СД, исследова-
лось несколько вариантов сложения: RGB, 
RGBA, RGBW

c и RGBWn, где обозна-
чению R (красный цвет)  соответству-
ет спектральный диапазон 620 – 640 нм,  
G (зеленый) – 510 – 530 нм, B (синий) – 450 –  
470 нм, A (желтый) – 590 – 595 нм, Wc и 
Wn – люминофорные СД  холодно-белого  
(Тc ≈ 6500 K) и нейтрально-белого (Тc ≈ 4000 
K) света. Анализ всех индексов передачи 
показывает, что трехцветная (RGB) версия 
на практике мало приемлема для получения 
полноценного белого света. Вполне удо-
влетворительные результаты обеспечивают 
четырехцветные версии RGBA и RGBW.

На основе имеющихся к настоящему 
времени теоретических и эксперименталь-
ных результатов можно сделать заключе-
ние: чтобы получить белый свет с высоким 
значением общего индекса цветопередачи 
Ra > 95 при типичной полуширине спек-
тров полупроводниковых излучателей  
∆λ0,5 ≈ 15 – 40 нм, необходимо сложить из-
лучение четырех-пяти  полупроводниковых 
излучателей с пиковыми длинами волн λpeak, 
которые относительно равномерно распре-
делены в видимом диапазоне. Дальнейшее, 
более плотное, заполнение спектра излуче-
ния абсолютно черного тела за счет увели-
чения числа СД мало влияет на значение Ra,  
но ведет к заметным потерям световой от-
дачи и усложнению системы. В то же вре-
мя, даже небольшое отклонение пиковой 
длины волны λpeak отдельных СД от опти-
мальных значений может приводить к рез-
кому падению отдельных  индексов цвето-
передачи, особенно R8 – R14, относящихся 
к насыщенным цветам.  Использование для 
цветосмешения  люминофорных СД с бо-
лее широким спектром, ∆λ0,5 ≈ 70 – 100 нм,  
естественно, облегчает проблему. 

Экспериментальные исследования в 
совокупности с моделированием при ши-
роком охвате исходных спектров по λpeak и 
∆λ0,5 показывают, что для синтеза высоко-
качественного белого света в широком диа-
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пазоне  Tc = 2 500 – 10 000 K оптималь-
ным является набор из шести спектральных 
полос полупроводниковых СД. При этом 
для каждой конкретной цветовой темпера-
туры Tc достаточно сложение четырех по-
лос. Выбор шестицветного светодиодного 
модуля обусловлен стремлением повысить 
его  универсальность за счет перекрытия 
широкого диапазона Tc и акцентирования 
некоторых цветов для специальных усло-
вий освещения (микроскопия, помещения 
для хирургии и музеев) [8]. 

Технические характеристики  
энергоэффективных, динамически  

управляемых светодиодных источников 
освещения 

Энергоэффективный, динамически 
управляемый светодиодный источник осве-
щения (ЭДУСИО) должен обеспечивать 
оптимальную световую среду для жизне-
деятельности человека в жилых и произ-
водственных помещениях. Создание  такой 
среды требует решения следующих задач:

имитацию внутри помещений, лишен-
ных окон, естественного, отвечающего 
биологическим циклам, освещения с плав-
ным изменением цветовой температуры в 
течение дня, особенно при дефиците есте-
ственного света в зимний период;

обеспечение специальных условий осве-
щения  для повышения работоспособности 
и концентрации внимания персонала, ра-
ботающего при больших психофизических 
нагрузках (авиадиспетчеры, операторы 
центров управления, экипажи автономных 
объектов, например подводных лодок, кос-
мических кораблей и др.);

та же задача для релаксации и снятия 
нервного напряжения у перечисленного 
выше персонала, а также людей, испытав-
ших стрессовые нагрузки (военные, служа-
щие МЧС и др.);

обеспечение музейного освещения с це-
лью наилучшего воспроизведения всей цве-
товой палитры живописи и создания ком-
фортной световой среды для восприятия 
предметов искусства;  

ЭДУСИО обеспечивают излучение бе-
лого света со спектрально-цветовыми и яр-
костными характеристиками, которые до-

пускают изменение во времени по заданной 
программе. Управление параметрами излу-
чения можно осуществлять дистанционно 
по радиоканалу от пульта дистанционного 
управления (ПДУ) или персонального ком-
пьютера (ПК). При этом обеспечиваются 
три режима работы.

1. «Выключено»;  в этом случае сетевое 
напряжение  220 В отключено.

2. Дежурный режим (спящий); при этом  
питание 220 В включено, но свет  выклю-
чен;

3. Рабочий режим; это работа, когда 
выполняются заданные требования к цве-
товым (калориметрическим) и световым 
(фотометрическим) характеристикам.

Преобразование постоянного напря-
жения от источника напряжения  в ток 
светодиодов производится драйверами с 
регулированием светового потока широтно-
импульсной модуляцией (ШИМ) по про-
грамме микроконтроллера. Диапазон ре-
гулирования скважности ШИМ – от 0 до 
100 %, с шагом 0,1 %. Микроконтроллер 
обеспечивает прием команд управления от 
ПДУ или ПК, управление световыми харак-
теристиками, а также контроль температу-
ры платы светодиодов (не более 50 °С).

Мощность потребления ЭДУСИО от 
источника питания не превышает 40 Вт в 
рабочем режиме. Это позволяет не преду-
сматривать включения в схему корректора 
коэффициента мощности. В дежурном ре-
жиме мощность рассеяния не превышает 
0,5 Вт.

Пульт дистанционного управления 
ЭДУСИО обеспечивает целый ряд функ-
ций; это хранение во внутренней памяти 
режимов работы светодиодного источника, 
выбор программы и времени работы поль-
зователем с помощью кнопок ПДУ, управ-
ление работой ЭДУСИО, синхронизацию 
работы нескольких ЭДУСИО, привязку 
режима работы к реальному времени (вре-
мени суток), управление этим  ЭДУСИО 
(плавное изменение спектра излучения в 
течение суток с возможностью последую-
щего повторения цикла) по радиоканалу на 
расстоянии до 35 м.

Разветвленная сеть ЭДУСИО относится 
к устройствам локальных радиосетей  мало-



Приборы и техника физического эксперимента

41

го радиуса действия, которые используют 
для замены физических кабелей в локаль-
ных сетях передачи данных в пределах зда-
ния (помещения).

Беспроводные самоорганизующиеся 
сети (ad hoc сети, беспроводные динамиче-
ские сети) – это децентрализованные сети 
без проводов, не имеющие постоянной 
структуры; их характерное отличие от ана-
логичных сетей состоит в том, что задача 
управления потоками данных не выполня-
ется через точки доступа.

Технологии беспроводных сетей

Перечислим наиболее часто используе-
мые технологии при построении беспро-
водных саморегулирующихся сетей:

Wi-Fi (IEEE 802.11);   
Bluetooth (IEE 802.15.1);      
ZigBee (IEEE 802.15.4).
В окончательном исполнении бес-

проводное устройство, изготовленное 
по альтернативной технологии, должно 
основываться на применении трансивера 
(приемопередатчика), к которому предъяв-
ляются следующие требования:    

устойчивая надежная двухсторонняя 
связь; 

дальность работы на одном кристалле – 
от 10 м и более; 

низкая цена;
низкое энергопотребление.
Wi-Fi. Это технология высокоскорост-

ной беспроводной персональной сети тор-
говой марки Wi-Fi Alliance. На частоте  
2,4 ГГц, где она должна функционировать, 
работает множество устройств, что ухудша-
ет ее электромагнитную совместимость с 
другими системами; вследствие этого высо-
ки служебные «накладные расходы». Кро-
ме того, серьезным  недостатком является 
требование регистрации всех сетей Wi-Fi, 
работающих в России и Белоруссии вне по-
мещений (либо требуется  регистрация Wi-
Fi-оператора).

Bluetooth. Эта производственная специ-
фикация беспроводных персональных сетей 
на частоте 2,4 ГГц широко распространенa 
на практике, однако по интегральному со-
четанию стоимости, функциональных воз-

можностей и габаритных размеров имеются 
применения, где данная технология крайне 
невыгодна.

ZigBee. Это спецификация сетевых про-
токолов верхнего уровня (уровня приложе-
ния API и сетевого уровня NWK), исполь-
зующих серверы нижних уровней, а именно 
управления доступом к среде MAC и физи-
ческого  уровня  PHY регламентированным  
стандартом IEEE 802.15.4. (часть 15.4.: Wire-
less Medium Access Control (MAC) and Phys-
ical Layer (PHY) Specification for Low-Rate 
Wireless Personal Area Networks (WPANs) –  
беспроводные среды управления доступом 
(MAC) и спецификации физического слоя 
(уровня) (PHY) для низкоскоростных бес-
проводных персональных сетей) [9, 10]. 
Спецификация ZigBee ориентирована на 
приложения, требующие гарантированной 
безопасной передачи данных при относи-
тельно небольших скоростях и возможно-
сти длительной работы сетевых устройств от 
автономных источников питания. Техноло-
гия ZigBee позволяет при малом энергопо-
треблении поддерживать не только простые 
топологии сети («точка-точка», «дерево» и 
«звезда»), но и самоорганизующуюся и са-
мовосстанавливающуюся ячеистую (mesh) 
топологию с ретрансляцией и маршрутиза-
цией сообщений. Ценовая эффективность 
технологии ZigBee объясняется не только 
организационными мероприятиями альян-
са компаний ZigBee, но главным образом 
ее конкурентоспособностью благодаря ис-
пользованию в основе технологии стан-
дарта IEEE 802.15.4., которая обеспечивает 
оптимальные технические характеристики 
серверов нижних уровней MAC и PHY.

PHY-слой обеспечивает следующие 
функции:

активацию и дезактивацию радиотранс-
ивера;

детектирование энергии (ED) в текущем 
канале;

индикацию качества связи (LQI) для 
получения пакетов; 

оценку незанятости канала CCA (Clear 
Channel Assessment) для механизма доступа 
(CSMA-CA);

выбор частоты канала;
прием и передачу данных.



42

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(206) 2014

МАС-уровень руководит всем доступом 
к физическому радиоканалу и выполняет 
следующие задачи:

генерацию сети маяков, если устройство 
является координатором;

синхронизацию сети маяков;
поддержку PAN соединений и разъеди-

нений;
поддержку безопасности устройства;
использование алгоритма CSMA-CA для 

доступа к каналу с исключением столкно-
вений;

поддержку и управление GTS механиз-
мом гарантированного временного домена;

обеспечение надежной связи между дву-
мя точками МАС-объектов.

Стандарт ZigBee и IEEE 802.15.4 пред-
писывает беспроводным устройствам иметь 
рабочий цикл Duty cycle не более 1 % от 
всего времени работы, что позволяет прод-
лить время автономной работы датчика от 
нескольких месяцев до нескольких лет.

Достоинством стандарта ZigBee являет-
ся возможность беспроводного изменения 
основных параметров новых устройств, вво-
димых в уже готовую сеть. Механизм уда-
ленного управления позволяет значительно 
расширить энергосберегающие функции, в 
том числе за счет возможности динамиче-
ски  изменять конфигурации параметров 
сети.

Приборы стандарта  IEEE 802.15.4 ра-
ботают с малой передаваемой мощностью, 

так как достижение значения передаваемой 
мощности более чем в 10 дБм в низко-
стоимостных системах на кристалле будет 
экономически невыгодным. Согласно ев-
ропейским нормативам (ETS EN 800328), 
передача с мощностью свыше 10 дБм за-
труднена без дополнительной фильтрации 
из-за излучений вне полосы передатчика. 
Устройства IEEE 802.15.4 PHY специфи-
кации, как правило, имеют уровень пере-
даваемой мощности в пределах от – 3 до 0 
дБм, что позволяет минимизировать интер-
ференцию.

Для полосы частот 2400,0 – 2483,5 МГц 
стандарт IEEE 802.15.4 использует техно-
логию расширения спектра DSSS (Direct 
Sequence Spread Spectrum) с модуляцией 
O-QPSK, что позволяет получить суще-
ственный выигрыш по коэффициенту по-
лезного действия усилителя мощности 
радиопередатчика (энергетическая выгод-
ность модуляции). Модуляция O-QPSK 
позволяет достичь низких значений отно-
шений сигнал/шум (SNR) и  сигнал/интер-
ференция (SIR). Типовое выполнение низ-
костоимостного детектора при вероятности 
ошибки PER в 1 % требует значения  SNR 
всего лишь от 5 до 6 дБ.

Устройства ZigBee обладают одним из 
самых маломощных передатчиков в со-
четании с самым чувствительным из всех 
конкурентоспособных приемников. Такая 
комбинация дает очевидный положитель-

Рис. 1. Структурная схема ЭДУСИО:  
PWM1 – PWM4 – широтно-импульсные модуляторы; D1 – D36 – светодиоды
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ный эффект – значительно меньшую дозу 
облучения людей, находящихся в зоне ра-
боты сети. Это особенно актуально для 
ЭДУСИО, если учитывать основное назна-
чение устройства – обеспечение оптималь-
ной световой среды для жизнедеятельности 
персонала там, где необходимо его при-
сутствие. В этом случае технология ZigBee 
наилучшим образом будет отвечать услови-
ям безопасности и экологичности окружа-
ющей среды из всего набора  беспроводных 
стандартов.

За основной вариант технологии постро-
ения ЭДУСИО выбрана технология ZigBee с 
практической реализацией стандарта IEEE 
802.15.4, использующего серверы нижних 
уровней (MAC и PHY). Поэтому при раз-
работке структурной схемы ЭДУСИО для 
электронных блоков управления использо-
вались микроконтроллеры, которые под-
держивают выбранный стандарт.

Разработанная нами структурная схема 
представлена на рис. 1. В ждущем режиме 
к сети подключен только источник питания 
в режиме ожидания. Периодически он вы-
ходит в активный режим и прослушивает 
радиоэфир для получения команды измене-
ния режима. При этом потребление энергии 
должно составлять менее 0,5 Вт. Это обу-
словлено тем, что при возможном массо-
вом применении ламп ЭДУСИО актуальна 
проблема резкого снижения их энергопо-
требления в режиме standbay (рекомендации 
Федерального агентства по техническому 
регулированию и метрологии Российской 
Федерации и Международной электротех-
нической комиссии IEC по потреблению 
аппаратуры в режиме ожидания, ГОСТ Р 
МЭК 62301-2011, IEC 62801-2005). 

Проблема решалась разработкой блока 
питания для радиопередатчика с микро-
контроллером, который в режиме приема 
может потреблять (60 – 80) мВт, а в режи-
ме standbay – (1 – 5) мкВт. При перево-
де микроконтроллера с радиопередатчиком 
в режим standbay между сеансами связи, 
основным потребляющим звеном явля-
ется преобразователь AC/DC, не требую-
щий EMC-фильтра. Для этой цели был ис-
пользован драйвер семейства Link Zero-AX 
LNK 574 на 3,3 В, представляющий собой  

быстродействующий интегрированный Off-
Line Switcher, который автоматически вво-
дит  режим нулевой входной мощности при 
отключении нагрузки.

Получив команду на включение ЭДУ-
СИО, он включает основной источник 
питания и по интерфейсу SPI передает ко-
манду управляющему микроконтроллеру, 
который через драйверы светодиодов уста-
навливает режим свечения четырех лине-
ек из девяти последовательно включенных 
светодиодов. Команда на включение ЭДУ-
СИО в активный режим поступает с ПДУ 
по радиоканалу ПДУ-ЭДУСИО. Для ПДУ 
блок питания standbay AC-DC LNK 574 бу-
дет основным. Блок питания ЭДУСИО раз-
делен на два блока питания по 20 Вт (всего 
40 Вт). Это обусловлено конструктивными 
особенностями корпуса ЭДУСИО, что по-
зволяет значительно сэкономить объем, за-
нимаемый основным блоком питания.

Ключевым элементом источника явля-
ется полихромный светодиодный модуль. 
Современная СД-промышленность (зару-
бежная) предлагает широкую номенклатуру 
трех-четырехцветных эффективных и мощ-
ных СД в качестве элементной базы для 
полихромных источников. Среди лучших 
следует отметить Cree Inc. (XLamp XM-L 
Color, XLamp MC-E Color), LedEngin  
(LZ4-00MA10, LZ4-04MDCA), Luminus 
(CBM-380); они применялись нами в пред-
ыдущих разработках [11]. К их главным 
достоинствам следует отнести максималь-
ные на сегодняшний день энергетические 
характеристики. Что же касается ограниче-
ний, то это их  неполная цветовая гамма. 
Это либо RGBA-, либо RGBW-излучатели, 
где R, G, B, A – монохромные красные 
(630 нм), зеленые (520 нм), синие (460 нм) 
и желтые (590 нм) СД, а W – люминофор-
ные СД холодного (T

с ~ 6500 K)  или  ней-
трального (Tс ~ 4000 K)  белого света. 

Для преодоления указанного ограниче-
ния и создания эффективных излучателей 
на «дефицитные» длины волн, в ФТИ им. 
А.Ф. Иоффе РАН совместно с НТЦ микро-
электроники РАН активно ведутся иссле-
дования по совершенствованию ростовых 
технологий излучающих гетероструктур в 
системе AlInGaN. Были выращены гете-



44

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(206) 2014

роструктуры типа «двойной синий – сине-
зеленый» (460 – 490 нм) или «синий + глу-
бокий зеленый»  (460 – 560 нм) и другие, 
т. е. варианты СД, необходимые для дости-
жения высоких индексов цветопередачи, 
но отсутствующие на рынке [12]. Опытные 
образцы таких излучающих кристаллов ис-
пользуются в нашем шестицветном  моду-
ле. Всего в источнике  задействовано девять  
последовательно включенных шестицвет-
ных модуля, что требует обеспечение регу-
лирования напряжения на линейках драй-
верами в диапазоне от 16 до 34 В.

Для управления СД выбран импульсный 
повышающий драйвер MAX16834, причем 
изменение светового потока производится 
применением ШИМ с током до 1000 мА. 
Для обеспечения заданных спектральных 
характеристик предусмотрена возможность 
изменения амплитуды тока СД в диапазоне 
от 50 до 1000 мА. Амплитудное изменение 
тока СД необходимо для изменения спек-
тральных составляющих интегрированного 
кристалла. Драйвер MAX16834 имеет широ-
кий диапазон PWM и аналогового регули-
рования. Частота регулирования PWMDIM 
равна 187,5 Гц и устанавливается програм-
мируемым микроконтроллером.

В ПДУ и ЭДУСИО для организации ли-
нии связи и управления характеристиками 
светильника используется модуль ATZB-
S1-256-3-0-С ZigBit, 2,4 ГГц, IEEE802.15.4/

ZigBee OEM фирмы Atmel с микропро-
цессором ATMEGA256RFR2 и AVR 8-Bit 
микроконтроллером. Радиотрансивер обе-
спечивает скорость передачи данных от  
250 кбит/с до 2,0 Мбит/с, число каналов –  
16, с шагом в 5 МГц. Чувствительность 
приемника при вероятности ошибок  
PER = 1% составляет 97 дБм, выходная 
мощность передатчика регулируется от 
+3,79 до –16,26 дБм. Потребление энергии 
в различных режимах составляет: 9,6 мА в 
RX-; 16,4 мА в TX-; 0,6 мкА в standby [13]. 

В каждой сети должен быть только один 
координатор сети, выполняющий функции 
ее создания и организации обмена хотя бы 
с одним оконечным устройством. Опти-
мальной конфигурацией сети ЭДУСИО яв-
ляется «звезда» (рис. 2).

Координатором 1 сети является ком-
пьютер или ПДУ, а оконечными устрой-
ствами 2 – ЭДУСИО.

В сети ЭДУСИО возможны три вариан-
та компоновки:

Вариант 1 включает компьютер в каче-
стве координатора сети и ПДУ в качестве 
оконечного устройства. Данная сеть полез-
на для настройки, тестирования и загрузки 
в ПДУ программ управления ЭДУСИО.

Вариант 2 выполняется с компьюте-
ром в качестве координатора сети (вместо 
ПДУ) и светодиодных источников ЭДУ-
СИО в качестве оконечных устройств. Та-
кая сеть предназначена для  настройки, те-
стирования ЭДУСИО, а также управления 
освещением, когда не требуется длитель-
ного (круглосуточного) цикла. Преимуще-
ством этого варианта является простота 
изменения режимов работы ЭДУСИО; к 
его недостаткам следует отнести повы-
шенное энергопотребление, сложность 
создания режима standbay, сложность ав-
томатической перезагрузки компьютера в 
аварийных ситуациях (плюс повышенное 
время перезагрузки операционной систе-
мы и программы).

Вариант 3 является основным при экс-
плуатации и  имеет  ПДУ в качестве коор-
динатора сети, в которой ЭДУСИО явля-
ются оконечными устройствами.  Данный 
вариант предназначен для управления осве-
щением с коротким и длительным (кругло-

Рис. 2. Оптимальная конфигурация  
сети ЭДУСИО –  «звезда»:  

1 – координатор сети, 2 – оконечные устройства
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суточным) циклом. Недостатком варианта 
3 следует считать более сложный ввод про-
граммы управления освещением. К пре-
имуществам относятся возможность рабо-
ты в круглосуточном режиме, минимальное 
потребление энергии всей системой в жду-
щем режиме (когда выключено освещение), 
предельная быстрота восстановления осве-
щения в аварийных ситуациях.

Заключение

В статье приведены результаты работ по 
комплексной проработке и оптимизации 

разветвленной беспроводной сети энер-
гоэффективных  динамически управляе-
мых светодиодных источников освещения 
(ЭДУСИО) на основе новых технологий 
освещения и элементной светодиодной и 
микроэлектронной базы. Показано, что 
наибольшими преимуществами обладает ва-
риант  технологии построения ЭДУСИО –  
ZigBee с практической реализацией стан-
дарта IEEE 802.15.4, использующего серве-
ры нижних уровней (MAC и PHY).

Исследования выполнены в рамках проекта 
Минобрнауки (Контракт №02.G2531.0014).
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TYPE LED DYNAMICALLY CONTROLLED LIGHT SOURCES FOR NOVEL LIGHTING 
TECHNOLOGY.

The article deals with the creation of the LED light sources on the principle of RGB mixing. The design 
of the high-power (up to ~ 3000 lm) dynamically controlled semiconductor light source based on the matrix of 
multicolor emitting crystals has been developed. This lighting instrument comprises an emitting module with 
a control processor, power drivers, and a controlling part with appropriate software and radio-communication 
channel for information exchange with an emitting module. An analysis in every detail was made, and a 
network configuration was worked out on the basis of the ZigBee technology for various network coordinators. 
A circuit for blocking-out the power LED drivers was set up for heavy current (1.5 A). The polychromatic 
LED matrix including a monolithic white crystal was designed. As a whole the product developed is a finished 
system of dynamic lighting that maintains the optimal light environment for human life.
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ВЛИЯНИЕ ЕСТЕСТВЕННЫХ НЕОДНОРОДНОСТЕЙ  
НА ПРИПОВЕРХНОСТНОЕ РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ 

Рассмотрено рассеяние электронов малых и промежуточных энергий в при-
поверхностной области полупроводникового кристалла с учетом естественных 
неоднородностей потенциала вблизи поверхности. Проведены оценки влия-
ния таких неоднородностей на угловые зависимости и энергетические спек-
тры различных групп электронов, выходящих из кристалла. Ориентационные и 
резонансные зависимости оказываются наиболее чувствительными к неодно-
родностям поверхностного потенциала. Эксперименты с поляризованными 
электронами повышают чувствительность метода. Показано, что предложен-
ную методику можно использовать для получения информации, связанной как 
с процессами приповерхностного рассеяния, так и с характеристиками кри-
сталла. 

ПОВЕРХНОСТНОЕ РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ, ЕСТЕСТВЕННЫЕ НЕОДНОРОДНОСТИ 
ПОТЕНЦИАЛА, ПРИПОВЕРХНОСТНАЯ ОБЛАСТЬ ПОЛУПРОВОДНИКА.

Введение

Процессы излучения частиц поверхно-
стью твердого тела, а также их рассеяния 
как поверхностью, так и в приповерхност-
ной области лежат в основе современной 
микро- и наноэлектроники. Без детального 
рассмотрения таких процессов невозможны 
ни теоретические фундаментальные иссле-
дования взаимодействия частиц с кристал-
лами, ни создание современных микроэ-
лектронных приборов и устройств. В то же 
время такие процессы взаимодействия в 
общем виде не поддаются аналитическому 
описанию, а численные расчеты – деталь-
ному анализу, вследствие того, что потен-
циал взаимодействия частицы с припо-
верхностной областью твердого тела имеет 
очень сложную структуру. Поэтому обыч-
но при описании такого рода взаимодей-
ствий используют различные приближения. 
Иногда в общем процессе рассеяния есть 
возможность выделить одно элементарное 
взаимодействие и описать его, а в реги-

стрируемых экспериментальных зависимо-
стях отделить вклад этого элементарного 
процесса; иногда возможно общий процесс 
с определенной точностью представлять в 
виде совокупности элементарных. Геоме-
трия рассматриваемых явлений такова, что 
приповерхностный потенциал, имеющий 
сложную пространственную структуру как 
в нормальном, так и в тангенциальном (по 
отношению к поверхности твердого тела) 
направлениях, аппроксимируется однород-
ным потенциалом во втором из указанных 
направлений. Довольно часто в расчетных 
и теоретических работах поверхности счи-
тают двумерными упорядоченными струк-
турами, а атомы, расположенные вблизи 
поверхностей, аппроксимируют атомными 
плоскостями, параллельными поверхно-
стям.

В силу вышесказанного, несомненно 
актуальным является вопрос о точности 
этих приближений, особенно в тех случа-
ях, когда неоднородности хода потенци-
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альных зависимостей вблизи поверхностей 
неустранимы.

Естественные неоднородности  
приповерхностного потенциала

Причины, по которым формируются не-
однородности потенциала по всем направ-
лениям, многочисленны и разнообразны. 
К наиболее значимым из них можно отне-
сти, например, непосредственные дефекты 
приповерхностных слоев атомов; объемные 
неэкранированные заряды атомов приме-
сей в обедненных приповерхностных слоях; 
частицы, адсорбированные поверхностью 
твердого тела, и т. п. Такие неоднородно-
сти могут иметь как индивидуальный, так и 
систематический характер, в частности из-
менение решеточных параметров твердых 
тел вблизи их поверхностей. Проявляться 
неоднородности будут также по-разному: 
на энергетических спектрах и на угловых 
зависимостях частиц или излучений раз-
личных групп, взаимодействующих с твер-
дым телом.

Пространственная зависимость потен-
циала непосредственно вблизи поверхно-
сти твердого тела определяет результаты 
взаимодействия с поверхностью и припо-
верхностной областью в первую очередь 
для электронов так называемых малых и 
промежуточных энергий (от 10 до 1000 эВ). 
Электроны именно этих энергий и будут 
рассматриваться в представленной работе. 
Неоднородность приповерхностного потен-
циала принято анализировать с помощью 
функции dS/(SdU), зависящей от величины 
потенциала U, которая определяет часть по-
верхности твердого тела dS; на поверхности 
dS потенциал изменяется от U до U + dU. 
Тем самым мы определяем, какая доля по-
верхности имеет потенциал, значение ко-
торого совпадает с таковым, рассчитанным 
в используемой модели приповерхностной 
области. В случае, когда потенциал твердо-
го тела не имеет неоднородностей (в том 
числе и естественных), зависимость иско-
мой функции dS/(SdU) от потенциала име-
ет вид дельта-функции. Наличие на поверх-
ности твердого тела неоднородностей как в 
тангенциальных по отношению к границе 
раздела направлениях, так и в нормаль-

ном к поверхности, как показывает анализ, 
приводит к уширению функции dS/(SdU). 
Величина уширения определяется флуктуа-
цией поверхностного потенциала и служит 
количественной характеристикой, которая 
описывает общий вклад в вероятности про-
цессов рассеяния от неоднородностей при-
поверхностного потенциала твердого тела.

Ранее в работах авторов [1, 2] было по-
казано, что эффекты, связанные с проявле-
нием естественных неоднородностей потен-
циальной энергии взаимодействия вблизи 
поверхности кристаллических твердых тел, 
выражены более четко на зависимостях рас-
сеяния поляризованных электронов. Для 
различных групп поляризованных электро-
нов как первичного пучка, так и рассеян-
ного, или в случае вторичных электронов 
основной интерес при изучении рассея-
ния поляризованных частиц представляют 
энергетические зависимости интенсивно-
стей I электронов, рассеянных твердотель-
ной мишенью. Особо чувствительной к 
процессам рассеяния в приповерхностной 
области оказывается величина асимметрии 
рассеяния А [3]:

0

1
,

I I
A

P I I

+ −

+ −

−
=

+

которая в случае описания рассеяния пер-
вичного пучка определяется начальной 
поляризацией P0 исходного пучка поляри-
зованных частиц, направленной вдоль нор-
мали к плоскости рассеяния, а также  ин-
тенсивностями I +  и I −  пучков рассеянных 
электронов с различной поляризацией. 

Влияние естественных неоднородностей 
на ориентационные эффекты рассеяния 
электронов малых и промежуточных энер-
гий, так же как и в случае энергетических 
зависимостей, ярко проявляется при реги-
страции асимметрии рассеяния поляризо-
ванных частиц. Однако в этом случае, т. 
е. при регистрации угловых зависимостей, 
для оценок величины функции dS/(SdU) 
обычно оказывается достаточно изучения 
влияния рассеяния на естественных неод-
нородностях на величины интенсивностей 
электронов.

Существование различного рода неодно-
родностей приповерхностного потенциала, о 

(1)
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которых шла речь выше, подтверждают про-
веденные ранее прямые экспериментальные 
измерения [4, 5]. Физическая природа не-
однородностей, как отмечалось, может быть 
различной. Для оценок влияния неоднород-
ностей можно вообще абстрагироваться от 
их физической природы и моделировать их 
областями твердого тела с различными зна-
чениями работы выхода [6].

Особая ситуация возникает в связи с на-
личием области пространственного заряда 
вблизи поверхности полупроводникового 
твердого тела [7]. Эта область характеризу-
ется значительной неоднородностью; она 
формируется дискретными зарядами при-
меси, которые являются источниками не-
однородного потенциала в приповерхност-
ной области.

Как было показано авторами ранее [7], 
в случае полупроводниковых кристаллов 
эффекты, связанные с влиянием естествен-
ных неоднородностей на процессы рас-
сеяния электронов в приповерхностной 
области твердого тела, оказываются более 
выраженными. Особенно четко это про-
является при наличии области простран-
ственного заряда вблизи поверхности. В 
представленной работе авторы предлагают 
и реализуют методику использования раз-
личных групп электронов, возникающих 
при облучении полупроводникового кри-
сталла, в качестве инструментов для неза-
висимой оценки как самих характеристик 
естественных неоднородностей на процес-
сы приповерхностного рассеяния частиц в 
случае малых и промежуточных энергий, 
так и влияния этих естественных неодно-
родностей на рассеяние электронов. Это 
позволяет получать более точную инфор-
мацию об особенностях характеристик рас-
сеяния частиц в приповерхностной области 
полупроводниковых твердых тел, в первую 
очередь о погрешностях, связанных с есте-
ственными неоднородностями.

Влияние естественных неоднородностей 
приповерхностного потенциала на рассеяние 

различных групп электронов

Потенциал в приповерхностной области 
полупроводникового твердого тела может 
рассчитываться с применением различного 

рода приближений и моделей как аналити-
чески, так и численно [8, 9]. Нам необхо-
димо учитывать естественные неоднород-
ности такого потенциала для различных 
процессов вблизи поверхности, имеющих 
место при ее облучении электронами малых 
и промежуточных энергий. В случае ком-
пьютерного расчета потенциальная энергия 
взаимодействия электрона с поверхностью 
твердого тела может быть записана в виде 
решения уравнения Пуассона:

2 ( )
( ) ,

a S

e e
U dS

′σ ρ ′= +
′ε − ε −∑ ∫r

r r r r



где плотность заряда, помимо координат ar  
точечных зарядов, в общем случае содер-
жит поверхностную плотность заряда ( ),σ ρ



 
для которой можно записать:

1 exp{ ( ) / }
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1 exp{( ( ) ) / }
U T

e D T
U T

 + ρ
σ ρ = ε + + ρ + ε 
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

×
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1 exp{( ( ) ) / }
U T

e D T
U T

 + ρ
σ ρ = ε + + ρ + ε 





где D – плотность электронных поверх-
ностных состояний. 

Методика и детали расчетов представле-
ны в работах [6 , 7].

Численный расчет распределений не-
однородностей поверхностного потенциала 
кристаллов, в том числе полупроводнико-
вых, позволяет сделать однозначный вы-
вод о том, что в среднем величина этих 
неоднородностей может иметь порядок, 
соизмеримый с изменениями потенциала в 
приповерхностной области твердого тела; в 

(2)

(3)

Рис. 1. Рассчитанная энергетическая  
зависимость функции dS/(SdU);  

степень легирования  
полупроводникового кристалла – 1017  см–3 
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отдельных же небольших областях вблизи 
поверхности твердого тела амплитуда по-
тенциала и величина электрического поля 
могут даже значительно превосходить свои 
усредненные значения [7]. При этом отно-
сительная доля площади поверхности, где 
существенны отклонения поверхностного 
потенциала от значений, рассчитанных без 
учета наличия естественных неоднородно-
стей поверхности, для отдельных полупро-
водниковых кристаллов может достигать  
30 % от общей площади поверхности твер-
дого тела.

Такие оценки ставят вопрос о необхо-
димости анализировать влияние естествен-
ных неоднородностей приповерхностно-
го потенциала твердого тела на эффекты, 
связанные с рассеянием внешних частиц 
вблизи полупроводниковой кристалли-
ческой поверхности. Сформулированная 
нами задача анализа влияния естественных 
неоднородностей на процессы приповерх-
ностного рассеяния требует, в первую оче-
редь, выделить случаи, когда такое влияние 
наиболее существенно. Оценки, проведен-
ные на основании результатов работы [5], 
позволяют нам рекомендовать в качестве 
объекта исследований примесные полу-
проводниковые кристаллы. Простейшие 
оценки в любых моделях показывают, что 
для данных кристаллов значения функции 
dS/(SdU) больше в несколько раз (а то и 
на порядок), чем для полупроводниковых 
кристаллов другого типа. Значения полу-
ширины функции dS/(SdU) достигают ве-
личин 150 мэВ для обычных стандартных 
параметров полупроводникового кристалла 
со степенью легирования порядка 1017 см–3. 
В качестве примера на рис. 1 графически 
представлен результат расчета зависимости 
функции dS/(SdU) от величины U.

Как отмечалось ранее, наиболее отчет-
ливо естественные неоднородности при-
поверхностного потенциала должны про-
являться в ориентационных зависимостях 
рассеяния частиц и излучений твердыми 
телами. В свою очередь ориентационные 
эффекты взаимодействия электронов с ве-
ществом оказываются существенными для 
диагностики поверхности и приповерх-
ностной области твердых тел. Как один из 

вариантов использования методики, свя-
занной с влиянием на рассеяние естествен-
ных приповерхностных неоднородностей, 
мы рассмотрим влияние таких неоднород-
ностей потенциала на упругое некогерент-
ное отражение электронов рассматривае-
мых энергий от твердых тел. При этом, как 
было сказано ранее, в качестве инструмен-
та исследования можно использовать непо-
ляризованные электроны. 

Как известно, коэффициент R упругого 
отражения электронов от упорядоченных 
кристаллических твердых тел немонотон-
но зависит от угла падения электронов на 
поверхность твердого тела. Существование 
такой зависимости при упругом рассея-
нии электронов во всю заднюю полусфе-
ру телесных углов обусловлено в основном 
дифракционным рассеянием первичных 
электронов в кристаллах. В области про-
межуточных энергий процессы рассеяния 
внешних частиц на атомных плоскостях 
происходят в приповерхностной области 
кристаллов. Поэтому при наличии в при-
поверхностной области естественных не-
однородностей можно ожидать их влияния 
на ориентационные эффекты отражения 
электронов промежуточных энергий. Объ-
ектом исследования в описываемых опытах 
по регистрации энергетических и угловых 
зависимостей коэффициента R интеграль-
ного отражения служит величина глубины 
модуляции R∆  угловых зависимостей ( ).R ϑ  
Величина R∆  определялась с помощью вы-
ражения 

max min max( ) ,R R R R∆ = −

где max ,R  minR  – значения коэффициента R 
в максимуме и соседнем минимуме угловой 
зависимости этого коэффициента. 

Поведение энергетической зависимости 
величины R∆  от энергии первичной внеш-
ней частицы E представляет существенный 
интерес для физики взаимодействия элек-
тронов с поверхностью. Эта зависимость 
носит немонотонный характер в области 
промежуточных энергий частиц и является 
характеристикой ориентационных эффек-
тов в упругом рассеянии. На рис. 2 при-
ведены рассчитанные угловые зависимости 
коэффициента R для кристалла кремния 
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при значениях параметров, принятых нами, 
и энергии первичного электрона, равной 
400 эВ. На основании этих угловых зави-
симостей вычисляется энергетическая за-
висимость .R∆

Кривая 1 на рис. 2 – это результат рас-
чета с использованием параметров, соот-
ветствующих экспериментальной угловой 
зависимости коэффициента упругого отра-
жения, а кривая 2 – результат усреднения 
зависимости 1 по естественным неодно-
родностям приповерхностного потенциала 
на основании развиваемого нами подхода. 
Видно, что в результате учета естественных 
неоднородностей приповерхностного по-
тенциала происходит уменьшение величи-
ны глубины модуляции .R∆  Это позволяет 
объяснить имевшееся ранее противоречие 
между завышенными значениями величи-
ны глубины модуляции, получаемыми при 
расчетах, и экспериментально регистрируе-
мыми величинами .R∆  Кроме того, следует  
вывод о важности учета влияния естествен-
ных неоднородностей на процессы припо-
верхностного упругого рассеяния.

Аналогично можно рассчитать влияние 
естественных неоднородностей приповерх-
ностного потенциала на угловые зависи-
мости и энергетические спектры других 

групп электронов: рассеянных упруго или 
неупруго, а также генерируемых вторич-
ных. Проведенный анализ показывает, что 
вследствие наличия естественных неодно-
родностей поверхностного потенциала су-
щественно модифицируются угловые спек-
тры Оже-эмиссии. Однако это происходит 
при вылете электронов из кристаллов под 
большими углами к их поверхности. В то 
же время следует отметить, что это влияние 
не слишком велико по абсолютным зна-
чениям – (10 – 20) %. Аналогичное влия-
ние при вылете электронов под средними 
и малыми углами к поверхности приводит 
лишь к совсем незначительному сглажива-
нию ориентационных кривых. Это связано 
с тем, что основной вклад в формирование 
исследуемых зависимостей дает не область 
непосредственной поверхности, а припо-
верхностная область, расположенная в объ-
еме. Как показали расчеты, во всех случаях 
рассеяния Оже-электронов влияние есте-
ственных неоднородностей сказывается ме-
нее существенно на формах спектров, чем 
при рассмотрении упругого отражения или 
при описании рассеяния поляризованных 
электронов.

Для поляризованных электронов рас-
считывалась величина асимметрии А по 
формуле (1). Ее энергетическая зависи-
мость имеет обычный вид. Учет влияния 
естественных неоднородностей приповерх-
ностного потенциала на рассеяние поляри-
зованных электронов приводит к заметному 
сглаживанию немонотонных зависимостей 
коэффициента А и даже при определенных 
соотношениях параметров – к незначитель-
ному сдвигу экстремумов энергетической 
зависимости асимметрии А.

Выводы

Проведенный анализ показал, что есте-
ственные неоднородности поверхностного 
потенциала могут существенно влиять на 
угловые зависимости интенсивностей всех 
групп электронов, а также излучений, вы-
ходящих из твердого тела при облучении 
его электронами промежуточных энергий. 
При этом некоторые угловые зависимо-
сти или энергетические спектры могут за-
метно меняться не только количественно 

Рис. 2. Угловые зависимости коэффициента R 
интегрального отражения для кристалла  

кремния; E = 400 эВ.  
Расчеты выполнены без учета неоднородностей в 
приповерхностной области кристалла (кривая 1)  

и путем усреднения зависимости 1 по естественным 
неоднородностям приповерхностного потенциала 

(кривая 2)



Физическая электроника

53

(сглаживаясь), но и изменять, хотя и не-
значительно, свои качественные характе-
ристики. Например, могут существенно 
модифицироваться ориентационные зави-
симости упругого отражения, резонансные 
спектры, характеристики рассеяния по-
ляризованных электронов. Особо следует 
отметить, что существует возможность ис-
пользовать наблюдения влияния естествен-

ных неоднородностей приповерхностного 
потенциала на рассеяние различных групп 
электронов на одном образце. Учет этого 
влияния при обработке экспериментов по-
зволяет извлекать из наблюдаемых зави-
симостей дополнительную информацию, 
связанную как с процессами приповерх-
ностного рассеяния, так и с характеристи-
ками твердого тела.
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SURFACE ELECTRON SCATTERING.

Theoretical estimations of the influence of potential natural irregularities near semiconductor surface on 
the angular and energy dependences of different groups of electrons emitted by crystal have been made. The 
electrons of low and intermediate energies scattered from a crystal were analyzed.
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improved by using spin-polarized electrons. The proposed method can be effectively applied both to the 
investigation of electron scattering by semiconductor surface and to getting information on the crystal 
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properties. Recommendations how to take account of the influence of surface potential natural irregularities 
on electron scattering in the experimental data processing are given.

SURFACE SCATTERING OF ELECTRONS, NATURAL IRREGULARITY OF POTENTIAL, SURFACE REGION OF 
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THE MOTION OF A CHARGED PARTICLE IN THE FIELD  
OF AN ELECTROMAGNETIC WAVE AND IN THE CONSTANT  

MAGNETIC FIELD

We have done an analysis of the results on the motion of a charged particle in 
an external field of plane and arbitrarily polarized electromagnetic waves of high 
intensity in the presence of an external uniform static magnetic field. A point of 
interest was a solution of the equation of the motion of a charged particle in the field 
of the electromagnetic wave and a uniform constant magnetic field. We investigated 
the interaction of high intensity laser pulses with solid targets in relation to the 
practical development of multi-frequency lasers and the technology development of 
laser modulation. The problem in question is topical because of the wide practical 
application of high-temperature plasma forming on the surface of the target, and 
the search for new modes of laser-plasma interaction. The formulae for the average 
kinetic energy of a relativistic particle, depending on the initial data, for the amplitude 
of the electromagnetic wave and for the wave intensity and its polarization parameter 
were obtained. The dependence of the average kinetic energy on the intensity of the 
electromagnetic wave in the uniform constant magnetic field was derived. 

PLANE ELECTROMAGNETIC WAVE, AVERAGE KINETIC ENERGY, CHARGED PARTICLE, 
ULTRASHORT LASER PULSE, STATIC MAGNETIC FIELD.

I. Introduction

A current problem of practical and 
theoretical interest is that of a charged particle 
accelerated by ultra-short laser pulses of high-
intensive plasma [1 – 5]. An effective method 
for obtaining high-energy particles is targeting 
the front surface of a thin foil target with high-
power laser pulses. The interaction of charged 
particles with ultra-short femtosecond laser 
pulses with intensities of emission up to 1022 
W/cm2 is one of the main areas of laser physics 
at the moment [6 – 8].

In this paper we consider the dynamics of a 
charged particle in an intensive electromagnetic 
field of elliptical polarization. The article 
[9] discussed the consistent derivation of the 
average kinetic energy of a particle. That was 
averaged over a period of motion in the field 
of the monochromatic electromagnetic wave 
for linear and circular polarized waves. A more 
general formula for the average kinetic energy 
of an elliptical polarized wave was found in 
[10]. The generalization of the results of articles 
[9, 10] in the presence of a uniform external 

field is of great practical interest; since this case 
corresponds to the phenomenon of cyclotron 
auto-resonance [11, 12] on the basis of which 
such systems operate as a free-electron laser 
and an undulator [13]. 

The problem of the motion of a charged 
particle in the field of a plane monochromatic 
electromagnetic wave was formulated and 
solved for linear and circular polarization of 
the wave [14], but the interest in this topic 
has appeared presently in connection with the 
development of high-power lasers.

The aim of this work is to analyze the motion 
of a particle in the external field of arbitrarily 
polarized electromagnetic waves of high intensity 
and in the uniform constant magnetic field and 
to derive the average kinetic energy of a particle 
over the oscillation period of the field.

II. Problem Statement

The equation of motion of a particle of mass 
m and charge q placed in an external field of a 
plane monochromatic wave and in a uniform 
constant magnetic field H0 has the form (see, 
for example [14], paragraph 17)
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υ[ ].
d q

q
dt c Σ= + ×
p

E H

In Eq. (1) 0 Σ = +H H H  is a superposition of 
the constant uniform magnetic field 0H  and the 
magnetic field H of the plane monochromatic 
electromagnetic wave.

The particle momentum p and velocity υ 
are related by equality ([14], paragraph 9)

υ
2

2

.

1

m

v
c

=

−

p

The change in the particle energy

2
2 4 2 2

2

21

mc
m c p c

v
c

ε = = +

−

is determined by the equation

d
q

dt
ε

= Eх.υ.

It follows from (2) and (3) that the energy 
ε, momentum p, and velocity υ of the particle 
are related by equations

υ
2
,

c
ε

=p  υ
2

.
c

=
ε
pх

We assume a uniform constant magnetic 
field 0 0H=H k  (k – basis vector) and the plane 
wave propagates along the axis z. In the case of 
Fig. 1, the vector components of electric and 
magnetic fields of the plane monochromatic 
electromagnetic wave are given by:

exp( );

exp( );

0,

x y x

y x y

z z

E H b i

E H fb i

E H

= = − Φ
 = − = − Φ
 = =

where 

;Φ = ωξ + ψ + ϕ  / ;t z cξ = −

ω  is the carrier frequency of the wave; ψ  is 
a wave polarization parameter; ϕ  is an angle 
of inclination of the axes of the ellipse Ox 
to the axis of the coordinate system; the x 
and y axes coincide with the xb and yb  axes 
of the polarization ellipse of the wave and 

0;x yb b≥ ≥  1f = ±  is a polarization parameter 
(the upper and lower signs in the expression for 

yE  correspond to the right and left polarization 
[15]). 

III. Solution of the Equation  
of the Charge Motion

The solution of Eqs. (1) and (4) with E and 
H from (6) has the form:

(1)

Fig. 1. The ellipse of polarization (see the text)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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0

0

sin

s

;

.in

x
x x

y
y y

qb q
p H y

c
fqb q

p H x
c

= Φ + + χ
ω

= Φ − + χ
ω

The equations in (7) show the differentiation 
with respect to :ξ

;

,

sin

sin

x
x

y
y

c

c

qb c c
x y

fqb c c
y x

= Φ + ω + χ
ωγ γ

= Φ − ω + χ
ωγ γ





where 0 /с qHω = γ  is the cyclotron 
frequency.

Through the constants ,xχ  ,yχ  and γ  de-
termined by the initial phase of the wave 

0 0kzΦ = − + ϕ + ψ

and the initial velocity of the particle υ0 0;=х   
of (3) and (7) we find

0
0 0 02

0
2

0
0 0 02

0
2

0

2
0
2

sin ;

;

1

sin

1

1
.

1

x x
x

y y
y

z

m qb q
H y

c

c
m fqb q

H x
c

c

mc
c

c

υ
χ = − Φ −

ωυ
−

υ
χ = − Φ +

ωυ
−

υ 
− 

 γ =
υ

−

By transforming the system of differential 
Eqs. (8), we obtain

2

2

;

cos

sin

cos

s .in

x

y
y

y

x
x

c

c c

c

c c

qcb
x x

fq b c
k

fqcb
y y

q b c
k

+ ω = Φ +
γ

ω ω
+ Φ + χ

γ γ

+ ω = Φ −
γ

ω ω
− Φ − χ

γ γ





The solution of the differential equations 
of the second order (10) is determined in the 
form of a sum of solutions of the homogeneous 
equation and the particular solution of the 

inhomogeneous equation with the initial 
conditions. We obtain the following solutions 
for the x and y coordinates:

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

cos
( )

sin
( )

cos sin ;
( ) ( )

cos
( )

sin
( )

cos
( )

yx
c

cc

y y
c

cc

y cx

c c

yx
c

c c

x x
c

cc

y x c

c

qb
x

kk

fqb

kk

fqbqb
k k

fqb
y

k k

qb
kk

fqb qb
k

ωχ ω
= − Φ + ω γγ ω − ω 

ω ωχ
+ Φ + −

ω γγ ω − ω

ωω
− Φ − Φ

γ ω − ω γ ω − ω

ω ωχ
= + Φ − ω γ γ ω − ω 

ω ωχ
− Φ − −

ω γγ ω − ω

ω ω
− Φ +

γ ω − ω γ 2 2
sin ,

( )ck
Φ

ω − ω

where / ;k c= ω  .c ctΦ = ω
Using (7) and (11), we obtain expressions for 

the xp  and yp  components of the momentum 
of the particle:

sin cos

sin cos ;

sin cos

sin co

 

 s .

x с

c

y c

c

p A B

C

p

D

E F

G I

+

+ +

= Φ + Φ

Φ Φ

=

+

Φ + Φ

Φ + Φ

+

Therefore, 
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

; ;

; ;

; ;

; .

y cx
x

c c

y cx c

c c

y x с
y

c c

y с x с

c c

fqbqb
B

fqbqb
C D

fqb qb
E F

fqb qb
G I

A
ω ω

= χ + ω ω − ω ω − ω 
ωω

= − = −
ω − ω ω − ω

  ωω
= = χ − ω ω − ω ω − ω 

ω ω
= − =

ω − ω ω −

=

ω

From the formulae (3) and (4) we find the zp  
component of the momentum of the particle:

;zp g= γ

consequently,

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2

2

2

( )
cos(2 )

( )

1
( ) sin cos

1
( ) sin sin

1
( ( )) cos 2

4

1
( ) sin(2 )

2

1
( ) cos

4

cos ;

c

c

c

x

c

c

c

yg h

AB EF

AC EG

B F C G

BC FG

FI BD

q b b+
−=

γ ω −
Φ +

+ + Φ Φ +
γ

+ + Φ Φ +
γ

+ + − + Φ +
γ

+ + Φ +
γ

+ Φ Φ
γ

ω

(7)

(8)

(9)

(10)

(12)

(13)

(14)

(15)

(11)
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2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2

2

2
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1
( ) sin cos

1
( ) sin sin

1
( ( )) cos 2

4

1
( ) sin(2 )

2

1
( ) cos

4

cos ;

c

c

c

x

c

c

c

yg h

AB EF

AC EG

B F C G

BC FG

FI BD

q b b+
−=

γ ω −
Φ +

+ + Φ Φ +
γ

+ + Φ Φ +
γ

+ + − + Φ +
γ

+ + Φ +
γ

+ Φ Φ
γ

ω

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
1 ( ) .

2 2
m c

h A B C D E F G I
 

= − + + + + + + + + γ γ 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
1 ( ) .

2 2
m c

h A B C D E F G I
 

= − + + + + + + + + γ γ 
From (3) and (4) we find the expression for 

the energy of the particle:

(1 ).с gε = γ +

From (5), (12) and (14) we obtain a 
parametric representation of the particle 
velocity in the parameter :ξ

( sin cos
(1 )

sin cos ) 

 

,

( sin cos
(1 )

sin cos ),

.
1

x с

c

y c

c

z

dx c
A B

dt g

C

dy c
dt g

d

D

E F

G I

z cg
dt g

υ = = Φ + Φ
+ γ

Φ Φ

υ = = Φ + Φ
+ γ

Φ + Φ

υ = =

+

+

+

+

+

+

From (11) and (18) we determine that 
the motion of a particle in the external field 
of the plane monochromatic electromagnetic 
wave in a constant uniform magnetic field is 
the imposition of movement with the constant 
velocity υ and vibrational motion with the 
frequency 2 / Tω = π 

  different from the 
frequency of the field ω  and the cyclotron 
frequency .cω  Then integrating (14), we obtain 
the equation of motion along the axis z:

( ) ( ) ( ),zz t z t t t= + υ + θ + η 

where z  is constant, and

( ) ( ),t T tθ + = θ  ( ) ( )сt T tη + = η

are periodic functions.
In formula (18)

.
1z

ch
h

υ =
+



It follows from (19) that ( )g ξ  from (15) is a 
periodic function defined by the periods T and 

.cT  The period T  of oscillation of the particle 
in the field of a plane monochromatic wave 
and the period cT  of cyclotron oscillations are 
determined from the formulae

( ) ( ) 2 ,t T tΦ + = Φ + π  )( ) ( 2 ;c c ct T tΦ + = Φ + π

from which, taking into account (6), (19) and 
(20), it follows that

2 1 2
(1 );

1 /z

T h
c

 π π
= = +  ω − υ ω 





 
2

.c
c

T
π

=
ω



Thus, the motion of a particle is a 
superposition of two kinds of periodic motion; 
they are T  and .cT

IV. The Motion of a Particle Averaged  
over an Oscillation Period 

In this section we will perform the averaging 
of the momentum p and the energy ε  of 
the particles of the period of its oscillations 
(22) with (12), (14) and (17) in the field of 
an electromagnetic wave and the constant 
magnetic field.

Consider a new variable of the integration
' ( '),tξ = ξ  then

;
(

' ( ');

' 1 1
' '

1 /

'
' ( ' '

)

); .

z

c
c c

c

t

t

d g
dt d

v c

d
t dt

Φ = Φ
Φ +

= = Φ
ω − ω

Φ
Φ = Φ =

ω

Since the motion of a particle is a 
superposition of two kinds of periodic motion 
with frequencies ω  and ,cω  averaging will be 
carried out according to the formula

(

( )

)( )

( )

1 1 1
( ) ( ') '

2
' ,

c

c

tt

t
c

t

g
f t

T
f t d d

ΦΦ

Φ Φ

+
= Φ Φ

ωπ ∫ ∫






where ( ')f t  is an arbitrary function taking into 
account (6), (19) and (22).

Averaging the components (18) of the 
particle velocity, we obtain:

	

0;xυ =  0;yυ =  .
1z

ch
h

υ =
+

(15)

(21)

(16)

(17)

(18)

(23)

(22)

(19)

(20)

(24)

(25)
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As might be expected, the speed of the 
particle zυ  in (25) corresponds zυ  with (21).

It follows from (25) that the average 
transverse momentum component of the 
particle is zero. From the average value of 
the longitudinal component of the particle 
momentum, we obtain the expression:

4 2 2 2
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The average energy ε  of the particles is 
determined by the formula:
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It is obvious that (27) depends on the 
intensity of the wave from the polarization of 
the initial phase and the initial velocity.

V. The Case of an Arbitrary Polarization  
for a Particle Being Initially at Rest

Consider the case when the particle is ini-
tially at rest (υ0( 0).=х  Formulae (9) and (12) 
express ,xχ  ,yχ  ,γ  and, taking into account 
that

0 0(0) ,kzΦ = Φ = − + ϕ + ψ  0( )0 0,с cΦ = Φ =

we obtain
2
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For a wave with an arbitrary polarization 
[16]

2 2 2 2,x yb b b± = ρ

where ρ  is the ellipticity parameter ( 1ρ = ±  
corresponds to the linear polarization and 

1 / 2ρ = ±  does to the circular one). 
In other cases, the value ρ  corresponds 

to an elliptical polarization (0 1),≤ ρ ≤  in 
which:
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From (15) we obtain the value of h at the 
initial time:

(31)

(32)

(30)

(29)

(27)

(28)
(26)

.
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where n is a frequency ratio between сω  and 
,ω  and besides    [0;1),n∈  then

2
2

02 2 2

1 (1 3 )
sin ;

4 (1 ) (1 )
n

h
n n

µ +
= Φ +  − − 

and, according to (16), 
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where 2 2 / 4I c b= ρ π  is the intensity of the 
elliptically polarized electromagnetic wave, and 

2 /cλ = π ω  is the wavelength. 
By substituting (28) – (36) in (27), we 

obtain the average energy of a particle at rest in 
the initial wave of arbitrary polarization:

2 2 2
2

2 2

( )
2 2 ,

8 4
mc N S

mc S N
Q Q N

T
S

 µ µ + +
ε − = + + + µ + µ 

×

×
2 2 2

2
2 2

( )
2 2 ,

8 4
mc N S

mc S N
Q Q N

T
S

 µ µ + +
ε − = + + + µ + µ 

where 
2 2

0(1 ) sin ;S n= − Φ 2 4 2
04(2 2 ;) sinT n n= + − Φ
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As can be seen from (37), the average energy 
of a particle depends on the intensity of the 
wave polarization parameter ,ψ  on the angle 
of inclination ϕ  of the ellipse to the axis Ox of 
the coordinate system, on the initial phase, on 
the frequency ratio of the parameter n.

The energy ε  of the charged particle, 
being further averaged over the initial phase

0,Φ  in the plane monochromatic arbitrarily 
polarized wave is given by

2
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where 

Fig. 2. The dependence of the average kinetic energy of the electron on the intensity of the plane 
monochromatic electromagnetic waves with elliptical polarization for 0.9ρ = , with different 

values for n: 0 (1), 0.2 (2), 0.4 (3)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(37)
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2 2 23 4( 1) ;J n n= µ + µ + −

2 2 2( 1) 2( 1) .K n n= µ + + −

Fig. 2 shows the dependence of the aver-
age kinetic energy of electrons on the inten-
sity of the monochromatic plane electromag-
netic waves with elliptical polarization [10] 
for 0.9,ρ =  0,n =  0.2n =  and 0.4.n =  In 
the absence of the constant magnetic field, 
for the cases of linear and circular polariza-
tion of (38) we obtain the formula for the 
average energy of a particle characteristics for 
the case of linear [9, 10] and circular [10] 
polarizations. 

By substituting the values of the param-
eters 

0;n =  0 / 2,ωξ = π  3 / 2;π  / 2,ϕ = π

3 / 2;π  / 2,ψ = π  3 / 2;π  1 / 2ρ = ±  

in (38), we obtain the kinetic energy of the 
particles for the circular polarization [9].

As can be seen from Fig. 2, the particle 
energy increases with increasing the values of

2 18 2 210 10 m cmI W −λ = × ⋅ µ

and of the parameter n. For elliptical polarization 
with 0.9;ρ =  and with 0.2n =  the energy 
increases by 1.5 MeV and with 0.4n =  it does 
by 2.2 MeV. 

VI. Conclusions

This article offers the exact solution of 
the equations of a charged particle motion 
in the external field for elliptically polarized 
electromagnetic waves and the uniform constant 
magnetic field. It indicates the dependence 
of the electron velocity on the intensity of 
the monochromatic plane wave in a uniform 
constant magnetic field for the cases of elliptical 
polarization which are, therefore, the cases 
of different initial conditions of the charged 
particle motion and wave polarization. 

The values of the momentum and energy 
of the particle, averaged over the period of 
vibration, were calculated. It was shown that 
motion of the particle is the superposition of 
motion at a constant velocity and vibrational 
motion with the frequency of the electromagnetic 
field and the cyclotron frequency different 
from the field frequency. In the absence of a 
constant uniform field, all the formulae go to 
the appropriate formulae given in [10]. The 
solutions obtained are presented in the explicit 
dependence on the initial data, the amplitude 
of the electromagnetic wave, the wave intensity 
and its polarization parameter that allows 
everyone to apply the solutions in practice. The 
results of our investigation will be useful for the 
interpretation of experiments with plasma placed 
in a homogeneous constant magnetic field.
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Копытов Г.Ф., Мартынов А.А., Акинцов Н.С. ДВИЖЕНИЕ ЗАРЯЖЕННОЙ  
ЧАСТИЦЫ В ПОЛЕ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ И В ПОСТОЯННОМ МАГНИТ-
НОМ ПОЛЕ.

Решение уравнения движения заряженной частицы в поле электромагнитной волны и постоян-
ном однородном магнитном поле представляет интерес для исследования взаимодействия лазерных 
импульсов большой интенсивности с твердыми мишенями, в связи с практической разработкой мно-
гочастотных лазеров и развитием техники модуляции лазерного излучения. Актуальность проблемы 
обусловлена широким практическим применением высокотемпературной плазмы, образующейся на 
поверхности мишени и поисками новых режимов взаимодействия лазер –  плазма. Проведен анализ 
задачи о движении заряженной частицы во внешнем поле плоской, произвольно поляризованной 
электромагнитной волны большой интенсивности при наличии внешнего однородного постоянного 
магнитного поля. Получены формулы для средней кинетической энергии релятивистской частицы в 
зависимости от начальных данных, амплитуды электромагнитной волны, интенсивности волны и ее 
параметра поляризации. Исследованы различные случаи начальных условий движения заряженной 
частицы и поляризации волны. Получена зависимость средней кинетической энергии от интенсив-
ности электромагнитной волны в постоянном магнитном поле.

ПЛОСКАЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ВОЛНА, СРЕДНЯЯ КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ, УЛЬТРАКОРОТКИЙ ЛАЗЕР-
НЫЙ ИМПУЛЬС, ЗАРЯЖЕННАЯ ЧАСТИЦА, ПОСТОЯННОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ.
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В.Е. Привалов, С.В. Половченко, П.В. Чартий

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

Экспериментальное зондирование промышленных  
аэродисперсных потоков

В данной статье отражены результаты исследования зависимости оптиче-
ских параметров аэродисперсных потоков, созданных на специальном пыле-
вом стенде, от среднего диаметра частиц пыли. Установка представляет со-
бой замкнутый контур с импульсной инжекцией аэрозольного материала и 
реализует возможности лазерного зондирования аэродисперсного потока одно-
временно на нескольких длинах волн методом спектральной прозрачности и 
интегрального светорассеяния. Установлено, что по измеренному методами ла-
зерного зондирования (основаны на теории рассеяния Ми) среднему объемно-
поверхностному диаметру функции распределения частиц по размерам на вы-
ходе в атмосферу можно восстанавливать саму функцию распределения частиц 
по размерам.

ПОТОК, АЭРОЗОЛЬ, АЭРОДИСПЕРСНЫЙ ПОТОК, ЛАЗЕР, РАЗМЕР ЧАСТИЦ, СРЕДНИЙ 
ОБЪЕМНО-ПОВЕРХНОСТНЫЙ ДИАМЕТР ЧАСТИЦ, ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ.

Введение

Различные аэрозоли часто встречаются 
в повседневной жизни, а также присутству-
ют во многих технологических процессах. 
Измерение концентрации и распределения 
промышленных аэрозольных частиц по 
размерам как в технологических газовых 
потоках, так и в атмосферном воздухе явля-
ется по-прежнему актуальной задачей. До-
полнения к санитарно-гигиеническим тре-
бованиям (приняты в 2010 году),  которые 
предъявляются к содержанию в атмосфере 
мелкодисперсных взвешенных частиц [1], 
поставили перед исследователями новую 
задачу, связанную с необходимостью оцен-
ки концентраций РМ2,5 и РМ10. Последние 
подразумевают фракции частиц с аэроди-
намическими диаметрами  менее 2,5 и 10 
мкм, соответственно.

Промышленные аэродисперсные потоки 
характеризуются значительными концен-
трациями и полидисперсностью. При этом 
функция распределения частиц по разме-
рам и концентрация, как правило, несут в 

себе информацию о состоянии технологи-
ческого процесса. Для контроля указанных 
параметров аэрозолей требуются приборы 
и измерительные комплексы, отвечающие 
основным требованиям, характерным для  
диагностических приборов: достоверность, 
оперативность представляемых показате-
лей, компактность и возможность компью-
терной обработки необходимого объема 
данных в режиме реального времени. 

На сегодняшний день наибольшее рас-
пространение получили оптические методы 
анализа аэрозолей. Такой выбор связан с 
определенными преимуществами данных 
методов перед прочими:

неразрушающим воздействием оптиче-
ского излучения на структуру аэрозоля; 

хорошо разработанной теорией распро-
странения и взаимодействия электромаг-
нитного излучения с различными средами; 

существованием большого количества 
промышленно выпускаемых разнообразных 
типов источников излучения, оптических 
систем и их компонентов; 
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большим выбором прикладных про-
граммных продуктов и математических ме-
тодов расчета, относящихся к оптическим 
измерениям.

При выборе методики регистрации из-
лучения, рассеянного аэрозолями, необхо-
дима априорная информация о его связи 
с заданными характеристиками аэрозоля 
(средний размер, концентрация и др.) для 
выбранного приемника излучения. 

Таким образом, цель настоящей работы –  
создание управляемого аэродисперсного 
потока и анализ параметров аэрозоля в по-
токе, нахождение  связи этих параметров с 
регистрируемым рассеянием. На этой осно-
ве ставилась задача выбора оптимального 
метода контроля базовых параметров.  За 
отправную точку разработки метода были 
приняты аэродисперсные потоки  на це-
ментном производстве.

Методы исследования

Наиболее перспективными из всего 
многообразия методов и систем, которые 
используются для измерения массовых 
концентраций и  распределения частиц по 
размерам, являются интегральные мето-
ды лазерного зондирования. Такие методы 
применяются, в частности, и при исследо-
вании аэродисперсных потоков реальных 
технологических процессов цементного 
производства, и при условиях рассеяния 
воздушных потоков в атмосфере. 

Особое место среди указанных при-
меняемых методов лазерного зондирова-
ния занимают методы модифицированной 
спектральной прозрачности (ММСП) и ин-
тегрального светорассеяния (полной инди-
катрисы, МИСР). 

Что касается дифференциальных опти-
ческих методов, то они не нашли практиче-
ского применения для измерения концен-
трации твердых частиц в реальном потоке 
полидисперсного цементного аэрозоля, так 
как последний характеризуется широ-
ким диапазоном концентраций (от 10 до  
100 г/м3); при этом размеры частиц нахо-
дятся в пределах от 0,1 до 100 мкм [2, 3].

Поскольку измерение параметров аэро-
зольных частиц целесообразно проводить 
непосредственно в газоходе, лидарные ме-

тоды измерения практически не исполь-
зуются из-за ограниченных размеров га-
зоходов и паразитного рассеяния назад от 
стенки газохода.  Метод малых углов [3, 4] 
также оказывается неприменимым, в связи 
с тем, что реальное производство цемента 
сопровождается низкой шумоизоляцией и 
повышенной вибрацией технологического 
оборудования.  

Измерение  широкого спектра размеров 
частиц, как уже отмечалось, представля-
ет собой технически сложную задачу. Она 
выполнима, как правило, только в лабора-
торных условиях, на дорогостоящем анали-
тическом оборудовании, но не в реальных 
временных рамках и реальном аэродисперс-
ном потоке. Известны методы лазерного 
зондирования аэродисперсных потоков, 
которые позволяют измерять средние раз-
меры аэрозольных частиц. В частности, при 
помощи метода спектральной прозрачности 
можно определять распределение спектра 
частиц по размерам; при этом в технологи-
ческом процессе измеряют средние спектры 
частиц и используют инварианты спектров 
их размеров. Например, в работе [5] пока-
зано, что модифицированный метод спек-
тральной прозрачности позволяет измерять 
средние размеры частиц в потоке в реаль-
ном времени на двух и более длинах волн. 
Значения длин волн лазерного излучения 
выбираются таким образом, чтобы отноше-
ние средних значений фактора рассеяния  
для этих длин волн (оно равно отношению 
соответствующих значений оптической тол-
щины) было монотонной функцией сред-
него объемно-поверхностного диаметра δ

32. 
Тогда мы можем найти среднее значение 
объемно-поверхностного диаметра, рассчи-
тывая оптическую толщину по результатам 
измерения степени ослабления лазерного 
излучения в аэрозольном потоке. 

В основе модифицированного метода 
спектральной прозрачности (ММСП) [5, 6] 
лежит решение обратной задачи для инте-
грального уравнения

2
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( , , ) ( ) ,
4

nС l
Q m f d

∞

λ

π
τ = δ δ λ δ δ∫

где τλ – спектральная оптическая толщи-
на, Cn – счетная концентрация частиц, λ –  

(1)
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длина волны зондирующего излучения, Q –  
фактор эффективности ослабления для 
одиночных частиц, l – оптическая длина 
зондирования, δ – диаметр частиц, m – 
комплексный показатель преломления ма-
териала частиц.

Усредненный фактор эффективности 
ослабления определяется выражением
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Заменив счетную концентрацию Cn на 

массовую Cm, которая следует выражению
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получим формулу для оптической толщи-
ны:
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где ρp – плотность материала частиц, а
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– средний объемно-поверхностный диа-
метр частиц.

По экспериментально измеренным τλi и 
рассчитанным значениям δ32 массовая кон-
центрация в измерительном объеме опреде-
ляется по формуле
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.
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i p
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λτ ρ δ

=
δ λ

Физическая модель метода основана на 
взаимодействии монохроматического из-
лучения с полидисперсной средой, которая 
описывается теорией Ми, и на сохране-
нии инвариантности усредненного фактора 
эффективности ослабления относительно 
вида функции распределения частиц по 
размерам [5].

Определение дисперсного состава аэро-
золя методом спектральной прозрачно-

сти сводится к измерению спектральной 
оптической толщины дисперсной среды на 
нескольких длинах волн и к последующе-
му расчету усредненных факторов эффек-
тивности ослабления для этих длин волн. 
Величина отношения экспериментально 
измеренных оптических толщин на двух 
длинах волн равна соответствующему от-
ношению усредненных факторов эффек-
тивности ослабления, и представляет собой 
функцию среднего размера частиц [5]:

32
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Диапазон значений средних размеров 
частиц, достигаемый такими измерениями, 
зависит от выбора длин волн зондирующе-
го излучения.

Для данного метода характерна доста-
точно простая аппаратурная реализация, и 
он позволяет диагностировать потоки боль-
шой оптической плотности. Для осущест-
вления конкретной схемы модифициро-
ванного метода спектральной прозрачности 
была создана установка на базе специаль-
ного пылевого стенда [7]. Она позволяет 
проводить измерения степени ослабления 
лазерного излучения на трех длинах волн 
и затем находить две функциональные за-
висимости: ослабления лазерного излу-
чения от концентрации частиц, а также 
среднего объемно-поверхностного диаме-
тра δ32 от функции распределения частиц 
по размерам. Нахождение двух указанных 
зависимостей основано на моделировании 
концентрации частиц аэрозоля и функции 
распределения этих частиц по размерам.

Схема экспериментальной установки

Оптическая схема измерителя ММСП 
(рис. 1) состоит из источников лазерного 
излучения 1 на трех длинах волн: 405, 532, 
650 нм; фотоприемников излучения 11, уста-
новленных на противоположной от источ-
ников лазерного излучения стороне газохо-
да 7; опорного фотоприемника 5, в который 
через систему светоделительных стекол 4 и 
зеркал 3 попадает излучение, не прошедшее 
через измерительный объем; а также блока 
формирования, регистрации и обработки 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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сигнала. В этот блок входят измерительный 
и опорный синхронные детекторы, уси-
литель мощности и генератор импульсов. 
Синхронное детектирование измерительных 
сигналов позволяет существенно повысить 
чувствительность фотоприемного устрой-
ства [8]. Внутри газохода 7 установлен фо-
топриемник 9 на специальном поворотном 
механизме для регистрации рассеянного из-
лучения методом интегрального светорас-

сеяния (МИСР) под заданным углом θ [4]. 
В настоящей работе метод МИСР использо-
вался для регистрации момента окончания 
проветривания пылевого стенда, так как 
имеет бóльшую (по сравнению с ММСП) 
чувствительность в диапазоне малых кон-
центраций. Сигнал фотоприемника МИСР 
становится равным нулю только тогда, когда 
концентрация аэрозольных частиц в стенде 
приближается к нулю.

Рис. 1. Оптическая схема измерителя ММСП: 
1 – источник лазерного излучения; 2 – светофильтры; 3 – зеркала; 4 – светоделительные стекла; 

5 – опорный фотоприемник; 6 – лазерный пучок; 7 – газоход; 8 – аэродисперсный поток;  
9 – фотоприемник МИСР;  10 – поворотный механизм МИСР; 11 – фотоприемник МСП



68

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(206) 2014

Структурная схема блока генерации 
и обработки сигнала измерителя ММСП 
(лабораторной установки) представлена на 
рис. 2. 

Измеритель ММСП работает следую-
щим образом. Лазеры ЛИ генерируют из-
лучение на трех длинах волн (405, 532,  
650 нм) с частотой 5 кГц, заданной  гене-
ратором импульсов (ГИ). Лазерные лучи 
проходят через светоделительные стекла; 
при этом часть излучения, отразившись от 
зеркала, попадает на опорный фотоприем-
ник. Для выделения нужных длин волн на 
пути луча установлены держатели для све-
тофильтров. Излучение, прошедшее через 
светоделительные пластины, попадает че-
рез металлическую трубку, установленную в 

отверстии смотрового окна, и, пройдя через 
газоход, ослабляется аэрозольным потоком. 
Ослабленное излучение регистрируется фо-
топриемником (ФП). Сигналы с фотопри-
емника, пройдя через дифференциальный 
усилитель (ДУ) и синхронный детектор 
(СД), снова усиливаются дифференциаль-
ным усилителем (ДУ). Сигнал со второго 
дифференциального усилителя подается на 
АЦП, который подключен к персональному 
компьютеру (ПК). Фотоприемник МИСР 
путем вращения маховика изменяет угол, 
под которым принимает рассеянное излу-
чение. При этом указатель перемещается, 
поднимая или опуская противовес, соеди-
ненный с указателем при помощи троса, 
перекинутого через поворотное колесо (оно 

Рис. 2. Структурная схема блока генерации и обработки сигнала измерителя ММСП  
(лабораторной установки): 

ЛИ – источник лазерного излучения; УМ – усилитель мощности; М – модулятор; ФП – фотоприемники;  
ДУ – дифференциальные усилители; СД – синхронные детекторы; АЦП – аналогово-цифровой  
преобразователь; ПК – персональный компьютер; АТ – аттенюатор; ГИ – генератор импульсов
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находится в газоходе).
Во всех экспериментах фотоприемник 

МИСР находился в области малых углов, 
и его сигнал являлся индикатором чистоты 
стенда во время проветривания.

В смотровых окнах с двух сторон газо-
хода на пути луча проделаны отверстия, в 
которые вставлены металлические трубки 
с подсоединенными к ним резиновыми 
трубками; последние, в свою очередь, при-
соединены к воздуходувке. Это сделано для 
того, чтобы не допустить выдувание аэро-
золя за пределы стенда.

Сигналы измерителя ММСП поступают 
на блок обработки сигналов, подключен-
ный к аналогово-цифровому преобразова-
телю, который передает их далее на ПК. 
Блок обработки сигналов задействован на 
девять  каналов АЦП. 

Предварительные оценки  
для проведения экспериментов

При знании a priori диапазона возмож-
ных средних размеров частиц, длины волн 
зондирующего излучения должны нахо-
диться вблизи следующих значений:

2

min min
32 2

1
,

3

m

m

 −
 λ = πδ
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max max
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,
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где m – показатель преломления вещества 
аэрозольного материала.

Комплексный показатель преломления 
цемента был рассчитан по методике [9] на 
основании его химического состава и из-
вестных значений комплексных показате-
лей преломления входящих в него компо-
нентов [10]. 

Химические составы цемента доста-
точно сложны и могут очень сильно раз-
личаться в зависимости от применяемого 
сырья и способа производства клинкера. 
Основные составляющие цемента – это из-
весть CaO, кремнезем SiO2, оксид алюми-
ния Al2O3 и гематит Fe2O3 [11]. Величина 
комплексного показателя преломления це-
ментного порошка рассчитывалась как ли-

нейная комбинация спектров комплексных 
показателей преломления компонентов с 
учетом их массовых составляющих. В ре-
зультате получен средний показатель пре-
ломления 

m = 1,690 – 0,013i. 

В силу возможного  варьирования про-
центного содержания составляющих це-
мента, комплексный показатель преломле-
ния цемента может несколько изменяться. 
Поскольку для аэрозоля с размерами менее  
5 мкм этот фактор практически не влия-
ет на значение коэффициента ослабления 
лазерного излучения, было ясно, что фик-
сированное значение комплексного по-
казателя преломления в виде найденного 
среднего значения не должно приводить к 
увеличению погрешности измерений и рас-
четов.

Исследование трансформации 120 
функций распределения частиц по раз-
мерам реального цементного потока по-
казало, что после прохождения последней 
ступени очистки распределение частиц 
по размерам характеризуется средним 
объемно-поверхностным диаметром, лежа-
щим в диапазоне от 0,37 до 0,51 мкм. Ис-
пользуя формулу (1), мы определили, что 
длины волн лазерного излучения долж-
ны находиться вблизи границ промежутка 
0,375 – 0,513 мкм. Для исследования были 
выбраны три полупроводниковых лазера с 
длинами волн 405, 532  и 650 нм.

Регрессионные зависимости  
для восстановления функции распределения 

частиц по размерам

В результате численного моделирования 
трансформации функций распределения ча-
стиц по размерам в потоке были получены 
функции распределения частиц на выходе в 
атмосферу. Для каждой полученной функ-
ции распределения выполнены расчеты ве-
личин среднего арифметического, среднего 
квадратичного, среднего массового и сред-
него объемно-поверхностного диаметра. 
Между средним объемно-поверхностным 
диаметром, который измеряется лазерными 
методами, и остальными средними значе-
ниями диаметров установлены регрессион-

(7)
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Рис. 3. Зависимости среднего геометрического диаметра хр (а) и стандартного  
геометрического отклонения σр (б) от среднего объемно-поверхностного диаметра δ32 

Рис. 4. Пример восстановленной функции распределения частиц  
по размерам (кривая 1); сравнение с исходными данными (кривая 2)

а)

б)
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ные зависимости с коэффициентом детер-
минации не менее 0,85. 

Аппроксимируя полученные функции 
распределения частиц логарифмически-
нормальным законом, мы определили его 
параметры. Коэффициенты детерминации 
такой аппроксимации составили не менее 
0,87. Между параметрами этих законов и 
средним объемно-поверхностным диаме-
тром выявлена функциональная зависи-
мость (рис. 3). Полученные линейные за-
висимости подчиняются уравнениям 

xp = 0,7723 δ32 + 0,1430 (рис. 3, а);

σp  = –1,2409 δ32 + 0,9793 (рис. 3, б);

коэффициенты детерминации составили:

R1
2 = 0,9678 (рис. 3, а); 

R2
2 = 0,8566 (рис. 3, б). 

С помощью этих регрессионных зависи-
мостей  нами были восстановлены функции 
распределения для всех 120 образцов. Зна-
чение коэффициента детерминации между 
восстановленными и исходными данными 

составило не менее 0,74. Пример одного из 
восстановлений приведен на рис. 4.

Заключение

Таким образом, в результате создания 
экспериментальной установки, проведен-
ных измерений рассеянного лазерного из-
лучения методом  интегрального светорас-
сеяния, на примере анализа параметров 
аэрозоля аэродисперсного потока цемент-
ного производства, установлено следую-
щее.

Измерение методами лазерного зонди-
рования (основаны на теории рассеяния 
Ми) среднего объемно-поверхностного ди-
аметра функции распределения частиц по 
размерам на выходе в атмосферу позволяет 
восстанавливать  саму функцию распреде-
ления частиц по размерам. 

Восстановление указанной функции 
распределения дает возможность адекватно 
оценивать распространение аэрозольных 
частиц в атмосферном воздухе и контроли-
ровать их предельно допустимые концен-
трации в режиме реального времени.
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by laser sensing methods based on the Mie scattering theory. The procedure described can serve as a basis 
for engineering instruments of industrial flows monitoring in real-time processing.

Flow, aerosol, air disperse flow, laser, particles size. average volume surface diameter, 
particles size distribution function, mie SCATTERING THEORY.
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СТРУКТУРА И СВОЙСТВА ОДНОМЕРНЫХ МАТРИЦ  
НА ОСНОВЕ ХИТОЗАНА И НАНОФИБРИЛЛ ХИТИНА  

ДЛЯ КЛЕТОЧНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

Волокна из хитозана и композиционные волокна на его основе, получен-
ные коагуляционным методом, характеризуются  ориентированной структурой 
как частиц наполнителя, так и макромолекул полимера. Методами электрон-
ной сканирующей микроскопии и рентгеноструктурного анализа показано, 
что нанофибриллы хитина имеют поперечный размер 20 нм и продольный  
600 – 800 нм, в поперечном направлении нанофибрилла хитина состоит из двух 
кристаллитов размерами 11 – 12 нм. Введение нанофибрилл хитина в количе-
стве 0,1 – 0,3 мас. %  приводит к повышению прочности и модуля упругости 
композиционных волокон. Мезенхимные стволовые клетки хорошо закрепля-
ются и распластываются на поверхности хитозановых волокон. Поверхностная 
фибриллизация волокон способствует изменению формы стволовых клеток. 
Полученные композиционные волокна из хитозана могут быть использованы 
в качестве одномерных матриц для клеточных технологий и тканевой инжене-
рии.

ХИТОЗАН, НАНОФИБРИЛЛы ХИТИНА, клеточные технологии, КОМПОЗИЦИ-
ОННОЕ ВОЛОКНО, ОРИЕНТИРОВАННАЯ СТРУКТУРА, МЕХАНИЧЕСКие СВОЙСТВа, АД-
ГЕЗИЯ МЕЗЕНХИМНЫХ СТВОЛОВЫХ КЛЕТОК.

Введение 

Одной из актуальных задач современ-
ного материаловедения является разработ-
ка материалов для медицины и биологии, в 
частности биорезорбируемых полимерных 
матриц для клеточных технологий и транс-
плантологии. Такие материалы должны об-
ладать биосовместимостью, биорезорбцией, 
отсутствием цитотоксичности как самих 
полимеров, так и продуктов их разложе-
ния. Для резорбируемых матриц использу-
ют полигликолиды, полилактиды, полилак-
тоны, полисахариды и другие природные и 
синтетические полимеры. Каждый из них 
обладает как преимуществами, так и недо-
статками. В частности, при синтезе и пере-
работке полигидроксиалканоатов использу-

ются дихлорметан и гексан, следы которых 
в готовых матрицах могут препятствовать 
культивации клеток [1, 2]. 

В последнее время в качестве матриц 
используют пленки, волокна и пористые 
блочные материалы на основе природного 
биорезорбируемого полисахарида – хитина 
[3 – 8]. При переработке этого полимера 
используется органический растворитель – 
ДМАА, содержащий хлорид лития, ионы 
которого трудно выводятся из полимера, 
что снижает биосовместимость материала и 
повышает его цитотоксичность. 

К наиболее перспективным полиме-
рам, которые обладают комплексом необ-
ходимых свойств, а именно отсутствием 
цитотоксичности, биодеградируемостью, 



75

Биофизика и медицинская физика

экологичностью переработки, удовлетвори-
тельными прочностными и деформацион-
ными характеристиками, относится хито-
зан [3, 4, 7, 9, 10]. Однако ввиду высокой 
гидрофильности, свойства материалов из 
этого полимера нестабильны: во влажном 
состоянии происходит снижение их проч-
ностных и упругих характеристик. Для 
повышения прочности волокон в хитоза-
новую матрицу вводили гидросиликатные 
нанотрубки [12]. Исследование структуры 
и свойств композиционных волокон пока-
зало, что введение нанотрубок хризотила в 
количестве 1 – 3 масс. % повышает проч-
ность и модуль упругости волокон, способ-
ствует формированию ориентированной 
структуры. Однако наночастицы хризотила 
не подвержены разложению под действием 
активных биологических сред, они могут 
сохраняться в живом организме в течение 
длительного времени. 

Поэтому актуальной задачей разработ-
ки резорбируемых одномерных матриц для 
клеточных технологий является получение 
композиционных волокон, характеризуе-
мых биорезорбцией как матрицы, так и на-
полнителя. Введение в хитозановую матри-
цу нанофибрилл хитина позволит получить 
резорбируемые композиционные волокна с 
повышенными прочностными и упругими 
характеристиками.

Материалы и оборудование

Для получения композиционных воло-
кон использовали хитозан (Fluka Chemie, 
BioChemika line)  с  ММ = 255 кДа, сте-
пенью деацетилирования 80 %, зольностью  
0,5%, а также  наночастицы хитина (Mavi 
Sud s.r.l, Италия).

Диспергирование нанофибрилл хитина в 
воде проводили ультразвуковой обработкой 
в течение 30 мин. Для получения смеси рас-
твора хитозана с нанофибриллами хитина, 
в водную дисперсию, содержащую нанофи-
бриллы хитина, добавляли хитозан в коли-
честве, необходимом для получения 4 мас. %  
раствора, а хитина – 0,05 – 20 масс. %, по 
отношению к хитозану. Подготовленную 
дисперсию с pH = 4 – 5 перемешивали в 
течение 30 мин до набухания и частичного 
растворения хитозана. После этого в смесь 

вводили раствор уксусной кислоты (при 
постоянном перемешивании), доводя кон-
центрацию кислоты в растворителе до 2 %. 
Смесь раствора хитозана с наночастицами 
хитина перемешивали 90 мин, после чего 
фильтровали, а затем обезвоздушивали в 
течение 24 ч при давлении 0,1 атм. 

Волокна формовали коагуляционным 
методом на лабораторной установке ИВС 
РАН. Осадителем являлась смесь 10%-го 
раствора NaOH и C

2H5OH в соотношении 
1 : 1. Формование моноволокон проводили 
через фильеру диаметром 0,6 мм; при этом 
скорость течения раствора из фильеры со-
ставляла 0,1 мм/c, время осаждения – 150 с;  
степень фильерной вытяжки λ варьирова-
лась от –40 до 100 %. Волокно промывали в 
дистиллированной воде, затем сушили при 
температуре 50 °С. 

Реологические исследования проводи-
лись на реометре Physica MCR 301 (Anton 
Paar) при 20 оС по методу «цилиндр в ци-
линдре», в режиме сдвигового течения при 
скоростях сдвига 1 – 4000 с–1 . Для изме-
рений в кювету помещали 5 мл раствора; 
зависимости вязкости от скорости сдвига 
измеряли в режиме увеличения частоты 
вращения цилиндров.

Для исследования надмолекулярной 
структуры композиционных волокон ис-
пользовали методы сканирующей элек-
тронной микроскопии и рентгеновской 
дифракции. Измерения проводили на 
микроскопе Supra-55 VP (Carl Zeiss) и на 
рентгеновском дифрактометре Bruker D2 
Phaser. Диспергирование частиц хитина 
выполняли на ультразвуковом диспергаторе 
УЗВ-1.3 (Россия) при частоте 40 кГц. Изме-
рения механических свойств проводили на 
установке УМИВ (Россия); база испытания 
составляла 15 мм, скорость нагружения –  
1 мм/мин. Перед испытаниями волокна вы-
держивались при относительной влажности 
66 % не менее 24 ч. 

Результаты и их обсуждение

Важная задача при получении компози-
ционных материалов на основе полимерной 
матрицы и наполнителей из наночастиц 
различной формы состоит в равномерном 
распределении частиц по объему компози-
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а) б)

Рис. 1. Электронные микрофотографии пленки из нанофибрилл хитина (а, б) и порошка,  
полученного лиофилизацией водной дисперсии (в – е). Изображения имеют разный масштаб;  

для наглядности представлены в одинаковом масштабе микрофотографии изолированной  
микрочастицы (г) и множества микрочастиц (в) 

в) г)

д) е)
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та. Степень диспергирования  наночастиц 
зависит от характера взаимодействия по-
лимера и наполнителя, что в свою очередь 
определяется особенностями их химиче-
ского строения, а также надмолекулярной 
структурой. Поэтому особое внимание в 
работе уделено исследованию структуры 
нанофибрилл хитина. 

Структура нанофибрилл хитина. Хитин –  
азотсодержащий полисахарид, содержит бо-
ковую группу  – NH – CO – CH3 [14]. Для 
его кристаллической структуры характерен 
полиморфизм – существование двух кри-
сталлических модификаций, в которых ма-
кромолекулы расположены антипараллель-
но (α-хитин) или параллельно (β-хитин).  
В одном живом организме могут существо-
вать обе модификации, выполняющие раз-
личные функции. 

Исследование структуры нанофибрилл 
хитина проводили на двух видах образцов: 
пленках и порошках. Пленки получали 
сушкой при 20 °С водной дисперсии, со-
держащей 31,9 мг/мл наночастиц хитина. 
Микрофотографии поверхности пленки из 
хитина, толщиной 100 мкм приведены на 
рис. 1, а, б. Для этой пленки характерно 
наличие гладкой ровной поверхности; при 

большем увеличении отчетливо видны про-
тяженные частицы – нанофибриллы, име-
ющие поперечный размер 15 – 20 нм. 

Второй способ получения частиц хити-
на заключался в лиофилизации исходной 
суспензии хитина; в результате получали 
порошок из микрочастиц (рис. 1, в – е), 
состоящих из нанофибрилл хитина. Видно, 
что микрочастицы имеют ленточное строе-
ние с поперечным размером около 30 мкм 
и толщиной 0,1 мкм (рис. 1, д). Они со-
стоят из наночастиц шириной 20 нм и дли-
ной 600 – 800 нм, что совпадает с данны-
ми, полученными для пленочных образцов  
(рис. 1, е). Отметим, что частицы хитина 
имеют склонность к образованию плоских 
слоевых элементов структуры как на ми-
кро-,  так  и  нано-  уровнях. 

Строение нанофибрилл хитина иссле-
довалось с помощью метода рентгеновской 
дифракции. Рентгенограмма порошка хи-
тина приведена на рис. 2. Интенсивные 
дифракционные максимумы свидетель-
ствует о наличии кристаллической струк-
туры α-хитина. Параметры кристалличе-
ской ячейки: a = 0,473 нм, b = 1,899 нм,  
с = 1,025 нм; они совпадают с данными ра-
боты [13].  Отметим, что поперечный раз-

Рис. 2. Рентгенодифрактограмма порошка из нанофибрилл хитина.  
На вставке показана схема строения нанофибриллы хитина
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Рис. 3. Зависимости вязкости от скорости сдвига для раствора хитозана (1)  
и смесей с различным содержанием  нанофибрилл хитина, мас. % : 1,0 (2), 7 (3), 10 (4), 20 (5)

мер кристаллической ячейки b существенно 
больше размера a, что, видимо, обусловлено 
наличием в макромолекуле боковой груп-
пы – NH – CО – CH3. Макромолекулы в 
ячейке этой кристаллической модификации 
хитина располагаются антипараллельно 
друг другу. Средний размер L кристалли-
ческой области, определенный по величи-
не интегральной интенсивности дифрак-
ционных максимумов, составляет 12,5 нм. 
Оценка размера кристаллита в направле-
нии b-оси по методу Шеррера для рефлекса 
(020) дала значение L = 11,1 нм. Оценить 
размер кристаллитов в направлении оси с,  
т. е. в направлении осей макромолекул, не 
представилось возможным, ввиду отсут-
ствия четкого рефлекса (002) или его более 
высоких порядков; такое отсутствие свиде-
тельствует о существенно меньшем размере 
кристаллитов в направлении осей макро-
молекул, об их большей дефектности. На 
основе  полученных данных можно сделать 
вывод о большей упорядоченности нано-
фибрилл хитина в поперечном направле-
нии, чем в продольном. 

Сопоставление данных рентгенострук-
турного анализа с результатами электронно-
микроскопических исследований позволяет 
заключить, что в поперечном направлении 

нанофибрилла состоит из двух кристалли-
тов с поперечными размерами 11 – 12 нм, 
b-оси которых расположены перпендику-
лярно оси нанофибриллы. 

Особенностью кристаллической струк-
туры нанофибрилл хитина является суще-
ственно больший размер кристаллитов в 
поперечном направлении, чем в продоль-
ном. Для целлюлозы и ее производных в 
ориентированном состоянии, а также для 
ряда других полисахаридов продольный 
размер кристаллитов обычно больше по-
перечного и составляет около 7 нм [14]. 

Реологические свойства растворов хито-
зана и их смесей с нанофибриллами хитина. 
Нанофибриллы хитина были использова-
ны в качестве наполнителя для получения 
резорбируемых композиционных волокон. 
Для оптимизации режима формования во-
локон необходимы сведения о реологи-
ческих свойствах раствора хитозана и его 
смесей с наполнителем. На рис. 3 приве-
дены зависимости вязкости от скорости 
сдвига для раствора хитозана и его смесей с 
наночастицами хитина. 

Данные реологических измерений по-
зволяют заключить, что зависимость вязко-
сти от скорости сдвига для всех исследуе-
мых растворов носит нелинейный характер. 



Биофизика и медицинская физика

79

Для раствора, не содержащего наполнителя 
(кривая 1 на рис. 3), значимое уменьшение 
вязкости наблюдалось при скорости сдви-
га более 10 с–1. Вязкость раствора хитозана 
увеличивалась с ростом содержания нано-
фибрилл хитина; особенно это заметно при 
содержании наполнителя более 1 мас. % 
(кривые 3 – 5 на рис. 3). С увеличением со-
держания нанофибрилл хитина пороговое 
значение скорости деформации смещается 
в сторону меньших значений .γ  Для сме-
си, содержащей 20 мас.% наполнителя, за-
висимость ( )η γ  приближается к линейной 
в широком диапазоне скоростей сдвига. 
Снижение вязкости при увеличении сдви-
говых напряжений связано с разрушением 
исходной структуры раствора и созданием 
новой, переходом из изотропного состоя-
ния в анизотропное. Формирование анизо-
тропной структуры раствора под действием 
сдвигового поля характерно для большин-
ства жесткоцепных полимеров [15].

Повышение содержания наполнителя в 
растворе хитозана сопровождается ростом 
вязкости и напряжения сдвига, что особен-
но заметно при низких скоростях сдвига. 
Это свидетельствует о хорошем взаимодей-
ствии частиц хитина с макромолекулами 
хитозана, высокой адгезии наполнителя и 
матрицы, а также об образовании кластер-
ной структуры наполнителя.

Низкое содержание наполнителя в рас-
творе (менее 1 мас.%) мало влияет на рео-
логические свойства раствора хитозана.

Структура и свойства композиционных 
волокон. В работах [11, 12] показано, что 
ориентированная структура волокон из хи-
тозана формируется на стадии прохожде-
ния раствора или его смеси с наночасти-
цами через фильеру; ориентация частиц 
наполнителя и макромолекул полимера за-
висят от скорости сдвига, возникающей в 
фильере. 

Режим формования волокна подбирался 
в соответствии с уравнением [11]:

3

2
,

Q
R

γ =
π



где Q – скорость подачи полимера, R – ра-
диус фильеры.

Значения величин Q и R позволяют по-

лучать скорости сдвига, которые обеспечи-
вают структурирование раствора при про-
хождении его через фильеру. 

Как показали эксперименты, раство-
ры хитозана, содержащие нанофибриллы 
хитина, обладают необходимыми динами-
ческими свойствами, которые позволяют 
сохранять ламинарность струи в осадите-
ле после прохождения раствора через фи-
льеру. Формование волокон из хитозана 
и композиционных волокон, содержащих 
нанофибриллы хитина, проводили коагуля-
ционным методом. 

Из результатов электронно-микроско-
пических исследований (рис. 4) следует, что 
волокна на основе хитозана обладают глад-
кой поверхностью и гомогенной внутренней 
структурой. Особенностью фибриллярного 
строения волокна, содержащего наночасти-
цы хитина, является наличие плоских ми-
крофибрилл – слоистых структур, которые 
отчетливо видны на сколе композиционно-
го волокна в жидком азоте (см. рис. 4, г). 
Плоские микрофибриллы включают нано-
фибриллы хитина, которые ориентированы 
вдоль оси волокна и имеют поперечные 
размеры 25 – 30 нм. Эта величина немного 
больше размера, определенного для лио-
филизата суспензии нанофибрилл хитина  
(20 нм), что свидетельствует о хорошей ад-
гезии частиц хитина к хитозановой матри-
це. Хорошая адгезия обусловлена тем, что 
макромолекула хитозана содержит боковые 
группы как –NH

2, так и  –NH–CO–CH3; 
последние  характерны для макромолекулы 
хитина. 

На рис. 5 приведена фоторентгено-
грамма волокна из хитозана, полученного 
в равновесных условиях, когда в процессе 
формования на него не действовали рас-
тягивающие напряжения; волокно имело 
усадку (отрицательная вытяжка λ = –40 %). 
Распределение интенсивности дифракци-
онного максимума, соответствующего реф-
лексам [200] и [220] хитозана, имеющее вид 
кольца, свидетельствует о слабо ориентиро-
ванной, практически изотропной, структуре 
волокна. Вытяжка волокна на 60 % при его 
формовании приводит к ориентации кри-
сталлитов. На рентгенограмме это прояв-
ляется в стягивании дифракционного мак-
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а) б)

Рис. 5.  Фоторентгенограммы волокон из хитозана  
для различных значений λ, %: –40 (а) и 60 (б)

Рис. 4. Микрофотографии волокна из хитозана (а, б) и композиционного волокна (в, г),  
содержащего 1 мас. % нанофибрилл хитина

а) б)

в) г)
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симума к экватору. Следует отметить, что 
распределение интенсивности в виде дуги 
наблюдается для большинства исследован-
ных волокон из хитозана и композицион-
ных волокон, содержащих наночастицы хи-
тина. Даже небольшая вытяжка приводит к 
ориентации кристаллитов хитозана.

На рис. 6 приведены зависимости проч-
ности хитозановых и композиционных 
волокон от степени вытяжки. Видно, что 
прочность хитозановых волокон, не содер-
жащих наполнителя, возрастает с увели-
чением вытяжки до λ ≈ 20 %. Дальнейшая 
вытяжка при формовании мало влияет на 
упрочнение волокон.

Прочность композиционных волокон, 
содержащих малое количество наполнителя 
(0,05 – 0,30 масс.%), монотонно увеличива-
ется при вытяжке вплоть до λ = 100 – 120 %.  
Увеличение содержания нанофибрилл хи-
тина в волокне до значений более 1 мас.% 
существенно изменяет характер зависимо-
сти σ(λ); рост прочности прекращается при 
λ ≈ 20 %.

Увеличение прочности волокон обу-
словлено изменением их надмолекулярной 
структуры, ориентацией макромолекул. 

Ориентацию кристаллитов хитозана в про-
цессе формования волокон оценивали по 
полуширине α азимутального распределе-
ния интенсивности дифракционного мак-
симума [200]. Из данных, приведенных в 
таблице, следует, что даже небольшая вы-
тяжка приводит к ориентации кристалли-
тов. 

Величина α зависит от содержания на-
нофибрилл хитина в композиционном 
волокне. Малое количество наполните-
ля способствует ориентационной вытяж-
ке волокон, предельная ориентация кри-
сталлитов наблюдается уже при значении  
λ ≈ 60 %. Дальнейшее увеличение степе-
ни вытяжки не способствует ориентации 
кристаллитов. Вместе с тем, увеличивается 
прочность и модуль упругости волокон. Это 
можно объяснить ориентацией макромоле-
кул в межкристаллитных областях фибрилл 
хитозана. 

Композиционные волокна, полученные 
в равновесных условиях, обладают боль-
шей ориентацией кристаллитов, чем ана-
логичные волокна, не содержащие напол-
нителя. Введение наночастиц в количестве  
1 мас.% позволяет получить ориентирован-

Рис. 6. Зависимости прочности  хитозановых (1)  
и композиционных (2 – 5) волокон с различным содержанием нанофибрилл хитина,% :  

0 (1), 0,05 (2), 0,10 (3), 1,0 (4) и 20 (5), от величины ориентационной вытяжки
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ную структуру без вытяжки волокна при его 
формовании. Это позволяет предположить, 
что наличие анизодиаметричных наноча-
стиц (нанофибрилл хитина) способствует 
ориентации макромолекул хитозана. Как 
видно из электронной микрофотографии 
скола в жидком азоте композиционного во-
локна (см. рис. 4, г), частицы наполнителя 
хорошо ориентированы вдоль оси волокна. 
Этому способствуют сдвиговые напряже-
ния, возникающие при прохождении через 
фильеру раствора хитозана, содержащего 
наофибриллы хитина.

Ориентация частиц наполнителя, их хо-
рошее взаимодействие с хитозановой ма-
трицей повышает прочностные и упругие 
характеристики композиционных волокон, 
содержащих нанофибриллы хитина. На 
рис. 7 приведены зависимости прочности 
и модуля упругости волокон от содержания 
нанофибрилл хитина.

Расчет величины перкаляционного ба-
рьера по методу, приведенному в рабо-

те [16], для частиц с осевым отношением  
l = 25, соответствующим геометрическим 
размерам нанофибрилл хитина, дал значе-
ние 1 мас. %; при содержании частиц на-
полнителя менее 1,0 мас.% образование 
кластерной структуры невозможно. 

Процесс ориентационной вытяжки ком-
позиционных волокон с малым (до 1 мас.%) 
содержанием наполнителя можно описать 
следующей схемой. При взаимодействии мо-
лекулы хитозана с уксусной кислотой (рас-
творителем) происходит протонирование 
группы –NH2 с образованием соли – аце-
тата хитозана.  В растворе частицы напол-
нителя располагаются хаотично, преиму-
щественная ориентация отсутствует. Между 
наночастицами хитина существует доста-
точно большой объем, в котором находятся 
макромолекулы ацетата хитозана и уксусной 
кислоты. Попадая в поле сдвиговых напря-
жений при прохождении через фильеру, как 
частицы наполнителя, так и макромолекулы 
ацетата хитозана ориентируются.

Таблица

Величина азимутального распределения интенсивности  
рефлексов [200] хитозана для волокон,  

полученных с различной ориентационной вытяжкой

Содержание хитина,  
мас. %

λ, % α, град

0

–40 90,6
0 29,5

30 31,2
60 29,4

0,1

–40 57,3
0 29,1

23 27,6
90 29,5

1,0

–40 62,4
0 28,8

66 30,0
90 30,6

180 28,3
20 20 32,7

Обозначения : λ – степень ориентационной вытяжки,  
α – полуширина азимутального распределения интенсивности 
дифракционного максимума [200]
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Ввиду хорошей адгезии, макромолеку-
лы ацетата хитозана, находящиеся в при-
поверхностном слое хитина, приобретают 
дополнительную ориентацию. В процессе 
вытяжки в осадительной ванне происходит 
ориентация макромолекул ацетата хито-
зана, что приводит к образованию ориен-
тированной кристаллической структуры. 
Дальнейшее увеличение вытяжки при фор-
мовании композиционных волокон способ-
ствует ориентации макромолекул в меж-
кристаллитных аморфных областях внутри 
фибрилл хитозана. После прохождения 
раствора через фильеру, контакта струи 
с осадителем (спирто-щелочной смесью) 
происходит переход полимера из солевой 

формы в основную. Наличие сдвиговых 
напряжений в фильере и вытяжка волокна 
после его осаждения способствуют форми-
рованию ориентированной структуры как 
макромолекул полимера, так и наночастиц 
наполнителя. Схема формирования ори-
ентированной структуры композиционных 
волокон на основе хитозана и нанофибрилл 
хитина представлена  на рис. 8.

Предлагаемая схема позволяет объяс-
нить немонотонный характер зависимости 
прочности и модуля упругости от содержа-
ния наночастиц. Оптимальное содержание 
наполнителя 0,1 – 0,3 мас. % обеспечивает, 
с одной стороны, дополнительную ориен-
тацию молекул хитозана на поверхности 

Рис. 7. Зависимости прочности (а) и модуля упругости (б) композиционных волокон  
на основе хитозана от содержания нанофибрилл хитина

а) б)

Рис. 8. Схема формирования ориентированной структуры композиционных волокон  
на основе хитозана и нанофибрилл хитина: I – раствор хитозана,  

II – смесь после ее прохождения через фильеру, III – композиционное волокно;  
1 – растворитель, 2 – нанофибрилла хитина, 3 – ацетат хитозана
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нанофибрилл хитина, с другой, – достаточ-
ную подвижность макромолекул полимера, 
необходимую для их ориентации в процес-
се вытяжки. При содержании нанофибрилл 
хитина свыше 1 мас.% происходит образо-
вание жесткой сетки из частиц наполните-
ля (кластерной структуры), которая препят-
ствует ориентации макромолекул хитозана. 
Этим можно объяснить снижение прочно-
сти и модуля упругости волокон, содержа-
щих более 1 мас.% наночастиц хитина.

Адгезия мезенхимных стволовых клеток. 
Одним из основных критериев использова-
ния материала в качестве матриц для клеточ-
ных технологий является адгезия стволовых 
или соматических клеток на его поверхно-
сти.  Адгезия зависит от химического стро-
ения матрицы, структуры ее поверхности, 
в частности от наличия неоднородностей, 
соизмеримых с размерами клеток, пористо-
сти, наличия следов растворителя и других 
примесей, повышающих цитотоксичность. 

Для исследования совместимости клеток 
с волокнами из хитозана были использова-
ны культуры мезенхимных стволовых кле-
ток жировой ткани (ASCs). Белая жировая 
ткань крысы, полученная методом липэк-
томии, была подвергнута гомогенизации, 
ферментативной обработке 0,2 %-м рас-
твором коллагеназы (Sigma, США) и цен-
трифугированию. Клетки культивировали в 
питательной среде MEM Alpha Modification 
(Gibco, США) с добавлением 15 %-й фе-

тальной сыворотки телят (Gibco, США) и 
антибиотиков (100 ед./мл пенициллина, 
100 мкг/мл стрептомицина (Gibco, США)). 
Культивирование стволовых клеток прово-
дили в CO2-инкубаторе в атмосфере повы-
шенной влажности (70 %), при температуре 
37 °C, содержание углекислого газа состав-
ляло 5 – 7 %; при достижении 80 %-го мо-
нослоя производили пересев клеток в сво-
бодные пластиковые флаконы.

Осаждение стволовых клеток на хитоза-
новую матрицу проводили из жидкой пита-
тельной среды, содержащей мезенхимные 
стволовые клетки. Для исследования адге-
зии клеток на поверхности волокон мето-
дом сканирующей электронной микроско-
пии была проведена процедура фиксации 
клеток на поверхности волокон. По истече-
нии 72 ч с момента посева клеток образцы 
промывали 0,1 М PBS (натрий-фосфатный 
буфер, рН = 7,4), после чего фиксировали 
в течение 40 мин 0,25 %-м раствором глу-
тарового альдегида в PBS при температуре  
4 °С. После удаления фиксирующего рас-
твора образцы промывали PBS, затем  про-
водили дегидратацию материала восходя-
щими концентрациями спиртов и сушили 
при 20° С. Далее образцы помещали на 
предметные столики и напыляли на них 
золото. Изучение объектов проводили на 
сканирующем электронном микроскопе 
Supra 55VP (Carl Zeiss) в режиме регистра-
ции вторичных электронов при ускоряю-

Рис. 9. Микрофотографии поверхности волокон из хитозана, полученных с различной степенью 
вытяжки λ, %: 20 (а) и 100 (б), после культивации мезенхимных стволовых клеток в течение 3 сут 

а) б)
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щем напряжении 20 кВ. 
На рис. 9 приведены микрофотографии 

волокон из хитозана после культивации на 
них стволовых клеток. Видно, что поверх-
ность волокон содержит стволовые клетки, 
они  хорошо закреплены и распластаны. 
Поверхность волокна, полученного с вы-
сокой вытяжкой (λ = 100 %), характеризу-
ется фибриллярной структурой поверхно-
сти (рис. 9, б), содержит неоднородности 
в виде каналов, расположенных вдоль во-
локна. Клетки на такой поверхности имеют 
вытянутую форму. 

Влияние рельефа поверхности матрицы 
на форму фибробластов исследовано в рабо-
тах [17, 18], где установлено, что изменение 
формы стволовых клеток есть один из фак-
торов их направленной дифференциации.

Заключение

Получены композиционные волокна 
на основе хитозана и нанофибрилл хити-
на. Показано, что зависимость вязкости 

растворов хитозана от скорости сдвига 
обусловлена ориентацией макромолекул 
полимера и наночастиц наполнителя.  Вве-
дение нанофибрилл хитина в количестве  
0,1 – 0,3 мас.% от массы хитозана способ-
ствует ориентации макромолекул полиме-
ра, что приводит к повышению прочности 
и модуля упругости волокон. 

Установлено, что мезенхимные ство-
ловые клетки хорошо закрепляются и рас-
пластываются на поверхности хитозановых 
волокон. Фибриллизация волокон, полу-
ченных с высокой вытяжкой, приводит к 
появлению продольных каналов на их по-
верхности, что способствует изменению 
формы стволовых клеток.

Таким образом, волокна на основе хи-
тозана, согласно полученным результатам, 
могут быть использованы в качестве одно-
мерных матриц для клеточных технологий.

Работа выполнена при финансовой под-
держке  Российского научного фонда, грант  
№ 14-33-00003. 
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Dobrovolskaya I.P., Dresvyanina E.N., Yudenko A.N., Popryadukhin P.V., Ivankova 
E.M., Yudin V.E. THE STRUCTURE AND PROPERTIES OF ONE-DIMENTIONAL 
COMPOSITE MATRIX  BASED ON CHITOSAN AND CHITIN NANOFIBRILS AND 
INTENDED FOR CELL TECHNOLOGIES.

The goals of this work are to obtain and to study the structure and properties of chitosan fibers filled 
with chitin nanofibrils. Biocompatible and bioresorbable composite fibers consisting of chitosan filled with 
anisotropic chitin nanoparticles (nanofibrils) were prepared by the coagulation method. The structure of 
the fibers and of the chitin nanofibrils was investigated by the XRD and SEM methods. Chitin powder was 
obtained by lyophilization of inition chitin suspension, films by drying the aqueous suspension. It was evident 
that the microparticles have strip type structure with the transverse size approximately 30 μm and with 
the thickness of 0.1 μm; they consist of nanofibrils of 11-12 nm width and 600-800 nm length. The chitin 
nanofibrils were used as the filler for obtaining the bioresorbable composite fibers. The results of rheological 
studies allow to conclude that the dependence of the viscosity (η) on the shear rate ( )γ  has nonlinear behavior 
for all investigated solutions. For the chitosan solution not containing the filler, the decrease of viscosity was 
observed at the shear rate of 10 s-1 or more. The threshold value of the shear rate at which the dependence 

( )η γ  becomes nonlinear displaces to the smaller values when the chitin nanofibril content increases. For the 
mixture containing 20 wt% of chitin filler the dependence ( )η γ  becomes linear over a wide range of shear 
rates. It was found that both components (chitin and chitosan) of these composite fibers were oriented. The 
incorporation of 0.1–0.3 wt.% of chitin nanofibrils (with respect to dry chitosan) into the chitosan matrix 
led to an increase in strength and Young modulus of composite fibers. Based on these results, a scheme of 
formation of oriented structure of composite fibers comprising anisodiametric nanoparticles was developed. 
The adhesion of stem or somatical cells on the material surface is one of the basic criteria of its use as the 
matrices for the cellular technologies. SEM micrograph of the chitosan fibers taken after the cultivation of 
stem cells on them indicated that the surface of the fibers contained stem cells, which were well-fixed and 
split. The fibrillation of the fibers, obtained on high degree of drawing, contributed to the adhesion on fiber  
surface of the mesenchymal stem cells that changed their form.

CHITOSAN, CHITIN NANOFIBRIL, RHEOLOGY OF POLYMER SOLUTION, COMPOSITE FIBER, ORIENTED 
STRUCTURE, MECHANICAL PROPETIES, ADCHESION OF MESENHIMAL STEM CELLS.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПРОМОТОРА  
С РНК-ПОЛИМЕРАЗОЙ PSEUDOMONAS AERUGINOSA  

НА СТАДИИ ИНИЦИАЦИИ ТРАНСКРИПЦИИ

Одной из важнейших проблем современности является широкое распро-
странение антибиотикоустойчивости у наиболее распространенных патогенн-
ных бактерий человека. В частности, одним из таких патогенов является грам-
отрицательная бактерия  Pseudomonas aeruginosa  (P. aeruginosa, синегнойная 
палочка), вызывающая широкий спектр нозокомиальных инфекций. Поиск 
новых эффективных способов борьбы с данным патогеном требует  тщатель-
ного изучения жизнедеятельности этого организма. Особый интерес как мише-
ни для воздействия представляют из себя ключевые ферменты клетки, одним 
из которых является ДНК-зависимая РНК-полимераза, отвечающая за первую 
стадию экспрессии генов – транскрипцию.

Применив метод оптической ловушки для изучения инициации транс-
крипции РНК-полимеразы модельного патогенного организма  P. Aeruginosa, 
мы впервые измерили силу взаимодействия РНК-полимеразы этой бактерии с 
промоторным участком ДНК в ходе образования промоторного комплекса; она 
составила 13,1 ± 2,8 пН. Полученные данные можно использовать для поиска 
новых ингибиторов РНК-полимеразы P. aeruginosa.

PSEUDOMONAS AERUGINOSA, ТРАНСКРИПЦИЯ, РНК-ПОЛИМЕРАЗА, ОПТИЧЕСКАЯ 
ЛОВУШКА.

Введение

Грамотрицательная бактерия Pseudomo-
nas aeruginosa (P. aeruginosa, синегнойная 
палочка) является распространенным воз-
будителем различных инфекций у человека. 
Данная бактерия может вызывать инфек-
ции дыхательной системы, мочеиспуска-
тельного тракта, мягких тканей, а также 
желудочно-кишечные инфекции, дермати-
ты и различные систематические инфекции 
у пациентов с ослабленным иммунитетом. 
На сегодняшний день патогенные штаммы 
P. aeruginosa все чаще оказываются устойчи-
выми ко многим антибиотикам. Изучение 
жизнедеятельности указанной бактерии как 
модельного патогена представляет большой 
интерес с точки зрения разработки более 
эффективных антибиотиков, действующих 
на данный тип бактерий.

Транскрипция – это первый шаг на пути 
преобразования информации, закодирован-
ной в последовательности ДНК, в белки, 

необходимые для жизнедеятельности лю-
бых организмов. Известно, что специфиче-
ское подавление процессов транскрипции –  
распространенный механизм биологиче-
ского действия антибиотиков на бактерии-
мишени.  Данный процесс осуществляется 
комплексным ферментом – РНК-полиме-
разой (РНКП). Первой  и лимитирующей 
стадией для процесса транскрипции явля-
ется инициация, которая в свою очередь 
включает в себя множество промежуточных 
стадий. В природе существует множество 
белков – факторов инициации, и, соответ-
ственно, механизмов регуляции, которые 
можно использовать для синтеза антибио-
тиков нового поколения. 

Однако основная цель данной стадии –  
распознавание РНК-полимеразой спе-
циализированных последовательностей  
ДНК – промоторов, с которых в строго 
определенных местах начинается синтез 
молекулы РНК. 

Все бактериальные промоторы генов, 
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работающих при росте и развитии бактери-
альной колонии в физиологических усло-
виях, характеризуются ярко выраженными 
консервативными нуклеотидными после-
довательностями (промоторными элемен-
тами) и по этим признакам делятся на два 
основных класса. Промоторы основного 
(–10/–35)-класса имеют два консерватив-
ных района, находящихся на расстояниях  
–10 и –35 нуклеотидов от старта транскрип-
ции +1 (районы TATAAT и TTGACA, соот-
ветственно). Так называемые промоторы с 
удлиненным (–10)-районом характеризу-
ются отсутствием (–35)-района и дополни-
тельным TG-мотивом, расположенным не-
посредственно перед (–10)-районом.

Разнообразие биомеханических преоб-
разований, возникающих в ходе транскрип-
ции, а также огромное количество факторов, 
оказывающих влияние на работу РНКП на 
каждом этапе транскрипции, делает данный 
процесс особо интересным для изучения и 
поиска способов его регулирования. Био-
химические исследования in vitro ранее по-
зволили охарактеризовать важные аспекты 
активности РНКП, но многие детали оста-
ются неизвестными из-за усреднения по 
тысячам молекул при использовании стан-
дартных биохимических подходов. С этой 
точки зрения большой интерес представля-
ет применение одномолекулярных методов 
для изучения функциональной активности и 
регулирования РНКП. Одномолекулярные 
методы, такие как атомно-силовая микро-
скопия, одномолекулярная флуоресцентная 
микроскопия, а также методы магнитной и 
оптической ловушек, позволяют проводить 
измерения на одиночных биологических 
молекулах [1, 2]. 

В последнее время метод оптической ло-
вушки стал применяться для исследования 
транскрипции, в частности процесса элон-
гации, что открыло новые возможности:

 наблюдать в режиме реального време-
ни движение одной молекулы РНКП по 
ДНК;

измерять кинетику реакции;
наблюдать поведение РНКП на матрице;
измерять изменение параметров дви-

жения РНКП в зависимости от последова-
тельности матрицы;

измерять силы, развиваемые данным 
ферментом, на уровне единиц пиконьюто-
нов. 

Основными объектами таких одномоле-
кулярных  исследований ранее выступали 
бактериальная РНКП из Escherichia coli [3], 
эукариотическая РНКП II [4, 5] из дрож-
жей Saccharomyces cerevisiae и некоторые 
вирусные РНКП [6, 7].  

В данной работе мы впервые примени-
ли одномолекулярный метод оптической 
ловушки для изучения инициации транс-
крипции РНКП модельного патогенного 
организма  P. aeruginosa. 

Схема эксперимента

В работе была использована уникаль-
ная установка «Лазерный пинцет» с двумя 
оптическими ловушками (НИК «НаноБио», 
СПбПУ) и четырехканальная микрофлюид-
ная камера, описанные ранее [8, 9]. 

Схема эксперимента представлена в 
нижней части рис. 1. Микросфера диа-
метром 5 мкм, покрытая стрептавидином, 
закреплялась на поверхности покровного 
стекла микрофлюидной камеры. РНКП 
прикреплялась к поверхности микросфе-
ры благодаря наличию стрептага (strep-
tag) на C-конце α-субъединицы, способ-
ного связываться со стрептавидином. 
Концы ДНК были модифицированы био-
тином и прикреплены к полистироло-
вым микросферам диаметром 3 мкм, по-
крытым стрептавидином. Манипуляция 
микросферами осуществлялась при по-
мощи двух оптических ловушек, в резуль-
тате чего молекула ДНК распрямлялась и 
подносилась к поверхности микросферы 
с прикрепленной РНКП. При смещении 
пьезостолика микросфера, закреплен-
ная на поверхности покровного стекла, 
смещалась относительно оптических ло-
вушек. Таким образом осуществлялось 
перемещение молекулы РНКП вдоль вы-
прямленной молекулы ДНК. 

При связывании РНКП с промотор-
ной последовательностью ДНК дальнейшее 
смещение пьезостолика приводило к воз-
никновению силы, стремящейся сместить 
микросферу с закрепленной ДНК из опти-
ческой ловушки. При достижении порого-
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вой силы связь между РНКП и ДНК раз-
рывалась. 

Сила взаимодействия ДНК и РНКП 
определялась максимальным смещением 
микросферы из центра оптической ловуш-
ки по формуле 

F = kΔxm,

где k – жесткость оптической ловушки [9], 
Δxm – максимальное смещение микросфе-
ры.

Непосредственно перед проведением 
эксперимента внутренняя поверхность че-
тырехканальной проточной камеры и тру-
бок подвергалась очистке путем последова-
тельного вмывания в каждый канал 100 мкл 
этанола, 300 мкл дистиллированной воды 
и 200 мкл буферного раствора (Tris-HCl  

50 мМ, pH = 7,5; KCl 40 мМ; MgCl2 10 мМ; 
DTT 5 мМ).

Затем в камеру (см. рис. 1) при одина-
ковой скорости (1 мкл/мин) подавали сле-
дующие жидкости (по 200 мкл в каждый 
канал):

в 1-й канал – раствор, содержащий 
0,01% микросфер диаметром 3 мкм, покры-
тых стрептавидином;

во 2-й канал – раствор биотинилиро-
ванных молекул ДНК (15 нМ);

в 3-й канал – буферный раствор;
в 4-й канал – раствор, содержащий 

микросферы диаметром 5 мкм с поверхно-
стью, модифицированной РНКП.

При указанных условиях эксперимента 
в микрофлюидной камере формировалось 
четыре ламинарных потока (см. рис. 1, 

Рис. 1. Схема эксперимента: I – IV – формирование объекта исследования  
в четырехканальной (1-й – 4-й) микрофлюидной камере; внизу – измерение силы взаимодействия 

РНКП с промоторной последовательностью ДНК;  
1 – полистироловая микросфера диаметром 5 мкм, закрепленная на покровном стекле;  

2 – полистироловые микросферы диаметром 3 мкм, удерживаемые в оптических ловушках; 3 – РНКП;  
4 – стрептавидин; 5 – биотин; 6 – strep-tag
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1-й – 4-й каналы). При помощи оптиче-
ской ловушки микросфера с поверхностью, 
модифицированной РНКП, захватывалась 
в 4-м канале, переносилась в 3-й и закре-
плялась на поверхности покровного стекла 
(см. рис. 1, I)). Затем в 1-м канале осущест-
влялся захват двух микросфер при помощи 
оптических ловушек (см. рис. 1, II) Сдви-
гом микроскопного столика микросферы 
переносились через 2-й канал в 3-й. За вре-
мя переноса в среднем одна молекула ДНК 
успевала закрепиться на одной из микро-
сфер (см. рис. 1, III). Вторая микросфера 
прикреплялась к свободному концу ДНК, 
молекула ДНК выпрямлялась и подноси-
лась к микросфере с поверхностью, моди-
фицированной РНКП (см. рис. 1, IV). 

Движением пьезостолика осуществля-
лось «сканирование» РНКП по ДНК. При 
узнавании промоторной последователь-
ности ДНК РНКП связывалась с ДНК, и 
дальнейшее смещение пьезостолика приво-
дило к натяжению участка ДНК, располо-
женного между промоторной последова-
тельностью и концом ДНК, закрепленным 
на микросфере. По смещению микросферы 
диаметром 3 мкм из центра ловушки опре-

делялась сила натяжения участка ДНК. При 
достижении пороговой силы натяжения 
связь между РНКП и ДНК разрывалась. 

Материалы и методы

В работе использовалась РНКП, выделен-
ная из штамма P. aeruginosa PAO1RpoA::strep 
(получена из лаборатории генной техноло-
гии Католического университета Лувена, 
Бельгия). В этом штамме синтезируется 
геномная рекомбинантная α-cубъединица 
РНКП, слитая с аффинным хвостом strep-
tag, представляющим собой синтетический 
полипептид из восьми аминокислот (Trp-
Ser-His-Pro-Gln-Phe-Glu-Lys), способный 
специфически связываться с различными 
аффинными сорбентами на основе стрепта-
видина. Хроматографическое выделение и 
очистку РНКП проводили по стандартной 
методике [10]. Финальная очистка РНКП 
производилась на гель-фильтрационной 
колонке Superdex 200D до чистоты прибли-
зительно 95 %, достаточной для проведения 
эксперимента (рис. 2).

Полученные РНКП прикреплялись к 
полистироловым микросферам согласно 
следующему протоколу:

Рис. 2. Анализ эффективности очистки РНК полимеразы P. aeruginosa на гель-фильтрационной 
колонке: а – хроматограмма, б – электрофореграмма фракций.  

Левый столбец на электрофореграмме – это суммарный препарат РНК-полимеразы до очистки  
при помощи гель-фильтрации, 1, 2 – очищенные препараты белков, соответствующие двум основным  

пикам на хроматограмме; α, β,β', σ – субъединицы РНК-полимеразы

а) б)
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1. К 10 мкл раствора, содержащего 
0,5 % полистироловых микросфер диа-
метром 5 мкм, покрытых стрептавидином 
(Spherotech), добавляли 90 мкл Tris-HCl  
100 мМ,  pH = 7,5.

2. Раствор тщательно перемешивали и 
откручивали в микроцентрифуге на скоро-
сти 13 000 об/мин в течение 5 мин. В ре-
зультате на дне пробирки образовался бе-
лый осадок микросфер.

3. Из раствора отбирали 99 мкл су-
пернатанта и добавляли 99 мкл Tris-HCl  
100 мМ, pH = 7,5. 

4. Повторяли откручивание и отбор су-
пернатанта.

5. К микросферам добавляли 20 мкл 
раствора РНКП (700 нг/мкл).

6. Смесь инкубировали в течение 2 ч с 
периодическим мягким перемешиванием 
при помощи вортекса.

В качестве ДНК, содержащей промо-
торную последовательность, использо-
валась ДНК бактериофага λ (48 502 пары 
оснований). Для манипуляции при помощи 
оптических ловушек концы геномной ДНК 
модифицировались биотином согласно сле-
дующему протоколу:

1. 13 мкл воды, очищенной при помощи 
системы Milli-Q, смешивали с 2 мкл MgCl2 

25 мМ, 2,5 мкл 10X Taq Buffer (Fermentas), 

0,4 мкл dATP 2,5 мМ, 0,4 мкл dСTP 2,5 мМ,  
0,4 мкл dTTP 2,5 мМ (Beagle), 1 мкл biotin-
11-dGTP 1 мМ (Perkin Elmer). Раствор пе-
ремешивали на вортексе.

2. Добавляли 4 мкл ДНК бактериофага λ 
(0,3 мг/мл) и перемешивали раствор легким 
встряхиванием.

3. Добавляли 0,6 мкл Taq ДНК-
полимеразы (1 ед/мкл, Fermentas).

4. Пробирку с полученным раствором 
инкубировали в термоциклере при темпе-
ратуре 72 °С в течение 30 мин. Температура 
крышки термоциклера устанавливали  рав-
ной 80 °С.

5. Раствор охлаждали до 4 °С.
6. Избыточные нуклеотиды выводили 

из раствора путем фильтрации через спин-
колонку MicroSpin S-400 HR, GE Healthcare 
(центрифугирование 850g, 5 мин).

Результаты 

Сила взаимодействия РНКП с ДНК 
определялась как максимальная сила, до-
стижимая в ходе натяжения ДНК при уве-
личении расстояния между микросферой с 
поверхностью, модифицированной РНКП, 
связавшейся с промотором, и микросферой 
с закрепленным концом ДНК. 

Увеличение расстояния между микро-
сферами осуществлялось при помощи пье-
зостолика; он смещал микрофлюидную ка-
меру с закрепленной на покровном стекле 
микросферой относительно лазерного луча. 
С помощью последнего удерживались ми-
кросферы, используемые для манипуляции 
ДНК. На рис. 3 представлена типичная за-
висимость силы натяжения участка ДНК, 
расположенного между промотором и кон-
цом ДНК, от  смещения пьезостолика. 

Геном λ-фага – модельного фага, за-
ражающего E. coli, – содержит несколько 
промоторов, узнаваемых бактериальной 
хозяйской РНКП и регулирующих разви-
тие фага в ходе инфекции.  Известно, что 
промоторы в E. coli (и, соответственно, в 
λ-фаге) и в P. aeruginosa имеют очень по-
хожие консенсусы [11]. Известно также, 
что наиболее сильных промоторов, к тому 
же образующих стабильные комплексы с 
РНКП, в геноме всего два: это ранние про-
моторы P

L и PR. Измеренная сила взаимо-

Рис. 3. Зависимость силы натяжения  
участка ДНК, расположенного между  
промоторной последовательностью  

и концом ДНК, закрепленном на микросфере, 
от смещения пьезостолика.  

При достижении силы в 13,79 пН связь между  
РНК-полимеразой P. aeruginosa и ДНК разрывалась
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действия РНКП  P. aeruginosa с промотором 
составила 13,1 ± 2,8 пН. Судя по неболь-
шому разбросу полученных значений силы 
взаимодействия, РНКП в ходе эксперимен-
та преимущественно связывалась с одним 
из этих промоторов. В ходе дальнейших 
экспериментов планируется провести более 
детальные исследования для определения 
силы взаимодействия с каждым из промо-
торов. 

Заключение

В рамках проведенных исследований 
впервые была измерена сила взаимодей-
ствия РНКП P. aeruginosa с промоторным 
участком ДНК в ходе образования промо-
торного комплекса. 

Разработанный метод исследования 
РНК полимеразы P. aeruginosa с применени-

ем оптических ловушек и полученные с его 
помощью данные полезны для дальнейшего 
анализа влияния различных регуляторов на 
процесс транскрипции в данной бактерии 
как в модельном патогенном организме. 

Следующим шагом планируется изуче-
ние влияния белка – регулятора инициа-
ции транскрипции – на формирование 
РНК-полимеразой промоторного комплек-
са. Для этого будет использоваться ДНК, 
модифицированная подобным же обра-
зом, имеющая один сильный промотор и 
лишенная других сигналов транскрипции 
(элонгационных пауз, терминаторов, дру-
гих промоторов), а также белок – регулятор 
инициации транскрипции.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Минобрнауки России в рамках Согла-
шения № 14.B37.21.0846. 
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OF BINDING FORCE BETWEEN PROMOTER AND PSEUDOMONAS AERUGINOSA RNA 
POLYMERASE DURING TRANSCRIPTION INITIATION.

Gram-negative bacteria Pseudomonas aeruginosa is a wide-spread cause of different infections that is 
often found to be resistant to many different antibiotics. Detailed knowledge of these bacteria vital processes 
can facilitate the development of new effective antibiotics. RNA polymerase is one of the most common 
targets for antibiotics in bacteria. 

In this work optical trapping is used for the first time in order to study transcription initiation in model 
pathogenic organism P. aeruginosa. Three beads configuration have been chosen as an optimal scheme 
for trapping experiments in this study. The binding force between P. aeruginosa RNA polymerase and 
promoter region in DNA has been measured for the first time, during the assembly of promoter complex. 
The measured force was 13.1 ± 2.8 pN. These results could be used to search for new P. aeruginosa RNA 
polymerase inhibitors.
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УДК 544.03

И.П. Добровольская1,2, П.В. Попрядухин1,2, В.Е. Юдин1,2, Е.М. Иванькова1,2

1Санкт-Петербургский государственный политехнический университет 
2Институт высокомолекулярных соединений РАН

ФОРМИРОВАНИЕ ПОРИСТОЙ СТРУКТУРЫ ПЛЕНОК  
ИЗ АЛИФАТИЧЕСКОГО СОПОЛИАМИДА

Методом коагуляции получены пористые пленки на основе алифатического 
сополиамида (сополимера ε-капролактама и гексаметилен-диамин-адипината). 
Исследовано изменение фазового состава растворов от температуры и кон-
центрации, от состава спирто-водного растворителя. Показано, что пленки со 
средним размером пор 1,3 мкм характеризуются монодисперсным распределе-
нием пор по размерам, имеют прочность 4,4 МПа, относительное удлинение 
52 %. Культивация стволовых клеток (ASCs)  на поверхности пленок из СПА 
позволяет сделать вывод об отсутствии их цитотоксичности. 

ПЛЕНКИ, ПОРИСТОСТЬ, АЛИФАТИЧЕСКИЙ СОПОЛИАМИД, ФАЗОВЫЙ СОСТАВ, 
ПРОЧНОСТЬ, ОТНОСИТЕЛЬНОЕ УДЛИНЕНИЕ, АДГЕЗИЯ СТВОЛОВЫХ КЛЕТОК.

Введение

Пористые пленочные материалы на 
основе полимеров алифатического и аро-
матического строения используют для 
фильтрации, первапорации, электродиали-
за, газоразделения жидкостей и газов [1]. 
В последние годы пористые материалы ис-
пользуются в качестве матриц для адгезии 
пролиферации стволовых и соматических 
клеток [2 – 5]. Для создания пористой 
структуры используют различные методы, 
в частности облучение полимерной  плен-
ки ионами высокой энергии, метод разде-
ления фаз раствора полимера и его коагу-
ляции [1, 6]. Такие пленочные материалы  
содержат поры с размерами 0,1 – 10 мкм 
и более.

Особый интерес для клеточных техно-
логий представляют материалы на основе 
нановолокон, полученных методом элек-
троформования [7 – 9]. Этим методом по-
лучают полимерные волокна  диаметром от 
50 до 4500 нм. Раствор или расплав поли-
мера, попадая в электрическое поле высо-
кого напряжения, поляризуется, что при-
водит к образованию микроструй, которые 
осаждаются на приемном электроде в виде 
нановолокон [10 – 12]. Таким способом 
получают нановолокна из полиэтилена, 
полипропилена поливинилпирролидона, 
поливинилового спирта, полиэтиленокси-

да, полиамидов, полиметилметакрилата, 
полилактида, производных целлюлозы и 
других полимеров [13, 14]. Пленочные ма-
териалы на основе нановолокон (размер 
пор – десятки-сотни микрометров) харак-
теризуются низкой плотностью, высокой 
пористостью, водо- и газопроницаемостью 
[2 – 4].

Перспективным направлением исполь-
зования пористых пленок является получе-
ние на их основе материалов медицинского 
назначения, которые должны обладать био-
инертностью, не содержать остатков рас-
творителей и других токсичных примесей, 
обеспечивать необходимый газо- и влаго-
обмен с внешней средой, препятствовать 
проникновению патогенной микрофлоры. 

В последнее время пористые пленоч-
ные материалы нашли применение в ка-
честве матриц для клеточных технологий. 
В этом случае материал не должен содер-
жать остатков растворителя или других ве-
ществ, обладающих цитотоксичностью. Его 
химическая и пористая структура должна 
способствовать адгезии стволовых или со-
матических клеток на поверхности, обе-
спечивать обменные процессы для эффек-
тивной пролиферации и дифференциации 
клеток. 

В связи с этим для получения пористых 
пленочных материалов представляет интерес 
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алифатический сополиамид (СПА) – сопо-
лимер ε-капролактама –NH–(CH2)5–CO– 
и гексаметилендиаминадипината –

NH(CH2)6NHCO(CH2)4CO– [13]. 

Растворителем СПА является спирто-
водная смесь, что делает процесс формова-
ния экологически безопасным. Материалы 
из этого полимера не содержат цитотоксич-
ных остатков растворителя, сохраняют свои 
характеристики в водных средах в течение 
длительного времени.

Пористая структура и свойства материа-
лов на основе нановолокон, а также СПА, 
полученного коагуляцией, изучены недо-
статочно; также мало информации о влия-
нии растворителя и условий формования 
(температура, время выдержки раствора 
перед осаждением) на пористую структуру 
пленочного материала и его механические 
характеристики. 

Целью работы является исследование 
фазового состава растворов СПА, форми-
рования пористой структуры пленок, по-
лученных методом коагуляции, изучение 
прочностных и деформационных свойств, а 
также адгезии стволовых мезенхимных кле-
ток на их поверхности. 

Экспериментальная часть

В работе использовали СПА производ-
ства ОАО «Анид» (Россия) с соотношением 
ε-капролактама и гексаметилендиамина-
дипината 60/40; температура плавления по 
данным дифференциальной сканирующей 
калориметрии составляла 188 °C. Измере-
ния проводили на калориметре DSC 204 F1  
Phoenix, фирма NETZSCH (Германия).

СПА растворяли в спирто-водной сме-
си при температуре 80 °С в течение одного 
часа. Формование раствора проводили на 
стеклянную подложку с помощью щеле-
вой фильеры, высота щели составляла 400 
мкм. После выдержки на воздухе в течение 
определенного времени подложку с раство-
ром помещали в осадитель (воду), где про-
исходила коагуляция; время осаждения со-
ставляло 10 мин, после чего пленку сушили 
на воздухе.

Механические характеристики опреде-
ляли в режиме одноосного растяжения на 

образцах в виде полос шириной 2 мм и 
длиной рабочей части 25 мм. Испытания 
проводили на универсальной установке для 
механических испытаний UTS 10 (Герма-
ния); скорость растяжения образцов состав-
ляла 40 мм/мин. По результатам испытаний 
определяли модуль упругости E, прочность 
на разрыв σр и разрывную деформацию εр. 

Начало разделения фаз определяли по 
точке помутнения раствора, переход в твер-
дое состояние – по отсутствию его текуче-
сти.

Водопроницаемость измеряли на лабо-
раторной установке при избыточном дав-
лении 1 атм, образцы имели форму дис-
ков диаметром  20 мм и толщину 150 мкм. 
Паропроницаемость пленок определяли по 
изменению веса бюкса с водой, покрытого 
исследуемой пленкой. Расстояние от плен-
ки до поверхности воды составляло 10 мм.

Измерения вязкости растворов прово-
дили на реометре MCR301 фирмы Anton 
Paar при 20 °C. При измерении зависимо-
сти вязкости от скорости сдвига использо-
вали измерительный узел СС17 «цилиндр 
в цилиндре». Удельную поверхность по-
ристых материалов определяли по изотер-
мам адсорбции азота при 77 °K по методу 
Брунауэра – Эммита – Теллера [14]. Для 
измерений  использовали аппарат  SORP-
TOMATIC 1990 Carlo Erba. 

Измерения распределения пор по раз-
мерам, среднего радиуса пор проводили на 
поросиметре Pascal 140 + 240 by Thermo 
Electron-Porotec.

Структуру пленок исследовали с помо-
щью сканирующего электронного микро-
скопа Supra 55VP фирмы Carl Zeiss (Гер-
мания).

Измерение фазового разделения  
растворов СПА

Для изучения фазового разделения рас-
творов СПА использовали метод светорас-
сеяния. Начало разделения фаз определяли 
по точке помутнения; измерения проводи-
ли на спектрофотометре SPECORD (Герма-
ния). Как известно, интенсивность света с 
длиной волны λ при его прохождении через 
оптически неоднородную среду снижается, 
причем потеря интенсивности проходяще-
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го светового пучка зависит от размера рас-
сеивающих частиц, их концентрации, тол-
щины слоя, полидисперсности размеров 
частиц.  В работе для определения точки 
помутнения использовали свет с длинами 
волн в диапазоне 350 – 850 нм.

На рис. 1, а приведены зависимости ин-
тенсивности проходящего света от длины 
волны для растворов СПА с концентрацией 
18 мас. %; соотношение этанол/вода было 
70/30. Перед измерением светорассеяния 
растворы выдерживались при 20 °C  в тече-
ние различного времени (от 5 до 70 мин).

Зависимость интенсивности рассеяния 
света с длиной волны λ = 440 нм от времени 
выдержки раствора приведена на рис. 1, б.  
Увеличение интенсивности светорассеяния 
в зависимости от времени  позволяет сде-
лать заключение о начале образования ге-
левой фазы, которому соответствует точка 
перегиба на зависимости «интенсивность 
светорассеяния – время» (рис. 1, б).

Аналогичные кривые были получены 

для растворов с различной концентрацией 
полимера, а также с соотношением этанол/
вода от 40/60 до 100/0.

Для цитологических исследований пле-
ночных материалов были использованы 
культуры мезенхимных стволовых клеток 
жировой ткани крысы (ASCs). Культивиро-
вание стволовых клеток проводили в CO2-
инкубаторе в атмосфере влажности 70 %, 
при Т = 37 °C, содержание углекислого газа 
составляло 5 – 7 %. Для оценки степени 
адгезии клеток к различным субстратам ис-
пользовали платы с квадратными лунками 
(Nunc, США), в которые помещали иссле-
дуемые материалы. 

Осаждение стволовых клеток на СПА-
матрицу проводили из жидкой питательной 
среды, содержащей стволовые клетки; вре-
мя выдержки исследуемого образца в ма-
триксе составляло от одного часа до двух 
недель. Для исследования адгезии клеток и 
их пролиферации методом  сканирующей 
электронной  микроскопии была проведена 

Рис. 1. Зависимости интенсивности светорассеяния растворов СПА от длины волны света λ, 
полученные после различного времени их выдержки t (a) и от времени выдержки (λ = 440 нм) (б).  

Значения  t, мин: 5 (кривая 1), 10 (2), 20 (3), 30 (4), 40 (5), 50 (6) и 70 (7)

а) б)
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фиксация клеток на поверхностях материа-
лов с использованием раствора глутарово-
го альдегида. По истечении необходимого 
времени с момента посева клеток образцы 
промывали 0,1 М PBS (фосфатный буфер-
ный раствор), рН = 7,4; после этого фик-
сировали в течение 40 мин 0,25 %-м рас-
твором глутарового альдегида в PBS при 
T = 4 °C. После удаления фиксирующего 
раствора образцы промывали PBS и прово-
дили дегидратацию материала восходящи-
ми концентрациями спиртов. После удале-
ния этанола образцы помещали на 30 мин в 
гексаметилдисилазан, после чего высуши-
вали на воздухе. 

Основные результаты и их обсуждение

Свойства растворов СПА в спирто-водных 
смесях. Известно [1, 6], что процесс фор-
мования пористой структуры из раствора 
полимера включает следующие стадии: фа-
зовое разделение  раствора с выделением 
частиц геля, замещение растворителя оса-
дителем и образование пор.

Визуально фазовое разделение в систе-
ме полимер-растворитель проявляется в 
помутнении раствора, что связано с обра-
зованием частиц геля с повышенной плот-
ностью. При этом происходит синерезис 
растворителя из образовавшихся частиц 
геля и, как следствие, уменьшение концен-
трации полимера в жидкой фазе. При попа-
дании системы с высокой гетерогенностью 
плотности в осадитель, на месте областей с 
пониженной плотностью образуются поры 
различной формы и размеров. Области 
с повышенной концентрацией полимера 
формируют плоские элементы структуры, 
обеспечивающие прочностные свойства 
материала.

На рис. 2 приведена диаграмма состоя-
ния растворов СПА разной концентрации 
в растворителе c отношением этанол/вода 
80/20; t – время выдержки раствора при  
Т = 20 °C. Ниже кривой 1 раствор находит-
ся в однофазном жидком состоянии. При 
увеличении времени его выдержки на воз-
духе, происходит фазовое разделение, обра-
зование гелеобразной фазы (область между 
кривыми 1 и 2). Выше кривой 2 завершает-

ся переход раствора в гелеобразное состоя-
ние во всем объеме. 

Растворы с концентрацией СПА выше 
20 мас.% характеризуются узким времен-
ным интервалом существования двухфаз-
ной системы. Это создает трудности для 
формирования пористой структуры с не-
обходимыми параметрами: общей пористо-
стью, средним размером пор, распределе-
нием пор по размерам. 

Оптимальным сочетанием времени на-
чала фазового разделения раствора и ин-
тервалом существования двух фаз обладают 
растворы с концентрацией 15 – 20 мас.%. 
Это подтверждается результатами реологи-
ческих исследований растворов СПА разной 

Рис. 2. Диаграмма состояния  
растворов СПА в растворителе  

(соотношение этанол/вода – 80/20) 

Рис. 3. Зависимость вязкости  
раствора СПА от его концентрации  
(растворитель – смесь этанол/вода  

с отношением 80 / 20 об. %), Т = 20 °C 
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концентрации. Все растворы СПА в спирто-
водных растворителях являются ньютонов-
скими жидкостями, т. е. для них отсутствует 
зависимость вязкости от скорости сдвига. 
На рис. 3 приведена зависимость вязко-
сти растворов СПА (растворитель – смесь 
этанол/вода с отношением 80/20 об. %)  
от их концентрации. Видно, что в диапазо-
не концентраций 15 – 20 мас.%  вязкость 
растворов изменяется незначительно, ее 
значения позволяют формовать из раствора 
как пленки, так и волокна.

Важным фактором, влияющим как на 
растворение полимера, так и на форми-
рование пористой структуры, является со-
став растворителя, соотношение этанол/
вода. Анализ диаграммы состояния раство-
ров, содержащих 18 мас.% СПА, в спирто-
водных смесях с различным содержанием 
этанола (рис. 4) позволил определить опти-
мальный состав растворителя. Гомогенный 
раствор СПА существует ниже кривой 2, 
гель – выше кривой 1. Раствор СПА на 
основе спирто-водной смеси, содержащей 
80 об.% этанола, характеризуется макси-
мальным временным интервалом, в кото-
ром одновременно существуют две фазы: 
частицы геля и раствор с низким содержа-
нием полимера. При увеличении времени t 
выдержки раствора   в интервале t1 ≤ t ≤ t2 

доля гелевой фазы увеличивается, а раство-
ра уменьшается. Варьирование соотноше-
ния фаз позволяет прогнозировать объем 
пор и их средний размер. 

Структура пористых пленок СПА. Нали-
чие двух фаз в растворе СПА и их влияние 
на пористую структуру пленки подтвержда-
ют данные электронно-микроскопических 
исследований. Коагуляция 10 мас.% раство-
ра СПА после его выдержки на стеклянной 
подложке в течение 120 с  приводит к обра-
зованию двух видов элементов структуры: 
плоских частиц (рис. 5, а) и частиц сфери-
ческой формы (рис. 5, б). Можно предпо-
ложить, что плоские частицы – результат 
коагуляции гелевой фазы с пониженным 
содержанием растворителя; сферы же, на-

Рис. 4. Диаграмма состояния растворов СПА  
с концентрацией 18 мас. %;  

t – время выдержки раствора при Т = 20 °С;  
С – объемное содержание этанола в спирто-водной 

смеси. Выше кривой 1 – гель, ниже кривой  
2 – раствор СПА

Рис. 5. Микрофотографии пленок, полученных из растворов СПА с концентрацией 
10 мас.% и выдержанных перед осаждением в течение 120 с; снимки сделаны  

на поверхности (а) и во внутреннем слое (б) пленки

а) б)

20 мкм 20 мкм
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против, – следствие коагуляции раствора с 
пониженным содержанием полимера и по-
вышенным содержанием растворителя.

При формовании на подложку раствора, 
содержащего 18 мас.% СПА, выдержке его 
в течение более 1 мин и последующем по-
мещении его в осадитель пленка не содер-
жит изолированных сферических частиц 
(рис. 6). 

Пленки, выдержанные в течение 1 – 6 
мин на воздухе, а затем погруженные в оса-
дитель (рис. 6, а – в), обладают хорошо раз-
витой пористой структурой. При времени 
выдержки t менее 2 мин пористая структура 
неоднородна, наблюдается большой разброс 
размеров пор от 1 до 50 мкм. При выдерж-
ке в течение 2 мин  поры равномерно по-
крывают всю поверхность пленки. Методом 
ртутной порометрии получены  величина 
среднего размера пор и функция распреде-
ления пор по размерам (рис. 7). Пленка, по-
лученная из 18 мас.%-го раствора после вы-

держки перед осаждением в течение 2 мин, 
обладает монодисперсным распределением 
пор со средним размером 1,3 мкм.

При увеличении времени выдержки 
размер пор и их количество уменьшаются 

Рис. 6. Микрофотографии поверхностей пленок СПА, полученных из раствора  
концентрации 18 мас.%; время выдержки перед осаждением, мин: 1 (а), 2 (б), 4 (в) и 20 (г)

Рис. 7. Функция распределения пор  
по размерам пленки СПА

а) б)

в) г)

50 мкм 50 мкм

50 мкм50 мкм
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вплоть до полного исчезновения (рис. 6, г) 
при выдержке в течение 20 мин и более. 
Длительная выдержка на подложке сфор-
мованного раствора приводит к образова-
нию геля во всем объеме, препятствует об-
разованию пор при контакте с осадителем. 

Свойства пористых пленок из СПА. О 
наиболее развитой пористой структуре пле-
нок, их сквозной пористости свидетельству-
ют данные по водопроницаемости получен-
ных пленок (табл. 1). Последняя зависит от 
времени выдержки раствора на подложке 
перед осаждением и времени гелеобразо-
вания. Наибольшая водопроницаемость у 
пленок, выдержанных перед осаждением в 
течение  2 мин, наименьшая – в течение  
20 мин.

Важной характеристикой пористых пле-
нок является их паропроницаемость. Из-
мерения показали, что величина паропро-
ницаемости составляет 0,26 г/(см2٠сут). Это 
значение близко к значениям паропрони-
цаемости материалов, используемых в ка-
честве раневых покрытий [16].

Пористые пленки из СПА обладают ме-
ханическими характеристиками (табл. 2), 

позволяющими их использовать как основу 
для раневых покрытий, матриц для клеточ-
ных технологий, в качестве фильтрацион-
ного материала. Отметим, что пористость 
существенно снижает прочность пленок. 
Пленки с минимальной пористостью об-
ладают максимальными значениями проч-
ности и модуля упругости.

Оценка цитотоксичности пористых пле-
нок из СПА. О перспективности исполь-
зования пористых пленок на основе СПА 
для клеточных технологий свидетельствуют 
результаты исследования адгезии и про-
лиферации стволовых клеток на поверхно-
сти пленок. На рис. 8 приведены микро-
фотографии пленок после их экспозиции 
в клеточном матриксе в течение 3 и 7 сут. 
Видно, что поверхность матрицы покрыта 
клетками, что свидетельствует о хорошей 
адгезии стволовых клеток по отношению к 
матрице, отсутствии ее цитотоксичности.

Таким образом, пористые пленочные 
материалы на основе СПА, полученные 
методом коагуляции, могут быть использо-
ваны в качестве материалов медицинского 
назначения, в частности раневых покры-

Таблица  1

Водопроницаемость пленок СПА,  
полученных с различным временем выдержки перед осаждением

Время, мин 1 2 4 6 20

Поток, кг٠ч٠м–2 187 233 171 46 0

Таблица  2

Механические характеристики пленок СПА,  
полученных с различным временем выдержки перед осаждением

Время, мин Е, МПа σр, МПа εр, %

1 91 ± 10 3,2 ± 0,2 23 ± 2

2 129 ± 18 4,4 ± 0,2 52 ± 5

4 287 ± 17 8,4 ± 0,2 123 ± 3

6 465 ± 37 12 ± 1 212 ± 1

20 829 ± 79 48 ± 4 382 ± 46

Обозначения : Е – модуль упругости, σр – прочность на разрыв, εр – разрывная 
деформация.
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тий, а также матриц для клеточных техно-
логий.

Заключение

Исследование фазового состава рас-
творов СПА в спирто-водном раствори-
теле позволило разработать оптималь-
ные параметры формирования пористой 
структуры пленок, полученных методом 
коагуляции. Пленки характеризуются 

монодисперсным распределением пор со 
средним размером 1,3 мкм, прочностью 
4,4 МПа, относительным удлинением 52 
%. Культивация стволовых клеток (ASCs)  
на поверхности пленок из СПА позволяет 
сделать вывод об отсутствии их цитоток-
сичности.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского научного фонда, грант 
№14-33-00003.

Рис. 8. Культивация стволовых клеток (ASCs)  на пористых пленках из  СПА  
в течение трех (а) и семи суток (б)

а) б)
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Структурная модель гибких тканых,  
предварительно поврежденных композитов  

в условиях одноосного растяжения 

В данной работе представлена структурная модель поведения гибких тка-
ных композиционных материалов с полотняным плетением армирующих нитей 
в условиях статического одноосного растяжения. Учтено упруго-пластическое 
деформирование образцов материала. Выявлено влияние предварительного по-
вреждения материала на поведение диаграммы деформирования. Адекватность 
предлагаемой модели подтверждена сравнением  расчетных результатов с экс-
периментальными данными.

Гибкий тканый композит, диаграмма деформирования, предваритель-
ное повреждение, структурная модель, одноосное растяжение.

Введение

В работе рассматриваются гибкие тка-
ные композиционные материалы. В ка-
честве армирующих элементов в них вы-
ступают ткань полотняного плетения и 
виниловая матрица. Такие материалы ис-
пользуются, например, при производстве 
скеггов для судов на воздушной подушке, 
быстровозводимых надувных сооружений, 
а также при изготовлении мягкой кровли  
для  зданий и сооружений.

Необходимо учесть, что материал в 
процессе эксплуатации может испытывать 
ударные воздействия в локальных областях. 
Для определения последствий повреждения 
и его влияния на жесткостные характери-
стики материала необходима модель, кото-
рая бы описывала структуру рассматривае-
мых материалов и  последствия ударного 
воздействия.

На данный момент предложено доволь-
но много моделей, позволяющих описы-
вать поведение тканых композиционных 
материалов; эти модели отражают струк-
туру материалов, их геометрическую не-

линейность [1 – 3], а также  используют 
сведения континуальной механики [4 – 6]. 
Однако все они не дают возможности опи-
сать, например, влияние предварительного 
повреждения материала. Кроме того, име-
ющиеся модели (за исключением модели 
[6]) применимы только к негибким тканым 
композитам. 

Таким образом, моделей, способных 
описать поведение гибких тканых ком-
позиционных материалов при упруго-
пластическом деформировании, а также 
учитывающих геометрическую нелиней-
ность материала, явно недостаточно. Мо-
дели же, которая бы позволяла описывать 
влияние предварительного повреждения 
такого материала, в литературе не пред-
ставлено.

В данной работе впервые построена 
модель, отражающая поведение материа-
ла при вводимых начальных поврежде-
ниях. Последние сводятся к остаточным 
геометрическим искажениям, причем не 
только в зоне упругих деформаций, но и в 
условиях упругопластического деформи-
рования.
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Построение структурной модели

Тканые композиционные материалы 
имеют достаточно сложную структурную 
геометрию (рис. 1). Для построения струк-
турной модели целесообразно выделить в 
материале область, которая вносит основ-
ной вклад в характеристику жесткости. Не-
обходимо также оценить вид диаграммы 
деформирования и определить, какие из-
менения вносят в нее предварительные по-
вреждения.

Экспериментальные предпосылки

С целью учета предварительного повреж-
дения материала было экспериментально 
исследовано влияние ударного воздействия 
на поведение диаграммы деформирования 
композитов.

Предварительно листы исследуемых ма-
териалов (тканый композит) подвергали 
ударному воздействию; для этого их фик-
сировали на установке Devenport FDB/230 
и ударяли по ним грузами с различным ве-
сом на битке. 

Образцы вырезали таким образом, что-
бы направление основы совпадало с осью 
образца и поврежденная область находи-
лась в его центре. Образцы имели следую-
щие размеры, м:

длина l0 = 0,022; ширина b0 = 0,016;  
толщина h = 0, 005; длина поврежденной 

области ld = 0,01.

Испытания на растяжение проводили с 

постоянной скоростью, равной 0,3 мм/с.
Для удобства анализа эксперименталь-

ных данных были систематизированы виды 
диаграмм деформирования. В результате 
было сделано заключение о трехсегмент-
ном характере диаграммы деформирования 
(рис. 2). На диаграммах измеряли три угла 
наклона прямых, по которым вычисляли 
экспериментальные параметры – модули 
упругости и упрочнения (модули Юнга). 

Было специально изучено влияние пред-
варительного ударного воздействия разной 
силы  на поведение диаграмм деформиро-
вания тканых композитов при одноосном 
статическом нагружении. Усредненные ре-
зультаты такого исследования представле-
ны в таблице (приведена в конце статьи).  

Структурная модель поведения  
тканого композита

Главной особенностью тканых компо-
зитов является их геометрическая нелиней-
ность. В полотняном плетении нами был 
выделен структурный элемент (см. рис. 1),  
который периодически повторяется в струк-
туре рассматриваемого материала. В усло-
виях статического одноосного растяжения 
вдоль нитей основы удобно использовать 
именно такой элемент. 

К структурному элементу с жестко закре-
пленным левым концом приложим с пра-
вого конца растягивающую силу F (рис. 3).  
Определим горизонтальное перемещение 
точки A, так как нас интересует деформи-

Рис. 1. Полотняное плетение нитей основы (1) 
и утка (2) тканого композита: виды сбоку  

и сверху; структурный элемент модели  
выделен прямоугольником

Рис. 2. Типичная диаграмма деформирования 
тканого материала; E1 – модуль упругости на 
первом сегменте; E2, E3  – модули упрочнения 

на втором и третьем сегментах  
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рование элементов конструкции из рас-
сматриваемого материала, не приводящее к 
выходу из плоскости. Для этого воспользу-
емся теоремой Кастельяно [7]:

,i
m

m

U
q

Q
∂

=
∂

где qm  – перемещение в направлении дей-
ствия силы Qm, Ui – внутренняя энергия, 
накопленная в i-м структурном элементе.

Для нахождения внутренней энергии 
разобьем наш структурный элемент на не-
сколько участков (см. рис. 3). Разбиение на 
участки проведено по признаку их основ-
ной функции в процессе деформирования. 

Полученный структурный элемент мож-
но рассматривать как стержень с прямо-
угольным сечением, так как направление 
действия силы совпадает с направлением 
армирующих элементов в нити; ρ  – радиус 
кривизны на четвертом и пятом участках, в 
неповрежденном образце ρ = ∞ .

Предположим, что первый и второй  
участки будут работать только на растяже-
ние; тогда третий – на сдвиг, а четвертый и 
пятый – на изгиб. При этом на четвертом 
и пятом участках возможно возникновение 
пластических деформаций (кроме упругих). 
Таким образом, внутренняя энергия, на-
копленная в стержне, включает два слагае-
мых:

U = Uупр + Uпластич,

где 
5

упр упр
1

,i

l

U U
=

= ∑  
5

пластич пластич
4=

= ∑ i

l
U U  – 

величины внутренней энергии, накоплен-
ной соответственно в структурном элемен-
те от упругих деформаций и в стержне от 
пластических деформаций, возникающих 
на четвертом и пятом участках.

Первый и второй участки – эквива-
лентны; они будут характеризоваться толь-
ко продольной силой N. Третий участок 
структурного элемента характеризуется 
перерезывающей силой Q. Четвертый и пя-
тый участки также эквивалентны и харак-
теризуются изгибающим моментом M.

Для нахождения Uпластич воспользуем-
ся линейной теорией с кинематическим 
упрочнением [7], согласно которой зависи-
мость напряжение – деформация представ-
ляется следующим образом:

, ;

( ), ,
t

t t t t

E

E

ε ε ≤ ε
σ = 

σ + ε − ε ε > ε
 

где E – модуль упругости на участке упру-
гого деформирования, Et  – модуль упроч-
нения на пластическом участке диаграммы 
деформирования; σt  – предел текучести;  
εt  = σt / E – максимальные упругие дефор-
мации. 

Найдем удельную внутреннюю энергию 
деформаций, накопленную до разрушения 
материала, как

Рис. 3. Схематическое представление структурного элемента  
в условиях одноосного растяжения:  

F – растягивающая сила; A – точка для наблюдения перемещения; 1 – 5 – номера участков 
разбиения (даны их размеры); ρ – радиус кривизны, вносимой изгибающим моментом  

при повреждении (здесь ρ = ∞)
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ε

= σ ε∫

В результате интегрирования получим 
следующее выражение:

2 2( ) .
2

t
t

t

E E
W

EE
−

= σ − σ

После этого оценим распределение на-
пряжений по сечению стержня. На рис. 4 
изображено поперечное сечение 4-го (либо 
5-го) участка структурного элемента, в ко-
торых проходит граница h0 между зонами 
упругого и пластического деформирова-
ния. Поперечное сечение сечение 4-го и 
5-го участка – это прямоугольник h × b, где  
h – высота сечения (толщина единичной 
нити плетения), b – высота сечения (ши-
рина единичной нити плетения). Размеры 
области упругого деформирования 2h0 × b, 
где h0 – расстояние от нейтральной оси до 
области пластического деформирования.

Для нахождения величины h0 восполь-
зуемся формулой

0

1 2
,t

h h
εε

= =
ρ

 

где ρ  – радиус кривизны, ε  – текущая 
деформация.

Выразим ε  при :tσ > σ

( )
.t t t t t

t t

E E
E E EE

σ − σ σ σ + σ − σ
ε = + =

Тогда 

;
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h

E E
σ

= ε ρ =
σ + σ − σ

Внутренняя энергия, накопленная в 
стержне от пластических деформаций, на-
ходится как

2

0

/2
1 2
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× − σ + σ − σ 

Таким образом, внутренняя энергия, 
накопленная в i-м структурном элементе, 
выражается как

упр

упр пластич

, ;

, .

t

i

t

U
U

U U

 σ ≤ σ= 
+ σ > σ

Применяя теорему Кастельяно, получа-
ем, что

3
упр 1 2(1 ) sin sin2 6

,
5 3

U l lF l
F E A A I

∂  + ν α α
= + + ∂  

где ν  – коэффициент Пуассона, α  – угол 
наклона 3-го участка структурного элемен-
та (см. рис. 3), I – момент инерции по-
перечного сечения, A h b= ×  – площадь 
поперечного сечения нити структурного 
элемента;

2 2пластич 2
2
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t t t t t

t
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U bl h E E E E E
F EE E E A E E

   ∂ − σ σ = × × σ − + σ − σ    ∂ σ + σ − σ σ + σ − σ     
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   ∂ − σ σ = × × σ − + σ − σ    ∂ σ + σ − σ σ + σ − σ     
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   ∂ − σ σ = × × σ − + σ − σ    ∂ σ + σ − σ σ + σ − σ     
Горизонтальное перемещение точки А 

следует выражению

Рис. 4. Четвертый (либо пятый) участок  
структурного элемента, где находится  

граница между зонами упругого (светлая  
область) и пластического деформирования; 

граница показана пунктиром



Механика

111

упр

упр пластич

, ;

, .

t

A

t

U

F
U U

F F

∂
σ ≤ σ ∂∆ = 

∂ ∂ + σ > σ ∂ ∂

Учет влияния повреждений

В предыдущем разделе была выдвинута 
модель, описывающая поведение структур-
ного элемента тканого композита при рас-
тяжении вдоль нити основы вплоть до его 
разрушения. На следующем этапе развития 
модели необходимо учесть влияние предва-
рительных повреждений материала.

Введем предположения о форме образ-
ца, подвергшегося ударному повреждению. 
На рис. 5 изображено его продольное сече-
ние. Видно, что в центре сечения имеется 
криволинейный учаcток. Представим этот 
участок половиной дуги окружности и по-
лагаем, что повреждение распространяется 
по всей ширине образца. В этом случае за-
дачу можно рассматривать как одномер-
ную. 

Допустим, что остаточные деформации, 
которые возникают после предварительно-
го ударного нагружения, связаны с изме-
нением радиусов кривизны на четвертом и 
пятом участках (рис. 6).

На четвертом участке структурного эле-
мента направление вносимого поврежде-
нием радиуса кривизны 0ρ  совпадает с на-
правлением радиуса кривизны ,ρ  вносимым 
изгибающим моментом. На пятом участке 
структурного элемента направление 0ρ  об-
ратно направлению радиуса кривизны .ρ

В упругой области деформации, вноси-
мые повреждением, следуют выражению 

0/ .t hε = ρ  

В пластической области диаграммы де-
формирования влияние повреждений мож-
но выразить следующим образом: 
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Образцы, изучаемые в эксперименте, 
содержали, согласно нашей модели, один-
надцать структурных элементов по длине 
образца; четыре из них были повреждены, 
а семь остались неповрежденными. Таким 
образом, суммарное удлинение образца 
композита следует выражению
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  ∂  ∂ ∂
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На рис 7. представлены эксперимен-
тальные и расчетные диаграммы деформи-
рования, полученные c применением по-
строенной модели.

Рис. 5. Продольное сечение образца после 
ударного нагружения; в центре имеется криво-

линейный участок

Рис. 6. Моделирование результата  
предварительных повреждений образца:  

O1 , O2  – центры дуг кривизны; ρ, ρ0  – радиусы 
кривизны, вносимые изгибающим моментом  

и повреждением, соответственно 
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Сравнение результатов расчета  
с экспериментальными данными

В таблице представлено сравнение ре-
зультатов расчета по развитой нами струк-
турной модели с экспериментальными дан-
ными.

Таким образом, полученная модель дает 
хорошее качественное описание диаграммы 
деформирования тканых композитов в усло-
виях статического одноосного растяжения, 
вплоть до разрушения. В результате постро-
енной модели жесткость на первом и втором 

Рис. 7. Экспериментальные (а) и расчетные (б) диаграммы деформирования неповрежденного (1)  
и предварительно поврежденных (2, 3) материалов. Повреждения материала эквивалентны  

нагрузкам 300 г (2) и 500 г (3)

а) б)

Таблица

Сравнение экспериментальных и расчетных результатов по одноосному растяжению гибких  
тканых композитов, подвергнутых  и  не подвергнутых предварительному повреждению

k 
Ek , МПа Среднеквадратичное

отклонение, МПа
Погрешность,%

эксперимент расчетный
Неповрежденные образцы

1 687,5 775,9 44,2 12,9
2 305,5 281,9 11,8 7,7
3 687,5 565,1 61,2 17,8

Поврежденные образцы (нагружение, эквивалентное 300 г)
1 680,6 760,9 40,2 11,8
2 275,0 221,9 26,6 19,3
3 687,5 570,7 58,4 17,0

Поврежденные образцы (нагружение, эквивалентное 550 г)
1 675,5 730,6 27,6 8,2
2 250,0 204,0 23,0 18,4
3 692,3 579,4 56,4 16,3

Обозначения : Ek   – модуль Юнга на k-м сегменте диаграммы деформирования (см. рис. 2).
Примечания . 1. Среднеквадратичное отклонение рассчитывалось между экспериментальным 
и расчетным значениями. 

2. Повреждение образцов осуществлялось ударным нагружением.

1 2 3
1 2 3
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участках диаграммы одноосного растяжения 
снижается с увеличением уровня поврежде-
ний, а на третьем возрастает, что соответ-
ствует результатам эксперимента.

Также установлено, что, согласно пред-
лагаемой модели, при увеличении уровня 
повреждений уменьшается длина второго 
участка диаграммы деформирования. Дан-
ное явление также обнаружено при анализе 
результатов эксперимента.

Заключение

Впервые предложена модель, которая 

позволяет описывать поведение гибких 
тканых композиционных материалов при 
одноосном растяжении образцов, учиты-
вающая геометрическую нелинейность ма-
териала и влияние его предварительного 
повреждения на диаграмму деформирова-
ния. Проведенные эксперименты подтвер-
дили адекватность предлагаемой модели. 
Полученные результаты  открывают новые 
возможности для прогнозирования послед-
ствий ударных воздействий на тканые ком-
позиционные материалы в самых разно-
образных сферах их применения.
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УДК 623. 983

А.С. Смирнов, А.Г. Голубев

ОАО «Концерн «ЦНИИ Электроприбор»» 

оптимИЗАЦИЯ чувствительности  
АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

интерференционных волоконно-оптических гидрофонов

Одним из существенных параметров гидроакустической антенны является 
ее динамический диапазон, определяемый, в частности, амплитудно-частотной 
характеристикой (АЧХ) чувствительности гидрофонов. При использовании 
традиционных пьезокерамических гидрофонов оптимальной является АЧХ 
чувствительности, обеспечивающая выбеливание спектра шума моря на выхо-
де системы пространственной фильтрации. Особенностью задачи оптимизации 
АЧХ чувствительности волоконно-оптических гидрофонов является устране-
ние перегрузки тракта в области верхних значений частоты, при этом чем выше 
частота сигнала, тем при меньшем его уровне  возникает перегрузка. Настоя-
щая статья посвящена решению этой проблемы и выработке соответствующих 
рекомендаций.

интерферометрический волоконно-оптический гидрофон, чувстви-
тельность гидрофона, динамический диапазон.

Введение

В течение двух последних десятиле-
тий в качестве перспективного направ-
ления проектирования компонентов ги-
дроакустических антенн рассматриваются 
волоконно-оптические интерферометриче-
ские гидрофоны (ВОИГ) [1–3]. Принцип 
действия ВОИГ основан на том, что па-
дающие на них акустические сигналы из-
меняют фазу света, распространяющегося в 
волоконном световоде, который размещен 
в чувствительном элементе. Флуктуации 
фазы, порожденные акустическим сигна-
лом, преобразуются в интерферометриче-
ской схеме в фазомодулированные (ФМ) 
колебания интенсивности; последние реги-
стрируются фотодетектором и обрабатыва-
ются. Конечной целью является получение 
сигнала, пропорционального принимаемо-
му акустическому [4].

Как отмечено в статье [5], при исполь-
зовании таких технологий необходимо пе-

ресмотреть и заново проанализировать си-
стему взаимосвязи параметров элементов 
конструкции, обрабатываемых сигналов 
и характеристик гидроакустической ан-
тенны. В указанной работе приведена ме-
тодика расчетов оптимальной (предельно 
допустимой) чувствительности ВОИГ. Эта 
методика относилась к версии равномер-
ной амплитудно-частотной характеристики 
(АЧХ) указанной чувствительности. 

В настоящей работе решается задача 
оптимизации АЧХ ВОИГ. Эта оптимизация 
нацелена на получение максимального ди-
намического диапазона (ДД) тракта приема 
сигналов с ВОИГ.

Факторы, определяющие  
динамический диапазон тракта

Пределы динамического диапазона 
тракта приема сигналов с ВОИГ задаются 
возможными уровнями принимаемого сиг-
нала: минимальным и максимальным. 
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При некотором высоком уровне сигна-
ла наступает перегрузка тракта; она ограни-
чивает сверху рассматриваемый диапазон и 
определяет значение максимального уровня 
принимаемых сигналов. Эффект перегрузки 
в тракте с ВОИГ обусловлен расширением 
спектра фазомодулированного сигнала при 
увеличении индекса модуляции. При прочих 
равных условиях эффект наблюдается тем 
раньше, чем больше чувствительность ги-
дрофонов. С учетом этого фактора чувстви-
тельность необходимо минимизировать. 

Снизу динамический диапазон трак-
та ограничен требованием существенного 
преобладания минимального уровня при-
нимаемого акустического сигнала над уров-
нем внутренних шумов, приведенных к его 
входу. С учетом этого фактора чувствитель-
ность необходимо максимизировать.

При работе в условиях неравномерного 
спектра принимаемого сигнала, а точнее –  
спадания уровня этого спектра с ростом 
частоты, указанное требование преоблада-
ния должно выполняться, прежде всего, на 
верхних частотах (они наиболее проблемны 
в этом отношении). Если же учитывать, что 
спектр внутренних шумов тракта является, 
как правило, равномерным, то в классиче-
ской схеме с пьезокерамическими гидро-
фонами следует считать оптимальной АЧХ 
чувствительности этих гидрофонов, нарас-
тающую с ростом частоты. При этом ско-
рость нарастания должна обеспечивать вы-
равнивание спектра принимаемого сигнала 
в точке тракта обработки, соответствующей 
результату пространственной фильтрации.

Особенность рассматриваемой системы 
состоит в том, что перегрузка в гидрофоне 
при прочих равных условиях наступает тем 
быстрее (т. е. при более низких значениях 
уровня сигнала), чем выше его частота [5]. 
Далее мы излагаем решение задачи опреде-
ления оптимальной АЧХ ВОИГ с учетом 
указанного обстоятельства.

Постановка задачи

После анализа факторов, определяющих 
пределы динамического диапазона тракта 
приема сигналов с ВОИГ, кратко сформу-
лируем постановку задачи. Имеются от-
счеты спектра (здесь и далее под спектром 

подразумевается величина корня квадрат-
ного из спектральной плотности мощно-
сти) принимаемого акустического сигнала 
при его минимальном уровне ак. min( ).iP f  
Рассматриваются две модели АЧХ чувстви-
тельности ВОИГ:

2 8
0

0

при 1 модель 1;

exp{ ( ) 10 }

при 0 модель 2.

,( ; , )

f

f f
f f

−

νγ ⋅

γ


 ν ≤ →= 

−ν −
 ν > →

γ νγ







Положительным свойством модели 1 
является зависимость формы АЧХ (с точ-
ностью до частотно-независимого мас-
штаба γ ) всего от одного параметра v. Ее 
недостатком следует считать ограничение 
величины этого параметра сверху в силу 
требования конечности энергии акустиче-
ского шума после умножения его спектра 
на обсуждаемую АЧХ. Указанное ограниче-
ние мы задаем условием 1.ν ≤

Такое ограничение снимается в случае 
использования АЧХ резонансного типа, 
примером которой является модель 2.  
К недостаткам же этой модели относятся, 
во-первых, необходимость оптимизации 
двух параметров – ν и f0, которые определяют 
форму АЧХ (также с точностью до масшта-
ба γ ), а во-вторых, зависимость результатов 
решения задачи оптимизации от произвола 
в выборе аппроксимирующей функции.

Подход к решению задачи оптимизации АЧХ 
чувствительности ВОИГ

Решение задачи оптимизации приме-
нительно к модели 2 (с квазигауссовой ап-
проксимирующей функцией), приведенное 
в настоящей работе, лишь иллюстрирует 
методику оптимизации. Использование 
такой методики позволяет решить задачу 
оптимизации АЧХ с помощью произволь-
ной аппроксимирующей функции, в том 
числе заданной таблично в произвольных 
точках на оси частот. 

Решение представленной задачи состо-
ит в определении наилучшего сочетания 
параметров этой модели ν, f0 и ,γ  которое 
бы обеспечивало максимальную верхнюю 
границу ДД тракта с ВОИГ при фиксиро-
ванном уровне внутренних шумов тракта, 
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приведенных к его входу (т. е. при фикси-
рованной нижней границе этого ДД). Вы-
бор критерия оптимальности АЧХ, свя-
занного со своего рода «защитой» нижней 
границы ДД при обеспечении максимально 
возможной его верхней границы (как аль-
тернативы критерия минимизации нижней 
границы ДД при его фиксированной верх-
ней границе) оправдан, в частности, в том 
случае, если в гидроакустическом комплек-
се приоритет отдается режиму шумопелен-
гования малошумных морских объектов.

Методика расчета оптимальной АЧХ  
чувствительности ВОИГ

В основе решения поставленной зада-
чи лежит аппарат анализа предельной чув-
ствительности ВОИГ, изложенный в работе 
[5]. Такой анализ проводится путем расчета 
совокупности зависимостей 

( ) ( ) / ,i i iK Yγ = γ γ

где γi – значение чувствительности ВОИГ 
на частоте fi, Y(γi) – уровень (действующее 
значение) отклика тракта предваритель-
ной обработки на сигнал Sак(t), представ-
ляющий собой суперпозицию I тональных 
компонент сигнала при массиве значений 

0( ; , , )if fγ νγ   (т. е. отсчетов АЧХ) чувстви-
тельности ВОИГ: 
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где fi, Гц – частоты спектральных отсчетов, 
составляющие геометрическую прогрессию 
со знаменателем ;υ  Δfi, Гц – ширина полосы 
частот спектральной компоненты, опреде-
ляемая таким образом, чтобы среднее гео- 
метрическое крайних частот этой полосы 
равнялось fi; а именно определяемая как 

 = ( 1 / );i if f∆ υ − υ

( )iP f  – отсчет спектра при уровне сигнала, 
превышающем по напряжению минималь-
ный в δ раз. Другими словами, δ – отно-
шение уровня принимаемого акустическо-
го сигнала к его минимально возможному 
уровню.

Выбор входного воздействия (1) при 
анализе предельной чувствительности ги-
дрофона по широкополосному сигналу 
продиктован следующими соображениями. 
Сигнал (1) характеризуется дискретным 
спектром с некратными частотами; это по-
зволяет проанализировать амплитудную 
характеристику тракта (она определяет сте-
пень его линейности) на разных частотах. 
При этом гармоники одних частот не ме-
шают анализу амплитудной характеристики 
тракта на других частотах. Используемые 
веса тональных составляющих сигнала (1) 
обеспечивают имитацию реального вход-
ного акустического сигнала, причем как 
в части формы его спектра, так и в ча-
сти его интегрального уровня. Далее при 
проведении расчетов принимаем следую-
щие значения входящих в (1) параметров:  
;υ = 1,3; I = 22; f1 = 259 Гц. Массив спек-

тральных отсчетов уровня акустического 
сигнала ак min( )iP f  принят в соответствии 
с данными работы [6] для ситуации, когда 
волнение моря составляет 1 балл. Указан-
ные значения параметров модели достаточ-
ны для «представления» сигнала в типич-
ной полосе тракта 0,1 – 8,0 кГц примерно 
с десятикратным запасом.

Если изменять величину относительного 
масштаба уровня сигнала δ в модели (1) и 
вычислять на сетке выбранных частот мас-
сив соответствующих ему значений откли-
ка Y(γi, δ), то можно установить предель-
ное значение этого масштаба δmax; при его 
превышении наступает перегрузка тракта 
по отношению к спектральной компоненте 
на частоте fi. Представляется оправданным 
предположение о том, что при появлении 
перегрузки тракта по указанной причине 
этот тракт едва ли останется линейным по 
отношению к спектральным компонентам 
на иных частотах, даже при сохранении 
на этих частотах линейности зависимостей 
K(γi, δ). Однако даже если это предполо-
жение и окажется неверным, то нарушение 
линейности тракта хотя бы по одной его 
спектральной компоненте становится до-
статочным для признания факта, что тракт 
не является линейным по всему широкопо-
лосному сигналу. Следует заметить, что ве-
личина динамического диапазона антенны 

(1)
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(приемного тракта) равна 20lg(δmax). 
Фиксация нижней границы ДД осу-

ществляется следующим образом. Усло-
вие малости уровня его внутреннего шума, 
приведенного ко входу тракта, по сравне-
нию с минимально возможным уровнем 
акустического сигнала при всех частотах f , 
в пределах рабочего диапазона имеет вид

0ВШ

1
ак min

( ; ,  )( ) /  ,  

( ) ( ) ,
if f

P f f M

f
−

η ⋅ σ γ ν ≤

≤ ⋅ ξ ⋅

γ 

где η = 3 – 10; σВШ(f) – уровень внутрен-
него шума тракта; ξ(f), разы – выигрыш в 
отношении сигнал/шум по напряжению, 
имеющий место при пространственной 
фильтрации на частоте f; M – количество 
гидрофонов в рабочем пятне антенны.

Следует добавить, что уровень σВШ(f) от 
частоты не зависит; здесь и далее аргумент 
частоты f при уровнях компонент внутрен-
него шума приведен лишь для указания на 
то, что речь идет о спектрах. Что касает-
ся произведения ξ –1(f)·M, то оно учитыва-
ет соотношение коэффициентов передачи 
по амплитуде системы пространственной 
фильтрации для акустического шума и вну-
треннего шума тракта на частоте f. Далее 
для простоты полагаем это произведение 
равным единице, что оправдано, напри-
мер, при приеме на единичный гидрофон. 
В общем случае антенны оптимизация АЧХ 
чувствительности гидрофонов осуществля-
ется по разработанной нами методике и 
учитывает конкретный тип и параметры 
антенны.

При ξ –1(f)·M = 1 из неравенства (2) сле-
дует:

ВШ ак in0  m( ; ,  ) ,  ( ) / ( ).if f P ffγ ν ≥ η ⋅ σγ 

При этом величина уровня внутреннего 
шума σВШ(f) может быть определена с помо-
щью известной методики, а именно [7]:

2 2
ВШ оп кв( ) ( ) + ( ),f U f U fσ =

где оп кв( ),  ( )U f U f  – соответственно уров-
ни шумов оптической и цифровой компо-
нент тракта (последняя компонента – шум 
квантования), определяемые как

0,5 1
оп опр фп( ) =(0,5 ) ;iU f f q− −⋅ ⋅

k1,5  0,5
кв опр( ) =0,3 2 (0,5 ) ,n

iU f f− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ς

где опр f  – частота опроса ВОИГ; фпq  – от-
ношение сигнал/шум на выходе фотопри-
емника оптической части тракта; nk – коли-
чество корректных разрядов используемого 
АЦП; ς  – количество выборок, выполняе-
мых АЦП на интервале длительности им-
пульса опроса сигнала от одного ВОИГ при 
их (этих выборок) последующем осредне-
нии.

В итоге оптимальное сочетание параме-
тров ν, f0 и γ , определяющих АЧХ чувстви-
тельности ВОИГ, находится по указанной 
методике при следующем критерии опти-
мальности: предельно допустимое значение 
δmax максимально при значении чувстви-
тельности 0 ,( ; ,  ), i ff γ νγ   которое удовлет-
воряет соотношению (3) и учитывает соот-
ношения (4) и (5).

Процедура и результаты расчетов  
параметров оптимальной АЧХ  

чувствительности ВОИГ

Для двух моделей, приведенных выше, 
необходимо определить форму АЧХ, кото-
рая бы обеспечивала максимальный дина-
мический диапазон при заданной нижней 
границе чувствительности.

При проведении расчетов исполь-
зовались следующие исходные данные:  
σВШ = 15 мкрад·(Гц)–1/2, η = 3, уровень шу-
мов моря принимался при его волнении в 
1 балл [6].

Пример графического представления 

Рис. 1. Зависимость максимального значения 
δmax от параметра ν; расчет по модели 1

(2)

(3)

(4)

(5)

(5)
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нижней границы чувствительности можно 
видеть на рис. 2 (приведенные на рис. 2 ре-
зультаты обсуждаются далее) в виде прямой 
линии, ограничивающей снизу АЧХ в по-
лосе рабочих частот. 

Расчет параметров, определяющих опти-
мальную форму АЧХ чувствительности, 
был проведен в два этапа. Первоначально 
из условия (3) определялся масштабирую-
щий множитель АЧХ ( )γ ν  (либо 0( , )fγ ν ).  
Затем вычислялась зависимость δmax(ν) 
(либо δmax(ν,  f0) для модели 2), глобальный 
максимум которой и определяет оптималь-
ную форму АЧХ.

Как отмечалось выше, определение ди-
намического диапазона 20lg(δmax) основано 
на прямом вычислении уровня сигнала на 
выходе фазового детектора и сопоставле-
ния его уровня с уровнем исходного мо-
дулирующего сигнала. При расчетах уров-
ня сигнала на выходе фазового детектора 
мы использовали алгоритм детектирования 
фазы и параметры приемного тракта, ана-
логичные принятым в работе [5]. 

Результаты расчета по модели 1 зави-
симости δmax(ν) формы АЧХ приведены на 
рис. 1.

В приведенном на рис. 1 примере ре-
зультатов расчета по модели 1 оптимальные 
значения параметров формы АЧХ, соответ-
ствующие максимальному динамическому 

диапазону размером в 56 дБ, оказались сле-
дующими: νopt = –0,6; optγ  = 147 рад/Па. В 
этой ситуации переход от рассмотренной в 
работе [5] модели АЧХ, соответствующей 
значению параметра ν = 0, к оптимальной 
АЧХ применительно к ее модели 1 приво-
дит к увеличению динамического диапазо-
на на 6 дБ.

График оптимальной АЧХ чувствитель-
ности, рассчитанной по модели 1, приведен 
на рис. 2 (кривая 1).

Результаты расчета зависимости δmax(ν, f0) 
по модели 2 приведены на рис. 3. Получено, 
что оптимальные значения параметров мо-
дели АЧХ, соответствующие максимальному 
динамическому диапазону в 65 дБ, следую-
щие: νopt = 4,8; f0 opt = 7 кГц, optγ  = 0,7 рад/Па.  
Таким образом, в расчетном примере при-
менение модели 2 позволило расширить 
границы динамического диапазона на 9 дБ, 
по сравнению с аналогичными результата-
ми, полученными по модели 1. 

Заключение

Проанализированы факторы, опреде-
ляющие пределы динамического диапазо-
на. На этой основе сформулирована поста-
новка задачи для нахождения оптимальной 
чувствительности амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ) гидрофонов с уче-
том всех обстоятельств.

Рис. 2. Результаты расчетов оптимальной АЧХ по моделям 1 (кривая 1)  
и 2 (кривая 2). Нижняя граница чувствительности показана прямой линией 3
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В связи с решением поставленной 
задачи рассмотрены две модели АЧХ-
чувствительности ВОИГ. С использовани-
ем обеих моделей рассчитаны зависимо-
сти максимального относительного уровня 
принимаемого акустического сигнала от 
параметров формы АЧХ. 

Сравнение полученных результатов по-
казало, что применение модели 2 позволяет 
расширить границы динамического диапа-

зона относительно аналогичных данных, 
полученных по модели 1.

В итоге предложена методика расчета 
оптимального параметра АЧХ ВОИГ, по-
зволяющая при прочих равных условиях 
получить максимальный динамический 
диапазон приемного тракта гидроакустиче-
ского комплекса.

Статья подготовлена при финансовой под-
держке РФФИ, проект № 14-08-01006-а.

Рис. 3. Расчетные (по модели 2) зависимости максимального уровня  
принимаемого акустического сигнала δmax от параметра ν для различных  

значений частоты f0, кГц: 5 (1), 6 (2), 7 (3), 8 (4), 9 (5), 10 (6)
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Smirnov A.S., Golubev A.G. THE OPTIMIZATION OF SENSITIVITY OF   FREQUENCY 
RESPONSE OF INTERFEROMETRIC  FIBER-OPTIC  HYDROPHONES.

One of the most important parameters of sonar array is its dynamic range determining, in particular, by 
the frequency response of the hydrophone sensitivity. When using piezoelectric hydrophones the response 
sensitivity is optimal, providing that the sea noise spectrum at the output of the spatial filtration unit 
is suppressed. The salient feature of sonar arrays with interferometric fiber-optic hydrophones is a tract 
overload that occurs at the lower signal level the higher its frequency is. In this paper we have analyzed the 
factors determining the limits of the dynamic range. The formulation of the problem for finding the optimal 
frequency response sensitivity of hydrophones was stated. Examples of optimal parameters calculations using 
two models (monotonically decreasing and resonant ones) for frequency response shape sensitivity were 
given. When the results obtained were compared it was apparent that taking into account the shape of the 
frequency response sensitivity allows expanding the dynamic range of sonar array with interferometric fiber-
optic hydrophones (in the case being considered the range was 9 db wider).

interferometric fiber-optic hydrophone, hydrophone sensitivity, dynamic range.
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Типичные и нетипичные предельные задачи  
для уравнения Крокко

Традиционная формулировка предельной задачи Крокко предполагает за-
висимость коэффициента переноса от плотности распределения концентрации. 
В этом случае предельная задача для уравнения Крокко связана с условием ми-
нимума положительного распределения, а само уравнение Крокко равносильно 
канонической системе двух уравнений. Доказывается возможность погружения 
потока предельной задачи в поле экстремалей, монотонность и выпуклость 
потенциала Крокко. В ряде задач распределение коэффициента переноса за-
висит от плотности потока консервативной примеси, т.е. от градиента плотно-
сти распределения концентрации. В этом случае существуют простые решения 
предельной задачи Крокко с компактным носителем. Иначе, решения сосредо-
точены на множестве конечной меры.

Уравнение Крокко, предельная задача, каноническая система уравне-
ний, минимум распределения, поле экстремалей, поток.

Введение

Уравнение Крокко (Луиджи Крокко  
(L. Crocco), 1909–1986, – выдающийся 
итальянский ученый) возникает в нели-
нейной  предельной задаче переноса на 
компакте.  Исторически уравнение Крок-
ко впервые появляется в предельной задаче 
для скоростного поля потока вязкого газа 
[1, 2]. И до сих пор большинство  работ по  
уравнению Крокко так или иначе связано 
с динамикой вязкой жидкости. Например, 
на порталах ВИНИТИ РАН и e-library.ru 
приводятся ссылки примерно на 250 работ, 
опубликованных в 1990–2014 гг.; прибли-
зительно три четверти из них так или иначе 
связаны с гидродинамической и приклад-
ной тематикой (см., например, [3, 4–9]). 
Изучению же собственно предельных задач 
посвящено относительно небольшое число 
ключевых работ [5, 10–13]. 

Существуют явные преимущества 
предельной задачи Крокко перед други-
ми известными предельными задачами. 

Предельная задача для уравнения Крокко 
возникает в результате простого преобразо-
вания предельной задачи параболического 
типа, например, в задаче о диффузии кон-
сервативной примеси на полуограниченном 
промежутке.

Постановка задачи

Если θ(ζ) – плотность распределения 
примеси, f(θ) – коэффициент переноса 
примеси, ζ – безразмерная координата, 
причем

0

: , (0, ),
2

x

a t
ζ = ζ ∈ ∞

то уравнение переноса имеет вид

( ) 2 0.
d d d

f
d d d

 θ θ
θ + ζ = ζ ζ ζ 

Пусть предельные условия для уравне-
ния (1) имеют вид

(0) 1 ( ) 0.θ − = θ ∞ =

Предельная задача (1), (2) приводится к 

(1)

(2)
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(1a)

виду Крокко подстановкой

: ( ).
d

j j
d

θ
= = θ

ζ
Тогда

( ( ) ) 2 0.
d

f j
d

θ + ζ =
θ

Пусть 

0

: ( ) ( )t dt
θ

ϕ = ζ = ϕ θ∫  

– потенциал Крокко; по определению,  
ϕ(0) = 0. Тогда 

12

2
,  ,

d d
j

d d

−
 ϕ ϕ

ζ = =  θ ζ 
и вместо (1а) получается уравнение

2

2
2 ( ) 0.

d
f

d
ϕ

ϕ + θ =
θ

Предельные условия для уравнения (3) 
имеют вид

1

(0) 0.
d
d θ=

ϕ ϕ = = θ 
Мотивировка такой замены – переход 

от полубесконечного промежутка к ком-
пакту. 

Итак, пусть 
(2)

1( ) (0,1), (0,1),  ( ) (0,1)fϕ = ϕ ∈ θ ∈D C L

и поставлена предельная задача (3) и (4). 
Лемма 1. Предельная задача (3), (4) име-

ет решение тогда и только тогда, если поч-
ти всюду f(z) > 0 .

Доказ а т ельс тво . Действительно, в 
силу (3), (4) выполняется равенство

21 1

0 0

1
( ) 0.

2
d

dz f z dz
dz

ϕ  = > 
 ∫ ∫

Лемма 1  доказана.
Тогда, если f (=) 0 на интервале (0, 1), 

то ϕ = 0, что очевидно.
Лемма 2. Уравнение предельной задачи 

(3), (4) порождено гамильтонианом 

( )2 1
( ; , ) : ( ) ln .

2
f z

ϕψ
θ ϕ ψ = −

ϕ
H

Доказ а т ельс тво . Уравнение предель-
ной задачи (3), (4) можно записать в виде 

(канонической) системы:

,
d

J
d

∂ 
 ϕ ∂ϕ   =   

ψ ∂θ    
 ∂ψ 

H

где J – симплектическая матрица.
Лемма 2  доказана.
Лемма 3. Пусть f – положительный гомо-

морфизм из (0, 1) в (0, 1). Тогда решение пре-
дельной задачи (1) – это 2-диффеоморфизм 
из θ ∈ (0,1) в ϕ ∈ (0, ϕ(1) = ϕ0).

Доказ а т ельс тво . В силу леммы 1, ϕ 
и ϕ" имеют противоположные знаки почти 
всюду на промежутке 0 < θ < 1. 

Пусть ϕ > 0 почти всюду на промежут-
ке 0 < θ < 1, ϕ(0) = 0 и ϕ' (1) = 0. Если 
в точке 0 < θ = θ0 < 1 достигается поло-
жительный локальный минимум, то суще-
ствует окрестность точки θ = θ0, в которой  
ϕ" > 0, что невозможно. Если же в точке  
θ = θ0 достигается положительный локаль-
ный максимум, то в левой окрестности точ-
ки θ = 1 существует множество значений θ, 
таких, что ϕ"(θ) > 0. Снова противоречие. 

Следовательно, решения уравнения  
(1) – суть монотонные распределения, 
либо монотонно возрастающие (ϕ > 0,  
ϕ" < 0), либо монотонно убывающие (ϕ < 0, 
ϕ" > 0).  В данной задаче для положитель-
ной вещественной полуоси выполняются 
неравенства 

0, (1) (0) 0;
d
d

ϕ
ζ = > ϕ > ϕ =

θ
ϕ(θ) > 0, ϕ"(θ) < 0.

Лемма 3 доказана.

Основная теорема и ее следствия

Основная теорема. Вдоль характеристи-
ки (вдоль решения) предельной задачи (1) вы-
полняется следующее условие:

21

0

(1)
( ,1) ( ) ln inf 0.

d
S f z dz

dz

 ϕ ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

21

0

(1)
( ,1) ( ) ln inf 0.

d
S f z dz

dz

 ϕ ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

Доказ а т ельс тво . Оно очевидно: 
уравнение Крокко совпадает с необходимым 
условием минимума распределения S(z).

(3)

(4)

(5)
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Основная теорема  доказана.
Следствие 1. Для реализации условия 

минимума (2) достаточно, чтобы 
1
2 (0,1).ϕ ∈ W

Происходит ослабление топологии ре-
шения до *-слабой. Косвенным подтверж-
дением этого факта ослабления топологии 
служит равенство из леммы 1.

Следствие 2. В силу леммы 1 справедли-
во выражение

1

0

1 (1)
( ,1) ( ) ln .

2
S f z dz

 ϕ
ϕ = + ϕ 

∫
Применим к правой части (6) неравен-

ство Коши:

21 1
2

0 0

1 (1)
( ,1) ( ) ln

2
S f z dz dz

 ϕ
ϕ ≤ ⋅ + ϕ 

∫ ∫
и ослабим условие минимума (5) до мини-
мума правой части неравенства (7). 

Если 

21 1
2

0 0

1 (1)
( ) ln inf 0,

2
f z dz dz

 ϕ
⋅ + → ≥ ϕ 

∫ ∫
т. е. при ограниченном значении коэффи-
циента переноса (речь идет о L2- норме), то 
величина 

21

0

1 (1)
ln inf 0,

2
dz

 ϕ
+ → ≥ ϕ 

∫

т. е. (1) sup .eϕ → ϕ =  
Но величина потенциала Крокко связа-

на с потоком плотности тождеством

( ) ( ) 2 ( ),j fθ θ = − ϕ θ

причем в предельной задаче (3), (4) j < 0. 
Итак, при ограниченном значении ко-

эффициента переноса поток плотности 
максимален. 

Теперь пусть ограничена величина по-
тока плотности, т. е. ограничен второй 
множитель в правой части условия (5а):

21

0

1 (1)
ln (1).

2
dz O

 ϕ
+ = ϕ 

∫

Тогда 
1

2

0

( ) inf 0.f z dz → ≥∫  

Следовательно, при ограниченном зна-
чении потока плотности концентрации ко-
эффициент переноса минимален. 

Видоизменение предельной задачи Крокко

 Пусть существует гомеоморфизм f = f(j).  
Иначе говоря, коэффициент переноса за-
висит от плотности потока концентрации. 
Уравнение переноса можно записать сле-
дующим образом:

( ( ) ) 2 0,
d

f j j
d

+ ζ =
θ

и, как видно, уравнение (3) и предельные 
условия (4) не изменятся. Итак,

2

2

1
2 0.

''
d

f
d

 ϕ
ϕ + = ϕθ  

Предполагается (см. лемму 3), что
2

2

1
" : 0, 0, ( ) 0.

''
d

f j f
d

 ϕ
ϕ = < ϕ > = > ϕθ  
Пример 1. Рассмотрим случай степенно-

го отображения f(j). 
Пусть

1 ( 1)
.

'' ''

m

m
f

  −
= ϕ ϕ 

Тогда в уравнении (3) происходит раз-
деление переменных: 

1
,

(2 )
d
d α

ζ
ζ = −

ϕ ϕ
и

11
1
0

0

2
1 ,

1

−α−α
−α

  ϕ ζ = ϕ −   − α ϕ  
или

__
11 __

1
0

2
1

(1 )
d
d

−α−α

+α

 ϕ
= − ϕ  θ ϕ − α  

(здесь α = (1 + m) –1). 
Пусть m ≠ 0, α ≠ 1.
Интегрируем (8а) еще раз:

__

1

1 1
0 0

11 __

1
0

2
;

(1 ) 1

2 (1 ) 1 1
, , ,
1 2

dt

t

ϕ−α

+α −α

−α−α

+α

θ =
ϕ − α −

 − α
θ = Β ϕ  − αϕ  

∫

где 

(7)

(5a)

(8a)

(8)

(6)

(3a)
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1 1

0

( ; , ) : (1 ) , 0 1,
z

a bz a b t t dt z− −Β = − < <∫

– неполная В-функция Барнса [15].
При θ = 1 получаем следующее равен-

ство:

1

1
0

2
1

0 0

1 1
1 1

1
2 (1 ) 1

,
3

2(1 )

3
2(1 )

: ( )
1

1

 2 ((1 ) / ) .

−α

+α

+α

−α
+α +α

 πΓ  − α − α =
ϕ  − α

Γ  − α 

  − α
Γ  − α  ϕ = ϕ α = ×

  Γ  − α  

× − α π

Пусть в (9) α → +0 (m→∝). Тогда 

0(0) 1 / 2.ϕ =
Теперь пусть в (9) α → 1 –0 (m → 0). 
Тогда, используя асимптотическую 

оценку для Г(z) (формула Стирлинга), по-
лучим: 

1 0

1
1

lim 1,
3

1
2(1 )

α→ −

 Γ  − α  =
 − α

− αΓ  − α 
откуда следует, что

0

1
(1) .ϕ =

π
Получается, что ϕ0(α) – медленно изме-

няющаяся функция параметра α. 
Если в формуле (8а) ϕ = 0, то

1
1

0 0

2
,

1

−α
−αζ = ζ = ϕ

− α
т. е. ζ0(α) – быстро изменяющаяся функция 
от α. 

Формулы (9), (10) служат для определе-
ния констант 

ϕ0(α) : = ϕ(1; α) и ζ0(α) : = ζ(0; α).

Результаты вычисления указанных кон-
стант приведены в таблице.

В частности, ввиду ограниченности ϕ0, 
распределение θ сосредоточено на ком-
пакте:

suppθ = (0, ζ0).

Наличие компактных носителей для 
распределений – отличительная особен-
ность нелинейных предельных задач. Дей-
ствительно, линейный случай получается, 
когда α = 1. Тогда 

1
,

2
d
d

ζ
ζ = −

ϕ ϕ
 0ln ,

ϕ
ζ =

ϕ
и, интегрируя еще раз, получим известное 
решение Рэлея:

0
0 0erfc ln erfc( ).

 ϕ
θ = πϕ = πϕ ζ  ϕ 

Очевидно, решение Рэлея не имеет ком-
пактного носителя для θ-распределения.

Пример 2. Рассмотрим случай, когда

( ) 1 ,
''

f j
ε

= +
ϕ

где ε – параметр задачи. 
Тогда уравнение переноса Крокко при-

нимает вид
22 '' '' 0,ϕϕ + ϕ + ε =  

причем предельные условия прежние  

(3б)

(10)

Таблица

Результаты вычисления констант  
для случая степенного отображения f(j)

m α ϕ0(α) ζ0(α)

0 1,0 0,5642                      ∞

0,4 0,7143 0,5523                    1,8946

0,5 0,6(6) 0,5497 1,7596

1,0 0,5000 0,5407 1,4421

2,0 0,3(3) 0,5299 1,2415

3,0 0,2500 0,5315 1,1814

4,0 0,2000 0,5195 1,1352

5,0 0,1(6) 0,5145 1,1085

10 0,0909 0,5136 1,0612

100 0,0091 0,5174 1,0183

∞ 0,0 0,5000 1,0000

Обозначения : m, α – параметры; ϕ0(α) – 
граничное значение потенциала Крокко ϕ(1);  
ζ0(α) – длина носителя (см. формулы (9), (10)).

(9)

;
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(см. формулу (4)). Тогда из уравнения (3б) 
получается, что

2

1 1
'' .

4 216 ''
ε

ϕ = − ± −
ϕ ϕϕ

В уравнении (3в) понижается порядок 
и переменные разделяются подстановкой 

/ ( ),d dϕ θ = ζ ϕ  и тогда

02
2 1 1 81

.
2

d
d

d

ϕ

ϕ

− εϕϕ ζ = = ϕ θ ϕ  ∫


Пусть ε = 0. Тогда для согласования это-
го решения с решением Рэлея необходимо 
взять нижний знак, а значит, при любом 
значении 01 / (8 ) :ε < ϕ

2 0 0

0

1 1 81 1 81 1
ln ln ln .

2 2 1 1 8 1 1 8

 + − εϕ+ − εϕϕ
ζ = + −  ϕ − − εϕ − − εϕ 

2 0 0

0

1 1 81 1 81 1
ln ln ln .

2 2 1 1 8 1 1 8

 + − εϕ+ − εϕϕ
ζ = + −  ϕ − − εϕ − − εϕ 

Следовательно, 
1/2

0 0

0 0

1 1 81 1 8
2 / ln  .

1 1 8 1 1 8
d

ϕ   − − εϕ+ − εϕϕ θ = ⋅ × × ϕ  
ϕ − − εϕ + − εϕ    

∫
1/2

0 0

0 0

1 1 81 1 8
2 / ln  .

1 1 8 1 1 8
d

ϕ   − − εϕ+ − εϕϕ θ = ⋅ × × ϕ  
ϕ − − εϕ + − εϕ    

∫

Формула (11) выражает решение пре-
дельной задачи Крокко (3), (4) для «квази-
линейного» распределения коэффициента 

переноса f(j).
Легко видеть, что предположение о виде 

коэффициента f = f(j) не изменяет канони-
ческой (гамильтоновской) структуры урав-
нения Крокко. Например, уравнение (3в) 
равносильно системе

2

;

1 1
,

4 216 ''

d E
d

d E
d

ϕ ∂
= ζ =

θ ∂ζ

ζ ε ∂
= − ± − = −

θ ϕ ϕ ∂ϕϕ
с гамильтонианом 

02 1 1 8
( , ) .

2 4
E d

ϕ

ϕ

− εϕζ
ϕ ζ = − ϕ

ϕ∫


Очевидна каноничность системы в слу-
чае степенного отображения f(j).

Выводы

Среди многих достоинств метода Крок-
ко следует выделить три его основных пре-
имущества:

решение предельной задачи Крокко 
ищется на компакте. Более того, дальней-
шими исследованиями будет показано, что 
решения имеют компактный носитель;

уравнение Крокко равносильно кано-
нической системе с 1-инвариантом;

предельная задача Крокко связана с 
условием минимума положительной ве-
личины (распределения). Это позволяет 
расширить топологию решения уравнения 
Крокко до *-слабой. 
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Petritchenko M.R. TYPICAL AND ATYPICAL BOUNDARY PROBLEMS FOR THE 
CROCCO EQUATION.

The traditional formulation of the boundary Crocco problem involves the dependence of  a transfer 
coefficient on the density distribution of the concentration. In this case the boundary problem for the Crocco 
equation is associated with the condition of the minimum for a positive distribution, and the equation itself 
is equivalent to the canonical system of two equations. The possibility of immersion of flow of boundary 
problem in the field of extremals, monotony and convexity of the Crocco potential have been proved. In 
a number of physical problems, the distribution of the transfer coefficient depends on the flux density of 
conservative tracer, that is, on density gradient of concentration distribution. In this case, there are simple 
solutions of the boundary Crocco problem with a compact supporter. In other words, the solutions are 
grouped on a set of the finite measure. 

Crocco equation, boundary problem, canonical system of equations, distribution minimum, 
field of extremals, stream.
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особенности взаимодействия разреженного газа  
с шероховатой поверхностью с позиций полигауссовской 

математической модели

На базе полигауссовской модели исследованы свойства случайной шеро-
ховатой поверхности в потоке разреженного газа; указанные свойства непо-
средственно связаны с    аэродинамическими характеристиками поверхности. 
В работе предлагается представлять распределение вероятностей аппликат ше-
роховатости в виде смеси нормальных распределений. Благодаря этому удалось 
вывести аналитические выражения факториальных моментов числа выходов 
имитирующего шероховатость случайного поля за  определенный уровень тра-
ектории частицы газа. Эти аналитические выражения играют ключевую роль 
при нахождении функции рассеяния атомов газа на поверхности и коэффици-
ентов обмена импульсом и энергией. Рассмотрен также важный частный случай 
полигауссовских процессов – сферически симметричные случайные процессы, 
для которых условия удается записать в более простом виде. Для характеристик 
выбросов за высокий уровень найдены асимптотические оценки, отвечающие 
случаю слабошероховатой поверхности. Полученные результаты позволяют 
оценить влияние шероховатости поверхности на характер течения вблизи нее 
газа; проведено сопоставление с гауссовской моделью шероховатости.

течение разреженного газа, взаимодействие газа с поверхностью, по-
лигауссовская модель шероховатости.

Введение

Любая реальная поверхность для па-
дающей на нее частицы газа является не-
ровной, шероховатой, и это ее свойство –  
один из важнейших факторов, определя-
ющих закон взаимодействия потока раз-
реженного газа с твердой поверхностью. 
Математическое моделирование шерохо-
ватости поверхности широко применяется 
в связи с разнообразными приложениями, 
например, в задачах трения, разрушения, 
обработки материалов и т.  п. Этой теме 
посвящены целые монографии, например, 
теоретико-вероятностные модели шерохо-
ватости описаны в книге [1]. Однако описа-
ние шероховатости при ее взаимодействии 
с течениями разреженного газа отличается 
специфическими особенностями, отмечен-

ными наиболее полно в монографии [2]. 
Наиболее существенное отличие состоит в 
изменении ключевого параметра шерохова-
тости: вместо дисперсии отклонений шеро-
ховатости от среднего уровня берется дис-
персия тангенса угла наклона относительно 
этого уровня [3]. В первом случае  диспер-
сия характеризует амплитуду, т.  е. размах 
моделирующего шероховатость случайного 
поля z(x, y), а во втором – наклон шеро-
ховатости относительно среднего уровня, 
определяемый производной /z x∂ ∂  или 

/ .z y∂ ∂  
Впервые построением моделей взаи-

модействия частиц газа с поверхностью, 
которые учитывали ее шероховатость, за-
нимались исследователи в лаборатории 
аэродинамики Санкт-Петербургского госу-
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дарственного университета.  В дальнейшем 
их результаты были многократно уточнены, 
модернизированы и обобщены в работах 
Р.Н. Мирошина и его учеников [2 – 9].

Форма шероховатой поверхности во всех 
этих (и связанных с ними) исследованиях 
моделируется однородным изотропным га-
уссовским случайным полем [2].

Среди множества достоинств данной 
модели следует выделить три наиболее кар-
динальных преимущества: 

дифференцируемость реализаций гаус-
совского поля обеспечивает существование 
локальной нормали к элементарной площад-
ке; этого свойства лишены многие другие 
применяемые модели, описанные  в лите-
ратуре, типа набора плоских элементов [10] 
или же конусообразных углублений [11];

полная свобода выбора корреляционной 
функции процесса позволяет моделировать 
широкие классы реальных поверхностей, 
получаемых при любых способах обработ-
ки;

возможность аналитического представ-
ления вероятностных характеристик числа 
пересечений наклонного уровня с помо-
щью реализаций случайного поля – таких, 
как вероятность отсутствия пересечений и 
факториальные моменты их числа. 

Но все же гауссовская модель приме-
нима не всегда. Например, в работе [12] 
на базе экспериментальных данных при-
водится обоснование  для предпочтения 
более общей полигауссовской модели ше-
роховатости. В частности, авторы приводят 
свидетельства негауссовости рельефов из 
различных источников в литературе и под-
черкивают [12]: «Негауссовской статисти-
кой обладают шероховатости со смешан-
ной структурой, образующиеся в результате 
нескольких последовательных стадий об-
работки поверхности (при прессовании, 
притирке, хонинговании) для поверхностей 
деталей, подвергшихся износу и приработ-
ке в процессе эксплуатации и т. д. Другой 
причиной негауссовости рельефов является 
наличие в структуре поверхности детерми-
нированной, часто периодической состав-
ляющей, что характерно, в частности, для 
обработки точением, фрезерованием, обка-
тыванием, электрополированием». 

Постановка задачи 

В настоящей работе некоторые результа-
ты, полученные для гауссовских процессов 
и полей и относящиеся к свойствам про-
цессов и их выходов за некоторый уровень, 
распространяются на более общий случай 
полигауссовских процессов с возможно-
стью приложений к задаче о рассеянии 
атомов разреженного газа на шероховатой 
поверхности. Без ограничения общности 
рассматривается не вся трехмерная поверх-
ность, т. е. не полная реализация случайно-
го поля, а лишь ее профиль – реализация 
только случайного процесса, представляю-
щего собой проекцию поля на плоскость, 
проходящую через траекторию движения 
частицы газа и локальную нормаль к по-
верхности. Тем самым достигается возмож-
ность моделировать не случайное поле, а 
более простой случайный процесс. Такое 
предположение допустимо, если учесть, что 
в аэродинамические характеристики в пер-
вую очередь входит вероятность отсутствия 
выбросов случайного поля за наклонный 
уровень – за траекторию падающей на по-
верхность частицы газа. 

В этих условиях, чтобы сохранить  воз-
можность успешного применения модели в 
прикладных задачах, необходимо наложить 
два важнейших ограничения на модель слу-
чайного процесса:

параметры модели должны быть связа-
ны достаточно простыми аналитическими 
выражениями с основными статистически-
ми характеристиками процесса, например, 
с его первыми и вторыми моментами. Дан-
ное ограничение необходимо для выработки 
эффективных методов численного подбора 
параметров модели с целью аппроксима-
ции характеристик шероховатости, которые 
получают путем обработки измерений про-
филограмм. В частности, выполнение этого 
требования необходимо при сопоставлении 
результатов численных расчетов с экспери-
ментальными данными; 

самой модели должен отвечать простой 
и эффективный алгоритм численной имита-
ции реализаций процессов и полей, позво-
ляющий использовать модель для расчета 
средних значений функционалов случай-
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ной поверхности при помощи усреднения 
(методом Монте-Карло) по большому ко-
личеству имитированных реализаций.

С этой точки зрения наиболее удобным 
способом аппроксимации случайных про-
цессов представляется использование сме-
сей вероятностных распределений. Такой 
путь приводит нас к полигауссовской моде-
ли, которая позволяет сколь угодно точно 
приближать почти любой случайный про-
цесс [13]. Плотность распределения таких 
процессов в n точках x1, ..., xn, отвечающих 
моментам времени t1, ..., tn, определяется 
формулой

1, ..., 1 /2
0

1

1 1
( , ..., )

(2 ) ( )

1
exp ( ( )) ( )( ( )) ( ).

2

nt t n n

n

T
n

p x x
R v

v R v v dF v

∞

−

= ×
π

 × − − σ − σ 
 

∫

x x

где 1( , ..., )nx x=x  – набор заданных то-
чек; ( )vσ  и ( )nR v  – векторное математиче-
ское ожидание  и корреляционная матри-
ца значений процесса в заданных точках;  

( )nR v  – определитель корреляционной ма-
трицы. 

От неубывающей на промежутке [0; ∞) 
весовой функции F(v) в формуле (1) тре-
буется лишь сходимость интеграла – неза-
висимо от того, непрерывная это функция 
(имеет плотность)  или же дискретная (сту-
пенчатая).

Алгоритм численного моделирования 
реализаций полигауссовских процессов, 
базирующийся на преобразовании гауссов-
ских распределений, описан в работе [12], 
ориентированной на приложения в таких 
областях, как рассеяние света на шерохо-
ватой поверхности, выращивание тонких 
пленок в микроэлектронике, диагностика 
поверхности методами электронной спек-
троскопии и контактные явления, включая 
трение и износ изделий в машиностроении. 
В упомянутой работе показана возможность 
достаточно точной аппроксимации реаль-
ных микрорельефов, полученных в ряде 
технологических процессов. В частности, 
моделируются распределения высот ше-
роховатости, которые образуются как при 
ионной бомбардировке образца стали мар-
ки СТ20 атомами азота и аргона, так и при 

химическом травлении стали спиртовым 
раствором азотной кислоты по специаль-
ной методике. Последняя применяется при 
стандартном металлографическом исследо-
вании структуры сталей, а также при раз-
личных  методах их обработки. Учитывая, 
что аналогичные технологии применяются 
и при обработке поверхностей летательных 
аппаратов, движущихся в верхних слоях ат-
мосферы, уделим основное внимание свой-
ствам полигауссовских процессов, влияю-
щим на моделирование рассеяния атомов 
разреженного газа на шероховатой поверх-
ности. Наибольший интерес в этом плане 
представляют так называемые сферически 
симметричные процессы, представляющие 
собой важный частный случай полигаус-
совских [14].

С одной стороны, эти процессы со-
ставляют достаточно общий класс, дающий 
возможность аппроксимировать разноо-
бразные реальные профили шероховатости. 
С другой стороны, многие характеристики 
сферически симметричных процессов (тре-
буются, прежде всего, в рассматриваемых 
нами задачах) могут вычисляться через со-
ответствующие величины для гауссовских 
процессов, которые можно считать в доста-
точной мере изученными [2, 9].

Свойства полигауссовских и сферически 
симметричных процессов

Случайный процесс называют сфериче-
ски симметричным порядка n, если харак-
теристические функции размерности n за-
висят только от нормы вектора ξ аргумента 
(норма задается корреляционной матрицей 
Rn процесса):

Eeξx
1 1( , ..., )n= ϕ ξ ξ = ϕ (ξRnξT),

где ξ 1( , ..., )n= ξ ξ  – вектор аргумента 
n-мерной характеристической функции, 
которая отвечает значениям x1, ..., xn про-
цесса в точках t1, ..., tn; ξT – транспониро-
ванный вектор; E – символ математическо-
го ожидания. 

Корреляционная матрица Rn положи-
тельно определена, поэтому квадратичную 
форму ξRnξT в аргументе в правой части ра-
венства (2) можно интерпретировать как 
квадрат r 2 нормы вектора ξ. 

(1)

(2)

,
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Принимая во внимание условие согла-
сованности Колмогорова, которое для ха-
рактеристических функций при m  < n за-
писывается в виде 

1 1( , ..., ) ( , ..., , 0,..., 0)n mϕ ξ ξ = ϕ ξ ξ

(здесь число нулей равно m – n), видим, 
что соотношение (2) справедливо и для 
всех характеристических функций меньших 
размерностей m < n, причем функция 1( )rϕ  
остается той же самой. Из соотношения (2) 
нетрудно вывести, что сферически симме-
тричные процессы – частный случай поли-
гауссовских. Связь между функцией одной 
переменной 1( ),rϕ  задающей n-мерное 
распределение, и весовой функцией F(v), 
определяющей полигауссовское распреде-
ление (1), записывается в форме

1
2

1
1

0 2

2
( ) ( ) ( ),

2

n

n

n
r J rv dF v

rv

−∞

−

   ϕ = Γ    
   ∫

где ( )kJ rv  – функция Бесселя первого 
рода.

Произвольность весовой функции F(v) 
в выражении (3) делает класс сферически 
симметричных процессов почти настолько 
же общим при моделировании реальных 
профилей, что и множество полигауссов-
ских процессов. 

Однако ряд свойств сферически сим-
метричных процессов показывает их боль-
шое сходство с гауссовскими. В числе этих 
свойств необходимо отметить следующие.

1. Сферически симметричные процессы 
имеют линейную регрессию [14].

2. Эргодический сферически симме-
тричный процесс непременно имеет нор-
мальное распределение, т. е. весовая функ-
ция F(v) для этого процесса представляет 
собой единичную ступеньку.

3. Понятия широкой и узкой стационар-
ности эквивалентны для класса сферически 
симметричных процессов и исключительно 
лишь для этого класса процессов. 

4. Момент любого порядка сферически 
симметричного процесса ( )tς  выражается в 
виде произведения аналогичного момента 
гауссовского процесса (с той же корреля-
ционной матрицей) на однократный инте-
грал с той же весовой функцией:

1

1 1 2

1

1
0

( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ).

k

k k

k

k

t t

t t v dF v

α α

∞
α α α +α + +α

ς ⋅ ⋅ ς =

= η ⋅ ⋅ η ∫

E

E 





5. Марковский сферически симметрич-
ный процесс – всегда гауссовский.

Данное утверждение вытекает из опре-
деления марковского процесса в терминах 
условных плотностей. Действительно, под-
ставляя в это определение выражения для 
плотностей (1) и представляя условные 
плотности через безусловные, приходим 
путем логарифмирования и дифференци-
рования по первой компоненте x1 к равен-
ству вида

5
2

0

3
2

0

exp ( )
2

exp ( ),
2

y
v dF v

v

y
K v dF v

v

∞
−

∞
−

 − = 
 

 = − 
 

∫

∫

где K – постоянная величина. 
Равенство (5) с помощью замены 2w v −=  

можно привести к соотношению, которое 
допускает трактовку в виде обращения в 
нуль преобразования Лапласа от функции 

1/2( ) ( ).w K F w −′−

Данное соотношение может быть реали-
зовано только в том случае, если весовая 
функция – ступенька, т.  е. если процесс  
гауссовский.

Хотя приведенные пять свойств и не 
могут быть распространены на весь класс 
полигауссовских процессов, но все же 
важные для исследования взаимодействия 
частиц газа с поверхностью (в частности, 
для построения локальной нормали к ма-
лой площадке на поверхности) свойства 
гладкости остаются верными и для любых 
полигауссовских процессов. При этом их 
доказательство аналогично доказательству 
для гауссовских процессов. 

Эти свойства гладкости можно сформу-
лировать следующим образом.

6. Существует процесс, эквивалентный 
полигауссовскому процессу ( ),tς  выбороч-
ные функции которого имеют непрерыв-
ные производные с вероятностью единица, 
при условии, что асимптотическое поведе-

(3)
(5)

(4)
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ние корреляционной функции r(h) процес-
са ( )tς  в окрестности нуля (т. е. при 0h → )  
задано соотношением

2
22( ) 1 (| | ),

2
ah

r h O h +λ
= − +

где константа a лежит в промежутке (0;2] , 
а 2λ  – конечный второй спектральный мо-
мент.  

При этом дополнительно требуется, что-
бы для некоторого положительного 0δ >  
был конечен интеграл

2

0

( ) .av dF v
∞

+δ
< ∞∫

7. Если асимптотическое поведение 
корреляционной функции r(h) полигаус-
совского процесса ( )tς  в окрестности нуля 
( 0)h →  задано соотношением

2( ) 1 (| | )ar h O h α+= −

(где (0;2]a ∈  и 0α >  – константы), при-
чем для некоторого положительного 0δ >  
конечен интеграл (7), то существует про-
цесс, эквивалентный процессу ( ),tς  выбо-
рочные функции которого с вероятностью 
единица удовлетворяют условию Липшица 
порядка :α

| ( ) ( ) | | | .t h t C h ας + − ς <

Из формулировок утверждений 6 и 7 
можно убрать ограничения на корреля-
ционную функцию r(h) полигауссовского 
процесса, поскольку они не являются необ-
ходимыми для доказательства. Однако рас-
ширение класса корреляционных функций 
одновременно весьма существенно услож-
нит ограничение на весовую функцию F(v). 
Это условие примет вид

1 2 1

1 2 2 1
0

( ) ( )
exp ( ) ,

( ) 4 ( )
v x x

dF v
x v x

∞ − −

− −

 σ µ
− < ∞ µ σ 

∫
где ( ) | |h h βµ =  для некоторого 0β >  при 

(0;2];a ∈  ( ) ln | |h h
−α

µ =  для некоторого 
1α >  при  a = 2; вид функции ( )hσ  зависит 

от того, какое из свойств (6 или 7) рассма-
тривается. 

Для свойства дифференцируемости ука-
занная функция имеет вид

2( ) 6 2 (2 ) 8 ( ),h r h r hσ = + −
а для условия Липшица – 

2 2( ) (1 ( )) | | .h r h h − ασ = −

Таким образом, упростить ограничение 
(9) можно лишь в том случае, если есть 
возможность вычислить асимптотику под-
ынтегральной функции в условии (9) при 

.v → ∞

Число пересечений уровня

 При решении проблемы рассеяния ато-
мов газа на поверхности основной интерес 
представляет число Au[0;  T] – количество 
выходов реализаций случайного процесса 
или поля за некоторый уровень u на отрез-
ке [0; T]. Атомами мы называем здесь все 
частицы газа, независимо от наличия у них 
внутренней структуры, так как структура 
учитывается локальной функцией рассея-
ния, которая считается заданной. Другими 
словами, рассмотрение структуры молекул 
не входит в наш круг задач. 

Вообще говоря, высота уровня u долж-
на зависеть от положения точки вдоль оси 
абсцисс, поскольку уровень по сути зада-
ет форму траектории движения атома газа  
(см. рисунок).

Хотя в режиме, близком к свободномо-
лекулярному потоку, эту траекторию мож-
но считать состоящей из прямолинейных 
отрезков, но она везде остается наклонной 
по отношению к плоскости среднего уров-
ня шероховатости. Для упрощения расче-
тов угол наклона нередко предполагается 
малым, поэтому начнем с модельной зада-
чи постоянного уровня, которая наиболее 
полно изучена для гауссовских процессов 
и полей.

Аэродинамические свойства шерохова-
той поверхности, обтекаемой разреженным 
газом, определяются через вероятность от-
сутствия выбросов за уровень 

P(Au[0; T] = 0),

или же через факториальные моменты чис-
ла выходов 

( ) ( ( 1) ... ( 1)).k u u uN T A A A k= − ⋅ ⋅ − +E

При этом вероятностные характеристи-
ки (в частности, факториальные моменты) 
случайной величины Au[0; T]  выражаются в 
виде многократных интегралов от совмест-

(6)

(7)

(8)

(9)
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ной плотности распределения случайного 
процесса и его производных в нескольких 
точках 

1, ..., 1 1( , ..., , , ..., ),
kt t k kp u u y y

где 1, ..., ku u  – значения случайного процес-
са; 1, ..., ky y  – значения его производных в 
несовпадающих точках 1, ..., .kt t

Для сферически симметричного про-
цесса совместную плотность распределения 
процесса и его производных 

1, ..., 1 1( , ..., , , ..., )
kt t k kp u u y y

удается выразить через аналогичную со-
вместную плотность распределения гаус-
совского процесса и его производных:

1

2

1

, ..., 1 1

, ..., 1 1
0

( , ..., , , ..., )

( , ..., , , ..., ) ( ),

n

n

t t n n

v r
t t n n

p u u y y

g u u y y dF v
∞

=

= ∫

где 
2

1, ..., 1 1( , ..., , , ..., )
n

v r
t t n ng u u y y  – плотность 

распределения гауссовского процесса с кор-
реляционной функцией 2 ( )v r h  и его произ-
водных в несовпадающих точках 1, ..., .kt t  

На корреляционную функцию ( )r h  при 
выводе формулы (10) налагается требова-
ние: спектр процесса должен содержать не-
прерывную компоненту.

Доказательство формулы (10) довольно 

громоздко, поэтому полностью приводить 
его не будем, ограничимся лишь кратким 
изложением его сути. Плотность распре-
деления процесса и его производных в k 
точках представляется в виде предела плот-
ности распределения процесса в 2k точ-
ках при стремлении к нулю k приращений 
по времени значений 1, ..., .kt t . Последняя 
плотность для любого полигауссовского 
процесса выражается в виде смеси (1) га-
уссовских распределений. Основную труд-
ность составляет обоснование предель-
ного перехода при стремлении к нулю k 
приращений по времени. При наличии 
непрерывной компоненты в спектре для 
сферически симметричного процесса обо-
снование предельного перехода базируется 
на теореме Лебега и может быть проведено 
для любой весовой функции F(v). Заметим, 
что доказательство может быть обобщено и 
на случай произвольных полигауссовских 
процессов, однако требуются ограничения 
как на  корреляционную функцию ( ),r t  так 
и на весовую функцию F(v).

Представление (10) плотности распре-
деления процесса и его производных дает 
возможность получить выражение для 
факториальных моментов ( , )kN T u  чис-
ла Au[0; T] выходов реализаций случайно-
го процесса за уровень u на отрезке [0; T]. 

Рассеяние атомов газа на малой площадке шероховатой поверхности с локальной 
нормалью n; V, V' – векторы скорости падающих и вылетающих атомов 

(10)
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Для этого необходимо подставить формулу 
(10) в выражения факториальных моментов 

( , )kN T u  в виде многократных интегралов 
от совместной плотности распределения 
случайного процесса и его производных [2], 
после чего поменять порядок интегрирова-
ния. Оценки, обосновывающие законность 
изменения порядка интегрирования, также 
достаточно громоздки, поэтому приводить 
их здесь нецелесообразно. Отметим, что 
при этом не возникает ограничений в до-
полнение к тем, которые требовались при 
выводе соотношения (10). 

В результате получаем:

0

( ) , ( ),r
k k

u
N u N T dF v

v

∞  =  
 ∫

где ( , / )r
kN T u v  – факториальные момен-

ты числа выходов реализаций гауссовско-
го случайного процесса с корреляционной 
функцией r(t) за уровень /u v  на отрезке 
[0; T].

Представления характеристик полигаус-
совских и сферически симметричных про-
цессов через соответствующие величины 
для гауссовских процессов, аналогичные 
представлению (11), имеют место и для 
обычных степенных (не факториальных) 
моментов числа выходов за уровень, так 
как обычные моменты можно выразить в 
виде линейной комбинации факториаль-
ных моментов. 

Кроме того, из выражения (11) вытека-
ет, что распределение числа нулей поли-
гауссовских и сферически симметричных 
процессов в точности совпадает с распреде-
лением числа нулей гауссовских процессов, 
так как при u = 0 факториальные моменты 

( , / )r
kN T u v  перестают зависеть от пере-

менной v и могут быть вынесены из-под 
знака интеграла в формуле (11).

Еще одно следствие формулы (11) – 
выражение для среднего числа ( [0; ])uA TE  
выбросов рассматриваемых процессов за 
определенный уровень:

2

22 2

0

( [0; ]) ( ),
2

u

v
uA T e dF v

∞ −λ
µ = =

π ∫E

которое получается из формулы для средне-
го числа выбросов гауссовского процесса.

Асимптотика для пересечений  
высокого уровня

Распределение числа выбросов за высо-
кий уровень важно для практических при-
ложений, в частности, для решения задачи 
о рассеянии на шероховатой поверхности, 
поскольку в силу свойств подобия повыше-
ние уровня равносильно пропорциональ-
ному снижению среднего квадратического 
отклонения случайного процесса, модели-
рующего шероховатость. Иными словами, 
асимптотика выбросов за высокий уровень 
отвечает асимптотике на слабо шерохова-
той поверхности.

Обоснование предельного перехода при 
стремлении уровня u к бесконечности тре-
бует громоздких оценок при установлении 
равномерной сходимости. Поэтому приве-
дем лишь итоговые результаты.

Пусть для весовой функции конечен 
интеграл (7), а корреляционная функция 
r(t) удовлетворяет асимптотическим усло-
виям в нуле и на бесконечности:

2
22( ) 1 (| | ),  0,

2
at

r t O t t+λ
= − + →

( )r t = o (ln–1(t)), t → ∞.

Пусть высота уровня возрастает, т. е. 
u → ∞  при согласованном увеличении дли-
ны отрезка:

2
2 1

2
,

( )
T

f u

πµ
=

λ

где функция 1f  определена в формуле (15) 
соотношением 

2

22 2
1

0

( ) ( ).
u

vf u e dF v
∞ −

= ∫
Тогда для факториальных моментов 

числа Au[0; T] выходов реализаций случай-
ного процесса за высокий уровень ( )u → ∞  
на отрезке [0; T] при согласованном увели-
чении длины отрезка имеет место следую-
щая альтернатива:

либо полигауссовский процесс имеет в 
смеси гауссовскую компоненту с макси-
мальным значением v, иными словами, ве-
совая функция F(v) имеет скачок на правом 
конце. Это означает, что функция тожде-
ственно равна единице, начиная с некото-

(11)

(12)

(16)

(15)

(13)

(14)
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рого значения аргумента, а  предел слева 
– меньше единицы. В формульном выра-
жении это имеет вид  

0

0

1 10

( )  1   ïðè   ;

lim ( ) 1 , 0.
v v

F v v v

F v c c
→ −

= >
 = − >

При этом все моменты сходятся к ко-
нечным значениям (постоянная µ  здесь 
определяется формулой (12)), т. е.

1
1

lim ( , ) ,  1,2, ...;
k

k ku
N T u k

c −→∞

µ
= =

либо все факториальные моменты, на-
чиная со второго, стремятся к бесконечно-
сти в соответствии с выражением (11), т. е. 
каждый следующий момент стремится к 
бесконечности быстрее предыдущего.

Таким образом, асимптотика моментов 
числа выбросов за высокий уровень на-
поминает соответствующую асимптотику 
для гауссовского процесса только при на-
личии в смеси F(v) гауссовской компонен-
ты с максимальным значением v0. Во всех 
остальных случаях асимптотика моментов 
существенно другая, т.  е. и все характе-
ристики числа выбросов полигауссовских 
процессов должны заметно отличаться от 
гауссовских.

Решение проблемы рассеяния атомов газа  
на шероховатой поверхности

Полученные выше результаты имеют 
два аспекта, которые позволяют  учесть 
влияние шероховатости на аэродинамиче-
ские характеристики поверхности в потоке 
разреженного газа.

С одной стороны (первый аспект), по-
является возможность вывести асимптоти-
ческие формулы, которые бы описывали 
данное влияние на слабошероховатой по-
верхности. Однако здесь следует иметь в 
виду, что уже для гауссовских процессов 
такие асимптотические формулы достаточ-
но громоздки и содержат континуальные 
интегралы. Последние представляют собой 
интегралы по множеству реализаций слу-
чайного процесса (или случайного поля) 
и при своем вычислении требуют  аппрок-
симации интегралами очень высокой крат-
ности. Кроме того, реальные поверхности 

всегда обладают микрошероховатостью 
(даже при самой лучшей обработке), ко-
торую уже нельзя считать слабой. Поэтому 
асимптотические исследования не получи-
ли широкого распространения. 

Главный практический вывод, который 
можно сделать из полученной альтернати-
вы (см. формулы (17), (18)), состоит в том, 
что влияние шероховатости для полигаус-
совской модели оказывается сильнее, чем 
для чисто гауссовской (так как каждый сле-
дующий момент стремится к бесконечно-
сти быстрее предыдущего).

С другой стороны (второй аспект), по-
лигауссовская модель может применяться в 
численных расчетах методами статистиче-
ского моделирования [9, 15], которые наи-
более употребительны в аэродинамике разре-
женного газа. В этом случае успех во многом 
зависит от вида функции рассеяния на по-
верхности и от конкретных свойств газа и по-
верхности [9]. Полученные результаты позво-
ляют еще на предварительном этапе расчетов 
подобрать класс процессов так, чтобы он не 
только аппроксимировал реально наблюдае-
мые профили шероховатости, но и обладал 
необходимым набором свойств, чтобы подо-
брать наилучшим образом численные проце-
дуры моделирования взаимодействия атома 
газа с неровностями шероховатости.

Заключение

Таким образом, рассмотренные в работе 
классы полигауссовских и сферически сим-
метричных случайных процессов позволя-
ют значительно расширить и обогатить воз-
можности асимптотических и численных 
исследований, связанных с моделировани-
ем шероховатых поверхностей.      

Анализ полученных результатов дает 
возможность сделать следующие выводы.

1. При задании параметров модели сле-
дует учитывать ограничения на корреляци-
онную и весовую функции моделирующего 
процесса (см. формулы (6) – (9)), с тем, что-
бы обеспечить выполнение основных свойств 
случайных процессов, необходимых при мо-
делировании реальной шероховатости.

2. Выражение характеристик числа вы-
ходов за уровень (в частности, за траекто-
рию движущегося атома газа) через соот-

(17)

(18)
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ветствующие характеристики гауссовского 
процесса позволяет применять достаточно 
хорошо разработанную теорию [2 – 9], ко-
торая базируется на моделировании шеро-
ховатости гауссовскими процессами и по-
лями.

3. Вклад шероховатости в аэродинамиче-
ские величины для полигауссовской модели 
может существенно вырасти, по сравнению 
с гауссовской моделью, несмотря на то, что 

важнейшие свойства полигауссовских про-
цессов близки к аналогичным свойствам 
гауссовских. Увеличение вклада объясняет-
ся тем, что асимптотика числа выбросов за 
высокий уровень при отсутствии гауссов-
ской компоненты в смеси существенно от-
личается от гауссовского случая. При этом 
возрастает влияние на вероятностные ха-
рактеристики, а они как раз представляют 
наибольший интерес.
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The properties of randomly rough surface in the rarefied gas flow are investigated on the base of the poly-
Gaussian model. These properties have much to do with surface aerodynamic characteristics. This paper 
puts forward the representation of probability distribution for z-axis of roughness in the form of the mixture 
of the Gaussian distributions. Owing to this way we succeeded in deriving analytic expressions for factorial 
moments of the number of outliers upon a specific level of a trajectory of a gas particle. Those analytic 
expressions play a key role in finding the scattering function of gas atoms on the surface and the momentum 
exchange coefficients. The important particular case of the poly-Gaussian processes has been considered, 
namely – spherically-symmetric random processes, permitting to simplify the conditions. The asymptotic 
evaluations were found for high level crossings characteristics corresponding to the case of weakly-rough 
surface. The results obtained allowed to evaluate the influence of surface roughness on the type of gas flow 
near the surface in comparison to the Gaussian model of roughness.
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Таблицы набираются в том же формате, что и основной текст.
Шрифт – Times New Roman, размер шрифта основного текста – 14, интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть 

набраны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается без пере-
носов. Абзацный отступ – 1 см.

2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию (http://journals.spbstu.ru).  

После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется персональный профиль автора, позволяющий 
взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом. 

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опубликования мате-
риалов в открытой печати.

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, списка лите-
ратуры, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются отдельно через электронную 
редакцию.

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются для рецензи-

рования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная кол-
легия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция направляет автору 
мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечающих тематике 
журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончиться ДОСРОЧНО.

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции:
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Александра Сергеевна
или по e-mail: physics@spbstu.ru


