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Аннотация. Методом начальных функций (МНФ) решена пространственная задача теории 

упругости сжатия изотропного слоя нормальной нагрузкой, равномерно распределенной на 
ограниченной области границы. Данный слой, разделенный на отдельные подслои, имеющие 
разные упругие характеристики, служит моделью многослойного основания. Выделенный из 
бесконечного слоя параллелепипед, размеры которого много больше размера области локальной 
нагрузки, рассматривается как упругое полупространство.  

С помощью специально разработанной программы на основе комплекса символьных 
вычислений Maple получено численно-аналитическое решение, в котором искомые функции 
перемещений представлены рядами Фурье. Проблема вычислительной неустойчивости счета, 
присущая МНФ при высоких номерах гармоник, решается использованием в представлении 
вещественных чисел мантиссы достаточной длины.  

Проведено сравнение полученных результатов с решениями классической теории упругости 
для упругого полупространства, заложенными в нормативные документы по проектированию 
оснований фундаментов, а также с решениями, получаемыми с помощью метода конечных 
элементов (МКЭ). 
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Введение 
Метод начальных функций, разработанный отечественными учеными А.С. Малиевым [1] и 

В.З. Власовым [2, 3], применяется для решения различных двумерных и пространственных задач 
теории упругости [4–8]. Относящийся к классу методов функций общего решения МНФ позволяет 
получать аналитические решения, в том числе и точные [9, 10], для канонических областей, таких 
как цилиндр, плоский прямоугольник, параллелепипед. Практическая реализация метода 
ограничивалась моделями, в которых функция нагрузки, описываемая рядами Фурье, была плавно 
меняющейся и задавалась на всей границе области. В этом случае для удовлетворительного 
описания не требуется удерживать в рядах разложения большое количество членов. Такого рода 
ограничения вызваны проблемой неустойчивости счета, которая увеличивается с ростом номеров 
гармоник и относительной высотой (толщиной) объекта [11, 12]. Приемы, применявшиеся для 
преодоления проблемы неустойчивости [13, 14], давали ограниченный эффект. 

Современные возможности компьютерного моделирования, такие как комплекс символьных 
вычислений Maple, позволяют решать указанную проблему неустойчивости счета путем 
наращивания мантиссы в представлении вещественных чисел до необходимой длины. В связи с 
этим границы применения МНФ к решению практических задач значительно расширились. Кроме 
того, полученные в замкнутой форме на основе подхода В.А. Агарёва [15] операторы метода 
начальных функций существенно снижают время счета, что также расширяет возможности 
метода.  

Ранее в работах [16, 17] методом начальных функций в декартовой системе координат 
получено решение задачи теории упругости для линейно-деформируемого изотропного слоя, 
нагруженного нормальным сжимающим давлением на верхней грани, распределенным на 
локальном участке. Выделенный из бесконечного в плане периодически нагруженного слоя 
параллелепипед, размеры которого значительно превышают размеры грузовой площади, может 
трактоваться как упругое полупространство. Такая модель может использоваться в практических 
расчетах оснований фундаментов, подобно тому, как это делается в механике грунтов, свойства 
которых могут быть приняты линейно-упругими [18]. 

Метод начальных функций позволяет удобно строить решения задачи теории упругости для 
многослойной области, в которой границы слоев параллельны начальной плоскости МНФ  
[6, 7, 8, 9, 13].  
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В данной работе в рамках развития МНФ впервые решена пространственная задача теории 
упругости для изотропной области в виде параллелепипеда, где внешняя нагрузка, в отличие от 
известных решений МНФ для толстых плит [6, 10, 23], приложена не на всей грани, а на малом 
квадратном участке. При этом рассматриваемая область разделена на горизонтальные слои с 
различными упругими характеристиками. Предлагаемая модель может использоваться для 
расчета на действие локальной нагрузки упругого многослойного основания с неограниченным 
количеством слоев. Впервые для решения задачи многослойного основания применяются 
операторы МНФ в замкнутой форме, полученные на основе подхода В.А. Агарёва. Как 
аналитический метод МНФ является альтернативным по отношению к численным методам, 
например к МКЭ, и результаты расчета могут служить в качестве сравнительного эталона при 
конечно-элементном моделировании. В отличие от численного расчета решение задачи в 
аналитическом виде позволяет исследовать экстремальные значения и другие особенности 
компонентов НДС. 

В качестве примера рассмотрена постановочная задача о нагружении трехслойного 
параллелепипеда, нагруженного в центре верхней грани на квадратном участке равномерно 
распределенной нагрузкой (рис. 1). Выполнено сравнение полученных числовых результатов с 
расчетами по нормативной методике СНиП по определению осадок фундаментов, а также с 
решением МКЭ, реализованным с помощью комплекса SCAD.  

Постановка задачи 
Примем, что на границе слоев выполняются условия полного контакта, т. е. компоненты 

напряженно-деформированного состояния (НДС), существующие на плоскостях, 
перпендикулярных оси z, непрерывны.  

 
Рисунок 1. Расчетная схема параллелепипеда. Граничные условия 

В соответствии с алгоритмом МНФ основное соотношение метода записывается в виде:  

0=U LU , (1)

где U  – вектор компонентов напряженно–деформированного состояния 

{ }, , ,σ ,τ ,τ ,σ ,σ ,τ ;z yz xz x y xyu v w=U 0U – вектор начальных функций, определенных на начальной 

плоскости при z = 0, { }0 0 0 0 0 0 0, , ,σ ,τ ,τ ;z yz xzu v w=U  L – матрица операторов МНФ, представляющих 

комбинации гиперболических функций синусов и косинусов. 

Начальные функции вектора 0U  раскладываются в двойные тригонометрические ряды 
Фурье по планарным координатам x и y. С помощью вектора начальных функций, 
представленного в виде: 
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где 
π πα , βm n

x y

m n
l l

= = , строится решение «в синусах». Значения операторов матрицы L  на 

функциях вектора 0U  обозначаем ijL  i=1…9, j=1…6, они получены ранее в работах [21, 22]. 

На начальной плоскости – верхней грани параллелепипеда при z = 0 – приняты следующие 
граничные условия: ( )0 0 0τ 0,τ 0,σ ,yz xz z q x y= = = . Точки нижней грани параллелепипеда при z = H 
неподвижны: u(x,y,h)=0, v(x,y,h)=0, w(x,y,h)=0.  

Система разрешающих уравнений, удовлетворяющая граничным условиям на грани z = H и 
позволяющая определить неизвестные начальные функции, строится следующим образом. 
Воздействием операторов матрицы L , в которой задано z1 = h1, модуль упругости E равен 
значению модуля упругости первого слоя E1, коэффициент Пуассона ν = ν1, на начальные функции 

0U  определяются на границе первого и второго слоев функции компонентов НДС. Шесть из них, 

{ }σ τ τz yz xzu v w , составляют вектор 1U  и являются начальными функциями для нижележащего 

второго слоя. Приняв начало координат на границе между первым и вторым слоями, воздействуем 
L  при z2 = h2, E = E2, ν = ν2 на 1U  и получим вектор начальных функций 2U  для третьего слоя. 
Таким образом, последовательно по слоям удовлетворим заданным граничным условиям на 
нижней грани последнего слоя при z3 = h3. Используем основное соотношение МНФ (1) в 
матричном виде и запишем разрешающую систему уравнений: 

( ) ( ) ( ) 0
3 3 3 2 2 2 1 1 1, , , , , ,h E h E h Eν ν ν=U L L L U , (3)

где L  – матрица значений операторов МНФ. 

Далее для каждого члена разложения двойного тригонометрического ряда Фурье функции 
нагрузки: 

( ) ( ) ( )0

1 1

σ , sin α sin βz mn m n
m n

P x y q x y
∞ ∞

= =

= = ∑∑ , (4)

решается неоднородная система алгебраических уравнений вида (3) относительно неизвестных 
коэффициентов разложения начальных функций 0 0,mn mnu v  и 0

mnw . Все компоненты НДС также 
находятся из соотношения (3).  

Нагрузка 
Коэффициенты разложения двойного тригонометрического ряда Фурье для равномерно 

распределенной нагрузки, действующей на прямоугольном участке, имеют вид: 
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Для ускорения сходимости ряда (4), сглаживания колебаний функции P(x,y) и уменьшения 
явления Гиббса в точках разрыва использованы σ-множители Ланцоша [23, 24]. Их применение 
заменяет частичную сумму ряда (4) тригонометрическим полиномом, в котором каждый член 

домножается на поправочный множитель 

M
m
M
m

π

πsin
 (где M – количество удерживаемых членов). 

Полученная таким образом функция заменяет собой раскладываемую в ряд Фурье функцию и 
представляет значения локальной средней арифметической величины исходной функции. Это 
существенно уменьшает осцилляции частичной суммы ряда (4) и снижает эффект Гиббса на 
концах участка при x = a1, a2; y = b1, b2. 

В описании нагрузки удерживается 201 член ряда (4), а для преодоления вычислительной 
неустойчивости длина мантиссы назначена в 400 значащих цифр. Такая длина определена по 
результатам серии вычислительных экспериментов, где критерием достаточной точности 
является удовлетворение заданным граничным условиям на грани z = H. Если абсолютные 
значения заданных нулевыми нормальных и касательных напряжений на нижней грани не 
превосходили 10−6, то длина мантиссы принималась достаточной.  

Результаты расчетов 
В числовом примере рассмотрено трехслойное грунтовое основание с упругими 

характеристиками слоев: 

модули упругости – E1 = 20 МПа, E2 = 10 МПа, E3 = 25 МПа, коэффициенты Пуассона – 
ν1 = 0,3, ν2 = 0,35, ν3 = 0,42. Размеры выделяемого параллелепипеда: полная высота Н = 12 м при 
толщине слоев h1 = h2 = h3 = 4 м, размеры в плане – lx = ly = 12 м. Интенсивность равномерно 
распределенной нагрузки q0 принята равной 0,1 MПa, размеры грузовой площадки 1,2×1,2 м, что 
составляет 1/10 длин граней параллелепипеда. 

Функция вертикальных перемещений w (МНФ) по глубине толщи под центральной точкой 
грузовой площадки имеет характерные изломы на границе слоев (рис. 2).  

 

Рисунок 2. Эпюра относительных перемещений 1Ew w
q H

=  по глубине сжимаемой толщи 

Расчетная схема конечно-элементной модели построена в комплексе SCAD с 
использованием объемных 8-узловых конечных элементов с тремя степенями свободы в узле. 
Граничные условия модели приняты аналогичными тем, что реализуются МНФ. Минимальный 
размер объемных конечных элементов принят равным 0,2×0,2×0,2 м, что составляет 1/6 стороны 
грузовой площадки a(b). 
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Вертикальные перемещения поверхности при z = 0 (осадка) определены по формулам СНиП 
послойным суммированием с использованием приема угловых точек (принципа суперпозиции). 
Глубина сжимаемой толщи разделена на 48 участков (по 0,25 м). На рисунке 3 показаны эпюры 
вертикальных перемещений верхней грани параллелепипеда w (z = 0, y = ly/2, x), полученные на 
основе МНФ, МКЭ и по формулам СНиП. 

 
Рисунок 3. Эпюры вертикальных перемещений (осадка) w по центральной линии  

грузовой площадки: 1 – МНФ, 2 – МКЭ, 3 – СНиП 

Распределения по глубине толщи напряжений σz, получаемые из трех решений, очень 
близки. Отличия в эпюрах нормальных напряжений σx и σy по глубине, полученных на основе МНФ 
и МКЭ, существенны на границе слоев и составляют 20 %. Отметим, что в аналитическом 
решении МНФ функция σx(z) претерпевает разрывы на границах слоев, а в численном, 
полученном МКЭ, остается непрерывной (рис. 4). 

 

Рисунок 4. Эпюры относительных нормальных напряжений 
σσ x

x q
=  по глубине толщи в 

центре грузовой площадки: 1 – МНФ , 2 – МКЭ 

Заключение 
Полученное численно-аналитическое решение дает близкие значения для вертикальных 

перемещений w (осадки) и нормальных напряжений σz как в сравнении с расчетами по СНиП, так и 
с МКЭ. Отличия в распределении других компонентов НДС с решением МКЭ связаны, по-
видимому, с недостаточно мелкой сеткой разбиения расчетной схемы. Это определенным 
образом подчеркивает преимущества численно-аналитического решения по сравнению с 
численным расчетом, в котором изначально неизвестно, какую сетку следует принять. 
Предложенное решение может служить дополнительным сравнительным ориентиром при 
разработке моделей численных методов. 
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Abstract 
The three-dimensional problem of the theory of elasticity related to isotropic layer compression by 

normal load, distributed on a limited area, is solved by the method of initial functions (MIF). The layer 
divided into separate sub layers with different elastic characteristics serves as a model of the multilayer 
foundation. A parallelepiped cut out from the infinite layer with dimensions much larger than those of the 
load area may be considered as an elastic half-space.  

A numerical-analytic solution was obtained by a specially designed program based on the symbolic 
computation system called Maple, in which the desired functions of the displacements are represented by 
a Fourier series. The problem of computational instability calculations inherent in MIF at high numbers of 
harmonics was solved by using representation of real numbers with sufficient length mantissa.  

The results were compared both with solutions of the classical theory of elasticity for elastic half-
space, stipulated in the guidelines for designing foundations, and with the finite element method 
solutions.  
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