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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИДЕАЛЬНО ФОКУСИРУЮЩИХ СИСТЕМ  
ДЛЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Обсуждается одна из реализаций метода физических аналогий, при кото-
рой силовые линии пары линейных зарядов ассоциируются с траекториями 
заряженных частиц в некоторой механической системе, а эквипотенциали – с 
линиями постоянного действия. Метод служит основой синтеза энергоанали-
заторов заряженных частиц с идеальной фокусировкой. 

ЭНЕРГОАНАЛИЗ, ОПТИКА ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ, ИДЕАЛЬНАЯ ФОКУСИРОВКА.

Разработка современных средств энер-
гетического анализа пучков заряженных 
частиц идет по пути увеличения чувстви-
тельности энергоанализаторов [1] наряду с 
улучшением их разрешения. Чрезвычайно 
перспективным для этой цели представ-
ляется использование систем с идеальной 
фокусировкой (осуществляемой хотя бы в 
одной из плоскостей движения) потоков за-
ряженных частиц. Одним из подходов, пред-
ложенных профессором Ю.К. Голиковым 
для синтеза такого рода систем, является 
метод физических аналогий [2]. Суть под-
хода в том, что некоторая двумерная физи-
ческая система (например, система зарядов 
или гидродинамическая структура), кото-
рая обладает характеризующими ее орто-
гональными линиями (эквипотенциали и 
силовые линии, линии тока и линии посто-
янного потенциала и т. п.), ассоциируется 
с механической системой, имеющей соот-
ветствующую ортогональную систему тра-
екторий (линий постоянного действия S).  
Потенциал ( , ),f x y  реализующий указан-
ную механическую систему (с учетом имею-
щейся свободы задания функции действия 

),( yxS ), может быть записан в виде
2 2( , ) ( )( ),x yf x y h K S S S= − +

где h – энергия частицы; ( )K S  – функция, 
связанная с произволом задания S. 

Взяв в качестве физической системы 
пару разноименных единичных линейных 
зарядов [3], расположенных в точках (–1, 
0), (1, 0), получим действие 
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Для обеспечения физической состоя-
тельности модели функция ( )K S  должна 
компенсировать особенности, расположен-
ные в точках старта (финиша) частиц, и, 
следовательно, содержать в своей структуре 
множитель pq. Поскольку 
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функциями, решающими данную задачу, 
являются, в частности, комбинации
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В этих случаях двумерный потенциал, 

согласно выражению (1), может быть запи-
сан, соответственно, в виде 
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Симметрия K(S) относительно x, y в в 
формулах (4), (5) приводит к симметрии f 
в выражениях (6), (7). Теоретически ничто 
не мешает конструировать и асимметрич-
ные функции ( )K S  вида
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соблюдая условия 0k kA p B q+ ≠  и 
2 2 0k k

k kA p B q+ ≠  соответственно. 
Выбор ( )K S  не влияет на геометрию 

траекторий в плоскости XOY, но меняет 
временные параметры движения, а также 
траектории и распределение потенциала 
вне плоскости 0.z =  Этот факт можно ис-
пользовать для подбора полей, реализую-
щих, в том числе, и поперечную (по z) фо-
кусировку пучка. Интересно отметить, что, 
положив 
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(формула (4), 0 1, 0, 0ka a k= = > ), немед-
ленно получаем известный по работе [4] 

вариант полукруговой идеальной фокуси-
ровки в трансаксиальной системе. 

Вид траекторий в плоскости симметрии 
показан на рис. 1. Энергетическая дис-
персия по направлению x в точке идеаль-
ной фокусировки 1,x =  определяемая как 

0 / ,D w dx dw=  представлена на рис. 2. 
Видно, что D → ∞  при .θ → π .

Основной проблемой построения энер-
гоанализатора на основе полей, полученных 
по приведенной схеме, является получение 
достаточно «правильного» пространствен-
ного распределения поля, связанное с ре-
шением некорректной задачи Коши для 
уравнения Лапласа. В общем случае поле 

( , )f x y  является двумерным, что не позво-
ляет воспользоваться специальными прие-
мами его распространения в пространство 
трех измерений. Поэтому остается приме-
нить хорошо известное разложение в ряд 
по степеням малой величины z:
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Хотя традиционно при исследовани-
ях подобного рода рассмотрение ведется 
с точностью до квадратичных по z членов 
(10), интересно провести численный экспе-
римент для оценки реально необходимого 

Рис. 1. Траектории заряженных частиц в плоскости XOY;  
углы вылета θ: 10 – 160° (шаг 10°) (a), 150 – 160° (шаг 5°) (b);  

пунктир – расстройка энергии на 0,2 %

а) b)

(8)

(9)

(10)
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числа слагаемых. Достаточно громоздкие 
аналитические вычисления, требующиеся 
в этом случае, легко реализуются посред-
ством системы Mathematica [5].

Рассмотрим тестовую задачу следующе-
го вида. Пусть дано модельное поле двух 
одноименных точечных зарядов [3]:

2 2 2

2 2 2
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ϕ = − −
+ + −

−
+ + +

Поле (11) симметрично по z и имеет 
особенности в точках ( , , ) (0, 0, ).x y z a= ±  
Отметим, что вид рядов в выражениях (6), 
(7) для потенциала свидетельствует о нали-
чии особенностей при 0z >  и у функций 
f, что делает равенство (11) приемлемой 
моделью анализа поведения ошибок (10) 
в нашей идеально фокусирующей системе. 
Задав 

( , ) ( , , 0),m mf x y x y= ϕ

используем ограниченное число членов 
ряда (10) для приближения поля (11). Рис. 3  

Рис. 2. Энергетическая дисперсия вдоль оси x в плоскости XOY  
в двух диапазонах изменения углов 

Рис. 3. Ошибка ε = ||grad(φm – φ6)|| расчета поля при использовании приближения, 
содержащего члены до 6-й степени z включительно

а) b)

(11)
.
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демонстрирует поведение ошибки ε  – 
нормы градиента разности точного (11) и 
приближенного (10) полей при использо-
вании четырех слагаемых разложения (10) 
и 1 / 2.a =  В области движения частицы 
ошибка мала, но она стремительно нарас-
тает уже при 1 / 10z >  и, например, в точ-
ке ( , , ) (0,1, 0, 02, 0,1)x y z =  составляет при-
мерно 43 10 .−ε ≈ ⋅

Вычислим координаты точек возврата 
на плоскость 0=y  частиц, стартовавших 
из источника в ( , , ) ( 1, 0, 0)x y z = −  с еди-
ничной энергией, углом 10α = °  вектора 
скорости к плоскости симметрии и углом 
,θ  меняющимся в диапазоне 1 – 70°, между 

проекцией скорости на плоскость симме-
трии и осью OX. Приближение, сохраняю-
щее слагаемые вплоть до z6, обеспечивает 
уровень абсолютной ошибки точек возвра-
та на плоскость 0y =  порядка 10–3. Вопрос 
о приемлемости данной точности с учетом 
максимального смещения траектории по z 
на расстояние 0,3 – 0,6 и поперечной угло-
вой апертуры в 0,17 должен решаться для 
каждого случая отдельно. 

Вернемся к изучению исходной иде-
ально фокусирующей системы. Сначала 
возьмем для примера поле, определяемое 
функцией (4), при a0 = 1, ak = 0, k > 0. Ка-
чество восстановления потенциала в про-
странстве показано на рис. 4, дающем вид 
сечений функций ( , , )x y zϕ  в плоскости  
y = 0,02 при различном количестве чле-

нов ряда (10). Важно, что практическая 
реализация системы возможна путем зада-
ния требуемого распределения потенциа-
ла в плоскостях .z a= ±  Последнее можно 
осуществить путем подачи рассчитанных 
значений напряжения на краевые вставки. 
При этом необходим анализ влияния не-
точности распределения поля в плоскостях 
z a= ±  на сохранение идеальности фокуси-
ровки в плоскости 0.z =

Приведем первые слагаемые ряда (10) 
для рассматриваемой, простейшей в дан-
ном классе, функции 
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Итак, с точностью до z6 пространствен-

ное распределение поля имеет вид:
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где 2 2 2.r x y= +
Численный анализ указывает на доста-

точность удержания четырех первых членов 
ряда (13) для обеспечения удовлетворитель-
ной точности расчетов траекторий частиц 
вне плоскости 0=z  при старте частиц под 
углом α  до 15° к плоскости симметрии.

Рис. 4. Распределения потенциала электростатического поля в плоскости  
y = 0,02 для приближений, содержащих разложения 4-й (линии серого цвета)  

и 6-й (линии черного цвета) степеней z, совмещенные на одном графике

(12)

(13)
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При построении энергоанализатора за-
ряженных частиц весьма важным является 
вопрос о наличии в системе пространствен-
ной фокусировки. Вычисление аберраци-
онного коэффициента 

0

( , )
( )

y

z
Cα

=

∂ α θ
θ =

∂α
дает ответ на этот вопрос. 

Рис. 5 (кривая 1) говорит о наличии, 
по крайней мере, четырех значений угла θ, 
при которых Cα  обращается в нуль, то есть 
поперечная фокусировка первого порядка 
существует. Поскольку углам старта θ → π  
соответствует бесконечное время движения 
частицы от источника до детектора и беско-
нечное удаление по y, рассматривать углы, 
близкие к значению ,π  нет смысла. Поэ-
тому можем ограничиться анализом лишь 
трех первых корней уравнения ( ) 0.Cα θ =  
Углы θ фокусировки по α и соответствую-
щие им значения дисперсии таковы: 

1 190 , 1,8,Dθ = ° ≈ ; 2 2132,2 , 30,Dθ = ° ≈ ;

3 3155,9 , 1000.Dθ = ° ≈
Оценки размеров аберрационных пя-

тен в указанных режимах можно сделать 
на основе расчета разброса точек прилета 
частиц на плоскость y = 0. Пусть частицы 
стартуют из точки ( , , ) ( 1, 0, 0)x y z = −  с угла-
ми вылета 

15 15− ° ≤ α ≤ °  и , 1, 2, 3.i iθ = θ =

Семейства точек финиша в плоскости 
детектора даны на рис. 6. 

Наименьший размер пятна, очевидно, 
соответствует второму нулю кривой ( ).Cα θ  

Теоретически возможно проведение 
оптимизации разрешения прибора на мно-
жестве параметров {ak} выражений (6) и (7). 
Однако такая задача требует отдельного ис-
следования. В этой работе пока лишь про-
демонстрируем, что привлечение хотя бы 
одного дополнительного слагаемого в вы-
ражении (6) может существенно повлиять 

Рис. 5. Аберрационный коэффициент Cα как функция угла вылета частиц θ 
для функций K(S) в форме (14) при различных значениях параметра a

Рис. 6. Следы в плоскости детектора y = 0  
семейств заряженных частиц, параметризуемых 

углами старта ( 15 15 )α − ° ≤ α ≤ ° , для трех  
различных углов вылета θ, соответствующих 

поперечной фокусировке пучка:  
(θ1 = 90° (1), θ2 = 132,2° (2), θ1 = 155,9° (3) в поле (13) 

(14)
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на фокусирующие (диспергирующие) свой-
ства системы. 

Рассмотрим функцию ( )K S  вида

2 4

1
( ) ,

( ) ( )S S S S

a
K S

e e e e− −= +
+ +

которая следует форме (4) с набором параме-
тров a1 = 1, a2 = a/4 , ak = 0, k > 2 и отличает-
ся от исследованной ранее наличием второ-
го слагаемого. Зависимости аберрационного 
коэффициента Cα  от θ для значений кон-
станты перемешивания 5, 10, 15, 20, 25a =  
показаны на рис. 5. Построим следы, ана-
логичные приведенным на рис. 6, но со-

ответствующие первым корням уравнения 
( ) 0Cα θ =  при 0, 5, 10.a =  Результаты этого 

построения даны на рис. 7. 
Интересно, что небольшое усложнение 

)(SK  привело к существенному (на 1 – 2 
порядка) уменьшению аберрационного раз-
мытия пучка в плоскости детектора в ре-
жиме первого нуля поперечной аберрации. 
Однако понижение угла 1,θ  по сравнению 
с вариантом a = 0, в этом случае понижа-
ет и энергетическую дисперсию. Для углов 

2,θ  гарантирующих большую величину дис-
персии, к сожалению, выигрыша в размере 
пятна фокусировки введение второго сла-
гаемого (15) не дает.

Таким образом, в статье подробно иссле-
дован алгоритм построения полевой струк-
туры, идеально фокусирующей в плоскости 
z = 0. В связи с этим введен дополнитель-
ный вариант функции регуляризации K(S), в 
одном из частных случаев, приводящих си-
стему к известной трансаксиальной. Прове-
дено изучение возможности решения задачи 
Коши для уравнения Лапласа посредством 
ряда (10) с целью получения простран-
ственного распределения поля, пригодно-
го для последующего траекторного анализа 
корпускулярно-оптической системы. 

Изучены диспергирующие свойства 
поля в плоскости его симметрии. Для ряда 
примеров исследованы фокусирующие 
свойства системы в поперечном направле-
нии и указано наличие режимов попереч-
ной фокусировки пучка. 

Рис. 7. Следы в плоскости детектора y = 0 
семейств заряженных частиц, параметризуемых 
углами старта ( 15 15 )α − ° ≤ α ≤ ° , для различных 

значений константы перемешивания a  
поля (15) и углов вылета θ, соответствующих  

поперечной фокусировке пучка:  
a = 0, θ1 = 90° (1), a = 5, θ2 = 85,68° (2),  

a = 10, θ3 = 76,4° (3)
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Krasnova N.K, Pavlov V.V., Solovyev K.V. ON A CLASS OF IDEAL FOCUSING 
SYSTEMS FOR ENERGY ANALYSIS.

A method of physical analogies, when field lines of two line charges are associated with the trajectories of 
some two-dimensional mechanical system and equipotentials of the field are associated with the system action, 
is discussed. Both action and its arbitrary function are orthogonal to particle trajectories simultaneously. This 
fact can be used to regularize result two-dimensional potential function and to optimize three-dimensional 
charged particle motion. The method is applied to create charged particle energy analyzer with an ideal 
focusing in the symmetry plane. The system useful property is that its energy dispersion tends to infinity 
when the angle between direction to detector and initial velocity tends to π. Also, through some simple 
examples it was shown that together with the ideal focusing in a plane of symmetry the system has transversal 
first order focusing for some initial angles. 
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