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В работе рассматривается вопрос учета нелинейных характеристик динамических моделей при 
расчете сейсмостойкости грузоподъемных кранов общего назначения. Проведено эксперимен-
тальное исследование влияния геометрической и физической нелинейностей на параметры 
колебаний динамической системы. Составлен ряд математических моделей, описывающих 
колебательный процесс нелинейной динамической системы. Проведен сравнительный анализ 
влияния различных нелинейностей на параметры колебательного процесса.
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The paper studies the problem of factoring geometric and physical nonlinearities in seismic analysis of 

cranes. Experimental study of factoring nonlinear characteristics of dynamics model was conducted. A 

series of mathematic models were developed to describe diff erent ways of linearization of the experimen-

tal model. Comparison of results shows that physical nonlinearity of wire ropes is not required as a fac-

tor in the seismic analysis of cranes. Herewith contacts between wheel and rail and one-sided stiff ness of 

wire ropes are required to be taken into account. Any liberalization of dynamic model entails deviation 

of stresses, displacements and accelerations as results of the analysis.
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Введение

Расчет сейсмостойкости металлических кон-
струкций грузоподъемных кранов, не относящих-
ся к оборудованию атомных станций, регламен-
тируется нормативными документами [1] и [2]. 
Оба эти документа устанавливают возможные 
способы анализа сейсмостойкости конструкции: 
расчет методом разложения по собственным фор-
мам (в соответствии с линейно-спектральной 
теорией сейсмостойкости Био — Беньоффа [3], 
[4]) и расчет методом прямого интегрирования 
системы дифференциальных уравнений. Линей-
но-спектральная теория сейсмостойкости поз-
воляет определить дополнительные сейсмиче-
ские нагрузки на конструкцию, используя в ка-
честве исходных данных так называемые спектры 
ответа основания крана (конструкции) и магни-
туду проектного землетрясения (ПЗ). Методика 

расчета по линейно-спектральной теории сейс-
мостойкости описана в [5]. Для прямого динами-
ческого анализа конструкции исходными данны-
ми служат записанные либо синтезированные 
акселерограммы, велосиграммы или сейсмограм-
мы землетрясений и магнитуда ПЗ.

В инженерной практике зачастую расчет 
металлических конструкций грузоподъемных 
кранов на прочность, жесткость и устойчивость 
проводят с использованием метода конечных 
элементов (МКЭ). Поэтому в условиях расту-
щих вычислительных мощностей и снижения 
трудовых затрат на расчет все большее распро-
странение получают прямые динамические ме-
тоды. Решение дифференциальных уравнений 
при помощи численных методов может позво-
лить более точно определять динамические ко-
эффициенты по перемещениям, напряжениям 
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и усилиям и, как следствие, снизить металло-
емкость и стоимость конструкции крана.

Однако вышеуказанная нормативная лите-
ратура не дает конкретных указаний по выбору 
динамических моделей для сейсмического ана-
лиза грузоподъемного крана, отсутствуют реко-
мендации, как учитывать односторонние связи 
(контактная пара «рельс — колесо», грузовой 
канат) и нелинейный характер деформирования 
элементов подвеса груза. Этот пробел можно 
объяснить тем, что линейно-спектральная тео-
рия сейсмостойкости была разработана для 
строительных конструкций, где подобные не-
линейности встречаются значительно реже, чем 
в крановых металлоконструкциях, и в расчете 
не учитываются. Однако применительно к гру-
зоподъемным машинам эти факторы могут 
играть весьма значительную роль. Проблема 
учета геометрической и физической нелиней-
ностей при сейсмическом расчете грузоподъем-
ных кранов активно обсуждается в научных кру-
гах [6–8]. Предлагаются математические модели 
и методы их решения, позволяющие учесть воз-
можный подскок колес тележки и крана на рель-
се, одностороннюю работу канатов, физические 
нелинейности конструкционных материалов 
и т. д. Актуальность исследований в данной об-

ласти обусловлена необходимостью повышения 
безопасности грузоподъемных машин, эксплуа-
тируемых в сейсмически опасных зонах.

Предлагаемая статья посвящена исследова-
нию влияния физической и геометрической 
нелинейностей в динамической системе при-
менительно к расчету сейсмостойкости грузо-
подъемных кранов. Конечной целью исследо-
вания является разработка рекомендаций по 
учету нелинейных свойств металлических кон-
струкций грузоподъемных кранов общего на-
значения при проведении их сейсмического 
анализа. Программа работы включала экспери-
ментальное исследование, математическое мо-
делирование и анализ результатов.

Постановка эксперимента

Экспериментальная модель имитирует кон-
струкцию мостового крана, воспринимающую 
вертикальные колебания, и схематизируется как 
трехмассовая геометрически и физически не-
линейная динамическая система. Схема экс-
периментальной установки представлена на 
рис. 1. Основные элементы модели условно 
именуются мостом 3, тележкой 4 и грузом 
6. Мост закреплен в шарнирных опорах 1 и 2, 
при этом подвижная опора 2 также позволяет 

Рис. 1 Схема экспериментальной установки: 1 — неподвижная опора; 
2 — подвижная опора; 3 — мост; 4 — подвеска «тележка»; 5 — гибкий 

подвес; 6 — подвеска «груз»; 7 — тензометр; 8 — датчик подскока; 

9 — акселерометр; 10 — дополнительный груз; 11  — крюк; 
12 — направляющие тросы
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мосту перемещаться в направлении собствен-
ной продольной оси. На мосту закреплены тен-
зометрические датчики 7 на расстоянии в чет-
верть пролета от опор. В центре пролета моста 
находится тележка. Тележка имеет возможность 
подскока на мосту. В случае отрыва тележки от 
моста срабатывает датчик 8, фиксирующий факт 
подскока. Таким образом, в эксперименте мо-
делируется связь колес тележки с рельсом. На 
тележке закреплены грузы 10 и акселерометр 
9, измеряющий вертикальные ускорения под-
вески, возникающие в процессе колебаний. Для 
исключения раскачивания тележки из верти-
кальной плоскости используются направляю-
щие тросы 12, натянутые вдоль вертикальной 
оси и проходящие сквозь специальные отвер-
стия в тележке. Посредством гибкого упругого 
подвеса 5, изготовленного из резины, к тележке 
крепится подвеска, именуемая в эксперименте 
грузом. Она, как и тележка, снабжена акселе-
рометром для регистрации ускорений и допол-
нительными тарированными грузами. При по-
мощи крюка 11, установленного на нижней 
подвеске, вся система перед началом экспери-
мента оттягивалась вниз и закреплялась. На-
чалом замеров служит момент, когда обрывает-
ся эта связь (перерезается нить, связывающая 
груз с основанием).

Общие характеристики экспериментальной 
модели: пролет моста — 1520 мм; масса моста — 
0,503 кг; масса подвески «тележка» с акселеро-
метром и дополнительными грузами — 1,9 кг; 

масса подвески «груз» с акселерометром и до-
полнительными грузами — 2,63 кг.

Для определения реальной диаграммы рас-
тяжения гибкого подвеса была проведена серия 
замеров удлинения образца при различных на-
грузках. На рис. 2 приведен график зависимости 
жесткости гибкого подвеса от абсолютного 
удлинения. Интерполирующая кривая описы-
вается следующим выражением, содержащим 
условный оператор:

 

, ;

( ) 3, 0 ;

0 ,

если

если

в остальных случаях

cxa be x d

y x C x d

− + ≥


= ≤ <



 (1)

где a = 0,34 Н/мм; b = 2,5 Н/мм; с = 0,02; d = 
= 82 мм; С3 = 0,87 Н/мм.

Результатами эксперимента служат записи 
тензометрии, датчика подскока и акселероме-
тров.

В проведенном эксперименте проявилось 
влияние геометрической (подскок груза и тележ-
ки) и физической (изменение жесткости гибко-
го подвеса) нелинейностей.

Математическое моделирование

В соответствии с исходными данными экс-
перимента в программе MathCAD был состав-
лен ряд математических моделей, описывающих 
колебания трехмассовой динамической систе-
мы. Были составлены четыре модели: 1) линей-
ная динамическая модель; 2) физически нели-

Рис. 2. График зависимости упругости гибкого подвеса 
от удлинения 

(        —интерполяция;          — эксперимент)
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нейная динамическая модель, учитывающая 
реальный характер растяжения гибкого подвеса; 
3) геометрически нелинейная динамическая 
модель, учитывающая возможность подскока 
груза на гибком подвесе и тележки на мосту; 
4) физически и геометрически нелинейная ди-
намическая модель. Схема трехмассовой дина-
мической системы представлена на рис. 3.

Математические модели составлены на ос-
нове уравнения Лагранжа второго рода, имею-
щего вид

 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M u C u K u R+ + =ɺɺ ɺ , (2)

где [M] — матрица масс конструкции; [C] — ма-
трица демпфирования; [K] — матрица жесткости; 
{R} — известный вектор внешней нагрузки, за-
висящий от времени; {u} — неизвестный вектор 
перемещений масс модели, зависящий от времени.

Системы дифференциальных уравнений ре-
шались численно в программе MathCAD 14 с при 
помощи решателя Радау, использующего одно-
именный алгоритм. Для всех математических 
моделей рассеяние энергии в процессе колеба-
ний учитывается посредством эквивалентного 
вязкого трения. Коэффициент вязкого трения 
был определен из условия равенства времени 
затухания колебаний экспериментальной и ма-
тематической модели. Для всех нижеприведен-
ных математических моделей коэффициент эк-
вивалентного вязкого трения равен µ = 5 кг/с.

Линейная динамическая модель — наиболее 
простая из всех представленных. Система диф-
ференциальных уравнений описывает колеба-
ния трехмассовой динамической системы:

( ) ( ) ( ( ) ( ))
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 (3)

Здесь с1 — жесткость моста, Н/мм; с2 — жесткость 
контактной пары «тележка — мост», Н/мм; С3  — 
эквивалентная жесткость гибкого подвеса, Н/мм; 
X1(t), X2(t), X3(t) — обобщенные координаты со-
ответственно моста, тележки и груза, мм; m1 — 
приведенная масса моста, кг; m2, m3 — массы 

тележки и груза, включая акселерометры, кг; g — 
ускорение свободного падения, мм/с2; µ  — ко-
эффициент вязкого трения, кг/с.

Жесткость гибкого подвеса c3(t) в данном 
случае принята постоянной. Наибольшее время 
колебаний приходится на линейный ненулевой 
участок диаграммы, представленной на рис. 
2, но в начальный момент времени жесткость 
гибкого подвеса вычисляется согласно формуле 
(1). Эквивалентная жесткость, использованная 
при физической линеаризации модели, принята 
как среднее значение вышеуказанных величин:

 
( ( ) ( ))

2

y X 2 0 X 3 0 C3
C3

− +
=  = 0,68 Н/мм.

Система (3) была решена при следующих 
начальных условиях:
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Геометрическая нелинейность в данном иссле-
довании представлена в виде так называемых 
выключающихся связей. Имеется в виду одно-
сторонняя работа жесткостей c2 и c3 только на 
растяжение. В противном случае жесткости об-
ращаются в ноль и не создают реактивных уси-

Рис. 3. Схема 
динамической 

системы
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лий, влияющих на колебательный процесс. При 
этом, учитывая специфику экспериментальной 
установки, диссипативные элементы сохраняют 
свои функции при любом значении относитель-
ных смещений масс относительно друг друга.

Переменная жесткость представлена в мате-
матической модели как непрерывная дифферен-
цируемая функция

 ( ) arctg( ) ,
2

C C
c x xk= +

π
 (5)

где С — максимальное постоянное значение 
жесткости, Н/мм; k — коэффициент, определя-
ющий крутизну функции.

Система дифференциальных уравнений, 
описывающих геометрически нелинейную ди-
намическую систему:
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где k = 1000 — безразмерный коэффициент кру-
тизны функции жесткости.

Система (6) была решена при следующих 
начальных условиях:
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При геометрической линеаризации модели 
переменная жесткость гибкого подвеса груза 
моделируется согласно уравнению (2) с той раз-
ницей, что аргументом функции является абсо-
лютное значение аргумента:
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Система дифференциальных уравнений, 
описывающая физически нелинейную систему, 
имеет вид
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ɺɺ

ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ

( ( ) ( )), ( ) ( ) ;
( )

если

в остальных случаях.

c X 1 t X 2 ta be X 1 t X 2 t d
c3 t

C3

− −













 + − ≥

=


 (9)

Система (13) была решена при следующих 
начальных условиях:

 

(0) 0 ;

(0) 0 ;

(0) 0 ;

(0) 69,3 ;

(0) 69,3 ;

(0) 211,6 ;

(0) ( (0) (0)) .

мм/с

мм/с

мм/с

мм

мм

мм

Н/мм

X 1

X 2

X 3

X 1

X 2

X 3

c3 yd X 2 X 3

 =


=
 =

= −
 = −


= −
 = −

ɺ

ɺ

ɺ

 (10)

Геометрически и физически нелинейная ма-
тематическая модель содержит в себе все ука-
занные виды нелинейностей и описывается си-
стемой дифференциальных уравнений:

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( ))) ;

( ) ( )( ( ) ( ))

( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ;

( ) ( )( ( ) ( ))

( ( ) ( )

X 1 t m1 c1X 1 t c2 t X 2 t X 1 t

X 1 t X 2 t X 1 t gm1

X 2 t m2 c2 t X 2 t X 1 t

c3 t X 3 t X 2 t X 2 t X 1 t

X 3 t X 2 t gm2

X 3 t m3 c3 t X 3 t X 2 t

X 3 t X 2 t

+ − − +

+ µ − µ − =

+ − −

− − + µ −

− µ − =

+ − +

+ µ −

ɺɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ

( ( ) ( ))

) ;

( ) arctg(( ( ) ( )) ) ;

, ( ( ) ( )) ;

( ) , 0 ( ( ) ( )) ;

0 .

если

если

в остальных случаях

c X 1 t X 2 t

gm3

C2 C2
c2 t X 1 t X 2 t k

2

a be X 1 t X 2 t d

c3 t C3 X 1 t X 2 t d

− −












=

 = − +

π


+ − ≥
 = < − <



(6)

(11)
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Начальные условия, при которых была ре-
шена система (11):

 

(0) 0 ;

(0) 0 ;

(0) 0 ;

(0) 69,3 ;

(0) 69,3 ;

(0) 211,6 ;

(0) 10000 ;

(0) ( (0) (0)) .

мм/с

мм/с

мм/с

мм

мм

мм

Н/мм

Н/мм

X 1

X 2

X 3

X 1

X 2

X 3

c2

c3 y X 2 X 3

 =


=
 =
 = −


= −
 = −

=
 = −

ɺ

ɺ

ɺ

 (12)

Анализ результатов исследования

При проведении эксперимента, как сказано 
ранее, регистрировались следующие параметры 
колебаний установки:

напряжения на поверхности стержня в точ-
ках крепления тензометров;

вертикальные ускорения тележки;

вертикальные ускорения груза;
отрыв тележки от моста.
В данном случае напряжения, регистрируе-

мые тензометрическими датчиками, будут пря-
мопропорциональны перемещениям централь-
ной точки пролета моста. На рис. 4–6 приведены 
сравнительные графики перемещений централь-
ной точки моста, ускорений тележки и ускоре-
ний груза в процессе колебаний.

С учетом требований инженерного анализа 
сравнение результатов эксперимента с аналити-
ческими расчетами проведено по следующим 
параметрам:

размаху первой волны колебаний перемеще-
ний моста А;

продолжительности подскока;
размаху колебаний ускорений тележки без 

учета первой полуволны.
размаху колебаний ускорений груза без уче-

та первой полуволны. Результаты сравнения раз-
личных математических моделей с эксперимен-
тальными данными приведены в табл. 1.

Рис. 4. Зависимость перемещений моста от времени:        — эксперимент;        — модель 
(а — физически и геометрически нелинейная; б — геометрически нелинейная; 

в — физически нелинейная; г — линейная)

Перемещания, 
мм

Перемещания, 
мм

Перемещания, 
мм

Перемещания, 
мм

Время, сек. Время, сек.

Время, сек.Время, сек.

а) б)

в) г)
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Рис. 5. Зависимость ускорений тележки от времени:        — эксперимент;        — модель 
(а — физически и геометрически нелинейная; б — геометрически нелинейная; 

в — физически нелинейная; г — линейная)

Рис. 6. Зависимость ускорений груза от времени:        — эксперимент;        — модель
(а — физически и геометрически нелинейная; б — геометрически нелинейная; 

в — физически нелинейная; г — линейная)

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с

Время, с Время, с

Время, с

Время, сВремя, с

Время, с

а) б)

в) г)

а) б)

в) г)

Время, сВремя, с

Ускорение, 
м/с

Ускорение, 
м/с
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Из результатов исследования видно, что не-
линейная математическая модель наилучшим 
образом описывает процесс колебаний экспери-
ментальной установки. Линеаризация модели 
приводит к значительному изменению критери-
альных параметров, по котолрым проводится 
сравнение моделей, и меняет характер колеба-
тельного процесса системы. Вне всякого сомне-
ния, сейсмический расчет крана не предполагает 
наиболее точного вида анализа в силу отсутствия 
возможности предсказать входное воздействие. 
Поэтому такой расчет следует проводить с при-
целом на запас прочности, намеренно завышая 
некоторые результаты. Интерес представляет вы-
бор математической модели и ее линеаризация. 
Рассмотрим варианты линеаризации математи-
ческой модели, используемой в расчете сейсмо-
стойкости грузоподъемного крана, опираясь на 
результаты экспериментального исследования.

Стальные канаты, используемые в грузоподъ-
емной технике, зачастую имеют жесткость, значи-
тельно превышающую жесткость конструкции 
крана. Коэффициент запаса, принимаемый для 
канатов, обычно находится в диапазоне n = 
4–25 [9] в зависимости от режима работы крана, 
назначения каната и прочих особенностей кон-
кретной установки. Как показано в [10], нелиней-
ные свойства канатов проявляются при сравни-
тельно больших по отношению к разрушающему 
усилию нагрузках, при коэффициенте запаса проч-
ности близком к 3. В силу сказанного можно пред-
положить нецелесообразность моделирования 

нелинейных свойств стальных канатов в расчетах 
сейсмостойкости грузоподъемных кранов общего 
назначения при отсутствии дополнительных тре-
бований к точности расчета.

Геометрическая линеаризация модели в дан-
ном исследовании привела к завышению всех 
оценочных критериев, в значительной степени 
изменился характер колебаний системы.

Построение физически и геометрически не-
линейной модели грузоподъемного крана эко-
номически нецелесообразно. Учет физической 
нелинейности основного материала несущих 
конструкций не требуется проектировщику 
в силу недопустимости ситуации, когда расчет-
ные напряжения в металле выходят в область 
текучести. Моделирование нелинейных свойств 
стальных канатов также нецелесообразно по 
причинам, описанным выше. Однако геометри-
ческая линеаризация конструкции крана необос-
нованно завысит коэффициенты запаса, что 
приведет к удорожанию крана в целом.

Выводы

Результаты проведенного исследования 
можно резюмировать так:

Экспериментальное исследование показало, 
что физическая и геометрическая линеаризация 
математической модели, описывающей процесс 
свободных затухающих колебаний трехмассовой 
динамической системы, приводит к отклонению 
расчетных перемещений и ускорений от истин-
ных на величину 11–67 %.

Та б л и ц а  1

Параметры, характеризующие движение моста с грузом, полученные экспериментально 

и по различным моделям

Способ нахождения 
параметров

Размах 
перемещений моста

Размах ускорений 
тележки

Размах 
ускорений груза

Продолжительность 
подскока

Величина, 
мм

Откло-
нение, %

Величина, 
м/с2

Откло-
нение, %

Величина, 
м/с2

Откло-
нение, %

Величина, 
с

Откло-
нение, %

Эксперимент 86,3 – 17,8 – 18,8 – 0,06 –

Нелинейная модель 86,4 0,1 22,2 24,7 18,9 0,5 0,065 8,3

Линейная геометрия 96,3 11,6 21,8 22,5 31,4 67,0 0,146 143,3

Линейная жесткость 76,1 –11,8 16,1 –9,6 27,5 46,3 0,038 –36,7

Линейная модель 76,5 –11,4 13,3 –25,3 27,5 46,3 0,023 –61,7
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С точки зрения трудозатрат и целесообраз-
ности наиболее предпочтительна физическая 
линеаризация жесткости грузовых канатов, как 
не оказывающая значительного влияния на ре-
зультат динамического анализа.

Можно сделать вывод о необходимости уче-
та односторонних связей (стальные канаты, кон-
такт колеса с рельсом) при расчете сейсмостой-
кости грузоподъемного оборудования общего 
назначения.
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