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Представлены формулы вычисления параметров экспоненциальных и логарифмических базо-
вых функций для интерполяции возрастающей функции, заданной таблицей. Рассмотрены случаи 
равномерных и неравномерных шагов аргумента. Главная цель – предотвращение интерполяцион-
ных выпуклостей, поэтому стыковка производных вытеснена на второстепенные позиции. Пред-
ложено рассматривать скачки производной как факторы качества исходных данных при визуальном 
контроле. На тестовом примере проведено сравнение двух вариантов склеивания базовых функций 
и обсужден вопрос сохраняемости формы. Представлен пример обработки экспериментальных гра-
дуировочных данных.
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The paper presents formulas for calculating the parameters of exponential and logarithmic basic functions 
for the interpolation of the increasing function set by the table. Cases with even and odd numbers of argument 
steps are considered. The main goal was to prevent interpolation convexity, so the joining of derivatives was 
relegated to minor positions. It has been suggested that jumps in a derivative should be regarded as quality 
factors for basic data when visual examination is performed. The test case involved comparing two variants 
of pasting basic functions and discussing the issue of form-keeping. An example of processing experimental 
calibration data is demonstrated. The procedure is presented in the Pascal language.
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Актуальность предлагаемого алгоритма 
обусловлена тем, что интерполяция требу-
ется повсеместно при обработке экспери-
ментальных данных. Весьма важной обла-
стью применения интерполяции является и 
робототехника, прежде всего по части раз-
работки сенсорных устройств [1]. обработ-
ка сигналов от датчиков обычно происходит 
с применением градуировочных функций, 

определяющих зависимость электрического 
сигнала от измеряемых физических вели-
чин внешнего пространства. Например, мы 
измеряем интенсивность гамма-излучения, 
которое зависит от типа и объема мате-
риала, от плотности или концентрации со-
держащихся веществ. В этих и во многих 
других случаях имеющиеся теоретические 
формулы обычно нуждаются в эксперимен-
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обычные способы построения интерполя-
ционной кривой с помощью полиномов 
дадут неверную картину с выпуклостями. 
Предостережения об этом эффекте имеют-
ся, например, в [2, с. 409] и в [3].

В связи с этим заслуживают внимание 
экспоненты. Известно [4], что поиск пара-
метров интерполяционной функции в виде 
суммы экспонент является задачей слож-
ной из-за нелинейности экспонент, даже не 
всегда имеющей решение. Считается, что 
построение суммы экспонент целесообраз-
но в тех случаях, когда происхождение ис-
ходной таблично заданной функции имеет 
экспоненциальную природу, как, например, 
результаты измерений интенсивности излу-
чения смеси радиоактивных материалов.

Поэтому мы приходим к необходимости 
использовать кусочно-экспоненциальные 
комбинации. Традиционно они называют-
ся сплайнами.

Например, в [5] рассматриваются «экс-
поненциальные гистосплайны».

На основе экспоненты представляются 
функции синус и косинус – гиперболиче-
ские и тригонометрические. Такого рода 
обобщения называются экспоненциальны-
ми L-сплайнами [6, 7] и предлагаются для 
самого широкого использования. однако 
проработанные теоретические основы ока-
зываются весьма далекими от практическо-
го внедрения. Тем самым подтверждаются 
слова, написанные в [8, с. 44] именно по 
теме аппроксимации: «общие формулы, 
рассчитанные на все случаи жизни, нередко 
оказываются настолько сложными, что их 
не применяют ни в одном конкретном слу-
чае». Там же [8, с. 44] далее отмечен факт, 
постоянно получающий практическое под-
тверждение: «Трудоемкость же вычислений 
часто оказывается существенно меньшей 
при применении рекуррентных процедур».

Поэтому для практической деятельности 
по части формирования градуировочных за-
висимостей сенсорных устройств возникла 
необходимость выполнить интерполяцию 
экспонентами, хоть и не по обобщенной 
методике, но в значительной мере универ-
сальной, ограничиваемой лишь условием 
монотонности возрастания (или убывания) 
требуемой функции.

тальных проверках и поправках. Именно 
экспериментальные данные обычно приме-
няются в качестве эталонных. В ряде случа-
ев они формируются на основе измерений 
на заготовленном наборе образцов (в пре-
делах десятка). Поэтому на ограниченном 
количестве строк табличных данных возни-
кает задача построения интерполяционной 
функции; при этом следует контролировать 
ее качество, т. е. выявлять общую законо-
мерность (норму) и отклонение от нормы, 
чтобы при необходимости повторить изго-
товление образцов либо принять решение 
о том, что вместо интерполяции надо вы-
полнить сглаживание, например, методом 
наименьших квадратов.

При разработке новых сенсорных систем 
для расширяющихся областей применения 
часто случается, что в условиях кооперации 
и распределения полномочий между специ-
алистами разного профиля формирование 
градуировочных зависимостей происходит 
без участия разработчиков настраиваемой 
контрольно-измерительной аппаратуры, по 
отношению к которым экспериментаторы 
являются пользователями или заказчиками. 
Поэтому актуальна интеллектуализация 
предоставляемых программно-аппаратных 
средств, в данном случае и по части фор-
мирования градуировочных зависимостей. 
Пользователям должны быть предоставле-
ны удобные средства для работы, включая 
индикацию понятных и исчерпывающих 
сведений о качестве исходных и формируе-
мых данных.

Известно, что для обработки экспери-
ментальных данных выбор метода аппрок-
симации (интерполяции) целесообразно 
осуществлять с учетом условий, характер-
ных для данного анализируемого экспери-
мента: характер изменения данных, коли-
чество точек, точность измерения.

для градуировочных функций типично, 
что природа нам предоставляет монотонно 
возрастающие зависимости: y(x

i) < y(xi+1) 
при xi < xi+1.

однако возрастание может быть не-
равномерным и переходящим в асимпто-
тическое приближение к некоторому пре-
дельному уровню. если на таких участках 
получены редкие исходные данные, то 
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Построение экспоненты по трем про-
извольным точкам. Искомую экспонен-
циальную функцию запишем в виде  
y = C + B exp(Ax).

для вычисления трех параметров запи-
шем систему трех уравнений на трех точ-
ках:

1 1exp( );y C B Ax= +

2 2exp( );y C B Ax= +

3 3exp( ).y C B Ax= +

Разумеется, надо предварительно про-
верить неравенство отношений (y2 – y1)/ 
/(x2 – x1) и (y3 – y1)/(x3 – x1), чтобы пре-
дотвратить попытки строить экспоненту по 
прямой линии.

Исключаем параметр C:

1 2 1 2(exp( ) exp( ));y y B Ax Ax− = −

3 2 3 2(exp( ) exp( )).y y B Ax Ax− = −

Исключаем параметр B:

3 2 2 1

2 1 3 2

( )(1 exp( ( )))

( )(exp( ( )) 1).

y y A x x

y y A x x

− − − − =

= − − −

Полученное уравнение относительно A 
удобно записать в виде функции, прирав-
ниваемой к нулю:

2 1 3 2

3 2 2 1

( ) ( )(exp( ( )) 1)

 ( )( exp( ( )) 1) 0.

R A y y A x x

y y A x x

= − − − +

+ − − − − =

Функция R(A) имеет спад от минус-
бесконечности и возрастание в плюс-
бесконечность, а в отрицательную область 
плавно входит через точку R(0) = 0. Поэто-
му точка выхода из отрицательной области 
(искомое решение уравнения) находится 
приблизительно на таком же расстоянии от 
точки минимума Amin, как и точка R(0). для 
поиска точки минимума запишем уравне-
ние с первой производной:

2 1 3 2 3 2

3 2 2 1 2 1

'( ) ( )( ) exp( ( ))

 ( )( ) exp( ( )) 0.

R A y y x x A x x

y y x x A x x

= − − − −

− − − − − =
 

Получаем решение:

3 2 2 1

2 1 3 2
min

3 1

( )( )
ln

( )( )
.

y y x x
y y x x

A
x x

 − −
 − − =

−
Как видно, выражение под логарифмом 

всегда положительное при условии моно-
тонного возрастания исходных данных.

Удвоенное расстояние до точки мини-
мума, являющееся приближенным решени-
ем уравнения (4), берем в качестве началь-
ного значения для итерационного процесса 
по методу касательных:

0 min2 ;A A=  0 0( ) '( ) 0;R A R A A+ ∆ =

0 0( ) / '( );A R A R A∆ = −  0 .A A A← + ∆  
Всего лишь пять итерационных шагов 

оказываются достаточными, чтобы полу-
чить решение уравнения (4) с машинной 
точностью.

далее обратными подстановками в (2) и 
(1) получаем значения параметров B и C.

Построение экспоненты на равномерных 
шагах аргумента. Рассмотрим часто встре-
чающийся вариант, когда x3 – x2 = x2 – x1.

для исключения параметров А и B при-
меняем попарное деление уравнений (1), 
получаем уравнение, решаемое относитель-
но параметра С:

2 3

1 2

.
y C y C
y C y C

− −
=

− −
 

Получаем точное решение: 
2
2 1 3

2 1 3

.
2

y y y
C

y y y
−

=
− −

обозначив 

3 2 2 1exp( ( )) exp( ( )),r A x x A x x= − = −

запишем уравнение (3) в виде:

3 2 2 1( )(1 1 / ) ( )( 1).y y r y y r− − = − −  

Решение этого уравнения 3 2 2 1( ) / ( )r y y y y= − −
/3 2 2 1( ) / ( )r y y y y= − −  позволяет получить:

3 2

2 1

3 2

ln

.

y y
y y

A
x x

 −
 − =

−
Вычислив значения параметров A и С, 

получаем из (1) значение B с помощью лю-
бой из трех формул:

1 1

2
2 1

1
3 2 2 1

( ) exp( )

( )
exp( ),

( ) ( )

B y C Ax

y y
Ax

y y y y

= − − =

−
= −

− − −

2 2

3 2 2 1
2

3 2 2 1

( ) exp( )

( )( )
exp( ),

( ) ( )

B y C Ax

y y y y
Ax

y y y y

= − − =

− −
= −

− − −

(1)

(2)

(4)

(7)

(3)

(5)

(6)
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3 3

2
3 2

3
3 2 2 1

( ) exp( )

( )
exp( ).

( ) ( )

B y C Ax

y y
Ax

y y y y

= − − =

−
= −

− − −

Формулы (1)–(7) запрограммированы в 
процедуре, представленной в приложении.

Аналогично можно построить функцию 
x = c + b exp(ay) по формулам (1)–(5), при 
этом везде поменять местами x и y.

Соответственно получаем логарифмиче-
скую функцию y = ln((x – c)/b)/a.

Построение логарифмической функции на 
равномерных шагах аргумента. Рассмотрим 
также вариант x3 – x2 = x2 – x1 для логариф-
мической функции, хотя при этом полу-
чается решение итерационное, а не в виде 
точных аналитических формул.

Систему уравнений для этого варианта 
удобнее записать с экспонентами:

1 1exp( );x c b ay= +  2 2exp( );x c b ay= +

3 3exp( ).x c b ay= +  

Вычитая первое из второго, второе из 
третьего, приравнивая шаги аргумента x, 
получаем: 

2 1 3 2exp( ) exp( ) exp( ) exp( ).ay ay ay ay− = −  

После операции деления получаем:

3 2 2 1exp( ( )) exp( ( )) 2.a y y a y y− + − − =  

если y3 – y2 > y2 – y1, то сделаем следую-
щие обозначения:

3 2

2 1

;
y y

p
y y

−
=

−
 2 1exp( ( )).z a y y= −  

Приходим к необходимости найти точку 
пересечения горизонтальной линии уровня 
два со следующей функцией:

 
1

( ) 2.ph z z
z

= + =  

Кроме искомой точки пересечения, за-
висящей от параметра p, существует и по-
стоянная точка пересечения при z = 1. 
Точка минимума функции h(z) находится 
приблизительно посередине между двумя 
точками пересечения уровня два. Прирав-
нивая производную к нулю, находим:

1
1

min

1
.

p

z
p

+ 
=  
 

отсчитывая удвоенное расстояние от 
точки z = 1, находим приближенное реше-

ние z = 1 – 2(1 – zmin).
для итерационного уточнения по методу 

касательных нетрудно получить формулу:
2 2

2

2
.

1

p

p

z z z
z z

pz

+

+

− −
← + γ

−
Эмпирически найдено подходящее зна-

чение 1, 4.γ =
Получаем значение параметра 

a = ln(z)/(y2 – y1).
если y2 – y1 > y3 – y2, то обозначения 

сделаем иначе:

2 1

3 2

;
y y

p
y y

−
=

−
 3 2exp( ( )).z a y y= −  

Приходим к необходимости найти точку 
пересечения горизонтальной линии уровня 
два со следующей функцией:

1
( ) 2.

p
h z z

z
= + =  

Находим точку минимума и отмеряем 
удвоенное расстояние:

1
11 2( 1).pz p += + −  

Аналогично строим итерационный про-
цесс уточнения по методу касательных, по-
лучаем формулу:

1

1

2 1
.

p p

p

z z
z z z

z p

+

+

− −
← +

−
оказывается, что такой пересчет доста-

точно выполнить три раза.
Получаем значение параметра 

a = ln(z)/(y3 – y2).
далее вычисляем оставшиеся параметры 

требуемой функции:

2 1

2 1

;
exp( ) exp( )

x x
b

ay ay
−

=
−

 1 1exp( ).c x b ay= −  

Склеивание базовых функций. Имея на-
бор функций, построенных на тройках за-
данных точек (в виде экспоненты, лога-
рифма или прямой линии), приступаем к 
их склеиванию следующим образом:

пусть на точках (x0, y0), (x1, y1), (x2, y2) 
построена функция F1(x);

пусть на точках (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) 
построена функция F2(x);

обратные функции обозначим малень-
кими буквами f1(y) и f2(y);

(7)
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на интервале от x1 до x2, который яв-
ляется общим для функций F1(x) и F2(x), 
формируем комбинацию по формуле 

1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( );G x U x F x U x F x= + −  
аналогично на интервале от x2 до x3 фор-

мируем комбинацию 

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( );G x U x F x U x F x= + −
и т. д.
Каждая склеивающая функция Uk(x) на 

своем интервале от xk до xk+1 должна удо-
влетворять условию 0 ( ) 1.kU x≤ ≤  Иначе 
говоря, мы уверены, что истинная функция 
проходит где-то в зоне между Fk(x) и Fk+1(x).

Этот вариант склеивания путем сумми-
рования вертикальной координаты y будем 
называть вертикальным.

Аналогичное склеивание обратных 
функций путем суммирования горизон-
тальной координаты x будем называть го-
ризонтальным:

1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( ),g y u y f y u y f y= + −  

2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( )g y u y f y u y f y= + −  

и т. д.
будем называть правильным перекрест-

ком в точке xk ситуацию, когда обе разности 
F'k–1(xk) – F'k(xk) и F'k+1(xk) – F'k(xk) больше 
нуля (или обе меньше нуля).

В отличие от правильных перекрестков, 
будем называть xk точкой прогиба, если при 
подходе к ней обе разности Fk–1(xk) – Fk(xk) и 
Fk+1(xk) – Fk(xk) больше нуля или обе меньше 
нуля. При этом разности F'k–1(xk) – F'k(xk) и 
F'k+1(xk) – F'k(xk) имеют разные знаки.

Варианты склеивания. Наиболее про-
стым вариантом является усреднение:

1 2( ) ( ( ) ( )) / 2.H x F x F x= +  

В этом случае гарантируется, что ито-
говая функция будет всегда возрастающая 
(или убывающая).

Непрерывность производной не со-
блюдается, но существует возможность ре-
гулировать изломы за счет выбора видов 
функций (экспонента или логарифм) и 
вариантов их склеивания (по горизонтали 
или по вертикали) в их комбинированных 
комбинациях.

Например, уместно минимизировать 
сумму абсолютных величин разностей углов 
наклона получающейся изломанной итого-

вой линии в узловых точках, вычисляемую 
по формуле:

1

1

(arctg(0,5( ' ( ) ' ( )))

 arctg(0,5( ' ( ) ' ( )))).

k k k k
k

k k k k

abs F x F x

F x F x

−

+

+ −

− +

∑
 

При горизонтальном склеивании обрат-
ных функций вместо функции arctg надо 
применять функцию arcctg, разрывающую-
ся в нуле.

Заметим, что в точке прогиба xk разность 
арктангенсов можно рассматривать как две 
независимые разности: 

1(arctg(0,5( ' ( ) ' ( )))

 arctg( ' ( ))),
k k k k

k k
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− +
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Поэтому такая задача минимизации мо-
жет быть разбита на независимые подзада-
чи, граничащие в точках прогиба.

Аналогично можно ставить задачу ми-
нимизации максимальной разности углов. 
Но в рамках данной статьи ограничиваемся 
рассмотрением наиболее простых решений, 
претендующих на широкое использование 
именно благодаря своей простоте.

Рассмотрим склеивание следующего вида:

2 1

1 2 2 1

( ) (( ) ( )

 ( ) ( )) / ( ).

G x x x F x

x x F x x x

= − +

+ − −
 

В этом варианте  первая производная 

2 1 2 1

1 2 2 1

'( ) ( ( ) ( ) ( ) ' ( )

 ( ) ' ( )) / ( ).

G x F x F x x x F x

x x F x x x

= − + − +

+ − −
 

обладает свойством непрерывности; при 
этом G'(xk) = F'k(xk).

очевидно, что на правильных перекрест-
ках итоговая производная G'(x) претерпева-
ет заведомое занижение (или завышение) 
по сравнению с истинной производной 
требуемой функции. Между тем именно 
правильные перекрестки имеются в тех 
случаях, когда заданные исходные данные 
возрастают (убывают) вполне гладко. Это 
типично для градуировочных функций.

Сравнение вариантов склеивания. Что-
бы проверить, в какой мере получаемая 
кривая интерполяции адекватна истинной 
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кривой (сохраняемость формы), наиболее 
резонно и проще всего взять в качестве те-
стовой какую-нибудь аналитическую функ-
цию, которая чем-то похожа на заданную 
табличную функцию, выполнить интерпо-
ляцию на заданном наборе точек, а затем 
с мелким шагом построить график или та-
блицу отклонений результата интерполя-
ции от исходной тестовой функции.

Рассмотрим пример тестовой интерпо-
ляции функции ( ) 1y x x= +  на целочис-
ленных точках аргумента. Результаты пред-
ставлены в табл. 1. Как видно, оказалось, 
что вариант H(x) обеспечивает приближе-
ние лучше, чем вариант G(x). Непрерыв-
ность производной G'(x) совсем не означа-
ет, что она более точно повторяет y'(x).

A1 = –0,1707; B1 = –2,4019; C1 = 3,439;

A2 = –0,1266; B2 = –2,9013; C2 = 3,984.

Вариант H(x) не гарантирует плавность 
первой производной, но именно это свой-
ство является полезным для того, чтобы 
пользоваться весьма простым критерием 
качества результатов измерений, прини-
маемых в качестве исходных данных для 
интерполяции. Анализируя скачки первой 
производной, можно выражать экспертное 
мнение, считать ли исходные данные впол-

не адекватными действительности.
Пример экспоненциальной интерполяции. 

для экспериментальных данных, указанных 
в табл. 2, на рисунке представлены графики 
интерполяционной функции и ее произво-
дной (в масштабе, нормированном по мак-
симуму первого графика). В связи с тем что 
форма зависимости имеет горизонтальную 
асимптотику, в качестве базовых функций 
применены экспоненты с вертикальным 
усреднением.

Как видно, имеющиеся скачки произво-
дной помогают обращать внимание пользо-
вателя на подозрительные участки кривой, 
для которых желательны уточнения исхо-
дных данных.

Пользователю предоставляется так-
же возможность в интерактивном режиме 
вводить поправки (устранять горбы и про-
валы), наблюдать уточненные графики в 
сравнении с исходными.

Предлагаемая методика интерполяции в 
столь простом варианте удобна для прак-
тического программирования, обеспечива-
ет адекватное построение градуировочных 
функций и контроль их качества. Исполь-
зована на практике в области радиацион-
ных измерений.

Таблица  1

Сравнение двух вариантов интерполяции

x y(x) y'(x)
(F1'(x) –  

– y'(x)) *1000
(F2'(x) –  

– y'(x)) *1000
(F1(x) –  

– y(x)) *1000
(F2(x) –  

– y(x)) *1000
(G(x) –  

– y(x)) *1000
(H(x) –  

– y(x)) *1000

2,0 1,7321 0,2886 2,7998 –3,3961 0 0 0 0
2,1 1,7607 0,2839 2,5596 –2,2929 0,2691 –0,2829 0,2139 –0,0068
2,2 1,7889 0,2795 2,1811 –1,3664 0,5073 –0,4644 0,3129 0,0214
2,3 1,8166 0,2752 1,6798 –0,6000 0,7013 –0,5615 0,3224 0,0698
2,4 1,8439 0,2711 1,0696 0,0206 0,8396 –0,5893 0,2680 0,1251
2,5 1,8708 0,2672 0,36275 0,5088 0,9120 –0,5618 0,1751 0,1751
2,6 1,8974 0,2635 –0,4298 0,8763 0,9093 –0,4915 0,0687 0,2088
2,7 1,9235 0,2599 –1,2982 1,1336 0,8235 –0,3902 –0,0261 0,2166
2,8 1,9494 0,2564 –2,2338 1,2903 0,6474 –0,2682 –0,0850 0,1896
2,9 1,9748 0,2531 –3,2285 1,3551 0,3747 –0,1352 –0,0842 0,1197

Таблица  2

Исходные данные для интерполяции

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,3 6,2 10,0

830 2310 3069 3533 3705 3817 3935 4046
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Графики интерполяционной функции и ее производной

Приложение

Процедура вычисления параметров экспоненты

//Pascal- процедура вычисления параметров экспоненты
//  y = C + B * exp (A*x)
function Exp_Interpol (var A: real;  var B: real;  var C: real;
  x1: real;  x2: real;   x3: real; // x1 < x2 < x3
  y1: real;  y2: real;  y3: real): integer;
var  res, n: integer; f,ff,d,Amin,A0,dA,u,v,z,dif,r: real;
begin  d:=0.00001;
 if not ((x1+d<x2) and (x2+d<x3) and (y1+d<y2) and (y2+d<y3)) then
  begin  A:=0; B:=0; C:=0;  res:=0; // нарушен порядок возрастания
  end else
 begin   dif := (y3-y2) *(x2-x1) /((y2-y1) *(x3-x2));
  if  abs(dif-1) < d  then
   begin // нужна линейная интерполяция
    A:=(y3-y1)/(x3-x1); B:= y1-A*x1;  C:=0;   res:=1;
   end  else
  if x3+x1 = x2+x2 then
   begin // равномерный шаг аргумента
     z:=(2*y2 - y1 - y3);      C := (y2*y2 -  y1*y3) / z; 
     r :=(y3-y2)/(y2-y1);     A :=ln(r)/(x3-x2);
     B := (y1-C )*exp(-A*x1);     res:=2;
   end  else
   begin    Amin :=  ln(dif ) / (x3-x1);    A0 := 2 * Amin;
    n:=10; while n>0 do
     begin dec(n);
       u:=exp(A0*(x3-x2));   v:=exp(-A0*(x2-x1));
       F := (y2-y1)*(u-1)+ (y3-y2)*(v-1);
       FF := (y2-y1)*(x3-x2)*u - (y3-y2)*(x2-x1)*v;
       dA:=-F/FF; A0 := A0+dA;
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       if  abs(dA/Amin ) < 0.00000000000001 then break;
     end;
    A:=A0;    B:= (y1-y2)/(exp(A0*x1)-exp(A0*x2));
    C:= y1-B*exp(A0*x1);    res:=3;
end; end;  result:=res;  end;


