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А.Н. Вейс 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР PbBi4Te7 ПО РЕЗУЛЬТАТАМ АНАЛИЗА 
 КОЭФФИЦИЕНТОВ ОТРАЖЕНИЯ И ПОГЛОЩЕНИЯ СВЕТА

Исследованы спектральные зависимости коэффициентов отражения и по-
глощения света (при T = 300 K) в слоистом полупроводнике PbBi4Te7, ле-
гированном примесями серебра или кадмия и собственными дефектами. Все 
исследованные образцы обладали высокими холловскими концентрациями 
электронов nH = (eRH)–1, превышающими 5·1020 см–3. Показано, что оптические 
переходы в PbBi4Te7 на пороге межзонного поглощения являются прямыми и 
разрешенными. Установлено, что закон дисперсии электронов в этом соеди-
нении не параболичен и может быть описан в рамках кейновской модели не-
параболичности с учетом обменного взаимодействия свободных электронов. 
Оценены величины основных зонных параметров изучаемого соединения.

СЛОИСТЫЙ ПОЛУПРОВОДНИК, ОПТИЧЕСКОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ И ОТРАЖЕНИЕ, ЗОН-
НАЯ СХЕМА, ЗОННЫЕ ПАРАМЕТРЫ.

Введение

Явление термоэлектричества, состоя-
щее во взаимном превращении тепловой 
энергии в электрическую и наоборот, в на-
стоящее время широко используется для 
создания термоэлектрических генераторов 
и охладителей. Основное достоинство по-
добных устройств состоит в том, что они не 
содержат движущихся узлов и, вследствие 
этого, не требуют технического обслужи-
вания. Поэтому они находят применение в 
самых различных областях, начиная от про-
стейших сумок-холодильников и устройств 
для зарядки аккумуляторных батарей мо-
бильных телефонов и кончая сложными 
агрегатами, предназначенными для выра-
ботки электрической энергии и регулиро-
вания температуры на космических аппа-
ратах. 

К материалам, используемым для соз-
дания термоэлектрических генераторов и 
охладителей, предъявляются самые разноо-

бразные требования в отношении дешевиз-
ны, экологической безопасности и надеж-
ности. Однако все они должны обладать 
высокой термоэлектрической добротностью 
ZT (T – абсолютная температура). Термо-
электрическая эффективность материалов  
Z = S

0
2 σ κ–1 определяется комбинацией трех 

кинетических коэффициентов: термоэдс S0, 
удельной электропроводности σ и тепло-
проводности κ; последняя имеет две со-
ставляющие: фононную (решеточную) κph и 
электронную κe. 

Следует заметить, что термоэлектри-
ческие параметры S0, σ и κe взаимозависи-
мы. Это существенным образом усложняет 
процесс оптимизации Z, а следовательно, и 
термоэлектрической добротности ZT. До-
стигнутые к настоящему времени значе-
ния ZT в материалах, созданных на основе 
теллуридов свинца, германия и висмута, 
не превышают 1,5 [1]. В связи с этим по-
стоянно ведется поиск новых термоэлек-
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триков, которые могли бы обладать более 
высокими значениями термоэлектрической 
добротности. Сейчас наибольшее внимание 
уделяется материалам, обладающим низ-
кими значениями решеточной теплопро-
водности. К их числу относятся новые, в 
большинстве своем недавно синтезирован-
ные, слоистые тетрадимитоподобные сое-
динения  m-A4B6–n-A5

2B
6
3 (A

4 – Ge, Sn, Pb; 
A5 – Bi, Sb; B6 – Te). Методы получения 
этих соединений, их кристаллографические 
и электрофизические свойства детально 
описаны в работах [2 – 8].

Гексагональные элементарные ячейки 
соединений m-A4B6–n-A5

2B
6
3 образованы 

многослойными пакетами различных ти-
пов, упорядоченно чередующимися вдоль 
гексагональной оси c. Их кристаллические 
структуры представляют собою плотней-
шую кубическую упаковку атомов теллу-
ра, часть октаэдрических пустот которой 
занята катионами. Это обстоятельство, 
наряду с большими атомными массами 
элементов, входящих в их состав, обуслав-
ливает низкие значения решеточной тепло-
проводности слоистых полупроводников  
m-A4B6–n-A5

2B
6
3 за счет эффективного рас-

сеяния фононов. 
Наиболее перспективным среди всех 

тетрадимитоподобных соединений счи-
тается PbBi4Te7, обладающий проводимо-
стью n-типа. Достаточно заметить, что в 
абсолютно неоптимизированном по своим 
электрофизическим параметрам кристал-
ле PbBi4Te7, в котором холловская кон-
центрация электронов составляла порядка  
1·1021 см–3, авторами работы [6] было полу-
чено значение ZT = 0,5 при T = 600 K, что 
соответствует данным для легированного 
собственными дефектами теллурида висму-
та, обладающего на порядок более низкой 
концентрацией свободных дырок (около 
3·1019 см–3). Именно этот материал был из-
бран в качестве объекта исследования в на-
стоящей работе.

Существенное увеличение термоэлек-
трической добротности PbBi4Te7 возможно 
только в том случае, если удастся оптими-
зировать величины его  термоэлектриче-
ских параметров S0 и σ без существенного 
увеличения теплопроводности. Для этого 

необходимо, прежде всего, изыскать пути 
резкого снижения в нем концентрации 
свободных носителей заряда (в настоящее 
время величины холловской концентрации 
электронов nH/B (B – холл-фактор анизо-
тропии),  измеренные при 77 K, удается ва-
рьировать в пределах 5,0·1020 – 1,3·1021 см–3). 
Такого снижения можно достичь либо за 
счет легирования материала, либо за счет 
модификации его зонного спектра путем 
создания твердых растворов с замещения-
ми в катионной и анионной подрешетках. 
Именно поэтому вопросу изучения зонных 
спектров слоистых тетрадимитоподобных 
соединений в настоящее время уделяется 
самое пристальное внимание. Тем не ме-
нее, успехи, достигнутые на этом пути, 
можно признать незначительными.

К настоящему времени для PbBi4Te7 из-
учены температурные зависимости основ-
ных кинетических коэффициентов [4 – 8] 
и спектры оптического отражения в двух 
образцах с холловскими концентрация-
ми электронов nH/B ≤ 7·1020 см–3 [9]. Боль-
шинство из полученных в работах [4 – 9] 
данных было истолковано в рамках пара-
болической модели зоны проводимости. 
Исключение представляет работа [7], в ко-
торой   предполагается  непараболичность 
зоны проводимости PbBi4Te7. Однако ни-
каких экспериментальных данных, ее под-
тверждающих, в работе [7] не приводится. 
Более того, оценки величины эффективной 
массы плотности состояний при T = 77 K 
(md =  0,6 m0) и ее температурной зависимо-
сти md (T) = md0(T/T0)

0,25, приведенные в ра-
боте [7], были получены в параболическом 
приближении. Найденное таким образом  
значение  md было приравнено авторами  
работы [7] к величине эффективной массы 
плотности состояний на уровне Ферми в 
PbBi4Te7 при  nH  ≈  5·1020 см–3. 

Очевидно, что данных, содержащихся  в 
работах [4 – 9], недостаточно для того, чтобы 
сделать какие-либо заключения об особен-
ностях зонного спектра PbBi4Te7. Поэтому 
в настоящей работе были более подробно 
изучены спектральные зависимости коэф-
фициента отражения R в пределах всего 
доступного к настоящему времени интер-
вала холловских концентраций электронов  
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nH/B = (5,4 – 12,8) 1020 см–3. Эти данные 
были дополнены результатами исследования 
спектральной зависимости коэффициента 
оптического поглощения α, выполненно-
го в образце с наименьшей концентрацией 
свободных носителей заряда. 

Объекты исследования  
и методика эксперимента

Использованные в работе образцы были 
любезно предоставлены Л.Е. Шелимовой 
(Институт металлургии и материаловедения 
им. А.А. Байкова РАН, г. Москва, Россия). 
Они были выращены методом Чохральско-
го с подпиткой из жидкой фазы. Методика 
выращивания кристаллов, их легирования 
и результаты рентгенографического иссле-
дования готовых образцов детально опи-
саны в работах [4, 5]. Все исследованные 
образцы обладали электронным типом про-
водимости. Величины холловских концен-
траций электронов в них были оценены на 
основании измерений большой компонен-
ты тензора Холла R321 (измеряемой вдоль 
гексагональной оси c) по формуле 

nH = (eR321)
–1

в пренебрежении холл-фактором анизотро-
пии B. 

Изменение концентрации свободных 
электронов в исследованных образцах до-
стигалось посредством введения в росто-
вую шихту примесей кадмия или серебра. 
Характеристики исследованных образцов 
представлены в табл. 1.

Оптические поверхности, необходимые 
для измерения коэффициента отражения, 
были приготовлены посредством скола 

кристаллов вдоль плоскостей спайности. 
Тонкие образцы, необходимые для иссле-
дования спектров прозрачности T(λ) были 
выколоты из слитков. Их толщина d была 
определена при помощи профилографа-
профилометра модели 250 с погрешностью 
±0,25 мкм. 

Все измерения, выполненные в настоя-
щей работе, проведены по точкам при ком-
натной температуре (300 K), в естественном 
свете, распространяющемся в направлении 
гексагональной оси c. Число проходов по 
спектру при измерении различных оптиче-
ских коэффициентов было неодинаковым. 
При исследовании коэффициента отраже-
ния для достижения требуемой точности 
(ΔR/R ≤ 2 %) оказалось достаточным вы-
полнить 20 – 60 проходов, тогда как для 
достижения приемлемой точности в значе-
ниях α при измерениях прозрачности каж-
дого из образцов потребовалось выполнить 
более чем  500 проходов.

Расчет коэффициента поглощения был 
выполнен по формуле

2 4 2 2 11
ln (1 ) (1 ) 2 (2 ) .R R R T T

d
−  α = − + − + ⋅    

2 4 2 2 11
ln (1 ) (1 ) 2 (2 ) .R R R T T

d
−  α = − + − + ⋅    

При расчете α в коротковолновой обла-
сти спектра (при λ < 4,8 мкм) были исполь-
зованы экспериментальные значения про-
зрачности, усредненные по всем проходам, 
и лишь в области длинных волн – сглажен-
ные зависимости  T(λ), тогда как значения 
R, необходимые для расчета коэффициента 
поглощения, в обоих случаях определялись 
с использованием сглаженных кривых.

Для увеличения надежности конечных 
результатов, полученных в области края 
собственного поглощения, при исследова-
нии спектра α(hν) в соединении PbBi4Te7:Ag 
были использованы два образца близкой 
толщины, выколотые из различных частей 
массивного монокристалла. Данные, по-
лученные для каждого из них, обрабатыва-
лись отдельно, и лишь конечные результа-
ты, полученные при анализе этих данных, 
были усреднены. Спектральные зависи-
мости оптического отражения были также 
измерены в различных сколах массивных 

(1)

Таблица  1 

Характеристики исследованных образцов

№ Состав nH/B, 1020 см–3

1 PbBi4Te7: Ag 5,4

2 PbBi4Te7 9,9

3 PbBi4Te7: Cd 12,8

Примечание . Значения толщины образца № 1  
d = 2,17 и 2,25 мкм.
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Рис. 1. Зависимости эффективных масс  
проводимости в PbBi4Te7 от концентрации  

свободных электронов, T = 300 K.  
Приведены наши экспериментальные  

результаты (1) и   данные работы [9] (2).  
Линии – результаты расчета в рамках модели 

Кейна, выполненного по формуле (6) без учета 
(кривые 3, 4) и с учетом (5, 6) обменного  

взаимодействия электронов, при β = 0,1 (3), 
1000 (4); Eg0, эВ (A, эВ): 0,059 (0,005)  
(кривая 5); 0,087 (0,010) (кривая 6)

образцов (в двух для образца, содержаще-
го серебро, и шести в остальных образцах). 
Это позволило выявить существование 
пространственных неоднородностей в рас-
пределении концентрации свободных но-
сителей заряда, имеющих место в PbBi4Te7, 
легированном собственными дефектами 
(образец № 2 из табл. 1) или кадмием, и 
уменьшить степень их влияния на резуль-
таты расчета эффективных масс проводи-
мости.

Экспериментальные результаты

Качественный анализ полученных дан-
ных. На рис. 1 показаны эффективные 
массы проводимости mR /B (в зависимости 
от концентрации свободных электронов), 
определенные в плоскости скола при по-
мощи расчета спектральных зависимостей 
коэффициента отражения, полученных как 
в настоящей работе, так и  в работе [9] ме-
тодом Кухарского и  Субашиева [10]. 

При помощи указанного метода в иссле-
дованных образцах была также найдена ве-
личина высокочастотной диэлектрической 
проницаемости ε∞, которая  оказалась соот-

ветствующей данным работы [9] и равной 
42,5 ± 2,0. Результаты, приведенные на рис. 
1, указывают на то, что эффективные мас-
сы проводимости в PbBi4Te7 возрастают по 
мере увеличения концентрации свободных 
электронов. Это может свидетельствовать 
как о непараболичности закона дисперсии 
в зоне проводимости изучаемого соедине-
ния, так и о существовании в ней дополни-
тельной подзоны с большой эффективной 
массой плотности состояний, расположен-
ной по шкале энергий вблизи абсолютного 
экстремума зоны.

Для того чтобы определить тип опти-
ческих переходов на пороге межзонного 
поглощения, наблюдаемых  в PbBi4Te7, со-
ставляющие αN, связанные с межзонными 

Рис. 2. Спектры коэффициента поглощения α  
в PbBi4Te7 при nH/B = 5,45·1020 см–3 (T = 300 K). 

Символы – экспериментальные данные;  
d, мкм:  2,17 (1), 2,25 (2). Линии 3 – 7 –  

варианты экстраполяции поглощения  
свободными электронами, использованные  

при выделении спектров межзонного  
поглощения из экспериментальных данных
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переходами, были выделены из экспери-
ментальных кривых посредством вычита-
ния поглощения света свободными электро-
нами. Для этого поглощение свободными 
электронами было экстраполировано в ко-
ротковолновую область спектра по закону 

αfc ~ (hν)–n.

Из данного соотношения видно, что в 
двойном логарифмическом масштабе, в ко-
тором представлены экспериментальные 
результаты на рис. 2, зависимость αfc (hν) 
должна изображаться прямой линией с на-
клоном  –n.

Поскольку участок спектра, в котором 
поглощение свободными электронами мож-
но считать доминирующим, слишком узок, 
на основании имеющихся эксперименталь-
ных данных невозможно точно определить 
значение показателя степени n  в выраже-
нии для αfc. Поэтому при выделении спектра 
межзонного поглощения в PbBi4Te7 брался 

целый набор значений параметра  n в вы-
ражении для αf , меняющихся в пределах  
1,4 – 2,5 (см. рис. 2, прямые 3 – 7). Один из 
результатов, полученный вычитанием зави-
симости αfc (hν), а именно прямой 5 на рис. 
2, представлен на рис. 3, а (кривые 1 и 2).

Тип оптических переходов в PbBi4Te7 на 
пороге межзонного поглощения был опре-
делен путем сопоставления эксперимен-
тальных данных, представленных на рис. 3, 
с результатами расчета коэффициента по-
глощения, выполненного по формулам

0

~ ( )(1 ) ,
b

N c c c cE b E f dEα − −∫

0 0

1 1

{1 exp[ (1 / )

 ] [(1 / ) ] } .

N g n dn dp

dn dp

E m m

h m m kT − −

α = α + + µ + −

− ν ⋅ +

Данные формулы описывают непрямые 
и прямые разрешенные межзонные оптиче-
ские переходы электронов соответственно. 
В формулах (2), (3) αN и α0 – коэффициенты 

а) b)

(3)

(2)

Рис. 3. Спектральные зависимости коэффициента межзонного поглощения в PbBi4Te7, полученные 
из экспериментальных данных рис. 2 вычитанием составляющих αfc двумя способами (a,  b):  
a – вычтена  зависимость 5 рис. 2; b – вычтены последовательно зависимости  3 – 7 рис. 2  

и проведено  усреднение значений α по всем полученным при этом результатам.  
Линии – результаты расчета, выполненного по формуле (3), при EgN = 0,3 эВ и разных значениях Eg0, эВ: 0,2 

(кривая 3); 0,1 (4); 0,0 (5); на рис. 3,b ΔEi
max = 0,296 эВ и mdn/mdp: 0,5 (кривая 6); 1,0 (7); 2,0 (8); 3,0 (9);  

кривая 10 рассчитана  при EgN = 0,271 эВ и mdn/mdp = 3,0; d = 2,15 мкм (1) и 2,25 мкм (2)
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поглощения в полупроводнике с вырожден-
ным и невырожденным газом свободных 
носителей заряда соответственно; 

α0 = A (hν – Eg0)
1/2

(Eg0 – ширина запрещенной зоны в невы-
рожденном образце, A – коэффициент про-
порциональности); μn – химический потен-
циал электронов; mdn, mdp – эффективные 
массы плотности состояний на дне зоны 
проводимости и в потолке валентной зоны 
соответственно; Ec – энергия электронов 
в зоне проводимости, отсчитываемая от ее 
дна;

b = hν – Eg0 + hνph,

(энергией фонона hνph в расчетах пренебре-
галось); fc – фермиевская функция.  

Здесь необходимо отметить, что при 
больших энергиях квантов света (hν >> Eg0 
в случае непрямых переходов, или hν >> EgN  
в случае прямых) частотные зависимости 
αN(hν), определяемые формулами (2) и (3), 
асимптотически приближаются к зависимо-
стям α ~ (hν)2 и α ~ (hν)1/2, характерным  для 
непрямозонных и прямозонных полупро-
водников с невырожденным газом свобод-
ных носителей заряда. Это обстоятельство 
позволяет считать, не прибегая к расчетам, 
что данные, представленные на рис. 3, а, 
удовлетворяют зависимости (3) для прямых 
разрешенных переходов. В свою очередь,  
это означает, что абсолютные экстремумы 
зоны проводимости и валентной зоны в  
PbBi4Te7 расположены в одной и той же 
точке зоны Бриллюэна, а волновые функ-
ции электронов в них обладают противопо-
ложной четностью. 

Более того, уже на этапе качественно-
го анализа экспериментальных данных, 
с помощью формулы (3) можно оценить 
оптическую ширину запрещенной зоны 
легированного полупроводника EgN. Такая 
возможность обусловлена тем обстоятель-
ством, что в  коротковолновой области 
спектров αN(hν) различия между величи-
нами α0 и αN при hν >> EgN невелики. Они 
определяются фактором 

{1 + exp(EgN – hν) [(1 + mdn/mdp)kT]–1}

(указанный фактор не зависит от Eg0), ко-

торый  экспоненциально быстро приближа-
ется к единице при возрастании энергии 
квантов света hν. В частности, уже при 

hν – EgN  ≥ 0,15 эВ

различие между величинами α0 и αN не пре-
вышает 6 %. Поэтому для оценки величины 
EgN достаточно выполнить простую подгон-
ку кривой αN(hν), построенной с использо-
ванием формулы (3), к экспериментальным 
данным, варьируя значения EgN и коэффи-
циента пропорциональности A.    

Именно этим способом на начальном 
этапе были проанализированы экспери-
ментальные данные по оптическому по-
глощению в PbBi4Te7, представленные на  
рис. 3, а кривыми 1 и 2. Расчет зависимо-
стей αN(hν) был выполнен в приближении 
mdn = mdp при Eg0, равном 0; 0,1 и 0,2 эВ. Ре-
зультаты расчета представлены на рис. 3, а  
линиями (кривые 3 – 5). Получено, что в 
PbBi4Te7 EgN  ≈ 0,3 эВ.

Количественный анализ спектров меж-
зонного поглощения. Конечная цель иссле-
дования состояла не только в определении 
величины EgN, но и в оценке ширины за-
прещенной зоны Eg0 в PbBi4Te7 с невырож-
денным газом свободных носителей заряда. 
Но для такой оценки необходимо иметь 
спектр межзонного поглощения в PbBi4Te7 
с невырожденным газом свободных носите-
лей заряда, а он на данном этапе исследо-
ваний пока неизвестен. Поэтому следовало 
прежде всего установить, не содержит ли 
зависимость (3) каких-либо особенностей, 
указывающих на  возможность определить 
спектр межзонного поглощения в образце 
с невырожденным газом свободных элек-
тронов, а следовательно, найти величину 
Eg0  на основе результатов исследования 
межзонного поглощения в сильно легиро-
ванном кристалле. Для этого нужны, как 
минимум, две точки α0i, принадлежащие за-
висимости α0(hν), которая в полупроводни-
ках с непараболическим законом дисперсии 
спрямляется в координатах α0

2, hν. В этом 
случае искомый параметр Eg0 можно легко 
найти по  отсечке прямой α0(hν) на оси аб-
сцисс. Если оптическая ширина запрещен-
ной зоны сильно легированного кристал-
ла EgN  известна, то одну из необходимых 
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для расчета  точек можно сразу найти: при  
hν = EgN , в соответствии с выражением (3), 
αN  = α0/2.  Другую также нетрудно опреде-
лить с помощью формулы (3), поскольку 
отношение α0/αN  не зависит от Eg0.

Таким образом, при анализе формулы 
(3) следовало выявить такие особенности 
спектров αN(hν), которые бы позволили 
определить величину EgN сильно легирован-
ного кристалла независимо от данных по 
поглощению в образце с невырожденным 
газом свободных носителей заряда. При 
тщательном анализе спектров αN(hν) оказа-
лось, что подобные особенности в них дей-
ствительно существуют. 

Прежде всего было установлено, что 
производная по энергии от αN(hν)  имеет 
максимум при энергии hνmax, определяемой 
выражением 

max 2 4 3
F F F F

2 1/2 2 1
F F F F

ln{[2 2 1 2( 2

 2 ) ] (4 4 1) },

gN

−

θ = ε − ε − ε + + ε − ε +

+ ε − ε ⋅ ε + ε −
 (4)

где 

θmax = hνmax[(1 + mdn/mdp)kT]–1,

εgN = EgN[(1 + mdn/mdp)kT]–1,

εF = μn[(1 + mdn/mdp)kT]–1.

Отметим, что различия между hνmax и 
EgN уменьшаются по мере увеличения εF  
(рис. 4). 

Другая особенность спектров αN(hν), по-
зволяющая определить величину EgN, была 
обнаружена при графическом анализе за-
висимостей αN

2(hν), построенных по фор-

муле (3) при наперед заданных (и поэтому 
известных) значениях EgN и Eg0. Для этого 
спектры αN

2(hν) были разбиты на участки

αN
2(hνi – 0,005) – αN

2(hνi + 0,005)

протяженностью 0,01 эВ по шкале энергий, 
и через их концы были проведены секущие, 
удовлетворяющие выражению 

2 ,N B h Cα = ⋅ ν +

в котором
2 2

2 1

2 1

2

( ) ( )
,

( )

.

N N

N

h h
B

h

C B h

α ν − α ν
=

ν − ν

= α − ⋅ ν

Оказалось, что зависимости отсечек се-
кущих на оси энергий ΔEi(hνi) представля-
ют собою кривые с максимумом (рис. 5, а). 
При этом было установлено, что в образцах 
с вырожденным газом свободных носите-
лей заряда величины ΔEi

max в максимумах 
зависимостей ΔEi(hvi) близки к значениям 
EgN, использованным в расчетах (рис. 5, b). 
Незначительное различие между ΔEi

max и EgN 
может быть учтено  в конечном результате. 
Отметим, наконец, что спектральный ин-
тервал 

(hνi – 0,005) – (hνi + 0,005),

в пределах которого реализуется значение 
ΔEi

max, не содержит энергии hνmax, отвеча-
ющей максимуму наклона кривой αN(hν). 
Это, в принципе,  позволяет использовать 
различные участки спектров межзонного 
поглощения сильно легированных образ-
цов для оценки величины EgN и повышает 
тем самым ее надежность.

Разработанный метод был положен в 
основу количественного анализа экспери-
ментальных данных по поглощению, по-
лученных в PbBi4Te7. Из-за значительного 
разброса значений αN, обусловленного не 
только экспериментальными ошибками, но 
и неопределенностью в величине показате-
ля степени n в энергетической зависимо-
сти αfc, определение оптической ширины 
запрещенной зоны EgN было выполнено, в 
основном, при помощи построения зависи-
мостей αN

2(hν) и отыскания максимальных 
величин  отсечек ΔEi

max этих зависимостей 
на оси энергий. При этом была проана-

Рис. 4. Зависимость разности (εgN  – θmax) от  
энергии уровня Ферми εF (см. формулу (4))

(5)
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лизирована вся совокупность данных для  
αN  = α – αfc, полученных вычитанием раз-
личных вариантов спектральных зависи-
мостей коэффициента поглощения света  
свободными электронами (эти зависимости 
представлены на рис. 2 кривыми 5 – 7). Это 
позволило определить значения ΔEi

max и 
оценить погрешности δEi

max, возникающие 
при обработке экспериментальных кривых 
указанным выше методом.

 Возможные значения ширины запре-
щенной зоны Eg0i в PbBi4Te7 с невырожден-
ным газом свободных электронов оцени-
вались по отсечкам секущих, построенных 
по формуле (5). Все нужные для этого точ-
ки были определены по эксперименталь-
ным значениям αN с помощью формулы 
(3). Первые (базовые) точки представляли 
собой значения α0, найденные при вели-
чинах hν, ближайших к ΔEi

max, а также к  
ΔEi

max ± δEi
max. В качестве вторых точек были 

взяты значения α0, определенные при 

hν > ΔEi
max (hν > ΔEi

max ± δEi
max).

Полученные таким образом резуль-

таты были усреднены с использованием 
распределения Стьюдента с надежностью  
s = 0,95. При этом были исключены все 
данные, выходящие за пределы интервала –  
EgN ≤ ΔEi

max ≤ EgN. Расчеты были выполнены 
для дискретных значений mdn/mdp, равных 
0,5; 1,0; 2,0 и 3,0.

Оказалось, что в соединении PbBi4Te7 

ΔEi
max = (0,296 ± 0,08) эВ,

а величины Eg0 возрастают при увеличении 
отношения mdn/mdp. Полученные результаты  
приведены в табл. 2. Там же представлены 
поправки δEgN, найденные на основании 
данных, приведенных на рис. 5, b, значе-
ния 

EgN = ΔEi
max + δEgN

и химического потенциала электронов 

μn = (EgN – Eg0)[mdp /( mdn + mdp)].

Разумеется, учет поправок к оптической 
ширине запрещенной зоны сильно леги-
рованного полупроводника должен сопро-
вождаться уменьшением величин отсечек 
прямых α0

2(hν), построенных по формуле 

Рис. 5. Результаты количественного анализа спектров (см. текст). Зависимости отсечек ΔEi от hνi 
(a) и поправок к оптической ширине запрещенной зоны δEgN  от разности (EgN – Eg0) (b).  

a – значения (EgN – Eg0), эВ: 0,20 (кривая 1); 0,35 (2); 0,45 (3); 0,60 (4); b – значения mdn/mdp: 0,5(кривая 5);  
1,0 (6); 2,0 (7); 3,0 (8) 

а) b)

8

7

6

5
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(5) на оси абсцисс. Прямой расчет, выпол-
ненный по формуле (5) при mdn/mdp = 1, с 
использованием в качестве базовых точек 
значений α, найденых при hν = EgN + δEgN, 
или при hν = EgN + δEgN ± Δ EgN, показал, 
что снижение среднего значения ширины 
запрещенной зоны в кристалле с невырож-
денным газом свободных электронов не-
велико и не превышает 6 мэВ. Поскольку 
погрешность в средних значениях Eg0, обу-
словленная разбросом экспериментальных 
значений α, впятеро выше, столь незначи-
тельную поправку к значениям Eg0 можно 
не учитывать.

Обсуждение результатов

Прежде чем приступить к анализу по-
лученных результатов, следовало оценить 
возможный интервал изменения величины 
отношения mdn/mdp, удовлетворяющий экс-
периментальным данным. С этой целью 
были сопоставлены усредненные значения 
αN = α – αfc с расчетными зависимостями 
αN(hν). Последние были построены с ис-
пользованием  усредненных энергетиче-
ских параметров энергетического спектра 
PbBi4Te7 (см. табл. 2) при EgN = 0,296 эВ  
и изменяющейся величине отношения  
mdn/mdp. Спектры α0(hν), необходимые для 
расчета поглощения в сильно легирован-
ном образце, были построены по двум точ-
кам с использованием формулы (5). В каче-
стве первой из них было выбрано значение  
hν = Eg0, при котором α0 = 0, в качестве вто-
рой –  hν = EgN  (либо hν = EgN + δEgN  в том 
случае, если учитывались поправки к EgN), 

когда α0 = 2αN. Очевидным критерием для 
оценки служило согласие эксперименталь-
ных данных с расчетными кривыми. Кроме 
этого, указанное согласие между значения-
ми αN должно было сохраняться при учете 
поправок δEgN к значению оптической ши-
рины запрещенной зоны сильно легиро-
ванного кристалла. Эти поправки зависят 
от разности величин EgN и Eg0. 

Полученные результаты  показаны на 
рис. 3, b. Видно, что наилучшее  совпаде-
ние расчетных зависимостей αN(hν) с экспе-
риментальными данными наблюдается при 
mdn/mdp, равном 0,5 и 1,0. При увеличении 
mdn/mdp согласие экспериментальных точек с 
расчетными кривыми ухудшается, в особен-
ности в средней части экспериментальных 
спектров, где вклад поглощения  свобод-
ными электронами уже не столь существен, 
а экспериментальные ошибки в значениях 
α еще не слишком велики. Расчет также 
показал, что введение поправок δEgN при  
mdn/mdp ≤ 2 не нарушает  согласия между 
расчетными и экспериментальными зависи-
мостями αN(hν), тогда как при mdn/mdp = 3  
наблюдается резкое несоответствие между 
экспериментальными и расчетными значе-
ниями αN (см. кривую 10 на рис. 3, b). 

Все  вышеизложенное  позволяет пред-
положить, что величина отношения mdn/mdp 
в PbBi4Te7 лежит в интервале 0,5 – 1,0. От-
сюда  следует, что величина энергетической 
щели Eg0 между абсолютными экстремума-
ми зоны проводимости и валентной зоны 
в исследованном кристалле не превосходит 
0,12 эВ.

Таблица  2 

Результаты определения энергетических параметров соединения PbBi4Te7

mdn/mdp Eg0, эВ δEgN, эВ EgN, эВ μn, эВ

0,5 0,035 ± 0,029 0,0195 0,316 0,187

1,0 0,082 ± 0,036 0,0180 0,314 0,116

2,0 0,141 ± 0,032 0,001 0,297 0,052

3,0 0,175 ± 0,026 –0,025 0,271 0,024

Обозначения : Eg0 – ширина запрещенной зоны в невырожденном 
образце, δEgN – поправка к оптической ширине запрещенной зоны,  
EgN  = ΔEi

max + δEgN , μn – химический потенциал электронов.
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Рассмотрим теперь концентрационную 
зависимость эффективных масс проводи-
мости в плоскости скола, показанную на 
рис. 1. Сразу же заметим, что в спектрах 
поглощения PbBi4Te7 при энергиях квантов 
света, меньших 0,45 эВ, не было выявле-
но каких-либо признаков существования 
дополнительных подзон, расположенных 
вблизи абсолютного экстремума зоны про-
водимости. Это свидетельствует о том, 
что наблюдаемое в эксперименте возрас-
тание эффективных масс проводимости в 
PbBi4Te7 обусловлено непараболичностью 
закона дисперсии электронов. 

В большинстве узкощелевых материа-
лов, в частности в соединениях A4B6 и A5

2B
6
3, 

для описания концентрационной зависи-
мости эффективных масс проводимости 
электронов и дырок при T = 300 K успешно 
используется кейновская модель непарабо-
личности (см., например, работы [11 – 14]). 
Согласно этой модели, концентрационная 
зависимость эффективных масс проводи-
мости определяется выражением [15] 

0 3/2 * *
0

0 0 3/2 * *
1

( , )
/ ( / ) ,

( , )R R

L
m B m B

L−

µ β
=

µ β

где mR0 – эффективная масса проводимо-
сти на дне зоны; μ* = μ/kT – приведенный 
химический потенциал; β* = kT/Eg

* (Eg
* – 

эффективный зазор взаимодействия, как 
правило, равный Eg0 [11 – 14]); nLm

k – обоб-
щенные интегралы Ферми

* 2 *

0

( ) (1 2 ) ,n m n m kc
k

f
L z z z z dz

z

∞ ∂ = − + β + β ∂ ∫
(z = E/kT – приведенная энергия).

Необходимые для расчета концентра-
ционной зависимости эффективных масс 
проводимости значения μ* можно  найти из 
выражения для концентрации свободных 
носителей заряда,  которое в модели Кейна 
имеет вид

2/3 3/2 0 3/2 * *
0 03

2
/ (2 / ) ( , ),

3H dn B m kT B L
h
π

= µ β  

где md0 – эффективная масса плотности со-
стояний на дне зоны.

Из формул (6) – (8) видно, что величи-
ны эффективных масс проводимости зави-
сят от четырех параметров: mR0, md0, β

* и B.  

Большое количество параметров, а также 
значительный интервал допустимых зна-
чений μ в образце с nH/B = 5,45·1020 см–3 
не позволяют определить величины mR0 и 
md0. В связи с этим цель выполненного ана-
лиза эффективных масс проводимости со-
стояла  прежде всего в том,  чтобы выявить 
механизм формирования закона дисперсии 
электронов в PbBi4Te7, который обуславли-
вает быстрый рост значений mR в узком ин-
тервале концентраций свободных электро-
нов.

Проведенный анализ показал, что при 
любых значениях β* = сonst (nH/B), лежа-
щих в интервале 0,1 – 1000, можно подо-
брать такие значения эффективных масс 
mR0 и md0 на дне зоны проводимости, ко-
торые позволяют согласовать расчетные 
кривые с экспериментальными точками 
при «низких» значениях nH/B (см. рис. 1, 
кривые 3, 4). При этом величина отноше-
ния md0/mR0 оказывается равной 8 – 12. 
Однако при более высоких значениях nH/B 
расчетные кривые проходят ниже экспе-
риментальных точек. Это свидетельствует 
о том, что заметное влияние на свойства 
PbBi4Te7 может оказывать обменное взаи-
модействие свободных носителей заряда 
[16]. Специфика проявления  этого эф-
фекта в полупроводниках с кейновским 
законом непараболичности состоит в 
том, что при возрастании концентрации 
свободных носителей заряда происходит 
смещение заполненной электронами или 
дырками зоны в глубь запрещенной зоны. 
Вследствие этого уменьшается ширина 
энергетической щели между абсолютными 
экстремумами валентной зоны и зоны про-
водимости, что и приводит к возрастанию 
параметра непараболичности β* [11].

Вопрос о влиянии обменного взаимо-
действия свободных носителей заряда на 
ширину запрещенной зоны полупрово-
дников был подробно рассмотрен в рабо-
те [16]. В ней было показано, что сужение 
запрещенной зоны ΔEg

ee за счет электрон-
электронного взаимодействия определяется 
выражением

1/3
H ,ee

gE Bn∆ = −

где

(6)

(7)

(8)

(9)
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M

B e −
∞

 γ − γ = ε   π γ− γ γ   

γ = mt /ml;  ml
–1, mt

–1 – продольная и попе-
речная компоненты тензора обратных эф-
фективных масс; M – число эквивалентных 
долин. 

Ранее формула (9) успешно применя-
лась для объяснения данных по оптиче-
скому поглощению и отражению, получен-
ных в селениде (PbSe) и теллуриде (PbTe) 
свинца [11], а также при интерпретации 
особенностей концентрационной зависи-
мости эффективных масс проводимости 
в теллуриде висмута Bi2Te3 с проводимо-
стью n-типа [12]. Поскольку в упомянутых 
соединениях значения M, γ и ε∞ известны, 
величины параметра B в них можно было 
вычислить. Они оказались равными 0,03 
эВ в PbSe, 0,018 эВ в PbTe и 0,0093 эВ в 
n-Bi2Te3. В отличие от названных соедине-
ний, параметры зонного спектра (M и γ) 
для PbBi4Te7 до сих пор неизвестны. Можно 
только предполагать, основываясь на суще-
ствовании в нем ван-дер-ваальсовых связей 
между слоевыми пакетами, что в этом со-
единении изоэнергетические поверхности 
обладают сильной анизотропией. Поэтому 
для проверки  выдвинутого предположения 
о заметном влиянии обменного взаимодей-
ствия электронов на параметры энергетиче-
ского спектра PbBi4Te7 оставался один путь 
– подобрать такое значение параметра B в 
формуле (9), которое бы позволило  совме-
стить расчетные зависимости эффективных 
масс проводимости с экспериментальными 
данными в пределах всего исследованного 
интервала холловских концентраций элек-
тронов. Основой такого подбора могли  слу-
жить результаты исследования оптических 
свойств образца с nH/B = 5,45·1020 см–3. За-
тем следовало проанализировать, насколь-
ко подобранные таким образом значения B 
согласуются с возможным энергетическим 
спектром PbBi4Te7. Это накладывало огра-
ничения как на значения параметра B, ко-
торые не могли быть слишком большими, 
так и на величину энергетической щели 
Eg0 в  образце с концентрацией электронов 
nH/B = 5,45·1020 см–3, которая не должна 

была быть слишком малой.  Такие ограни-
чения позволяют при расчете эффективных 
масс проводимости избежать возникнове-
ния бесщелевого состояния (Eg0 = 0) вну-
три исследованного интервала холловских 
концентраций электронов. Указанное со-
стояние при дальнейшем увеличении nH/B 
станет устойчивым из-за невозможности 
пересечения электронных состояний с оди-
наковым импульсом и разной симметрией 
волновых функций [17]. 

Некоторые результаты, полученные при 
расчете эффективных масс проводимости 
в PbBi4Te7 в рамках модели Кейна, с уче-
том обменного взаимодействия электронов 
и в предположении Eg

* = Eg0, показаны на 
рис. 1 (кривые 5 и 6). Оказалось, что мини-
мальная ширина запрещенной энергетиче-
ской щели Eg0 в полупроводнике PbBi4Te7 
с концентрацией свободных электронов   
nH/B = 5,45·1020 см–3 составляет 0,06 эВ. 
Именно при таком значении Eg0 возможно 
совмещение расчетных кривых с экспери-
ментальными значениями mR/B при раз-
умных значениях параметра B. При этом 
величина параметра B в формуле (9) ока-
зывается равной 0,005 эВ. При увеличении 
Eg0 значение параметра B возрастает: при  
Eg0 = 0,08 эВ оно достигает значения 0,010 
эВ и становится равным 0,015 эВ при  
Eg0 = 0,12 эВ. Полученные результаты сви-
детельствуют о том, что учет обменного 
взаимодействия свободных носителей за-
ряда действительно позволяет согласовать 
расчетные зависимости mR/B(nH/B) с экспе-
риментальными точками при разумных зна-
чениях параметра B. Кроме того, результа-
ты указывают на необходимость учета этого 
эффекта при трактовке экспериментальных 
данных, полученных в PbBi4Te7.

Все вышеизложенное позволяет счи-
тать, что в PbBi4Te7 с наибольшей вероят-
ностью mdn = mdp, а величина энергетиче-
ской щели Eg0 в кристалле с наименьшей 
концентрацией свободных электронов  
(nH/B = 5,45·1020 см–3) при T = 300 K со-
ставляет 0,082 ± 0,036 эВ; при этом зна-
чениям Eg0, расположенным в верхней по-
ловине доверительного интервала, следует 
отдать предпочтение. Последнее утверж-
дение основано на том, что число эквива-
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лентных долин M, входящее в формулу (9), 
для PbBi4Te7 неизвестно. Если  M ≤ 2, то ис-
пользование значения параметра B = 0,005 
эВ может привести к затруднениям при 
объяснении аномально большой анизотро-
пии γ поверхностей постоянной энергии в 
изучаемом соединении. Помимо числа до-
лин M, в формулу (9) входит функция 

F(γ) = γ2/3[γ(1 – γ)]–1/2arctg[γ(1 – γ)–1],

которая изменяется от нуля (при γ = 0) до 
единицы (при γ = 1), причем быстрее всего 
F(γ) возрастает в интервале γ = [0 – 0,01]; 
на верхней границе этого интервала ее зна-
чение оказывается  равным 0,7. Поэтому 
уже при M = 2 величина γ, отвечающая 
значению B = 0,005 эВ, не превышает 0,02. 
Подобные значения γ ни в одном из из-
вестных полупроводников ранее не наблю-
дались. Именно по этой причине, значения 
B, лежащие в интервале 0,010 – 0,015 эВ, 
более предпочтительны. В этом случае в 
кристалле с невырожденным газом свобод-
ных электронов величина энергетической 
щели Eg0 при T = 300 K может составлять 
0,16 – 0,24 эВ. 

Полученная нами энергетическая схема 
полупроводника PbBi4Te7, которая отвечает 
экспериментальным данным, представлена 
на рис. 6.

Заключение

Таким образом, в результате прове-
денных исследований установлено, что 
PbBi4Te7 представляет собою узкощелевой 
прямозонный полупроводник, в котором  
оптические переходы  на пороге межзон-
ного поглощения являются разрешенными. 
Показано, что существенное влияние на 
закон дисперсии электронов в этом соеди-
нении оказывает обменное взаимодействие 
свободных носителей заряда.

Автор данной статьи считает своим 
приятным долгом выразить искреннюю 
признательность Л.Е. Шелимовой, предо-
ставившей образцы для экспериментов, и 
М.К. Житинской, выполнившей измерение 
их электрофизических свойств. 

Работа поддержана Минобрнауки Россий-
ской Федерации (государственное задание).

Рис. 6. Энергетическая схема полупроводника PbBi4Te7 с невырожденным (а)  
и вырожденным (b) газом свободных электронов

а) b)
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Veis A.N. THE ENERGY SPECTRUM OF PbBi
4
Te

7
 ON EVIDENCE DERIVED FROM 

LIGHT REFLECTION AND ABSORPTION COEFFICIENTS.

Spectral dependencies of light  reflection and absorption coefficients on photon energy for layered 
tetradymit-like n-PbBi4Te7 semiconductor doped with silver (or cadmium) and intrinsic defects have been 
investigated at T = 300 K.

 The compound under study was established to exhibit a narrow direct forbidden gap. It was found that 
its optical band gap Eg

opt = 0.31 eV, an energy gap parameter Eg0 between absolute extremums of the valence 
and conduction bands in the sample with the Hall electron concentration of 5.45·1020 cm–3 was equal to 
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Влияние примеси титаната бария на стабильность  
сегнетоэлектрической фазы НИТРАТА КАЛИЯ в композитах  

(1 – x)KNO3 + (x)BaTiO3 

Методом дифракции рентгеновского излучения проведено исследование 
температурной эволюции структуры KNO3 при нагреве и охлаждении в сег-
нетоэлектрических композитах (1 – x)KNO3 + (x)BaTiO3 при х = 0,25 и 0,50. 
Выявлено расширение температурного интервала существования сегнетоэлек-
трической фазы KNO3 в указанных композитах.

сегнетоэлектрик, композит, сегнетоэлектрический фазовый переход, 
дифракция рентгеновского излучения.

Введение

Сегнетоэлектрические композиты от-
носятся к неоднородным сегнетоэлектри-
ческим структурам, состоящим из компо-
нентов с различными диэлектрическими 
свойствами. Макроскопические физиче-
ские свойства таких систем могут заметно 
отличаться от соответствующих свойств 
исходных веществ из-за взаимного влия-
ния составляющих компонентов. В работе 
[1] показано, что учет дальнодействующе-
го диполь-дипольного взаимодействия в 
сегнетоэлектрических сэндвич-структурах 
PbTiO3/BaTiO3/PbTiO3 приводит к увеличе-
нию спонтанной поляризации среднего слоя 
структуры и к снижению влияния размерных 
эффектов на величину спонтанной поляри-
зации тонких сегнетоэлектрических пленок. 
В работе [2] обнаружено расширение тем-
пературного диапазона существования несо-
размерной фазы NaNO2 в композитах (1 – x)
NaNO2 + (x)BaTiO3 с различным содержани-
ем BaTiO3. В работе [3] для порошков смеси 
нитрата калия с диэлектрическим карбидом 
кремния (KNО3 + диэлектрик SiC) наблю-
далось понижение температуры фазового 
перехода (ФП) из сегнетоэлектрической в 
параэлектрическую α-фазу при уменьшении 

степени контакта между его соседними гра-
нулами, которая варьировалась добавлени-
ем порошка карбида кремния. При этом сам 
процесс перехода требовал большего интер-
вала времени. 

Нитрат калия при комнатной темпера-
туре и атмосферном давлении имеет орто-
ромбическую структуру (пространственная 
группа (SG) Pmcn) [4]. Эту фазу обозначают 
как фаза II или α-фаза. При нагреве до тем-
пературы примерно 401 K происходит пе-
реход в параэлектрическую тригональную 
фазу R-3m (β-фаза, фаза I). При охлажде-
нии между α- и β- фазами в температурном 
диапазоне 397 – 378 K существует сегнето-
электрическая фаза, имеющая тригональ-
ную структуру R3m (γ-фаза, фаза III) [5, 6].  
В тонких пленках [7] и в наночастицах  
[8, 9] нитрата калия сегнетоэлектрическая 
фаза может стабильно существовать даже 
при температурах ниже 273 K. Подобные 
пленки обладают такими ценными свой-
ствами, как квадратные петли гистерезиса, 
низкое значение потенциала переключения 
(5 В) и малое время переключения (20 нс) 
[10]. Это делает нитрат калия перспектив-
ным материалом для создания устройств 
сегнетоэлектрической памяти FeRAM, од-
нако этому препятствуют его некоторые 
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отрицательные свойства, среди которых 
можно отметить метастабильность сегнето-
электрической фазы при нормальных усло-
виях [5]. 

Титанат бария BaTiO3 относится к сег-
нетоэлектрикам типа смещения. При тем-
пературах выше 393 K он имеет кубическую 
кристаллическую структуру типа перовски-
та (SG Pm3m). Ниже 393 K (температура 
Кюри) происходит ФП, и до температуры 
278 K титанат бария является сегнетоэлек-
триком, имеющим тетрагональную симме-
трию (SG P4mm). При температурах ниже 
278 K происходит второй ФП, кристалл 
становится ромбическим. При температу-
ре около 183 K титанат бария испытывает 
третий фазовый переход и ниже этой тем-
пературы имеет ромбоэдрическую структу-
ру. 

Ранее были исследованы диэлектриче-
ские свойства композитов (1 – x)KNO3 +  
+ (x)BaTiO3 с различным объемным содер-
жанием BaTiO3 в диапазоне x = 0,05 – 0,50 
[11, 12]. На кривой температурной зави-
симости диэлектрической проницаемости 
ε(Т) при охлаждении наблюдалось два мак-
симума. Положение одного из них, наблю-
даемого при ~ 400 K для всех композитов, 
соответствует переходу из β-фазы в сегнето-
электрическую γ-фазу. Что касается второго 
максимума на зависимости ε(Т) при более 
низких температурах, то его положение за-
метно менялось при изменении концентра-
ции титаната бария. В статьях [11, 12] он 
был соотнесен с ФП γ → α. По результатам 
исследований была построена зависимость 
температурного интервала сегнетофазы ΔТ 
от содержания титаната бария. Оказалось, 
что при увеличении доли BaTiO3 (x) от  
0 до 0,4 происходит монотонный рост ве-
личины ΔТ от 12 до 65 K соответственно, 
а при х = 0,5 температурного максимума 
при более низкой температуре не наблю-
далось, из чего был сделан вывод, что сег-
нетоэлектрическая фаза KNO3 в композите 
данного состава подавляется. Для проверки 
этого предположения было решено прове-
сти исследования температурной эволюции 
структуры композитов (1–x)KNO3 + (x)Ba-
TiO3 при нагреве и охлаждении. 

Экспериментальная часть

Образец представлял собой порош-
ковую смесь сегнетоэлектриков KNO3 и  
BaTiO3, содержащую 25 и 50 объемных про-
центов BaTiO3. Измерения интенсивности 
рентгеновского излучения в зависимости от 
угла его рассеяния проводились на рентге-
новском дифрактометре Shimatzu на длине 
волны Kα-излучения меди (λ = 1,54 Å), в ре-
жимах нагрева и охлаждения при несколь-
ких температурах в диапазоне 350 – 410 K, 
включающем области фазовых переходов 
KNO3. Разрешение σ по углу 2θ в диапа-
зоне рабочих углов было не хуже 0,1°, ка-
либровка проводилась по порошку оксида 
алюминия Al2O3. Точность установки тем-
пературы составляла ±2 K, стабильность ее 
поддержания была ±1 K. При этом нагрев 
(с последующим охлаждением) образцов 
осуществлялся до температуры Т = 453 K, 
поскольку известно, что сегнетоэлектриче-
ская фаза KNO3 появляется только в случае, 
когда охлаждение начинается с температур 
выше Т = 443 K [5, 6]. Скорость изменения 
температуры при нагреве и охлаждении со-
ставляла 5 °С/мин. 

Результаты и их обсуждение

На рис. 1 приведены дифракционные 
спектры для композитов различного соста-
ва при нескольких температурах, получен-
ные при охлаждении образцов. 

Обнаружить на полученных дифракто-
граммах расщепление пиков титаната бария 
при его переходе из параэлектрической в 
сегнетоэлектрическую фазу не удалось из-
за недостаточного разрешения дифрактоме-
тра. На рис. 1 указаны упругие пики рассе-
яния рентгеновского излучения на данных 
композитах (дифракционные спектры), по 
которым проводилась идентификация α-, 
β-, γ- фаз нитрата калия. При переходе из 
β-фазы в сегнетоэлектрическую дифракци-
онный спектр для KNO3 модифицируется 
следующим образом: пик (012) β-фазы при 
2θ ≈ 26° превращается в пик (012) γ-фазы, 
при этом сдвиг положения составляет при-
мерно 1°; появляется пик при 2θ ≈ 29°, со-
ответствующий отражению (003) и наблю-
даемый только в γ-фазе; исчезает пик (104) 
β-фазы при 2θ ≈ 42°. 
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На основе полученных дифракцион-
ных данных можно сказать, что в компо-
зитах обоих составов температура фазово-
го перехода β → γ находится в интервале  

383 – 393 K, что хорошо соответствует 
данным диэлектрической спектроскопии  
(~397 ± 2 K). Для сравнения следует ука-
зать, что в чистом поликристаллическом 

Рис. 1. Дифрактограммы композитов (1 – x)KNO3 + (x)BaTiO3  
для значений x = 0,25 (a) и 0,50 (b), полученные при различных температурах T  

(режим охлаждения); T, K: 393 (1), 383 (2), 373 (3), 363 (4), 348 (5).  
Указаны положения пиков, соответствующих следующим кристаллическим структурам: KNO3 (пунктир),  
BaTiO3 (штрих-пунктир), материал подложки Al2O3 (стрелки). Для KNO3 указаны две структурные фазы:  

β (393 K) и γ (сегнетоэлектрическая, 383 K и ниже)

а)

b)



Физика конденсированного состояния

27

нитрате калия она составляет примерно 397 
K. После перехода из γ- в α-фазу в дифрак-
ционном спектре из наиболее интенсивных 
пиков должны исчезнуть отражения (012) 
при 2θ ≈ 27 °, (110) при 2θ ≈ 32,5° и появить-
ся пики (111) и (021) при 2θ ≈ 23 °, (112) 
при 2θ ≈ 34 °, (221) и (041) при 2θ ≈ 42 °.

На рис. 2 приведены дифрактограм-
мы композитов при Т = 363 K, получен-

ные при нагреве и охлаждении. Хорошо 
видно, что при охлаждении пики (111) и 
(021), соответствующие α-фазе, наблюдают-
ся при нагреве и отсутствуют при охлажде-
нии. Конечная температура измерений при 
охлаждении составляла 363 K для состава  
(0,75)KNO3 + (0,25)BaTiO3 и 348 K для  
(0,5)KNO3 + (0,5)BaTiO3. Из полученных 
дифракционных данных следует, что при 

Рис. 2. Дифрактограммы композитов (1 – x)KNO3 + (x)BaTiO3 для значений x = 0,25 (a) и 0,50 (b). 
Получены при одинаковой температуре T = 363 K в режимах нагрева (I) и охлаждения (II). 
Штриховыми линиями показаны положения пиков, использованных для идентификации фаз KNO3

а)

b)
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этих температурах нитрат калия все еще на-
ходился в сегнетоэлектрической фазе, что 
значительно меньше температуры ФП γ → α 
в чистом KNO3, равной примерно 378 K. Это 
значение при нормальном атмосферном дав-
лении может немного (в пределах несколь-
ких градусов) изменяться в зависимости от 
тепловой предыстории образца, от скорости 
охлаждения, а также влажности [13]. 

Следует отметить, что в составе с 50%-м 
содержанием титаната бария сегнетоэлек-
трическая фаза нитрата калия наблюдалась 
и при температуре 348 K (рис. 3). На этом 
рисунке представлено сравнение расчетной 
(при той же температуре) и эксперименталь-
ной дифрактограмм для состава 0,5KNO3 +  
+ 0,5BaTiO3. Хорошо видна принципиаль-
ная разница между этими спектрами: на 
экспериментальной кривой отсутствуют 
пики, соответствующие низкотемператур-
ной параэлектрической α-фазе, но наблю-
даются рефлексы, характерные именно для 
сегнетоэлектрической γ-фазы (для сравне-
ния см. рис. 2). 

Таким образом, полученные нами ре-
зультаты не подтверждают предположения 
о подавлении сегнетоэлектрической фазы в 
композите 0,5KNO3 + 0,5BaTiO3 при тем-

пературах ниже 383 K [11, 12]. Это несо-
ответствие может быть объяснено тем, что 
при минимальной температуре, при кото-
рой проводились измерения в указанных 
работах (330 K), фазовый переход из сег-
нетоэлектрической фазы в KNO3 еще не 
произошел. Действительно, если линейно 
экстраполировать полученную в работах [9, 
10] зависимость температурного интервала 
существования сегнетоэлектрической фазы 
KNO3 (ΔT) от доли примеси BaTiO3 в диа-
пазоне x = 0 – 0,4 за пределы этого диапа-
зона, то при x = 0,5 значение ΔТ составит 
около 80 K. Согласно диэлектрическим из-
мерениям температура ФП β → γ (Т1) прак-
тически не зависит от состава композита и 
составляет Т1 ~ 397 ± 2 K. В этом случае 
следует ожидать, что переход из сегнето-
электрической в α-фазу должен произойти 
ниже 320 K, однако ниже температуры 330 K  
диэлектрические и структурные измере-
ния не проводились. С другой стороны, 
возможно, что зависимость ΔТ от кон-
центрации x в композитах (1 – x)KNO3 +  
+ (x)BaTiO3 становится нелинейной при  
x > 0,4 и при увеличении содержания тита-
ната бария происходит стабилизация сегне-
тоэлектрической фазы в данном композите 

Рис. 3. Сравнение расчетного (пунктир) и экспериментального (сплошная линия) дифракционных 
спектров для композита (0,5)KNO3 + (0,5)BaTiO3 при 348 K. Стрелками указаны пики,  

соответствующие α-фазе
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вплоть до низких температур. Для проясне-
ния ситуации необходимы дополнительные 
измерения при бόльших концентрациях ти-
таната бария и при более низких темпера-
турах. Такие измерения мы планируем про-
вести в ближайшее время. 

Второй причиной наблюдаемого несо-
ответствия может быть сильное размытие 
ФП γ → α, сопровождаемое резким увели-
чением интервала времени самого перехо-
да, аналогично явлению, наблюдаемому в 
смеси KNО3 + диэлектрик SiC [3]. 

Заключение

Проведенные структурные исследо-
вания подтвердили, что в композитах  

(1 – x)KNO3 + (x)BaTiO3 при х = 0,25 тем-
пературный интервал существования сегне-
тоэлектрической γ-фазы резко расширяет-
ся. Что касается композита с х = 0,5, то в 
этом случае в эксперименте при понижении 
температуры не было обнаружено перехода 
в нитрате калия из сегнетоэлектрической в 
параэлектрическую α-фазу вплоть до тем-
пературы ~ 348 K, т. е. для этого состава 
общая тенденция расширения температур-
ного интервала стабильности γ-фазы при 
увеличении концентрации титаната бария 
сохраняется.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского научного фонда (проект  
№ 14-22-00136).
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Alekseeva O.A., Naberezhnov A.A., Stukova E.V., Popkov V.I. EFFECT OF 
BARIUM TITANATE ADMIXTURE ON THE STABILITY OF POTASSIUM NITRATE FER-
ROELECTRIC PHASE IN (1 – x)KNO

3 
+ (x)BaTiO

3
 COMPOSITES.

The study of temperature evolution of KNO3 structure in ferroelectric (1–x)KNO3 + (x)BaTiO3 composites 

at х = 0.25 and 0.50 has been carried out on cooling and on heating using X-ray diffraction. It was shown 
that on cooling the phase transition temperature (Tc) from the high-temperature paraelectric phase into 
the ferroelectric one did not depend on barium titanate concentration and coincided practically with Tc for 
the pure KNO3. Simultaneously the admixture of BaTiO3 enlarged essentially the temperature interval of 
the KNO3 ferroelectric phase stability in these composites. The structure refinement did not confirm the 
suppression of the ferroelectric phase of potassium nitrate proposed formerly for (0.5)KNO3 + (0.5)BaTiO3 
sample on a basis of dielectric spectroscopy data. The transition from the ferroelectric phase into the low-
temperature paraelectric α-phase was not observed in this composite on cooling down to 348 K. 

ferroelectric, composite, ferroelectric phase transition, X-ray diffraction.
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Особенности диффузного рассеяния  
синхротронного излучения на монокристалле SBN-60  

при комнатной температуре

Проведено исследование диффузного рассеяния синхротронного излуче-
ния на монокристалле Sr0,6Ba0,4Nb2O6 (SBN-60) при комнатной температуре в 
нулевом приложенном электрическом поле и выявлено сосуществование двух 
различных типов рассеяния, описываемых разными корреляционными функ-
циями. Определены соответствующие корреляционные длины, которые для 
первой компоненты равны примерно 10 и 15 нм, а для второй –3 и 25 нм.

релаксор, корреляционная длина, дифракция рентгеновского излуче-
ния, диффузное рассеяние.

Введение

Сегнетоэлектрики-релаксоры [1, 2], 
среди которых важное место занимают 
твердые оксидные растворы со структурой 
перовскита или вольфрамовой бронзы, яв-
ляются неоднородными системами с раз-
упорядоченной структурой. В связи с этим 
их физические свойства  обладают целым 
рядом уникальных особенностей. Напри-
мер, в отличие от обычных сегнетоэлек-
триков, фазовый переход (ФП) релаксоров 
существенно размыт в широком дипазоне 
температур (область Кюри), а значения 
диэлектрических, пьезо- и пироэлектри-
ческих, электро- и нелинейно-оптических 
характеристик чрезвычайно высоки и сла-
бо зависят от температуры [3, 4]. При этом 
высокие значения диэлектрической прони-
цаемости ε (от 103 до 105, в зависимости от 
состава) имеют на частотной зависимости 
пологий максимум и заметную низкоча-
стотную дисперсию в диапазоне температур 
300 – 400 K.

Кристаллы твердых растворов ниобата 
бария-стронция SrxBa1−xNb2O6 (SBN-x) при 
концентрациях х = 0,60 – 0,75 [5] принад-

лежат к классу релаксоров, и их параме-
тры перехода в релаксорное состояние (его 
температура  и степень  размытия) можно 
регулировать составом, т. е. соотношением 
концентраций стронция и бария [5, 6].

Структура кристалла SBN-60 (х = 0,60, 
т. е. 60 %) была уточнена в работе [6]. В 
высокотемпературной фазе она являет-
ся тетрагональной с пространственной 
группой 4/mmm, а в низкотемператур-
ной соответствует группе 4mm; параметры 
элементарной ячейки: а = 12,4566(9) Å,  
с = 7,8698(6) Å. Следует отметить, что струк-
тура SBN-60  характеризуется наличием 
векторов модуляции q1 = 0,3075(6) (a* + b*), 
q2 = 0,3075(6) (a* – b*), где a*, b* – векторы 
обратного пространства. Влияние модуля-
ции нагляднее всего проявляется в смеще-
ниях позиций атомов кислорода (на 0,5 Å) 
и позиции 4с, занятой атомами стронция 
и бария. Авторы статьи [7] выяснили, что 
полученные данные соответствуют указан-
ной структуре только в случае упрощенной 
модели, в которой эта атомная позиция 4с 
заселена атомами стронция и бария с оди-
наковой вероятностью. Стоит отметить, что 
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при уточнении структуры авторы работы 
[7] использовали только первый порядок 
волны модуляции, но велика вероятность 
того, что для получения полного решения 
необходимо использовать сателлиты выс-
ших порядков и более сложную модель.

Цель данной работы – получить мак-
симум  информации об особенностях кри-
сталлической структуры монокристалла 
SBN-60, проанализировать формы линий 
диффузного и брэгговского рассеяния син-
хротронного излучения в различных сече-
ниях обратного пространства. 

Экспериментальная часть

Эксперимент проводился на линии ID29 
источника синхротронного излучения в гео-
метрии Лауэ, в Европейском центре син-
хротронного излучения (ESRF – European 
Synchrotron Radiation Facility), во Фран-
ции.  Длина волны падающего излучения 
составляла λ = 0,7749 Å, ширина полосы  
Δλ/λ ≈ 2۰10–4. Образцы представляли со-
бой игольчатые кристаллы длиной около  
100 мкм. Двумерные распределения интен-
сивности рассеяния излучения при ком-
натной температуре получены при помо-
щи детектора PILATUS 6M [8]. Уточнение 
матрицы ориентаций и предварительная 

реконструкция обратного пространства 
были проведены с использованием паке-
та программного обеспечения CrysAlis [9]. 
Двумерные распределения интенсивностей 
рассеяния излучения были получены и 
проанализированы в следующих сечениях: 
(H K 0), (H K 1/2), (H K 1), (H K 2), (H 0 L)  
и (H H L).

Результаты и их обсуждение

Двумерные распределения интенсивно-
стей в плоскостях (H K 0) и (H H L) для кри-
сталла Sr0,6Ba0,4Nb2O6 приведены на рис. 1.

На распределениях хорошо видны глав-
ные (с целыми индексами) дифракционные 
пики, а также пики с дробными индекса-
ми, появление которых связано с наличи-
ем модулированной структуры [6]. Главные 
дифракционные пики можно проиндекси-
ровать в тетрагональной ячейке с постоян-
ными решетки a = 12,37 Å и c = 3,91 Å, 
что согласуется с предыдущими дифракци-
онными экспериментами, выполненными 
на кристалле со слегка иной стехиометрией 
(Sr0,61Ba0,39Nb2O6) [6]. В плоскости обратно-
го пространства (H K 1/2) интенсивности 
рассеяния, расположенные при полуцелых 
значениях L, сливаются в диффузные пики. 
Подобные, значительно более слабые осо-

Рис. 1. Двумерные распределения рассеяния синхротронного излучения  
в плоскостях H K 0 (a)  и H H L (b) монокристалла SBN-60.  

Нулевой узел расположен в центре каждого рисунка. Стрелки (рис. 1, b) указывают направления  
интегрирования; маркер 1 со стрелкой – положение узла (4 4 0); вертикальные пунктирные линии – 

направления интегрирования 4 4 L и 1,31 1,31 L (см. текст и рис. 2)

а) b)
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бенности, наблюдаемые в плоскостях об-
ратного пространства (H K 0), (H K 1/2) и 
(H K 1), можно интерпретировать как отра-
жения второго порядка, сгруппированные 
по два или по четыре. 

На рис. 2 представлены одномерные 
дифрактограммы, полученные при ин-

тегрировании двумерных распределений 
интенсивности в плоскости (H H L) вдоль 
двух различных направлений: по линии  
а* + b* (рис. 2, а; см. также стрелки (H H 0) 
и (H H 1/2) на рис. 1, b), по оси с* (рис. 2, b; 
см. также стрелку на рис. 1, b) через узел  
(4 4 0) – вертикальная пунктирная ли-

Рис. 2. Одномерные распределения  интенсивности рассеяния СИ в SBN-60 вдоль  
двух направлений: a* + b* (a) и оси с* (b); 

a – картины, соответствующие отражениям семейств (H H 0) и (H H 1/2), показаны соответственно 
сплошной и пунктирной линиями; интенсивности пиков семейства (H H 1/2) увеличены в 25 раз  
для наглядности; b – картины, соответствующие пикам семейств (4 4 L) и (1,31 1,31 L), показаны  

соответственно сплошной  и пунктирной линиями (см. также рис. 1)

а)

b)
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ния H H L и вдоль вертикальной линии 
1,31 1,31 L. 

Важно отметить, что картины этих рас-
пределений принципиально отличаются. На 
рис. 2, а сплошные узкие, практически со-
ответствующие инструментальному разре-
шению, линии соответствуют брэгговским 
отражениям (интегрирование вдоль H H 0 
на рис. 1, b), а пунктирные (сканирование 
вдоль H H 1/2 на рис. 1, b) – сверхструк-
турным пикам, которые значительно уши-
рены, по сравнению с упругими пиками. В 
то же время на рис. 2, b видно, что и упру-
гие, и сверхструктурные пики, положение 
которых соответствует известным векторам 
модуляции, довольно острые и, как показа-
ла дальнейшая обработка, хорошо описы-
ваются квадрированным лоренцианом. 

Таким образом, экспериментально по-
казано, что ширина линии у пиков с по-
луцелым значением L (в дальнейшем будем 
называть этот вклад первой компонентой 
диффузного рассеяния) значительно от-
личается от собственной ширины линии 
упругих брэгговских отражений. 

Первая компонента диффузного рассея-
ния вблизи точки обратного пространства 
6,31 6,31 0,50 (рис. 3, a) хорошо описывает-
ся квадрированным лоренцианом по всем 
направлениям:

2 2

2 2 2 2 2

~

2
,

(1 )
( ) ~

( )
ab c

ab x y c z

G
q

q
q q

ξ ξ
+ ξ + + ξ

где qx, qy, qz  – компоненты приведенного 
волнового вектора; ξab, ξc – корреляцион-
ные длины вдоль направления a* + b* и 
вдоль оси c*.

Описание (1) соответствует реальной 
пространственной корреляционной функ-
ции

2 2 2 2 2 1/2
( ) ~ exp .

( ( ) )ab c

r
G r

x y z

 
− ξ + + ξ 

Применение указанных аппроксима-
ций дает значения корреляционной длины 
ξ(1)

ab примерно 10 нм вдоль направления  
a* + b* и ξ(1)

c, равной около 15 нм вдоль оси 
с*. Кроме того, такая форма пространствен-
ной корреляционной функции свидетель-
ствует о том, что в данном случае резкая 
граница области упорядочения отсутствует.

Помимо первой, существует и вторая 
компонента диффузного рассеяния, наблю-
даемая в плоскостях обратного простран-
ства с целым значением L. Эта компонента 
достаточно резко ограничена вдоль оси с* и 
сильно уширена в направлении a* + b*. На 
рис. 3, b приведен профиль наблюдаемого 
рассеяния в окрестности одного из таких 
отражений, в данном случае это (5 0 2). 

Хорошо видно, что интенсивность рас-
сеяния синхротронного излучения состоит 
из двух компонент: достаточно узкого упру-
гого брэгговского пика и широкой колоко-
лообразной кривой диффузного рассеяния. 

Рис. 3. Формы линий интенсивности первой (a) и второй (b) компонент рассеяния СИ  
в SBN-60, отвечающих полуцелому (а) и целому (b) значениям L. Символы соответствуют  

экспериментальным значениям интенсивности, сплошная линия – аппроксимация

а) b)

(1)

(2)
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Профиль брэгговских отражений легко 
описывается гауссианом, что позволяет на-
дежно выделить вторую диффузную компо-
ненту. Она хорошо описывается обычным 
лоренцианом, и корреляционная функция 
в этом случае имеет следующий вид:

2

~

2 2 2 2
( ) ~

( )
.

1
ab c

ab x y c z

G
q q q

q
ξ ξ

+ ξ + + ξ

Из этой аппроксимации с помощью 
выражения (3) был получен второй набор 
корреляционных длин ξ(2)

ab ≈ 3 нм вдоль на-
правления a* + b* и ξ(2)

c ≈ 25 нм вдоль оси с*.  
Отметим, что последнее значение близко 
к значению длины корреляции при тем-
пературе, которая ниже температуры пере-
хода в релаксорное состояние (значение  
25 нм получено в работе [10] при исследо-
вании критического рассеяния нейтронов  
в SBN-60).

Важно обратить внимание на тот факт, 
что оба типа рассеяния соразмерны с упру-
гими отражениями, характерными для исхо-
дной структуры SBN-60, поэтому нет осно-
ваний полагать, что существует реальная 
двухфазность кристаллической структуры. 
Скорее всего, справедлива гипотеза о со-
существовании двух типов частичного упо-
рядочения катионов в A- и B-каналах [11]. 
Мгновенную фотографию такой структуры 
можно представить, например, как «каплю» 
несоразмерно упорядоченных катионов в 
матрице, причем цепочки в соседних ка-
налах практически не коррелируют друг с 

другом. Стоит отметить, что такая картина 
не обязательно является статичной.

Заключение

Исследование обратного пространства 
Sr

0,6Ba0,4Nb2O6 (SBN-60) при комнатной тем-
пературе позволило выявить сосуществова-
ние двух различных видов упорядочений с 
разными значениями длины корреляции и 
разными формами корреляционных функ-
ций. Первая компонента рассеяния хорошо 
описывается квадрированным лоренциа-
ном и имеет характерные корреляционные 
длины ξ(1)

ab ≈ 10 нм и ξ(1)
c ≈ 15 нм. Вторая 

компонента описывается лоренцианом (как 
в базисной плоскости, так и в осевом на-
правлении) и характеризуется малой кор-
реляционной длиной вдоль направления  
a* + b* (ξ(2)

ab ≈ 3нм) и гораздо большей дли-
ной вдоль оси с* (ξ(2)

c ≈ 25 нм). 
Такой вид корреляционных функций 

позволяет говорить о справедливости ги-
потезы о сосуществовании двух типов ча-
стичного упорядочения катионов в A- и 
B-каналах, причем цепочки, имеющие ло-
кальное упорядочение и находящиеся в со-
седних каналах, практически не коррелиру-
ют друг с другом. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского научного фонда (проект  
№ 14-22-00136 «Структура и свойства самоор-
ганизованных и композитных мезоструктуриро-
ванных сегнето- и пьезоэлектриков и мульти-
функциональных материалов, 14-22-00136»).

(3)
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Диэлектрические свойства СИСТЕМЫ  
нитрат калия–нитрат аммония

Изучены температурные зависимости линейной диэлектрической прони-
цаемости ε и коэффициента третьей гармоники g3 для  нитрата калия и поли-
кристаллических бинарных соединений (KNO3)1–x(NH4NO3)x (x = 0,025, 0,035, 
0,050, 0,100) в интервале температур 300 – 460 K. Обнаружено расширение 
температурного интервала сегнетоэлектрической фазы нитрата калия при уве-
личении значения x. Предложена термодинамическая модель влияния нитрата 
аммония на температуру реконструктивного фазового перехода II → I в нитра-
те калия.

Сегнетоэлектрик, диэлектрическая проницаемость, фазовый переход, 
коэффициент третьей гармоники.

Введение

Нитрат калия KNO3 рассматривается 
как перспективный материал для созда-
ния энергонезависимой памяти [1]. Сегне-
тоэлектрическая фаза в этом соединении 
проявляется только при охлаждении и в 
узком температурном интервале. В работах  
[2 – 10] исследовалось влияние различных 
факторов на величину температурного ин-
тервала сегнетоэлектрической фазы в ни-
трате калия. Так, например, исследовалось 
влияние ионов Na+, Rb+ на сегнетоэлек-
трические свойства KNO3 [2, 3]. Большое 
количество работ посвящено изучению 
размерных эффектов в нитрате калия [4 – 
9]. Влияние ограниченной геометрии на 
формирование сегнетоэлектрической фазы 
KNO3 наблюдалось в тонких пленках [4], 
пористых стеклах [5, 6] и матрицах МСМ-41  
[7 – 9]. В работе [5], где проводились ис-
следования KNO3 в пористых стеклах мето-
дом дифференциальной сканирующей ка-
лориметрии, было обнаружено расширение 
области существования сегнетофазы III от  
15 K в объемном образце до значений тем-
пературы около 20 и 37 K для образцов с 
размерами частиц 160 и 23 нм, соответ-
ственно. В последнее время проводятся ис-
следования сегнетоэлектрического состоя-
ния в композитах на основе нитрата калия 

и перовскитоподобных сегнетоэлектриков 
[10]. Существенно, что во всех вышеука-
занных работах сообщалось о расширении 
области существования сегнетоэлектриче-
ской фазы относительно таковой для чи-
стого нитрата калия. 

Данная работа посвящена исследованию 
линейных и нелинейных диэлектрических 
свойств поликристаллических бинарных 
композитов системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x 
(x = 0,025, 0,035, 0,050, 0,100) в температур-
ном интервале 300 – 460 K по сравнению с 
аналогичными свойствами чистого нитрата 
калия. 

Образцы и методика эксперимента

Нитрат калия при комнатной темпера-
туре и атмосферном давлении имеет ром-
бическую структуру и пространственную 
группу Pmcn (фаза II) [11]. При нагреве 
образца до температуры 401 K происходит 
фазовый переход в фазу I, имеющую раз-
упорядоченную тригональную кальцитопо-
добную структуру 3 .R m  При охлаждении 
из высокотемпературной фазы I при 397 K 
может наблюдаться переход в фазу III с про-
странственной симметрией R3m. При более 
низких температурах происходит переход 
из фазы III в стабильную при комнатной 
температуре фазу II. Фаза III является сег-
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нетоэлектрической и наблюдается только в 
том случае, если охлаждение производится 
после предварительного нагрева до темпе-
ратуры не ниже 453 K. Переходы между фа-
зами II и I или III являются реконструктив-
ными, т. е. их симметрии не подчиняются 
соотношению группа-подгруппа. Нитрат 
калия – это несобственный сегнетоэлек-
трик. В фазе III он обладает спонтанной 
поляризацией, направленной вдоль оси c. 
При температуре 390 K модуль вектора по-
ляризации Ps = 8 – 10 мкКл/см2 [11]. Было 
обнаружено, что температурный интервал 
существования сегнетоэлектрического со-
стояния в KNO3 зависит от тепловой пред-
ыстории, скорости охлаждения [12, 13], и 
при предварительном прогреве образца до 
470 K этот интервал для первого цикла 
нагрев-охлаждение составляет около 24 K.

Нитрат аммония в исследуемом интер-
вале температур может находиться в пяти 
различных фазах [14]. От комнатной тем-
пературы до 305 K стабильна орторомби-
ческая фаза с пространственной группой 
Pmmn. В интервале температур 305 – 357 K 
орторомбическая структура обладает про-
странственной группой Pnma. При даль-
нейшем нагреве от 357 до 443 K стабильна 
тетрагональная фаза с пространственной 
группой P421m. Выше 443 K нитрат аммо-
ния обладает кубической структурой и про-
странственной группой Pm3m. 

Фазовый состав смеси нитратов калия 
и аммония исследовался в работах [15, 16]. 
Твердые растворы нитрата аммония в ни-
трате калия формируются только при зна-
чениях температуры ниже 298 K. При более 
высокой температуре присутствует большое 
количество другой фазы, которая представ-
ляет собой твердый раствор нитрата аммо-
ния в метастабильной фазе III нитрата ка-
лия.  Согласно данным работ [15, 16], смесь 
нитратов калия и аммония в исследуемых 
концентрациях образует твердые растворы 
с сохранением кристаллической структуры 
нитрата калия. Нитрат аммония встраи-
вается в кристаллическую решетку KNO3. 
Можно предположить, что примесь малых 
количеств нитрата аммония должна вызы-
вать в кристаллах нитрата калия локаль-

ные искажения, приводящие к изменению 
диэлектрических свойств и сдвигу фазовых 
переходов. Диэлектрические свойства си-
стемы KNO3–NH4NO3, насколько нам из-
вестно, ранее не изучались.

Образцы кристаллических бинарных 
соединений (KNO3)1–х(NH4NO3)x (x = 0,025, 
0,035, 0,050, 0,100) приготавливались вы-
париванием из водного раствора: исходные 
вещества в соответствующих пропорциях 
тщательно перемешивались в дистилли-
рованной воде и полученный раствор вы-
паривался при температуре 400 – 405 K. 
Из полученных порошков при давлении  
600 – 700 МПа прессовались поликристал-
лические образцы в виде таблеток диаме-
тром 1 см и толщиной 1,2 мм. Для сравне-
ния использовались поликристаллические 
образцы KNO3 тех же размеров. 

Для измерения диэлектрической прони-
цаемости применялся цифровой измеритель 
иммитанса E7-25 на частоте 1 МГц. Для 
создания электродов применялась индиево-
галлиевая паста. Измерения проводились 
при скоростях нагрева и охлаждения около 
2 K/мин, в температурном интервале, охва-
тывающем фазовые переходы в KNO3. Тем-
пература фиксировалась электронным тер-
мометром Center 340 с хромель-алюмелевой 
термопарой. Температурная стабилизация 
была не хуже 0,2 K. Для удаления адсорби-
рованной воды образцы в течение 30 мин 
прогревались при температуре 380 K. По-
грешность определения диэлектрической 
проницаемости и коэффициента третьей 
гармоники не превышала 5 %.

Установка для температурных исследо-
ваний амплитуды высших гармоник вклю-
чала в себя синусоидальный генератор с 
рабочей частотой 2 кГц. Сигнал снимался 
с резистора, включенного последовательно 
с образцом, и подавался на цифровой ана-
лизатор спектра, в качестве которого слу-
жил компьютер с 24-разрядным аналого-
цифровым преобразователем ZET 230 и 
программным обеспечением ZetLab.

При высоких электрических полях связь 
между поляризацией и электрическим по-
лем описывается степенным рядом по сте-
пеням E:
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0 1 2 3 4 5( ...),P E E E E E= ε ε + ε + ε + ε + ε +

где коэффициент ε1 – линейная диэлектри-
ческая проницаемость, εi – диэлектриче-
ские проницаемости i-го порядка.

В случае сегнетоэлектрических матери-
алов нелинейными членами нельзя прене-
брегать даже в относительно низких элек-
трических полях.

Вследствие нелинейной зависимости 
(1), при приложении к образцу электри-
ческого поля, изменяющегося по закону  
E = E0cos(ωt), в токе через резистор будут 
присутствовать и высшие гармоники с ча-
стотами 2ω, 3ω, …, амплитуды которых 
определяются значениями ε2, ε3, …, соот-
ветственно. 

В настоящей работе исследовались не-
линейные свойства как KNO3, так  и по-
ликристаллических бинарных композитных 
соединений (KNO3)1–x(NH4NO3)x (x = 0,025, 
0,035, 0,050, 0,100) методом генерации тре-
тьей гармоники. В качестве величины, ха-
рактеризующей интенсивность генерации 

гармоники, использовалось отношение 
амплитуды третьей гармоники к амплиту-
де подаваемого на образец напряжения –  
коэффициент третьей гармоники g3. На-
пряженность поля на образце составляла  
1,2 кВ/см.

Экспериментальные результаты

Результаты температурных исследова-
ний диэлектрической проницаемости ε для 
чистого нитрата калия представлены на 
рис. 1. В процессе нагрева при температуре 
около 401 K наблюдается резкое возраста-
ние диэлектрической проницаемости, со-
ответствующее фазовому переходу II → I.  
При охлаждении фазовый переход I → III 
начинается при более низкой температуре 
(около 397 K) и характеризуется дополни-
тельной ступенькой на зависимости ε(Т), 
что хорошо согласуется с литературными 
данными [11]. Кривые ε(Т), полученные 
при нагреве и охлаждении, смыкаются при 
температуре около 373 K, что свидетель-
ствует об окончании фазового перехода  
III → II из сегнетоэлектрической в пара-
фазу. Электропроводность нитрата калия 

(1)

Рис. 1. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости  
объемного KNO3 (ромбы) и поликристаллической системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x  

с x = 0,025 (треугольники) и 0,035 (круги).  
Темные символы соответствуют нагреву, светлые – охлаждению
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слабо зависела от температуры и имела ве-
личину порядка 10−7 (Ом·см)–1.

Для бинарной системы температурные 
зависимости диэлектрической проницае-
мости имеют существенно другой вид. При 
добавлении соединения NH4NO3 наблюда-
ется рост диэлектрической проницаемости 
и изменение значений температуры фазо-
вых переходов при нагреве и охлаждении. 
На рис. 2 в качестве примера показаны кри-
вые ε(Т) для системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x 
(x = 0,025, 0,035). По мере увеличения со-
держания NH4NO3 происходит снижение 
значения температуры, при которой смы-
каются кривые ε(Т), полученные в режимах 
нагрева и охлаждения. Электропроводность 
(KNO3)1–x(NH4NO3)x возрастала при увели-
чении NH4NO3 и при x = 0,100 составляла 
порядка 10−5 (Ом·см)–1. 

Температурные зависимости коэффи-
циента третьей гармоники g3 для KNO3 и 
бинарной системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x  
(x = 0,025, 0,035) представлены на рис. 2.  
Для KNO3 в режиме охлаждения при темпе-
ратуре около 397 K начинается аномальный 
рост коэффициента g3, соответствующий 

фазовому переходу I → III. При дальней-
шем охлаждении до 373 K аномалия коэф-
фициента g3 исчезает. Для бинарных си-
стем температурный интервал, в котором 
наблюдалась аномалия коэффициента g3, 
расширялся при увеличении значения x. 
Температура исчезновения аномалии коэф-
фициента g3 при охлаждении соответству-
ет ее значению, при котором смыкаются 
кривые диэлектрической проницаемости, 
полученные при нагреве и охлаждении. В 
процессе нагрева не наблюдалось каких-
либо аномалий на зависимости g3(Т). Для 
составов (KNO3)1–x(NH4NO3)x (x = 0,050, 
0,100) аномалия коэффициента третьей 
гармоники g3 при охлаждении не исчезала 
вплоть до комнатной температуры.

Обсуждение результатов

Выбор методов нелинейной диэлектри-
ческой спектроскопии, и в том числе ге-
нерации третьей гармоники, для изучения 
сегнетоэлектрических материалов обуслов-
лен эффектом возрастания нелинейности 
вследствие сегнетоэлектрического фазового 
перехода [17]. Из уравнения (1) следует, что 

Рис. 2. Температурные зависимости коэффициента третьей гармоники  
для объемного KNO3 (ромбы) и поликристаллической системы (KNO3) 1–x(NH4NO3)x  

с x = 0,025 (треугольники) и 0,035 (круги).  
Кривые g3(Т) получены в режиме охлаждения
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диэлектрическая проницаемость третьего 
порядка может быть записана следующим 
образом [17]:

2 2

3 2

1
,

12 P
∂ χ

ε = χ
∂

где χ – линейная восприимчивость. 
Выражение для ε3 было впервые пред-

ставлено в статье [17] и получено на основе 
разложения Ландау для собственных сегне-
тоэлектриков, имеющих фазовый переход 
второго или первого рода. Однако KNO3 
является несобственным сегнетоэлектри-
ком, и для него соотношения, выведенные в 
работе [17], не справедливы. В несобствен-
ных сегнетоэлектриках спонтанная поляри-
зация появляется в результате нелинейного 
взаимодействия с первичным параметром 
порядка, и линейная диэлектрическая вос-
приимчивость испытывает только скачкоо-
бразное изменение [18]. Для такого случая 
в работе [8] было предложено выражение 
для нелинейной проницаемости ε3: 

4 2 2 5
3 18 .sb b Pε = − χ + χ

Из этого выражения можно видеть, что 
проницаемость третьего порядка значи-
тельно возрастает в полярной фазе за счет 
возникновения спонтанной поляризации. 
Отметим, что в отличие от случая соб-
ственных сегнетоэлектриков, значение ε3 
не возрастает в парафазе при приближении 
к температуре перехода, так как поведение 
величины χ не подчиняется закону Кюри. 
Таким образом, анализ температурной за-
висимости генерации третьей гармоники 
является прямым методом регистрации сег-
нетоэлектрического состояния.

Согласно данным по коэффициенту 
третьей гармоники (см. рис. 2), сегнето-
электрическая фаза в объемном нитрате ка-
лия возникает только при охлаждении, что 
соответствует известным данным [11, 12]. 
Температурный интервал ее существования 
составляет примерно 24 K. Это согласуется 
с наличием второй ступеньки на темпера-
турной зависимости линейной диэлектри-
ческой проницаемости при охлаждении 
(см. рис. 1). 

Состояние поляризации в бинарной 
системе с нитратом аммония существует в 

значительно более широком интервале тем-
ператур, сохраняясь при охлаждении при-
мерно до значений температуры 355 и 340 
K для составов (KNO3)0,975(NH4NO3)0,025 и 
(KNO3)0,965(NH4NO3)0,035, соответственно.  

Что касается композитов (KNO3)1–x 

(NH4NO3)x (x = 0,050, 0,100), то сегнетоэ-
лектрическое состояние в них не исчезает 
вплоть до комнатной температуры. Этому 
результату также соответствуют данные по 
температурной зависимости диэлектриче-
ской проницаемости. При этом значения 
температуры фазовых переходов как для 
линейной, так  и нелинейной диэлектри-
ческих проницаемостей достаточно хорошо 
согласуются друг с другом.

Как следует из кривых ε(Т) для бинар-
ной системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x (x = 0,025, 
0,035, 0,050, 0,100), происходит сдвиг тем-
пературы фазового перехода из фазы II в 
фазу I в область более высокой температуры 
при увеличении содержания нитрата аммо-
ния. Поскольку фазовый переход при на-
гревании размыт (в связи с поликристалли-
ческой структурой образцов), температура 
перехода ТC из фазы II в фазу I определялась 
по положению максимума на зависимо-
сти dε/dT. На рис. 3 показана зависимость 
температуры ТC для бинарной системы 
(KNO3)1–x(NH4NO3)x (x = 0,025, 0,035, 0,050, 
0,100) от значения x.  Видно, что темпера-
тура перехода ТC  растет при увеличении со-
держания  NH4NO3. Этот результат согла-
суется с фазовой диаграммой для бинарной  
системы (KNO3)1–x(NH4NO3)x [15]. 

Рассмотрим термодинамическую модель, 
учитывающую влияние поверхностного на-
тяжения на реконструктивный фазовый 
переход. Проанализируем идеализирован-
ный случай, когда поликристаллический 
образец состоит из сферических частиц ра-
диусом R. Обозначим свободную энергию 
Гиббса в низкотемпературной фазе II как 
F2, а в высокотемпературной I – как F1. По-
скольку масса частицы остается постоянной 
в процессе фазового перехода, свободная 
энергия Гиббса в определенных областях 
температуры и давления, расположенных 
выше и ниже перехода, будут равны друг 
другу. Для малых частиц свободная энергия 
должна также включать поверхностную со-

(2)

(3)
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ставляющую. Тогда для энергии F1 частицы 
при температуре Т можно записать:

F1= H1 – TS1 + σ1W1,

где H1, S1 – энтальпия и энтропия, соот-
ветственно; σ1 – поверхностное натяжение; 
W1 – площадь поверхности (все величины 
для сферической частицы). 

Очевидно, что для рассматриваемой ча-
стицы W1 = 4πR1

2. Свободная энергия F2 
определяется аналогичным соотношени-
ем. При температуре фазового перехода ТС  
справедливо равенство F1 = F2; тогда полу-
чим, что

H2 – H1 – TС(S2 – S1) + 
+ σ2W2  – σ1W1 = 0.

Принимая во внимание те факты, что 

S2 – S1 = (H2 – H1) / T
p
C

(Tp
C – температура фазового перехода в чи-

стом образце), 

H2 – H1= Lm

(L – скрытая теплота фазового перехода,  
m – масса частицы) и 

R2 / R1 = (ρ1 / ρ2)
1/3,

получим, что температура фазового пере-
хода для сферической частицы может сме-
щаться на величину

∆T = T p
C  – TC

и следует равенству 
2/3

1
1 2

2

1 1

3 .
p

II I

T
L RT −

 ρ
σ − σ  ρ∆  =

ρ

Полученное соотношение свидетель-
ствует о том, что знак и значение T∆  зави-
сят от величин поверхностного натяжения 
ниже и выше фазового перехода. К сожа-
лению, мы не располагаем достаточным 
количеством экспериментальных данных, 
относящихся к поверхностному натяжению 
для нитрата калия  и поликристаллических 
бинарных композитов (KNO3)1–x(NH4NO3)x 
(x = 0,025, 0,035, 0,050, 0,100). Тем не ме-
нее, в рамках разработанной модели можно 
заключить, что поверхностное натяжение в 
фазе I для бинарных смесей меньше, чем в 
фазе II, а также, что разница между поверх-
ностным натяжением в фазах I и II растет с 
увеличением значения x. Следует отметить, 
что соотношение, подобное (6), можно по-
лучить также для сдвига температуры плав-
ления небольших сферических частиц (см, 
например, работы [19, 20]).

Заключение

В настоящей работе проведены темпе-
ратурные исследования диэлектрической 

(4)

(5)

Рис. 3. Зависимость температуры перехода ТC из фазы II в фазу I для системы  
(KNO3)1–x(NH4NO3)x от значения x (нулевая точка соответствует чистому нитрату калия)

(6)
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проницаемости ε и коэффициента третьей 
гармоники g3 для нитрата калия и поликри-
сталлической бинарной системы (KNO3)1–x 

(NH4NO3)x (x = 0,025, 0,035, 0,050, 0,100). 
Обнаружено расширение области существо-
вания сегнетоэлектрической фазы III ни-
трата калия в составе  (KNO3)1–x(NH4NO3)x  
при увеличении значения x. Для значений  
x = 0,050, 0,100 сегнетоэлектрическое со-

стояние сохраняется при охлаждении вплоть 
до комнатной температуры. Показано, что 
температура перехода ТC из фазы II в фазу 
I растет с увеличением значения  x. Пред-
ложена термодинамическая модель, учиты-
вающая влияние поверхностного натяжения 
сферических частиц исследованного поли-
кристаллического композитного соединения 
на температуру его фазового перехода ТC.
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Milinskiy A.Yu., Antonov A.A. DIELECTRIC PROPERTIES OF POTASSIUM NITRATE–
AMMONIUM NITRATE SYSTEM.

Potassium nitrate has a rectangular hysteresis loop and is thought to be a promising material for non-
volatile ferroelectric memory. However, its polar phase is observed in a narrow temperature range. This paper 
deals with an effect of ammonium nitrate NH4NO3 on the dielectric properties of potassium nitrate. Thermal 
dependencies of the linear dielectric permittivity ε and the third-harmonic coefficient g3 for potassium 
nitrate and polycrystalline binary  (KNO3)1–x(NH4NO3)x  system  (x = 0.025, 0.035, 0.050, 0.100) in the 
temperature range between 300 and 460 K have been investigated. A temperature range extension of the 
ferroelectric phase with increasing the x value was revealed. The ferroelectric phase was retained in the 
(KNO3)1–x(NH4NO3)x composites (x = 0.050, 0.100) down to room temperature. A thermodynamic model 
for the ammonium-nitrate effect on the temperature of reconstructive phase transition II → I in potassium 
nitrate was suggested.

Ferroelectric, dielectric permittivity, phase transition, third-harmonic coefficient.
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Field emitterS MADE OF the contacted ytterbium  
and carbon nanolayers 

The operation of field emitters of a new type prepared from contacted nanolayers 
of ytterbium and carbon has been investigated. The performed calculations and 
experiments allowed to optimize the emission characteristics of the emitters. The 
calculations took into account the existence of a transition zone between the layers of 
Yb and C. Emission characteristics of the cathodes including up to 40 pairs of layers 
of carbon and ytterbium with optimum thicknesses of 5 and 2 nm respectively were 
measured. The created multilayered emitters provide the average emission current 
density over the surface of the emitter up to 10 - 20 A/cm2 and show promise for use 
in miniature electronic devices.

FIELD EMITTER, CONTACT POTENTIAL DIFFERENCE, YTTERBIUM, CARBON, 
CALCULATION, EXPERIMENT.

1. Introduction

One of the intractable problems of any 
field emitter is the need to obtain fields of the 
order or even more than 2۰107 V/cm near their 
surface at moderate voltages. Earlier we have 
demonstrated the possibility of using the fields 
near the nanocontacts of materials with different 
work functions eϕ [1, 2] for this purpose. Field 
emitters prepared from contacted layers of 
materials with greatly different work functions 
were developed. When first such cathodes were 
fabricated, thermal evaporation was used to 
create thin layers of contacting materials. This 
technology allows to make the emitters consisting 
of no more than three or four pairs of layers 
with different work functions. It is obvious that 
to obtain intensive field emission we are bound 
to have a system with a large number of pairs of 
layers and to collect current from such a layered 
cathode. In this paper, we report the results on 
the development and investigation of multilayer 
cathodes including up to 40 pairs of layers with 
varying work functions.

2. Numerical computations

We present here the calculation data 
obtained for the structure prepared from 
ytterbium (Yb, eϕ = 3.1 eV) and carbon  
(C, eϕ = 4.7 eV) layers. 

Calculations necessary to optimize the 
layered field emitters and determine their 
emission characteristics have been carried 
out using the Comsol software. Electric 
fields, electron trajectories, current density 
distributions over the surface of the field 
emitter and emitter currents were found. The 
calculations took into account the existence of 
a transition zone between the layers of Yb and 
C, where the mixture of these materials exists 
[3]. The current to the anode was determined 
by the Fowler-Nordheim equation (see for 
example Ref. [4]). 

 Emission of the layered cathode is 
conditioned by the fields that exist due to 
the difference in work functions of contacted 
materials, as well as by the ‘external’ field 
associated with the supply of voltage U

a between 
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the cathode and the anode. The distribution of 
the potential U(x) in the transition zone due to 
the difference in the work functions of contacted 
materials was described by the function:

21

( ) 3.1 1.6 cos ,
2

AA
x

U x
l

 π  = + ⋅ ⋅     
where l is a width of the transition zone. 

The shape of this distribution can be 
varied by changing the coefficients A1 and 
A2. The coefficients were chosen so as to 
ensure the best possible agreement between 
the calculation and the experimental results 
on the emission characteristics of the layered 
cathode.

Fig. 1, a schematically shows the contact 
region of adjacent Yb and C layers. The vertical 
dashed lines indicate the boundaries of the 
transition zone between the layers. Fig. 1, b 
demonstrates typical distributions (used in the 
calculations) of the potential U and the total 
electric field E in the contact area defined at  
Ua = 6 kV and the given value Δeφ = 1.6 eV  
of the work function difference for these 
layers in the diode with a gap of 1 mm 
between the cathode and the anode. Typical 
electron trajectories (e) are shown in Fig. 1, 
a as well. 

As follows from the calculation results of 
electron trajectories, electrons emitted by the 
cathode region x ≤ xc reach the anode at a 
fixed voltage Ua, whereas those from the region  
x > xc return to the cathode at the same 
voltage. 

The performed calculations revealed that 
the anode current of the layered cathodes 
depends on the thickness of the contacted 
layers. Typical calculated dependencies of the 
anode current Ia upon the thickness values of 
the ytterbium (dYb) and the carbon (dC) layers 
are shown in Fig. 2.

According to the information in literature 
(see for example Ref. [3, 5]), the width of the 
transition zone is typically about 0.6 – 0.8 nm. 
Therefore, we can probably take dC = 1 – 2 nm  
as the optimal thickness of a carbon layer, as 
it is only a little more than the transition zone 
dimension. Thickness dYb of the ytterbium layers 
should be much more, and may be taken, for 
example, as about 5 nm.

Two current-voltage characteristics of the 
cathodes including 20 pairs of Yb-C layers are 
shown in Fig. 3. The former was obtained for 

Fig. 1. Schematic representation of the problem 
statement: a region of the diode system (a)  

and the distributions of potential U and electric 
field E near the contact between the Yb  

and C layers (b). Trajectories of the electrons e 
are shown; d is a distance, хc is a position of the 

critical point 

Fig. 2. Plots of the anode currents versus thicknesses of Yb (a) and C (b) layers at two values of the C (a) 
and Yb (b) layer thickness dC,Yb, nm: 2 (1), 5 (2), 3 (3) and 5 (4). In the calculations, we put Ua = 6 kV

а) b)

а)

b)
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optimal thickness values dYb = 5 nm and dC = 
2 nm, the latter was calculated for the cathode 
with different thickness values of the Yb and C 
layers: dYb = 2 nm and dC = 5 nm. It can be seen 
that the deviation from the optimal dimensions 
leads to a significant drop of current.

3. Experimental investigation

Layered cathodes were made using 
magnetron sputtering. The carbon and ytterbium 
layers were sequentially deposited on a single 
crystal substrate of gallium arsenide. Two–
three cathode systems, differing in the number 
N of pairs of layers (ytterbium-carbon) and/or 
in layer thicknesses, were located on a surface 
of a single substrate. After the procedure of 
the layers application was completed, cleavage 
of the single crystal and of the bottom part of 
the layered cathodes was accomplished. Thus, 
an atomically smooth emitting surface of the 
cathode was formed. The cathode surface 
morphology was examined with a scanning 
electron microscope Supra 45 WDXС. 

The triode system for the investigation of 
the layered cathodes emission characteristics is 
shown schematically in Fig. 4. Measurements 
of the field emission currents were carried out 
in pulsed mode (2 µs, 200 Hz).

Fig. 4 shows the cathode system with three 
layered structures as an object. A pulse of 
negative voltage was supplied to the cathode 
system (C) through a metallization layer (M) 
(200 nm of titanium). Flows of electrons from 
all three layered structures penetrating the grid 
(G) to the corresponding collector 1, 2 or 3 were 

detected simultaneously. A negative voltage of 
100 – 200 V to earth was applied to the grid in 
order to reduce the flow of secondary electrons 
from the collectors.

Typical current-voltage characteristics of 
the cathodes with different quantities (N) of 
pairs of layers are shown in Fig. 5. As expected, 
the field emission current was built up with the 
N value. The dashed line in Fig. 5 demonstrates 
the calculated current-voltage characteristic 
of the cathode including 40 pairs of layers. 
Emission currents from the cathode with 40 
pairs of layers reached 50 – 100 µA. At higher 

Fig. 3. Calculated current-voltage characteristics 
for the emitter with 20 pairs of layers structure with 

dYb = 5 nm, dC = 2nm (1) and dYb = 2nm,  
dC = 5nm (2) Fig. 4. The triode system scheme to measure  

the emission characteristics of a sandwich-layered 
cathode: G is a grid; C is a cathode system: 1–3 
are collectors; N is the quantity of pairs of layers 

in the layered structures; M is a metallization 
layer to apply a voltage to the cathode system; 

power supply units (on the right) and measuring 
equipment (at the top) are shown as well

Fig. 5. The experimental (1–3) and the calculated 
(4) current-voltage characteristics of layered 

systems with the different quantities of layers N:  
10 (1), 20 (2), 40 (3, 4) 
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currents, destruction of the cathodes occurred. 
The emission current densities averaged over 
the surface of the layered cathode reached 
values of ~(1 – 2)۰10 А/сm2.

To test the validity of the calculation results 
on the optimal layer thicknesses in the layered 
structure, we measured emission characteristics 
of two cathodes with the same quantity (N 
= 20) of pairs of layers but with significantly 
different layer thicknesses (see Fig. 6). 

The curve 1 was obtained for the cathode 
with optimal (according to our calculations) 
thicknesses of the ytterbium layers dYb = 5 nm 
and the carbon ones dC =  2  nm. The curve 
2 was derived for the cathode with non-
optimal layer thicknesses of ytterbium and 
carbon, respectively equal to 2 and 5 nm. The 

obtained data revealed that the currents from 
optimized layered structure were substantially 
higher than those from the structure with 
non-optimal layer thicknesses. Thus, these 
measurements prove the correctness of the 
conducted optimization. 

4. Summary

We have investigated the operation of field 
emitters of a new type made of contacted 
nanolayers of ytterbium and carbon. The 
most important results of this study are the 
following:

The technology of multilayer cathodes 
production from the contacted layers of materials 
with different work functions was developed; 

The calculation technique for multilayer 
structures and their optimization was worked 
out; 

An experimental method to investigate 
multilayer structures was developed and 
achievable emission characteristics of multilayer 
cathodes were obtained; 

The emission characteristics of the cathodes 
including 10, 20 and 40 pairs of layers of carbon 
and ytterbium were determined. The possibility 
of obtaining emission current densities (averaged 
over the cathode surface) up to 10 – 20 А/сm2 
was demonstrated. 

The investigated cold cathodes showed 
considerable promise as a means of producing 
miniature vacuum devices with high emission 
current densities.

Fig. 6. The experimental current-voltage 
characteristics of emitter with 20pairs of layers 
structure with dYb = 5 nm dC = 2nm (1) and 

dYb = 2nm, dC = 5nm (2)
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Соминский Г.Г., Сезонов В.Е., Задиранов Ю.М. Полевые эмиттеры, изготов-
ленные из приведенных в контакт нанослоев иттербия и углерода.

Изучена работа полевых эмиттеров нового типа, изготовленных из нанослоев иттербия и угле-
рода, которые были приведены в контакт. Проведены расчеты, позволяющие оптимизировать ха-
рактеристики такого слоистого катода. В расчетах было учтено наличие переходной области между 
слоями Yb и C. Определены эмиссионные характеристики катодов, включающих до 40 пар слоев с 
оптимальной толщиной слоев Yb и C 5 и 2 нм соответственно. Показана возможность получения 
плотностей тока полевой эмиссии до 10 – 20 A/cм2.

ПОЛЕВОЙ ЭМИТТЕР, ПОЛЕ КОНТАКТНОЙ РАЗНОСТИ ПОТЕНЦИАЛОВ, ИТТЕРБИЙ, УГЛЕРОД, РАСЧЕТ, ЭКС-
ПЕРИМЕНТ.
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LIQUEFIED-PETROLEUM-GAS SENSING PERFORMANCE OF CuO–Ag2O 
BIMETALLIC OXIDE NANOPARTICLES

In the present work, we have synthesized CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles 
using microwave-assisted and solid state diffusion routes. The structural, morphological, 
optical and thermal studies of the synthesized materials were done with an X-ray 
diffractometer (XRD), a scanning electron microscope (SEM), Fourier transform 
infrared (FTIR), ultraviolet-visible (UV-VIS) and thermogravimetric analysis (TGA), 
respectively. Comparatively different sensing parameters such as sensing response at 
room temperature, operating temperature, response and recovery time and stability 
characteristics were investigated and discussed for liquefied petroleum gas (LPG).

NANOCRYSTALLINE STRUCTURE, MICROWAVE PROCESSING, LPG SENSING.

1. Introduction

Presently, liquefied petroleum gas (LPG) is 
an exciting alternative to conventional energy 
sources, due to its abundance and comparatively 
inexpensive price. This gas is odorless and 
colorless, and when burned, it generates less 
emission than petroleum. The main features 
of LPG include: (i) high heating value, (ii) 
virtual absence of sulphur, which results in 
clean burning and (iii) reliable quality ensuring, 
mainly in applications such as gas engines. 
Besides that LPG is highly inflammable and 
must therefore be stored away from sources of 
ignition. Moreover, LPG vapour is heavier than 
air, so any leakage will go down to the ground 
and accumulate, which is difficult to disperse. 

Sivapunniyam et al. [1] reported the high-
performance LPG sensing materials based on 
zinc oxide and zinc stannate nanostructures. In 
order to improve the gas sensing performance of 
material towards LPG, surface modification of 
ZnO nanorods using zinc stannate microcubes 
was performed. A considerable improvement in 
sensing response was observed. The operating 
temperature for this material was 250 °C [1]. 
CuO, Al2O3, Ag2O and La2O3 loaded SnO2 

nanoparticles were successfully synthesized 
by a hydrothermal route at 200 °C for 3 h 
in Ref. [2] for LPG sensing. Out of these 
prepared nanoparticles, SnO2 sol suspension 
of 5 wt% doped with CuO 2 wt% showed 
the best sensitivity at 330 °C. Singh et al. [3] 
synthesized a CuO–SnO2 nanocomposite via 
the sol–gel route as a LPG sensing material 
at room temperature. However, response and 
recovery times for the fabricated sensor were 
180 and 200 s, which is not good practically [3]. 
Deore et al. [4] demonstrated the LPG sensing 
at considerably high operating temperature by 
CuO-loaded ZnO thick film fabricated using 
the screen printing technique.  

From recently reported articles, it is observed 
that CuO-based sensors have high operating 
temperature and slow response and recovery time 
characteristics. Taking into account this aspect 
of CuO-based materials, we planned to prepare 
CuO-Ag2O bimetallic oxide nanoparticles for 
LPG sensing at low temperature and with fast 
response and recovery characteristics. Various 
research groups across the globe reported the 
preparation of CuO–Ag2O nanoparticles using 
different approaches. Jin et al. [5] reported 
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the non-enzymatic glucose sensor, which was 
fabricated by growing CuO–Ag2O nanoparticles 
on an AgCuZn alloy substrate These authors 
prepared the CuO–Ag2O nanowires directly 
on the surface of an AgCuZn alloy by a facile 
method using the hierarchical composition of 
the two oxides. The nanowires synthesized in 
such a manner were employed for enhancing 
catalytic formaldehyde oxidation on CuO–
Ag2O nanowires for gas sensing and hydrogen 
evolution [6]. The authors of Ref. [7] described 
metal-metal bonding process using a mixture of 
CuO nanoparticles and Ag2O nanoparticles and 
correlated its effect to mechanical properties. 
Maniecki et al. developed the bimetallic systems 
Au–Cu and Ag–Cu/CrAl3O6 as catalysts for 
methanol synthesis [8].

In the present work, we have synthesized 
CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles 
using microwave-assisted and solid state 
diffusion routes. Different techniques were used 
to describe these samples. The LPG sensing 
characteristics were investigated at room and 
various other temperatures. 

2. Experimental section
2.1. Microwave assisted synthesis  

of CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles 
The laboratory grade microwave synthesizer 

CEM Phoenix (Power Output is 1350 ± 50 W 
and Magnetron Frequency is 2455 MHz) was 
used for synthesis of CuO–Ag2O bimetallic 
oxide nanoparticles. The starting chemicals, 
Cu(NO3)2۰3H2O and AgNO3 were dissolved in 
1 : 1 M ratio in deionized water of resistivity 
not less than 18.2 MΩ۰cm, separately. These 
solutions were mixed under constant magnetic 
stirring for 30 min. Finally, the reaction mixture 
was heated in a CEM-supplied single-use vessel. 
The mixture-containing vessel was reacted 
in the CEM microwave at a temperature of 
600 °C. The reaction process temperature is a 
crucial aspect of microwave-assisted and solid 
state diffusion route, which affect the particle 
size of the product [9].

2.2. Solid state diffusion synthesis  
of CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles

CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles 
were prepared by solid state diffusion routes 
using the starting chemicals, Cu(NO3)2۰3H2O 

and AgNO3. The chemicals were taken in a  
1 : 1 M amount. The preparatory materials were 
mixed thoroughly for 2 h using an agate mortar 
pestle. The crushed samples were placed in a 
crucible and heated at 973 K in a muffle furnace 
for 4 h. Then they were removed, crushed in 
the mortar again and heated at 1173 K for 8 h. 
Finally, the samples were left in the furnace to 
cool down to room temperature.

2.3. Materials characterization

The powders were characterized structurally 
in an X-ray diffractometer (XRD) (Rigaku, 
Miniflex) with CuKα radiation (λ = 1.54 Å), 
with a step size of 0.02 and a step time of 2.0 s.  
The morphology and size of the synthesized 
samples were determined by a scanning electron 
microscope (SEM) using a JEOL JSM-7500F, 
operating at 300 keV. Fourier transform infrared 
(FTIR) spectra were recorded on a Shimadzu 
FTIR spectrometer of model:8400S by the use 
of KBr tableting. The ultraviolet-visible (UV-
VIS) spectra of samples were recorded using 
Agilent cary 60. Thermogravimetric analysis 
(TGA) was performed on a Shimadzu DTG-60h 
thermal analyzer under nitrogen atmosphere.

2.4. Fabrication of sensors and gas sensing 
measurements

For measuring the LPG sensing response, 
dried powder of CuO–Ag2O bimetallic oxide 
nanoparticles was dispersed with a temporary 
binder prepared via a previously reported 
method [10]. For good adhesion to a substrate, 
the ratio of nanoparticles to binder was kept at 
90 : 10 in formulating the paste. A thick film 
of the synthesized nanoparticles was deposited 
on a chemically cleaned glass substrate of  
75 × 25 mm size by using screen-printing. The 
resulting films were dried at room temperature 
(303 K) for 12 h. Further heat treatment 
was applied to the film at 373 K for 5 h for 
evaporation of volatile organic compounds 
from the binder. The thickness of the sensing 
surface was measured using a Digimatic 
(Japan) outside micrometer (series 293) with a 
resolution of ±0.001 mm, which was found to 
be 12 and 17 µm for microwave-assisted and 
solid state diffusion routes, respectively. Highly 
conducting silver paste was used to make 
ohmic contacts on adjacent sides of the films 
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with an electrode thickness of 8 µm for surface 
resistance measurements. Both films were 
subjected to heating at 353 K for 15 min to dry 
the silver paint in an argon environment.

The electrode separation for both sensors 
was kept of the order of 23 mm, to avoid 
capacitive effect. To determine the gas-sensing 
performance, the sensor was loaded into a 
gas-sensing chamber. Important physical 
parameters such as temperature and humidity 
inside the chamber were precisely controlled. 
The sensing response was evaluated by using air 
as a background gas. The gas-sensing response 
(S) is defined as 

S = [|Ra − Rg|/Ra],

where Ra is the resistance in air (baseline 
resistance), and Rg represents the resistance in 
gas. 

The resistance of the sensors was analyzed 
using the voltage drop method adopted by 
Waghuley et al. [10]. The main parameters 
of the sensors were analyzed for different 
concentrations (ppm) and temperatures. The 
gas concentration within the chamber of 5 L 
was retained by injecting known volume of 
LPG using a gas-injecting syringe technique.

3. Results and discussion

In Fig. 1, the XRD pattern of CuO–Ag2O 
bimetallic oxide nanoparticles exhibits broad 
peaks indicating nanometric dimensions 
of the synthesized materials. The symbolic 

representation of diffraction peaks for CuO and 
Ag2O exactly indexed to JCPDS file No. 89-
5897 and 75-1532, respectively. It is also well-
recognized that CuO and Ag2O alloy possesses 
easy phase separation, due to the radius 
inequality between Cu and Ag within the alloy-
nanoparticles [11]. The overlapped diffraction 
peak appears around 41°, which might serve 
as some indication of alloy formation. The 
crystal grain size was estimated using Scherrer’s 
equation, which was found to be 17.3 and 20.4 
nm for microwave-assisted and solid state 
diffusion routes, respectively.

Fig. 2 shows the scanning electron 
microscope (SEM) images of CuO/Ag2O 
bimetallic nanoparticles synthesized by 
microwave-assisted and solid state diffusion 
routes, respectively. SEM micrograph reflects 
the agglomeration of nanoparticles, which may 
be high due to reaction temperature for both 
routes. The crystal grain size estimated from 
SEM micrographs was found to range between 
18 – 21 nm. This variation in particle size 
strengthens with XRD analysis. Fig. 2, a shows 
the three-dimensional aggregate morphology of 
the synthesized material, which is formed by 
a group of primary particles. Fig. 2, b depicts 
that primary aggregation particles form a sheet-
like shape.

Fig. 1. XRD pattern of the synthesized CuO/Ag2O 
bimetallic nanoparticles

Fig. 2. SEM images of the CuO/Ag2O bimetallic 
nanoparticles synthesized by Microwave assisted 

(a) and Solid state diffusion (b) routes

50 nm

50 nm

а)

b)
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The Fourier transform infrared (FTIR) 
spectra of the synthesized products are shown 
in Fig. 3. The FTIR spectrum of both samples 
match finally with each other. The double-
peak at 535 and 601 cm–1 is likely to be from 
Cu–O stretching [12]. The insignificant band 
at 513cm–1 is assigned to Ag–O stretching 
vibration [13].  The broadband in the lower 
energy region (2200–4000 cm–1) is attributed 
to the presence of free electron tail in inorganic 
materials.

In Fig. 4, we present the ultraviolet and 
visible (UV-VIS) optical spectra of CuO/
Ag2O bimetallic nanoparticles synthesized by 
microwave-assisted and solid state diffusion 
routes. The absorption between 300–325 nm 
for both routes may be assigned to a strong 
surface plasmon resonance in Ag nanoparticles 
[14]. It is also apparent from the plot that the 
CuO/Ag2O bimetallic nanoparticles synthesized 
by the solid state diffusion route exhibit a red 
shift with respect to the microwave-assisted 
one. This is strong evidence of particle size 
increment [15]. This statement is also supported 
by XRD and SEM analyses. The results reveal 
that reaction route can affect the absorption 
properties of the synthesized CuO/Ag2O 
bimetallic nanoparticles.

Fig. 5 presents the TGA curves for the 
CuO/Ag2O bimetallic nanoparticles synthesized 
by microwave-assisted and solid state diffusion 

routes to show the thermal behavior during 
heat treatment. There are two major mass 
change steps with an increase in temperature. 
The weight loss up to 375 K may be attributed 
to the removal of constituent water molecules.  
The TGA curves for both samples show small 
weight loss in the range from 373 to 450 K. The 
thermal stability in this range is very important 
for gas-sensing materials, which is discussed 
later. This thermal stability was witnessed again 
around 600–650 K.   

Fig. 6 shows the good dependence of 

Fig. 3. FTIR spectrum of the CuO/Ag2O  
bimetallic nanoparticles synthesized  

by Microwave-assisted (1) and Solid state diffusion 
(2) routes

1

2

Fig. 4. UV-VIS spectra of the CuO/Ag2O 
bimetallic nanoparticles synthesized  

by Microwave-assisted (1) and Solid state  
diffusion (2) routes

2

1

Fig. 5. Thermogravimetric traces  
of the CuO/Ag2O bimetallic nanoparticles 

synthesized by Microwave-assisted (1)  
and Solid state diffusion (2) routes

2

1
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the sensing response of the CuO/Ag2O 
bimetallic nanoparticle-based devices on the 
concentration of LPG at room temperature 
(303 K). The baseline resistance for sensors 
developed using microwave-assisted and solid 
state diffusion routes, were found to be 2.736 
and 2.869 MΩ, respectively. Upon exposure 
to LPG (reducing gas) the resistance values of 
the both sensors increased [16]. An increase 
resistance of sensing surface in the presence of 
reducing species clearly reflects p-type behavior 
of sensing surface [17]. The sensing response of 
the devices was found to vary nearly linearly as 
a function of LPG concentration. Saturation 
was not observed for LPG up to 200 ppm for 
both sensors. This may indicate the optimum 
detection limit for sensors towards the LPG 
being beyond 200 ppm.

The response of sensors towards the 200 ppm 
LPG as a function of operating temperature 
is displayed in Fig. 7. Both curves show the 
highest sensing response values corresponding 
to 423 K, which is reported in literature as a 
particularly low operating temperature. This 
is the key accomplishment of the present 
investigation, which reduced the operation cost 
and risk of detection. The sensing response 
begins to decrease from a particular temperature, 
which may be due to desorption of atmospheric 
oxygen from the sensing surface [18].

Sensing response fundamentally depends 
on electron transfer reactions, which are redox 

reactions. Gas sensing is related to oxygen 
vacancies which act as adsorption sites for gas 
molecules through atomospheric oxygen. When 
the sensor is exposed to LPG, it interacts with 
the adsorbed oxygen ions and yields H2O 
and CO2. A plausible sensing mechanism in 
pictographic form for LPG is shown in Fig. 8. 

The transient response to 100 ppm LPG was 
studied for both sensors at room temperature 
and is displayed in Fig. 9. For this measurement, 
gas was inserted into the chamber and the 
resistance of the sensor was measured in air 
and in the presence of gas. Both sensors show 
almost the same response (16 s) and recovery 
(20 s) time lengths for LPG sensing. 

To analyze the stability of sensors, their 
responses to 100 ppm LPG were measured 
for 30 days with an interval of 5 days at 
room temperature. The stability results are 

Fig. 6. LPG sensing response of the devices  
at room temperature

Fig. 7. Operating temperature response  
of sensors towards LPG

Fig. 8. Bridging oxygen having its origin  
in a plausible sensing mechanism for CuO/Ag2O 

bimetallic nanoparticles for LPG
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demonstrated in Fig. 10. The sensors exhibited 
nearly constant response to LPG indicating the 
good stability.

4. Conclusions

In summary, we successfully demonstrated 
the synthesis of CuO–Ag2O bimetallic oxide 
nanoparticles by using microwave-assisted 
and solid state diffusion routes. The structural 
conformation obtained through X-ray diffraction 
analysis clearly pointed out the formation of 
CuO–Ag2O bimetallic oxide nanoparticles. 
In this comparative study, CuO–Ag2O 
bimetallic oxide nanoparticles synthesized by 
a microwave-assisted route demonstrate good 

sensing performance towards LPG, exhibiting 
linear sensing response at room temperature, 
low operating temperature, excellent stability 
and fast response and recovery.
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Немаде К.Р., Уагхули С.А. ХАРАКТЕРИСТИКИ ДАТЧИКОВ ЧУВСТВИТЕЛЬНО-
СТИ К СЖИЖЕННОМУ ПРИРОДНОМУ ГАЗУ НА ОСНОВЕ МЕТАЛЛООКСИДНЫХ  
НАНОЧАСТИЦ CuO-Ag

2
O. 

Для создания датчиков чувствительности к сжиженному природному газу синтезированы би-
металлические оксидные наночастицы CuO-Ag2O путем использования СВЧ-обработки и твердо-
тельной диффузии. Структурные, морфологические, оптические и температурные исследования 
синтезированных материалов были выполнены на рентгеновском дифрактометре, сканирующем 
электронном микроскопе, инфракрасном Фурье-спектрометре, оптическом спектрометре видимого 
и УФ диапазонов, а также на термогравиметрическом анализаторе. Был проведен сравнительный 
анализ различных параметров чувствительности к сжиженному природному газу, таких как срабаты-
вание при комнатной температуре, рабочая температура, время отклика, время возврата в исходное 
состояние, стабильность. Проведено обсуждение результатов. 

НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА, СВЧ-ОБРАБОТКА, ДАТЧИК ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ К СЖИЖЕННОМУ 
ПРИРОДНОМУ ГАЗУ.
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Оптогенетика – новый метод исследования  
нейрональной активности

Статья посвящена вопросам реализации и применения оптогенетических 
методов для выявления причин различных заболеваний, контроля биохимиче-
ских процессов клеточной жизнедеятельности и исследований на различных 
организмах. Рассматривается проблема доставки, встраивания и контроля экс-
прессии генов опсинов в геном изучаемых клеток. В статье описаны параметры 
и свойства различных опсинов, а также основные стратегии достижения опти-
ческого контроля над клетками с использованием опсинов. Отмечены принци-
пы выбора светового пучка и особенности его транспортировки. Выделяются и 
описываются характерные особенности различных методов измерения и реги-
страции показателей эксперимента.

Оптогенетика, опсин, светочувствительность, каналродопсин, гало-
родопсин, лентивирус, трансгенная мышь,  потенциал действия.

Введение

В последнее десятилетие в лаборатории 
Карла Дайзерота (профессор биоинжене-
рии, психиатрии и поведенческих наук 
в Стэнфордском университете) был раз-
работан принципиально новый метод ис-
следования – оптогенетика. Он состоит в 
изучении работы клеток путем внедрения 
в их мембрану светочувствительных компо-
нентов, которые могут в ответ на освеще-
ние световым пучком определенной длины 
волны изменять свойства клетки-носителя 
и являться ее флуоресцентными метками. 

Важно отметить, что данный метод 
включает создание генетически кодиро-
ванных конструкций – оптогенетических 
инструментов, которые при доставке в 
специфичные клетки изменяют под дей-
ствием света их физиологию. Созданные 
инструменты позволяют контролировать с 
помощью света электрическую активность 
определенного вида нейронов, клеточный 

сигналинг и другие процессы. Для приме-
нения метода необходимо также создание 
систем доставки света вовнутрь тканей и 
регистрации результатов экспериментов. 
Хотя отдельные элементы этих методик 
уже существовали в 1970-е годы, их объ-
единение и использование для создания 
оптогенетических методов началось только 
в 2005 году [1]. Изначально технология раз-
рабатывалась для проведения исследований 
в области нейронаук. Но оказалось, что 
возможности оптогенетики гораздо шире. 
Метод позволяет контролировать опреде-
ленные события (с временным разрешени-
ем порядка миллисекунд, что соответствует 
временам процессов жизнедеятельности) в 
определенных типах клеток [2 – 5].

Такой анализ особенно важен, посколь-
ку клеточные события необходимо рассма-
тривать только в контексте других событий, 
происходящих в отдельных тканях и орга-
низме в целом.
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Краткая история вопроса

В 1979 году первооткрыватель структуры 
ДНК Фрэнсис Крик выдвинул предположе-
ние, что одной из главных задач в области 
нейронаук является избирательный кон-
троль одного типа клеток в мозге при усло-
вии, что остальные клетки будут оставаться 
нетронутыми [6]. Поскольку электродами 
невозможно возбудить определенную об-
ласть мозга с необходимой точностью, а 
различные лекарства действуют слишком 
медленно, Ф. Крик решил, что видимый 
свет обладает всеми свойствами, чтобы ис-
пользовать его в качестве инструмента кон-
троля. Но в то время не было никаких ме-
тодов, чтобы сделать определенные клетки 
чувствительными к свету.

Еще раньше, в 1971 году, У. Стокениус 
и Д. Остерхельт показали, что бактериоро-
допсин является ионным «насосом», кото-
рый можно быстро активировать фотонами 
видимого света [7]. Позднее были найдены 
и другие представители этого семейства –  
галородопсин (1977) и каналородопсин 
(2002) [8].

Тем не менее, долгое время считалось, 
что подобное объединение оптических и 
генетических методов не даст желаемого 
эффекта. Во-первых, ввиду того, что чуже-
родные мембранные белки, встроенные в 
клетку, могут быть токсичными; во-вторых, 
как многие полагали, индуцированные све-
том токи будут слишком малы. К тому же, 
бактериальным опсинам для поглощения 
фотонов необходим еще и химический ко-
фактор – полностью-транс-ретиналь. 

Летом 2005 года была опубликована ра-
бота, в которой была продемонстрирована 
возможность использования бактериаль-
ного опсина без добавления каких-либо 
других частей, компонентов или реагентов 
[1]. При этом нейроны становились чув-
ствительными к свету. В следующие не-
сколько лет другими исследователями было 
показано, что бактериородопсин и галоро-
допсин, как и каналородопсин, также спо-
собны включать или выключать нейроны 
быстро и безопасно для клеток в ответ на 
облучение светом различных длин волн.  
Ткани позвоночных животных уже содер-

жат полностью-транс-ретиналь, и поэто-
му оптогенетический контроль возможен в 
интактных тканях мозга и даже в свободно 
передвигающихся особях. 

Современные достижения

За прошедшие семь лет с помощью но-
вой технологии был проведен ряд интерес-
нейших экспериментов. Разрабатываются 
новые опсины с целью применения опто-
генетики в многообразных исследовани-
ях на различных организмах. В 2008 году, 
например, из водоросли Volvoxcarteri был 
выделен каналородопсин VChR1, который 
чувствителен к желтому, а не синему цвету 
[9]. Таким образом, используя параллельно 
несколько типов каналородопсинов, экс-
периментатор может одновременно кон-
тролировать смешанные популяции клеток: 
одни команды будут отдаваться желтым 
светом первому типу клеток, другие синим 
светом – второму. Также генетически были 
созданы так называемые «быстрые» и «мед-
ленные» опсины, которые позволяют осу-
ществлять временной контроль над потен-
циалом действия. Первые из них способны 
создавать потенциал действия до 200 раз в 
секунду [10]. Уже существуют опсины, чув-
ствительные к свету, частота которого на-
ходится на границе видимого и инфракрас-
ного диапазонов. Волны с данной частотой 
проникают глубже вовнутрь ткани и легче 
фокусируются.

Одной из самых интересных возмож-
ностей применения оптогенетических 
методов является контроль не только за 
электрическими явлениями в нейроне, но 
и за определенными биохимическими со-
бытиями. Как известно, большое количе-
ство медицинских препаратов функцио-
нирует через взаимодействие с семейством 
мембранных рецепторов (GPCR). Эти ре-
цепторы действуют по принципу передачи 
сигнала извне от какого-либо соединения 
(лекарства) внутрь клетки, изменяя тем са-
мым внутриклеточный сигналинг, напри-
мер уровень ионов кальция. Если добавить 
светочувствительный домен от родопсина 
к GPCR, то можно получить рецепторы, 
чувствительные к зеленому свету. Такие 
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рецепторы получили название optoXR [11]. 
При доставке с помощью вируса одно-
компонентного гена optoXR в мозг лабо-
раторных животных удалось осуществить 
клеточно-специфичный контроль светом 
над определенными биохимическими путя-
ми передачи сигнала [11].

Разработка новых оптоволоконных 
приборов позволила осуществить достав-
ку светового пучка в любую область мозга 
свободно двигающихся животных. Кроме 
того, была создана методика, позволяю-
щая одновременно исследовать оптическое 
возбуждение и регистрацию электрических 
импульсов. В настоящее время возможно, 
например, прямо измерять  электрическую 
активность в нейронных ансамблях, ответ-
ственных за моторную деятельность, одно-
временно контролируя их с помощью оп-
синов.

Первые оптогенетические исследования, 
выполненные на свободно двигающихся 
животных, были направлены на исследо-
вания нейронов, синтезирующих нейро-
трансмиттер гипокретин [12]. Эти клетки 
считаются ответственными за одно из нару-
шений сна – нарколепсию. Именно в этих 
клетках были обнаружены специфические 
типы электрической активности, которые 
в совокупности приводят к пробуждению.  
С помощью оптогенетики также было по-
казано, как допамин-синтезирующие ней-
роны отвечают за чувство радости [13].

Одними из самых известных экспери-
ментов с применением оптогенетики яв-
ляются опыты по исследованию новейших 
методов лечения болезни Паркинсона [14, 
15]. Данная патология характеризуется на-
рушением передачи информации в нейронах 
Substantia nigra pars compacta, ответственных 
за моторную деятельность. Для лечения бо-
лезни Паркинсона с начала 1990-х годов 
применяется глубокая стимуляция мозга. 
При этой методике переменный электрон-
ный импульс подается в определенные от-
делы мозга с помощью имплантируемых 
инструментов. Тем не менее, потенциаль-
но эффективная стратегия лечения сильно 
ограничена, так как электроды стимулиру-
ют отдельные клетки мозга не избиратель-
но. Фундаментальное понимание данного 

метода лечения было получено с приме-
нением оптогенетики. При переключении 
различных типов нейронов у лаборатор-
ных мышей моделей болезни Паркинсона 
были обнаружены неожиданные результа-
ты. Наибольший терапевтический эффект 
достигается не стимуляцией определенного 
вида клеток, а воздействием на активность 
соединительных аксонов.

Генетические методы доставки генов  
опсинов в специфичные популяции нейронов

Гены опсинов могут селективно экс-
прессироваться в определенном, заранее 
выбранном типе нейронов в мозге. Рас-
смотрим основные стратегии, эффектив-
ность которых была доказана для достиже-
ния экспрессии in vivo. Один из наиболее 
распространенных способов доставки ге-
нетического материала – использование 
лентивирусов. Оптимальное время для экс-
прессии генов составляет две недели после 
введения. Основным преимуществом этого 
метода является высокий уровень экспрес-
сии генов и длительность поддержания не-
обходимой экспрессии на протяжении не-
скольких лет. К недостаткам использования 
лентивирусов следует отнести недостаточ-
ную специфичность, низкую точность сте-
реотоксического введения, а также низкий 
уровень экспрессии некоторых клеточно-
специфичных промоторов.  В настоящее 
время доставка генетического материала с 
помощью лентивирусов используется почти 
во всех опытах такого рода над эксперимен-
тальными  животными-млекопитающими. 
Другой, также распространенный, спо-
соб – доставка указанного материала  аде-
ноассоциированными вирусами  (AAV). 
Оптимальное время для экспрессии генов 
составляет 3 недели после введения. Тре-
тий, наименее распространенный способ –  
это Cre-зависимые системы экспрессии 
AVV. Время экспрессии составляет 3 неде-
ли. Преимущества и недостатки второго и 
третьего методов аналогичны таковым для 
метода использования лентивирусов. 

Вирусные системы. В отличие от боль-
шинства генетических методов, вирусные 
векторы, основанные на лентивирусах и 
аденоассоциированных вирусах (AAV), 
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не требуют использования трансгенных 
животных-моделей. Подобные методы по-
зволяют достичь высокого уровня экспрес-
сии генов опсинов и в грызунах, и в при-
матах на период до нескольких месяцев. 
Векторы, основанные на лентивирусах и 
аденоассоциированных вирусах, используе-
мые в экспериментах, обладают следующи-
ми параметрами:

трансдуцирующих единиц для лентиви-
русов – более 109;

геномных копий для AAV – более 1012. 
В общем случае экспрессия генов опси-

нов в мозге грызунов достигает необходи-
мого уровня спустя три недели после вве-
дения AAV и две недели – после введения 
лентивируса. Для достижения стационар-
ного уровня экспрессии в дистальных ча-
стях аксонов может понадобиться уже бо-
лее шести недель. 

Электропорация. Для достижения экс-
прессии в некоторые типах клеток можно 
использовать метод электропорации in utero 
в определенные дни развития эмбриона. С 
помощью этого метода можно обеспечить 
таргетную доставку гена в корковые слои 
II и III, в нейроны стриатума и гиппокам-
па [16 – 19]. В отличие от вирусных ме-
тодов, с помощью электропорации можно 
доставлять ДНК любого размера с больши-
ми промотерными сегментами для дости-
жения большей клеточной специфичности. 
Электропорация также позволяет внедрить 
большее количество копий гена.

Трансгенные мыши. Необходимую экс-
прессию генов опсинов можно достичь, 
если использовать трансгенные кассеты, 
несущие рекомбинантные промотеры, и 
трансгенные конструкции, основанные на 
бактериальных искусственных хромосомах. 
Было получено несколько линий трансген-
ных мышей без изменений их репродук-
тивных свойств и без заметных изменений 
в поведении, экспрессирующих ChR2 под 
Thy-1 промотером [20, 21]. 

Cre-зависимые системы экспрессии. Хотя 
клеточно-специфичные промотеры эф-
фективны для достижения необходимого 
уровня экспрессии в определенных типах 
нейронов, некоторые промотеры обладают 
слабой транскрипционной активностью.  

С их помощью невозможно достичь экс-
прессии, при которой опсины смогут эф-
фективно создавать потенциал действия. 
Для увеличения транскрипционной ак-
тивности были созданы специальные Cre-
зависимые AAV-векторы. Такие векторы 
содержат трансгенные кассеты, которые 
активируются только в присутствии Cre в 
трансгенных линиях животных. Таким об-
разом, для увеличения экспрессии в опре-
деленном типе клеток необходимо выбрать 
нужную линию мышей.

Основные стратегии оптического контроля  
с помощью опсинов

Рассмотрим основные эксперименталь-
ные способы, с помощью которых может 
достигаться оптический контроль с исполь-
зованием опсинов.

Быстрое возбуждение – каналородопсины 
(ChR). В некоторых случаях ген микроб-
ного родопсина, встроенный в нейроны, 
может привести к светоиндуцированному 
фототоку. В настоящее время в основном 
используются модифицированные виды 
опсинов. В частности, некоторые кодо-
ны водорослей были заменены кодонами 
млекопитающих, что значительно повыси-
ло экспрессию данных генов. Безусловно, 
изменение кодонов может привести к не-
предвиденным эффектам, когда наряду с 
повышенной экспрессией в нейронах мле-
копитающих также наблюдается снижение 
других функций или экспрессии в других 
типах клеток. Например, внедрение мута-
ции H134R в ChR2 привело к увеличению 
фототока в два раза при длительной сти-
муляции, однако временная точность резко 
снизилась на фоне уменьшения скорости 
закрытия каналов [22]. 

Существенное смещение в красную об-
ласть спектра оптического поглощения 
(вместо белка) VChR1 [23], который воз-
буждают желтым светом (длина волны воз-
буждения – 590 нм) и который не оказы-
вает воздействия на ChR2 (длина волны 
возбуждения – 470 нм), дает возможность 
установить комбинированный контроль 
возбуждения в естественных условиях. 
Большинство ChR, изученных на сегод-
няшний день, характеризуются относитель-
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но низкой одноканальной проводимостью 
и широкой катионной избирательностью. 
Комбинированные методики, в том числе с 
использованием VChR1, дают возможность 
получить различные характеристики кле-
точных фототоков.

При изучении, например L132Cmutant 
[24], было установлено, что его активация 
приводит к незначительным фототокам 
ионов кальция при его физиологических 
концентрациях, а увеличение концен-
трации этих ионов в цитозоле обусловле-
но, в основном, активацией эндогенных 
потенциал-зависимых кальциевых каналов 
из-за деполяризации мембраны нейронов 
[25]. Уровни проводимости второго и даже 
третьего порядков всегда следует учиты-
вать, особенно когда наблюдается высокая 
проводимость ионов кальция.

Различные типы клеток или даже раз-
ные отделы одной и той же клетки могут 
вызывать, переносить или отвечать на по-
вышенные концентрации ионов кальция 
по-разному. Последние работы по моде-
лированию, в которых ответы клетки на 
фотостимуляцию были интегрированы с 
моделью нейрона Ходжкина – Хаксли [26], 
можно расширить и дополнить проводимо-
стями второго порядка, а это означает, что 
появляется возможность точнее прогнози-
ровать клеточные ответы в рамках различ-
ных способов фотостимуляции.

Быстрое ингибирование – галородопсины 
(NpHR). Для изучения активности нейронов 
и нейронных ансамблей ингибирование так-
же играет важную роль в оптогенетических 
исследованиях. Для достижения этих целей 
используется галородопсин Halobacterial 
HR (индуцирует электрогенный ток ионов 
хлора), однако для него характерно десен-
сибилизирующее действие. Тем не менее, 
гомологичный ген от Natronomonaspharaonis 
[32–34] способен вызвать стабильный фо-
тоток [35] с максимумом на длине волны 
590 нм (воздействие с такой длиной волны 
не вызывает какого-либо ответа от ChR2, 
что позволяет осуществить активации ChR2 
и NpHR независимо для двунаправленной 
модуляции активности). В отличие от воз-
буждающих ChR, NpHR требует постоян-
ного светового облучения.  Хотя торможе-

ние с использованием NpHR было успешно 
доказано в модели свободно движущихся 
червей и тонких срезов мозга млекопитаю-
щих [35], а также в культуре нейронов [36], 
потребовалось несколько лет, прежде чем 
удалось достигнуть подобных результатов у 
интактных млекопитающих, из-за проблем 
мембранного транспорта, которые требуют 
использования дополнительных методик. 

Различными инженерными методами 
был создан опсин eNpHR2.0, для кото-
рого характерны более высокие значения 
токов [37, 21]. Это позволило его приме-
нить для интактной ткани грызунов [38], 
а также тканей приматов и человека [39]. 
В конечном итоге был получен eNpHR3.0 
с еще большими значениями фототоков 
при умеренной интенсивности света в 
желтом диапазоне длин волн или смещен-
ным в красную зону оптического спектра  
(до 680 нм) [26].

Следует отметить, что для опытов по 
ингибированию функции нейронов целе-
сообразно использовать двунаправленный 
контроль, а также учитывать влияние ста-
бильности фототоков ингибирующих опси-
нов. Наконец, необходимо проявлять осто-
рожность с дозами светового облучения, в 
частности, чтобы избежать перегрева тка-
ней при непрерывном воздействии. В свя-
зи с этим важно контролировать интенсив-
ность света, необходимую для торможения 
[40].

Ступенчато-функциональные опсины 
(SFO). Проводимость дикого типа ChR2 
деактивируется после прекращения фото-
стимуляции (она длится около 10 мс), тог-
да как мутантный ChR2 (C128X) (мутации 
в цистеин-128 и аспартат-156) деактиви-
руется гораздо медленнее [27, 28]. Напри-
мер, мутантные белки с заменами C128T, 
C128A и C128S характеризуются постоян-
ными времени 2, 42 и 100 с, соответственно 
[27]. Прекратить этот стабильный, вызван-
ный голубым светом фототок можно пу-
тем применения импульсов желтого света  
(560 – 590 нм). Мутантные гены этого клас-
са называют ступенчато-функциональными 
опсинами (SFO), так как они делают воз-
можным ступенчатый контроль мембран-
ного потенциала. Подобный контроль 



66

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

вероятнее приведет к порогу потенциала 
действия и увеличит вероятность эндоген-
ных синаптических выходов [27]. 

      Ключевые различия между SFO и ChR. 
Отметим два таких различия. Во-первых, 
это увеличение клеточной светочувстви-
тельности SFO, по сравнению с ChR; оно 
является результатом накопления откры-
тых каналов во время светового импульса. 
[27, 29]. Во-вторых, отличие SFO от ChR 
обусловлено асинхронной природой SFO-
опосредованной активности нейронов, ко-
торая не вовлекает все экспрессирующие 
нейроны в единый паттерн, вызванный 
фотостимуляцией. 

Сейчас существуют SFO с постоянной 
времени деактивации до 30 мин [30]; это 
дает возможность приблизить экспрессиру-
ющие нейроны к стабильному потенциалу 
покоя с последующим удалением источника 
света, т. е. позволяет проводить последую-
щий поведенческий или физиологический 
эксперимент при полном отсутствии света 
или другого оборудования. Более того, ис-
пользование длительных низкоинтенсивных 
импульсов света обеспечивает устранение 
неравномерности ответа экспрессирующих 
клеток.  В этом случае даже большие объ-
емы ткани могут быть доведены до уровня 
насыщения с течением времени. 

Но, несмотря на широкие эксперимен-
тальные возможности SFO, его использо-
вание всегда должно сопровождаться до-
полнительными электрофизиологическими  
исследованиями. Это необходимо для пра-
вильной интерпретации полученных дан-
ных.

Но даже при множестве полезных 
свойств, ни один из перечисленных выше 
ChR не способен вызывать серии пиков с 
частотой выше 40 Гц, в то время как мно-
гие типы нейронов и их физиологические 
процессы требуют высокочастотных серий 
пиков (более 40 Гц). Даже дикий тип ChR2 
(10 мс), а также H134R (20 мс) не способны 
к точному управлению на высоких часто-
тах. Замена в ChR2 остатков глутамата-123 
треонином или аланином привела к уско-
рению кинетики закрытия канала с 10 до 
4 мс за счет умеренного снижения вели-
чины фототока, и это значительно повы-

сило точность оптогенетического контроля 
[10]. Мутации E123 являются уникальными 
среди ChR, так как устраняют чувствитель-
ность кинетики канала к мембранным по-
тенциалам, действуй они раздельно или в 
комбинации с другими мутациями H134R и 
T159C [10, 31]. После устранения этих не-
линейных и нестационарных эффектов от-
вет каналов становится более предсказуе-
мым и легко моделируемым. Опсины этого 
класса (отдельно мутации E123 или в ком-
бинации с другими изменениями [10]) на-
зываются ChETAs (ChRE123T/A). ChETAs 
можно использовать не только для нейро-
нов, требующих высокочастотные серии 
пиков, так как их использование приводит 
к снижению количества появляющихся до-
полнительных пиков, наряду со снижением 
ложно-пролонгированной деполяризации. 
Было показано, что ChETAs обеспечивают 
повышенную производительность в преде-
лах интактных тканей мозга млекопитаю-
щих [10]; в то же время быстрая деакти-
вация, как правило, приводит к снижению 
эффективной клеточной чувствительности 
к длительным импульсам света, так как 
меньше каналов остаются открытыми. 

Фармакологическая, оптогенетическая и 
электро-стимуляции. Они будут отличаться 
от естественной синаптической передачи 
ввиду изменения проводимости потоков 
ионов и мембранного потенциала. Любой 
из этих типов стимуляции может повлиять 
на внутриклеточные мембраны, эндоплаз-
матический ретикулум, ядерный аппарат, 
синаптические визикулы и митохондрии. 
Эти факторы необходимо учитывать, осо-
бенно при изучении одиночных нейронов. 
И несмотря на новизну, точность и специ-
фичность оптогентических методов, необ-
ходимо сопоставлять их результаты с ре-
зультатами электростимуляции в подобных 
условиях. Хотя оптогенетика дает возмож-
ность понять, как именно функционируют 
нейроны и нейронные ансамбли, экспери-
ментальные результаты обычно сильней-
шим образом зависят от типа нейронов и 
параметров стимуляции (частота, длитель-
ность, амплитуда и т. п.). Огромное значе-
ние имеет также выбор опсина (например, 
H134R или L132C).
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Существуют большие возможности для 
создания новых оптогенетических инстру-
ментов, если принять во внимание огром-
ное разнообразие микробных генов опси-
нов, встречающихся в природе.

Инструменты для модуляции  
биохимического сигналинга

Микробные гены опсинов (тип I), опи-
санные выше, кодируют ионные каналы, 
которые контролируют возбудимость ней-
ронов, изменяя их мембранный потенци-
ал выше или ниже порога генерации по-
тенциала действия. Такой подход имеет 
преимущества в отношении скорости и 
точности воздействия, однако в некоторых 
экспериментах необходима временная и 
точная модуляция внутриклеточных про-
цессов.

Существует еще один тип опсинов  
(тип II), например светочувствительные 
белки глаз млекопитающих; эти белки спо-
собны не только индуцировать фототок под 
действием света, но и выступать в качестве 
семейства рецепторов GPCR, а значит уча-
ствовать во внутриклеточной сигнализа-
ции. Таким образом можно осуществлять 
медленный тормозящий [41] или возбуж-
дающий [42] контроль. В настоящее время 
разрабатывается большое количество химер 
[43] между родопсинами позвоночных и 
семействами GPCRs, которые могут слу-
жить однокомпонентными инструментами 
контроля (в их числе дофаминергический, 
серотонинергический и адренергический 
рецепторы, играющие важную роль в ней-
ротрансмиссии и нейромодуляции). Такие 
оптогенетические инструменты получили 
название optoXRs, они позволяют осущест-
влять контроль над внутриклеточной сигна-
лизацией для изучения поведения свободно 
движущихся мышей [11].

Скорость и точность, которые достига-
ются с помощью методов биохимической 
оптогенетики, раскрывают возможности, 
недостижимые для фармакологических и 
генетических методов. Активное развитие 
этой области оптогенетики дает возмож-
ность расширить применение этих техно-
логий практически на все типы клеток.

Выбор параметров светового пучка  
и доставка света

После того как опсины начали экспрес-
сироваться в нейронах, представляющих 
интерес для исследователей, встала задача 
доставки светового пучка. Требования к его 
параметрам различны и зависят от условий 
эксперимента. Например, для изучения 
быстрых осцилляций в тонких срезах моз-
га при использовании нескольких опсинов 
in vitro, необходимы параметры пучка, ко-
торые отличаются от таковых для исследо-
вания эффектов длительной стимуляции  
in vivo определенных отделов мозга живот-
ных [44]. Параметры фототоков, индуциро-
ванных в нейронах световыми импульсами, 
зависят от многих факторов. К таковым 
относятся тип экспрессируемого опсина, 
длина волны облучения, его интенсивность 
и время, и даже события, происходившие 
до момента облучения. Если не все молеку-
лы каналородопсина вернулись в исходное 
состояние после предыдущего воздействия, 
начальный ответ на импульс света окажется 
меньше. 

 Параметры активации различных оп-
синов. Для семейства опсинов ChR2, 
ChR2(H134R), ChR1/2 химеры, ChETA (вы-
делены из Chlamydomonas reinhardtii) длина 
волны возбуждения составляет 470 нм. При 
этом их основная функция – это деполя-
ризация клеточной мембраны. Модуля-
торными возможностями этого семейства 
опсинов является быстрое включение/вы-
ключение, поэтому лучше всего эти опсины 
подходят для точной активации нейронов. 
Замена H134R дает больше фототоков по 
отношению к диким типам ChR2.  В част-
ности, ChR1/ChR2 химеры и ChETA дают 
пики до 200 Гц. 

Следующая группа опсинов – ступен-
чато-функциональные опсины (SFO): ChR2 
(C128A), ChR2 (C128S), ChR2 (C128T) (вы-
делены из Chlamydomonas reinhardtii). Дли-
на волны возбуждения составляет 470 нм,  
для ингибирования используют свето-
вой пучок с длиной волны 546 нм. При 
этом их основная функция – также де-
поляризация клеточной мембраны. ChR2  
(с точечными мутациями) характеризуются 
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медленной или оптически переключаемой 
деактивацией. Замены C128A и C128S дают 
наиболее длительную активацию и высокую 
светочувствительность, а C128T сохраняет 
высокую временную точность активации. 
SFOs можно включать и выключать сини-
ми и зелеными световыми импульсами.

VChR1 (выделен из Volvox carteri) име-
ет длину волны возбуждения – 535 нм, его 
основная функция – также деполяризация 
клеточной мембраны. Смещение  спектра 
действия в красную область (по отноше-
нию к ChR2) позволяет проводить комби-
нированный контроль.

NpHR, eNpHR (выделены из 
Natronomonas pharaonis) имеют длину вол-
ны возбуждения 589 нм, но их основная 
функция – гиперполяризация клеточной 
мембраны. Эта группа опсинов представля-
ет собой активируемый светом «насос» для 
ионов хлора. Используется для гиперполя-
ризации нейронов с высокой временной 
точностью и устойчивым торможением в 
течение нескольких минут.

Opto-α1AR, opto-β2AR (получены син-
тетическим способом) имеют длину волны 
возбуждения – 500 нм; при этом их основ-
ная функция – биохимическое воздействие 
на клеточную мембрану. Эта группа опси-
нов представляет собой активируемый све-
том GPCR (через G-белок).

При разработке системы доставки све-
та для активации опсинов, прежде всего 
необходимо учитывать такой параметр, 
как коэффициент поглощения фотонов 
определенной длины волны. Он пропор-
ционален потоку света, который в свою 
очередь представляет собой количество 
фотонов на единицу площади в единицу 
времени. Однако в эксперименте удобнее 
пользоваться другой величиной. Это плот-
ность потока света, которая измеряется в 
мВт/мм2 и определяется как произведение 
потока света на энергию одного фотона. 
Для каналородопсина ChR2 дикого типа 
при стандартном уровне экспрессии и об-
лучении светом с длиной волны 473 нм, 
плотность потока света, необходимая для 
инициирования аксонного потенциала, 
составляет 1 –5 мВт/мм2. 

Как отмечалось ранее, требования к 

длительности светового облучения зависят 
от условий различных оптогенетических 
экспериментов. В случае оптогенетическо-
го ингибирования интервал времени опре-
деляется длительностью этого ингибирова-
ния (плотность потока света 1–5 мВт/мм2), 
тогда как при бистабильном оптогенетиче-
ском контроле требуется короткий проме-
жуток времени, а пучок света должен иметь 
гораздо меньшую плотность потока (менее 
0,01 мВт/мм2).

Для экспериментов in vitro, когда об-
разец ткани наблюдают под микроскопом, 
наиболее подходящие источники света –  
галогеновые/ксеноновые лампы, свето-
диоды, лазеры – могут быть размещены 
прямо вдоль направления луча микроско-
па. Для некоторых экспериментов требу-
ется импульсное облучение. Для создания 
кратковременных импульсов света можно 
использовать быстрые затворы (например, 
Lambda DG-4 или Uniblitzshutter) или не-
посредственно импульсные лазеры. Для ис-
следований in vivo в свободно двигающихся 
животных больше всего  подходят источ-
ники с высокими значениями мощности 
(10 – 15 мВт на краю волокна сечением 
100 мкм). Для стимуляции коркового слоя 
мозга можно также использовать светодио-
ды. При контроле более глубоких областей 
мозга необходимо использовать тонкое 
оптоволокно. Оптоволокно применяют для 
изготовления так называемых оптотродов – 
инструментов для одновременной регистра-
ции электрофизиологических параметров и 
оптического возбуждения опсинов. Толщи-
на волокна выбирается также в зависимо-
сти от природы изучаемого объекта. Так, 
для мышей, без ограничения их движения, 
необходимая величина составляет не более 
300 мкм, а для крыс – 400 мкм. При по-
становке экспериментов необходимо также 
учитывать, что ткани мозга млекопитаю-
щих сильно поглощают свет; например, на 
500 мкм от края волокна интенсивность 
светового пучка составляет примерно 10 % 
от исходной.

В настоящее время в лаборатории мо-
лекулярной нейродегенерации разрабаты-
вается аппаратно-программный комплекс 
(АПК) для оптогенетических исследований. 



Биофизика и медицинская физика

69

Предлагаемый АПК представляет собой 
источник светового воздействия, состоя-
щий из нескольких ярких светодиодов, со 
специальным программным обеспечением, 
в котором заложены необходимые параме-
тры диодов для опсинов, подобранные экс-
периментальным путем.

Способы регистрации  
экспериментальных данных

Для оптогенетического контроля при-
меняются различные методы измерения 
параметров эксперимента. Во-первых, 
это методы получения и анализа изо-
бражения с использованием различных 
красителей. В качестве последних ис-
пользуются Ca2+-специфичные красители 
(например, Fura-2, Fluo-5F), а также красите-
ли, чувствительные к изменению напряжения  
(VSD – Voltage-Sensitive Dye), например 
RH-155. Подобный метод эффективен 
для измерения электрической активности 
в больших популяциях клеток ex vivo и in 
vivo с высоким временным разрешением.  
В случае применения Са2+-специфичных 
красителей для получения изображения 
можно использовать двухфотонный микро-
скоп, так как при двухфотонном возбуж-
дении практически отсутствуют шумы от 
фотоактивации каналородопсинов. Краси-
тели, чувствительные к изменению напря-
жения, представляют собой липофильные 
молекулы, оптическое поглощение которых 
зависит от потенциала на мембране. Наря-
ду с высокоскоростными камерами для ре-
гистрации изменений оптического сигнала, 
работают с изображением, полученным с 
помощью VSD и позволяющим опреде-
лять изменения электрической активности 
в нейронах с высоким пространственно-
временным разрешением (порядка мс и 
мкм). Максимум поглощения для красите-
ля RH-155 составляет 700 нм, а пики воз-
буждения опсинов находятся в пределах 
470 – 590 нм. Такая разница в длинах волн 
позволяет одновременно проводить опти-

ческую стимуляцию опсинов и детектиро-
вать изображение.

Другой класс методов измерения пара-
метров оптогенетических экспериментов 
включает одновременный контроль поведе-
ния животных и электрофизиологическую 
регистрацию. Для этого были созданы спе-
циальные приборы на основе оптоволок-
на для доставки светового пучка в область 
экспрессии гена опсина и электрофизиоло-
гических измерений.

Заключение

В данной статье мы изложили суть опто-
генетической методики, ее основные состав-
ляющие и области применения. В настоящее 
время эта методика интенсивно развивается, 
совершенствуется и находит применение в 
новых сферах научного познания.  Наиболь-
ший интерес для авторов статьи представля-
ет применение оптогенетического подхода к 
изучению нарушений синаптической пере-
дачи при развитии различных нейродегене-
ративных заболеваний. Так, в 2013 году на 
мышиных моделях болезни Хантингтона при 
помощи оптогенетической методики уже 
были продемонстрированы нарушения в си-
наптической передаче в кортико-стриатной 
культуре нейронов [45]. Исследование про-
блем такого рода является предметом ны-
нешних и дальнейших научных изысканий 
авторов статьи.
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ИМПЛАНТИРУЕМЫЕ УСТРОЙСТВА ДЛЯ ОПТОГЕНЕТИЧЕСКИХ  
ИССЛЕДОВАНИЙ И СТИМУЛЯЦИИ ВОЗБУДИМЫХ ТКАНЕЙ

Статья посвящена рассмотрению существующих в настоящее время им-
плантов, применяемых в оптогенетических экспериментах на лабораторных 
животных in vivo. Приведено краткое описание этапов оптогенетического ис-
следования. Рассмотрены различные варианты исполнения имплантируемых 
устройств генерации и фиксирования сигналов в возбудимых тканях. Отмече-
ны особенности проведения управляющего сигнала вовнутрь живых тканей. 
Обсуждены медико-биологические возможности использования оптических 
световодов для стимуляции возбудимых тканей.

ОПТОГЕНЕТИКА, ИМПЛАНТИРУЕМЫЙ ОПТИКО-ЭЛЕКТРОДНЫЙ МАССИВ, НЕЙРО-
СТИМУЛЯЦИЯ, ПОТЕНЦИАЛ ДЕЙСТВИЯ, СВЕТОВОД.

Введение

К возбудимым тканям принято отно-
сить нервную, мышечную и железистую. 
Они способны воспpинимать действие 
pаздpажителя и отвечать на него пеpеходом 
в состояние возбуждения. Возбуждение – 
это генерация потенциала действия, а так-
же его распространение и специфический 
ответ ткани на этот потенциал, например 
сокращение, выделение секрета, выделение 
кванта медиатора. Наиболее сложную из из-
вестных систем, способных к возбуждению, 
представляет собой мозг млекопитающих.

Мозг – это разветвленная сеть взаи-
мосвязанных нейронов, где каждая ячейка 
работает как нелинейный элемент обработ-
ки информации. Расшифровка природных 
способов обработки сигнала в сложных 
структурных компонентах мозга требует 
универсальных методов нейростимуляции 
и последующей визуализации данных.

Принято считать, что каждая отдель-
ная группа нейронов отвечает за выполне-
ние конкретной элементарной функции. И 
именно взаимодействие данных системных 
единиц обеспечивает функционирование 
всей нейронной сети. До недавнего време-
ни получение экспериментальных данных 
сводилось, в основном, к исследованию на-

рушений, появлявшихся при повреждениях 
определенных участков головного мозга, 
или к фиксации мозговой активности при 
выполнении подопытными организмами 
стереотипных заданий [1].

С точки зрения терапевтического воз-
действия наиболее часто исследователи 
использовали электростимуляцию, а так-
же фармакологические препараты [2]. Для 
активации различных участков мозга в них 
вживляли электроды. Однако в этом случае 
действие тока распространялось практиче-
ски на все недифференцированные группы 
нейронов (электрод возбуждает все нерв-
ные ткани) и, как следствие, очень трудно 
было локализовать источник генерации той 
или иной функции. При использовании 
фармакологических препаратов, способных 
избирательно ингибировать нервные клет-
ки определенной группы, действие химиче-
ского вещества существенно отличалось в 
сторону увеличения длительности по срав-
нению с естественной стимуляцией [1].

Практическим воплощением принципи-
ально нового подхода к изучению функцио-
нирования нейронов головного мозга стала 
оптогенетика [3]. Это метод нейрофизио-
логического исследования, образовавший-
ся на стыке двух стремительно развиваю-
щихся научных направлений. Генетическая 
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составляющая оптогенетических экспери-
ментов обеспечивает формирование свето-
чувствительных ионных каналов в мембра-
нах живых клеток, а оптические устройства 
и технические приспособления доставляют 
световое излучение с высокой точностью в 
заданную область мозга (эксперименты in 
vivo) и воздействуют на клеточные культу-
ры in vitro. С течением времени оптогене-
тические подходы стали все больше приме-
няться к изучению и стимуляции не только 
клеток мозга, но и других органов, образо-
ванных возбудимыми тканями (например, 
сердечной мышцы) [2].

В данной статье рассмотрены основные 
элементы технического оснащения оптоге-
нетической лаборатории. Особое внимание 
уделено проведению светового излучения 
в глубь нервной ткани головного мозга 
при проведении длительных исследований 
на лабораторных животных. Обсуждаются 
также интересные подходы к импланти-
рованию оптогенетических конструкций и 
стимуляции мышечной ткани.

Оптогенетический метод исследований

Указанный метод обязательно включает 
в себя следующие этапы:

Выделение светочувствительных белков 
(опсинов). Для оптогенетики требуются в 
первую очередь опсины естественного про-
исхождения или химически модифици-
рованные. Они обеспечивают восприим-
чивость к световому излучению заданной 
длины волны и могут служить ионными 
каналами для поступления катионов или 
анионов в клетку.

Доставка гена. Гены, кодирующие задан-
ные светочувствительные белки, могут быть 
доставлены в клетки-мишени путем транс-
фекции, вирусной трансдукции или создания 
трансгенных линий лабораторных животных. 
Использование вирусных векторов для до-
ставки генов позволяет организовать адрес-
ную доставку в группу клеток без использо-
вания конкретных промоторов (например, в 
целевую популяцию нейронов), основываясь 
на их топологической связи [3].

Контролируемое освещение. Управление 
клеточной активностью с помощью оптоге-
нетического метода зависит от качественно 

ориентированного в пространстве источника 
излучения с выверенной по времени подачей 
света на исследуемый образец. Контроль за 
временной характеристикой излучения мо-
жет быть осуществлен благодаря примене-
нию высокоскоростного затвора (для посто-
янного источника), мерцающего с заданной 
частотой светодиода, или однофотонного 
лазерного сканирующего микроскопа. В 
настоящее время применяются источники 
света в сочетании с оптоволоконным прове-
дением и имплантацией с помощью канюли 
или миниатюрные светодиоды, погружае-
мые вовнутрь тканей [3].

Оценка результата воздействия. Эффект 
от воздействия на светочувствительные бел-
ки (опсины) необходимо фиксировать в 
клетках, тканях и на уровне всего организма 
в целом. Для снятия мембранного клеточно-
го напряжения применяют имплантируемые 
погружные электроды. Также для снятия 
клеточных показателей может использовать-
ся большое количество различных биосен-
соров, в том числе генетически кодируемых, 
основанных на эффекте флуоресценции. 
Наконец, для оценки модуляции клеточной 
активности на организм животного в целом, 
можно применять поведенческие тесты [7].

Один из самых распространенных видов 
оптогенетических исследований – электро-
физиологическая оценка изменения потен-
циала на мембране возбудимых клеток, так 
называемый «пэтч-кламп» (patch-clamp). 
Так, в нейронах деполяризация мембраны 
приводит к активации переходных элек-
трических сигналов (потенциалов дей-
ствия), которые являются основой нейрон-
ной связи. И наоборот, гиперполяризация 
мембраны нервной клетки приводит к ин-
гибированию этих сигналов. Управление 
«переключателем», который запускает эти 
процессы, позволяет нейрофизиологам из-
учать, как нейроны функционально связа-
ны друг с другом и с соседними группами 
клеток, а также как формируется нейрон-
ная схема управления поведением [3, 4].

Соответственно, при трансгенной экс-
прессии светочувствительных белков, из-
меняющих мембранный потенциал в 
нейронах, свет используется в качестве «пе-
реключателя», регулирующего включение, 
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т. е. запуск потенциала, и выключение-
ингибирование возбуждения. Первый под-
ход заключается в использовании химиче-
ски модифицированных, так называемых 
«клеточных» лигандов, которые становятся 
активными после стимуляции световым из-
лучением и формируют трансгенные свето-
вые рецепторы. Лиганды также могут быть 
привязаны к рецепторам с помощью све-
точувствительных соединений; последние 
действуют в качестве оптических переклю-
чателей. В обоих случаях растворимые или 
привязные лиганды должны быть введены 
в клетки или ткани, чтобы сделать их све-
точувствительными.

Генерация и проведение светового излучения 
в нервные ткани

Изначально в ранних опытах свет от ла-
зера или светодиодного источника переда-
вался по оптическому волокну на клеточную 
культуру нейронов, отрезок ткани или непо-
средственно в головной мозг фиксирован-
ного или свободно движущегося животного 
(мыши, крысы или обезьяны) [3]. Со време-
нем, по мере увеличения количества разно-
плановых экспериментов, эта простая опти-
ческая линия превратилась в более сложную 
схему волоконно-оптических устройств.

Теперь эта развитая сеть, помимо ис-
точника излучения и оптического волокна, 
может включать в себя (в случае с экспери-
ментами in vivo) оптические разветвители, 
сумматоры, поворотные шарниры для экс-
периментов со свободно перемещающими-
ся лабораторными животными, различные 
в своем исполнении волоконно-оптические 
световоды, а также канюли, имплантируе-
мые в ткани мозга. Все это определяет ши-
рокий круг задач и вариабельность оптоге-
нетической методики [10].

Крайне важным преимуществом оптоге-
нетического метода исследований является 
его избирательность в задаче воздействия 
на конкретную область мозга или группу 
нейронов, а также быстродействие в зада-
че «стимул-результат». Временные разреше-
ния с точностью до миллисекунд позволяют 
проводить эксперименты со скоростью био-
логического ответа живых клеток, например 
при определении роли конкретных действий 

исследовательских моделей в нейронах [3].
Отставание даже на несколько тысяч-

ных секунды в режиме воздействия на ней-
рон может иногда полностью трансформи-
ровать ответный сигнал, действующий на 
остальную часть нервной системы. Оптоге-
нетика обеспечила качественный скачок в 
отношении временной точности традици-
онных манипуляций, которые применяют 
для исследования роли конкретных генов 
в клетках для изолирования или усиления 
функций, ответственных за изменения в 
этих генах. Такие манипуляции протекают 
довольно медленно (от нескольких часов 
или дней до нескольких месяцев [7]).

Важным фактором следует также считать 
быстродействие метода, которое идет в ком-
плексе с оптическим управлением и снятием 
экспериментальных данных. Отличитель-
ным признаком оптогенетики является вве-
дение быстрых, легкоактивируемых каналов 
и ферментов, которые позволяют проводить 
точное манипулирование электрическими и 
биохимическими событиями в клетке [1].

В целом видеоптогенетический ком-
плекс доставки светового излучения в тка-
ни головного мозга лабораторного живот-
ного обеспечивает следующие функции:

генерация и управление световым излуче-
нием;

модификация/фильтрация светового из-
лучения;

проведение светового излучения в тка-
ни/клеточные культуры.

Пример блок-схемы оптогенетическо-
го комплекса представлен на рис. 1 (этот 
и три следующих рисунка созданы по дан-
ным работы [13]).

Оптогенетический метод использует свет 
для запуска активности генетически изме-
ненных, возбудимых светочувствительных 
клеток. Метод уже вышел из той ранней ста-
дии, когда действие непрерывного излучения 
синего света, посланного по оптическому 
волокну в мозг мыши, вызывало широкий 
научный интерес. Теперь даже простейшие 
оптогенетические эксперименты требуют 
программируемых импульсных генераторов 
для модуляции светодиодного или лазерного 
излучения и создания высококачественного 
управляемого светового импульса [2].
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Параметры последовательности импуль-
сов и их генерация контролируются с помо-
щью графического интерфейса компьютера 
либо ручным переключением режимов.

Программируемые драйверы управле-
ния светодиодами обеспечивают настрой-
ку значений постоянного тока для одного 
или нескольких отдельных светодиодов 
либо кластера, состоящего из нескольких 
диодов, объединенных в одном выходном 
волокне. Каждый канал управляется авто-
номно (вручную в режимах CW-, внешней 
TTL- или аналоговой типов модуляции) 
либо посредством программного обеспече-
ния, установленного на компьютер.

Такие источники, как светодиоды или 
лазерные диоды, хорошо подходят для пря-
мой модуляции светового импульса, в то 
время как твердотельные лазеры с диодной 
накачкой требуют внешней модуляции че-
рез механические затворы (с программным 
управлением) или акустооптические моду-
ляторы (вследствие дифракции светового 
излучения на решетке, в результате про-
странственной модуляции показателя пре-
ломления акустической волной) [4].

Проведение светового излучения в ткани

Изучение функций мозга требует ней-
ронных интерфейсов, которые могут за-
писывать и стимулировать мозг с высокой 
пространственно-временной точностью. 
Большинство исследователей, применяю-
щих в своих экспериментах оптогенетиче-
скую методику в лабораторных условиях 
на животных in vivo, в настоящее время ис-
пользуют оптическое волокно, направляе-
мое через имплантируемую канюлю. Однако 
существуют ограничения данного способа, 
значительно влияющие на ход эксперимен-
та: повреждение ткани головного мозга при 
повторном введении оптического волокна, 
потенциальное повреждение волокна вну-
три имплантата и точность позиционирова-
ния канюли внутри головного мозга живот-
ного. На рис. 2,а показано схематическое 
изображение такого имплантата с оптово-
локонным световодом [7, 13].

Имплантируемые световоды могут иметь 
тупой либо заостренный наконечник. Кону-
совидные наконечники облегчают проник-
новение в ткани, обеспечивая сферическое 

Рис. 1. Пример блок-схемы оптогенетического комплекса генерации  
и подачи светового излучения:  

1 – бокс для лабораторных животных, 2 – имплантируемые канюли, 3 – световоды, 4 – светодиодный  
источник излучения, 5 – компьютер со специализированным программным обеспечением, 6 – блок питания, 
7 – драйвер управления светодиодами, 8 – ротационный узел сопряжения световодов, 9 – 11 – кабели подачи 

питания, сопряжения с компьютером (USB) и соединительный
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свечение высокой интенсивности. Не-
сколько световодов могут быть объединены 
в одной канюле в виде массива выходных 
имплантируемых наконечников, каждый из 
которых имеет возможность отдельной по-
дачи излучения заданных параметров [13].

Световое излучение подается через 
оптическое волокно (рис. 2, b) в зону им-
плантации. Используются как одно-, так и 
многомодовые световоды.

Может также применяться Y-образный 
волоконно-оптический кабель для одно-
временной световой стимуляции двух зон 
головного мозга подопытного животного.

Оптический кабель подключен к вы-
ходному каналу источника излучения и 
входному порту поворотного шарнира. Две 
ветви волокна заканчиваются цирконие-
выми наконечниками для подключения к 
волокну канюли, имплантируемой в голо-
ву животного. Эксперименты на свободно 
перемещающихся лабораторных животных 
сопряжены с серьезными требованиями к 
поддержанию целостности оптического во-
локна. Для этого применяются соедини-
тельные поворотные шарниры. Вращение 
шарнира обеспечивается высокоточными 
подшипниками, а передача излучения от 
соединяемых световодов за счет системы 
линз. Дополнительная фиксация ограни-
чивает изгиб и скручивание оптоволокна. 
Шарниры также позволяют соединение и 
отведение нескольких кабелей согласно 
требованиям эксперимента. Также возмож-

но разделение излучения по интенсивности 
или длине волны от одного входного во-
локна к нескольким отведениям [7].

Встречаются гибридные поворотные 
устройства, фиксирующие не только опти-
ческое волокно, но и электрический ка-
бель, применяемый в электрофизиологиче-
ской стимуляции или при снятии ответного 
сигнала, а также трубки для подачи фарма-
кологических растворов.

Гибридные имплантируемые канюли

Одним из преимуществ метода имплан-
тации оптического волокна в эксперимен-
тах in vivo является возможность беспре-
пятственного сочетания оптогенетического 
метода с другими видами исследований. 
При комбинации различных методов мо-
ниторинга деятельности возбудимых клеток 
очевидна необходимость объединения им-
плантируемых наконечников в компактном 
исполнении. Помимо единовременного 
применения группы световодов с разными 
параметрами излучения и имплантируемых 
устройств снятия экспериментальных дан-
ных, оптогенетический метод позволяет 
также выполнять электростимуляцию тка-
ней мозга, введение фармакологических 
препаратов и жидкостей, забор исследова-
тельского материала.

Так например, некоторые оптогенети-
ческие эксперименты требуют введения 
вирусного материала для процесса фор-
мирования светочувствительных белков 

Рис. 2. Схематическое изображение имплантируемой канюли (а) и оптического волокна (b, 1):  
2 – cоединительный штекер; 3 – фиксирующее кольцо; 4 – оптическая канюля; 5 – имплантируемый  

наконечник; 6, 7 – жила и оболочка световода; 8 – буфер; 9 – рубашка

а) b)



80

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

в целевых клетках и последующее осве-
щение через наконечник оптического во-
локна. Если это реализовывать как двух-
этапный процесс с применением двух 
различных имплантируемых устройств, то 
точность эксперимента может быть нарушена.  
В этом случае широко применяют гибридные 
канюли, проводящие оптическое волокно 
совместно с трубкой подачи жидкости (рис. 
3), что обеспечивает большую вероятность 
освещения инфицированных клеток [2].

Для смешанных оптогенетических опы-
тов с применением хронической электро-
физиологической стимуляции на свободно 

перемещающихся лабораторных животных 
используются имплантируемые канюли, 
объединяющие оптическое волокно и вжив-
ляемый электрод. Данная конфигурация 
обеспечивает одномоментный и точечный 
подвод воздействующих рабочих органов в 
зону эксперимента [8]. Простейший вариант 
подобной канюли представлен на рис. 4.

Оптическое волокно и провод объеди-
няются с помощью соединительной втулки 
8 в единый имплантируемый наконечник 9. 
Оптический (2) и электрический (3) кон-
такты с соответствующими цели экспери-
мента выходными параметрами подводятся 

Рис. 3. Схематическое изображение имплантируемой канюли сочетанной подачи жидкости  
и светового излучения в зону исследования (а), а также изображение имплантируемого  

наконечника (b, 7):  
1, 9 – оптические волокна, 2 –соединительный штекер, 3 – фиксирующее кольцо, 4 – трубка подачи  

жидкости, 5 – оптическая канюля, 6 – втулка-объединитель, 8 – трубка подвода жидкости, 10 – рубашка

Рис. 4. Схематическое изображение имплантируемой канюли оптической и электрофизиологической 
стимуляции нервных клеток (а), а также изображение имплантируемого наконечника (b, 9):  

1, 10 – оптические волокна; 2 – соединительный штекер; 3 – провод электрический; 4 – фиксатор провода 
электрода; 5 – фиксирующее кольцо;6 – оптическая канюля; 7, 11 – электроды;  

8 – соединительная втулка; 12 – рубашка

а)

b)

а) b)
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к втулке и фиксируются на ней прижимны-
ми кольцами 4, 5. Наконечник 9 устройства 
вводится в ткани головного мозга лабора-
торного животного.

Имплантируемые оптико-электродные  
массивы

Интересен также механизм одновремен-
ной подачи светового излучения и считыва-
ние данных с использованием так называе-
мого оптрода – устройства, заключающего 
в себе оптический стимулятор (стеклян-
ный световод диаметром 100 – 120 мкм) и 
изолированный стеклом платиновый или 
вольфрамовый микроэлектрод (диаметром  
60 – 80 мкм). Оптрод позволяет произво-
дить регистрацию электрической актив-
ности в оптогенетических экспериментах. 
Подобная комбинация с несколькими ми-
кроэлектродами позволяет регистрировать 
активность сразу нескольких нейронов в 
зоне воздействия источника света. При 
этом минимизирован эффект от светорас-
сеяния внутри ткани и рассогласование 
положений источника света и детектора, 
фиксирующего показатели возбуждения/
ингибирования нейронов [1].

Совершенствование конструкции им-
плантируемых канюль и электродов, их 
минимизация и объединение в едином 
устройстве позволили обеспечить снятие 
пространственно-временного «рисунка» 

световой активации, или ингибирования 
группы нейронов. При этом устройство мо-
жет быть помещено в специфические об-
ласти коры или подкорковых структур го-
ловного мозга свободно передвигающегося 
животного в опытах in vivo [9].

Имплантат состоит из конического коак-
сиального оптического волновода (оптрода), 
интегрированного вовнутрь имплантируемо-
го массива электродов (Multi-ElectrodeArray–
МЕА) для снятия экспериментальных дан-
ных (риc. 5) [9, 11,12].

Важной функцией оптоэлектродного 
массива является возможность изучения 
пространственно-временного распростра-
нения оптически сгенерированной волны 
возбуждения [12].

Наконечник световода и электродов ско-
шен для меньшей травматизации нейронов в 
зоне имплантации. Конфигурация электро-
дного массива, а также количество оптиче-
ских световодов и их параметры могут ме-
няться согласно условиям эксперимента. 

Другие медико-биологические возможности 
использования оптических световодов  
для стимуляции возбудимых тканей

Скелетные мышцы функционируют как 
моторные единицы, каждая из которых со-
стоит из отдельного нервного волокна и 
иннервируемых им мышечных волокон. 
Подобная система нейромышечных компар-

Рис. 5. Схематическое изображение имплантируемого оптико-электродного массива:  
1 – интегрированный оптрод, 2 – зубцы электродов, 3 – оптогенетический управляющий сигнал,  

4 – многоканальная электрическая запись данных, 5 – тело массива
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тментов обеспечивает высокую степень за-
щищенности всей системы и, в то же время, 
дает исследователям возможность использо-
вать эту относительную автономность еди-
ниц для научных и диагностических целей. 

Подобные единицы могут иметь разные 
размеры: от отдельных тонких нервных во-
локон, иннервирующих несколько мышеч-
ных волокон, до толстых, которые могут 
иннервировать несколько тысяч мышечных 
волокон. Быстро сокращающиеся волок-
на необходимы для мощных атлетических 
движений, таких как бег, но они быстро 
устают, так как питаются ограниченными 
запасами первичного топлива – гликогена. 
Их более миниатюрные, медленно сокра-
щающиеся аналоги, медленно «сжигающие 
свое топливо», имеют решающее значение 
для тонких движений, таких как шитье или 
рисование, а также для точно настраивае-
мых, более мощных движений. 

При травмах или инфекционных нервно-
мышечных поражениях огромное значение 
имеют попытки восстановить потерянную 
двигательную функцию. Для этого обычно 
используют программируемые последова-
тельности электрических импульсов. Более 
крупные нервные волокна более чувстви-
тельны к электрической стимуляции, и 
поэтому мышцы имеют тенденцию сокра-
щаться в неправильном порядке: сначала 
крупные, быстро сокращающиеся волокна, 
а затем мелкие, медленно сокращающие-
ся. Это приводит к судорожным движени-
ям, вследствие чего быстро наступает уста-
лость. Использование оптических методов 
стимуляции, в частности имплантируемых 
оптико-электродных массивов, описанных 
выше, создает возможность для глубокого 
проникновения света в нерв и гарантирует, 
что все волокна, составляющие нерв, будут 
получать адекватную стимуляцию коротки-
ми импульсами от светодиодов. Таким обра-
зом, данная стимуляция будет приводить к 
правильному порядку сокращения мышеч-
ных волокон, включая сокращения, подоб-
ные тем, которые происходят в нормальных 
условиях [5].

В долгосрочной перспективе этот ме-
тод может найти клиническое применение, 
если будет найден безопасный способ вве-

дения в геном человека генов, кодирующих 
светочувствительные белки, которые будут 
находиться на поверхности нервов. 

Представляется перспективным разра-
ботка тест-системы, включающей нервно-
мышечные тканевые блоки, культивируемые 
in vitro, которые позволят оценить степень 
иннервации мышечной группы при опти-
ческой стимуляции оптико-электродными 
массивами. При этом наибольший интерес 
в таком случае вызывает возможность пере-
хода от 2D-картирования, которое обеспе-
чивается площадью используемого массива 
электродов, к 3D-картированию образца 
ткани. Такой метод возможен при исполь-
зовании зафиксированных на подложке жи-
вых образцов ткани и нескольких оптико-
электродных массивов, присоединенных к 
разным участкам исследуемого фрагмента.

Представляет также большой интерес воз-
можность трансфекции генов, кодирующих 
опсины, в клетки поперечнополосатой мы-
шечной ткани. Это позволит непосредственно 
возбуждать клетки мышц, минуя стимуляцию 
нервных клеток. Существенная сложность 
в данном направлении связана с тем, что у 
позвоночных животных ретиналь отделяется 
от опсина и диффундирует в другие клетки, 
например в клетки эпителия сетчатки глаза.  
У беспозвоночных особей иначе: у них хро-
мофор остается на месте и способен к по-
вторным трансформациям из цис- в транс-
форму, не отделяясь от опсина. Интересной 
моделью в данном случае может служить 
южноафриканская шпорцевая лягушка 
(Xenopuslaevis), ее меланопсин напоминает в 
этом отношении опсин беспозвоночных и в 
большей степени подходит для эксперимен-
тов [6].

Заключение

Резюмируя вышеизложенное, следует 
отметить качественный рост техническо-
го обеспечения оптогенетических иссле-
дований и терапевтических воздействий. 
Широкое распространение метода, вы-
званное его отличительной простотой и 
универсальностью, позволяет надеяться на 
последующее совершенствование аппарат-
ной составляющей оптогенетики. Публи-
куются статьи с описаниями модификаций 
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оборудования под конкретные исследова-
тельские и клинические задачи. Также до-
вольно широко представлены компании, 
производящие необходимые оптические 
установки, программное обеспечение, от-
дельные узлы и комплектующие для мо-
дульного оснащения лабораторий.

В данной статье кратко изложены 
основные особенности генерации и прове-
дения светового излучения в возбудимые 
ткани исследуемых лабораторных живот-
ных. На сегодняшний день нет единого 
решения проблемы обеспечения точно-
сти имплантации и подачи света в глубь 
тканей. Действительно, данная операция, 
если учитывать сравнительно небольшое 
поле введения имплантата и широкий 
круг задач экспериментальных вмеша-
тельств, требует как применения несколь-

ких рабочих имплантатов, так и точности 
их позиционирования в тканях. Решение 
подобных задач и является предметом 
дальнейших научных поисков коллектива 
авторов статьи.
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Matveev M.V., Erofeev A.I., Terekhin S.G., Plotnikova P.V., Vorobyov K.V., Vlasova 
O.L. IMPLANABLE DEVICES FOR OPTOGENETIC STUDIES AND STIMULATION OF 
EXCITABLE TISSUE.

The article deals with currently available implants used in optogenetic experiments on laboratory animals 
in vivo. We present a brief description of the optogenetic investigation stages. Various types of the implantable 
devices generating and recording signals in excitable tissues have been considered. The features of the 
control signal transduction inside living tissues were analyzed. We discussed the possibility of medical and 
biological use of optical fibers to excitable tissues stimulation. Then we proposed a device of an implantable 
optical electrode system for scanning and controlling the bioelectric parameters. The device can be used 
in medical diagnostics, prosthetics, myostimulation, neurostimulation and cardioacceleration, for instance, 
at the neurological and rehabilitation medical institutions. With this in mind an attempt will be made to 
make special combined microelectrode arrays to implant them into living tissue. The arrays should be able 
to change their profile according to the implantation-area contour and biophysical features of the substrate 
surface. It is necessary to provide a point generation and layer-by-layer scanning of excitation pulse through 
integration of individual microelectrode arrays into a single test-system. 

OPTOGENETICS, IMPLANABLE OPTOELECTRODE ARRAY, NEUROSTIMULATION, ACTION POTENTIAL, OPTICAL 
FIBER. 
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ЦИТОТОКСИЧНОСТЬ КОЛЛОИДНЫХ КВАНТОВЫХ ТОЧЕК  
CdSe, ZnSe:Mn И ИХ ВЛИЯНИЕ НА МОРФОЛОГИЮ КЛЕТОК

С целью применения в качестве контрастного вещества для биоизображе-
ний в работе были синтезированы коллоидные квантовые точки (КТ) CdSe 
и ZnSe:Mn. Синтез КТ осуществлен в водном растворе. Данные соединения 
представляют собой флуоресцентные полупроводниковые наночастицы, кото-
рые рассматриваются как перспективные флуорофоры  и могут служить важ-
нейшим инструментом исследования в биологии и медицине; с их помощью 
можно выделять проблемные области биологических тканей и отдельных кле-
ток. Исследована возможность их применения для обследования человеческого 
организма. Для этого изучены морфологические изменения клеток при взаи-
модействии с квантовыми точками CdSe/L-Cys и ZnSe:Mn/МПК, проведена 
оценка цитотоксичности  CdSe/L-Cys на линию карциномы молочной железы. 
Полученные результаты можно рассматривать как обнадеживающие. 

квантовая точка, наночастица, стабильность флуоресценции, цито-
токсичность, конфокальная микроскопия.

Введение

В последнее десятилетие методы, осно-
ванные на использовании флуоресцентных 
меток (иммунохимические тест-методы, ви-
зуализация тканей, отслеживание лекарств 
в организме и т. п.), получили огромную 
популярность. Таким образом, флуорофоры 
стали одним из важнейших инструментов 
исследования. Наиболее перспективными 
являются флуоресцентные полупроводни-
ковые наночастицы – квантовые точки 
(КТ) [1, 2].

КТ имеют ряд уникальных свойств, на-
пример высокий коэффициент поглощения 
(в 10 – 100 раз выше, чем у органических 
красителей) и высокий квантовый выход 
(до 90 %), что дает исключительную яркость 
свечения  этих нанокристаллов. Для КТ ха-
рактерны относительно широкий спектр 
оптического поглощения, одновременно 

узкий и симметричный спектр флуорес-
ценции (полуширина пика составляет при-
мерно 25–40 нм), а также значительная ве-
личина стоксовского сдвига. Поскольку КТ 
можно инициировать светом любой длины 
волны, но меньшей, чем длина волны их 
флуоресценции, этот широкий спектр воз-
буждения позволяет возбуждать различные 
КТ монохроматическим светом с длиной 
волны, значительно удаленной (>100 нм) 
от длин волн их флуоресценции [3]. 

Цитотоксическое действие КТ опреде-
ляется в основном четырьмя факторами: 

наличием в их составе ионов тяжелых 
металлов;

способностью генерировать активные 
формы кислорода (АФК);     

коллоидной нестабильностью;
неспецифическим взаимодействием с 

биологическими молекулами [4, 5]. 
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Экспериментально было показано, что 
КТ проявляют достаточно высокую токсич-
ность [6 – 8]. Это обусловлено тем, что в их 
состав входят токсичные элементы (ионы 
тяжелых металлов). Решение пробле-
мы снижения цитотоксичности имеет два 
аспекта: подбор  материала ядра и защита  
покрывающей его оболочки. В первом слу-
чае получают КТ на основе широкозонных 
материалов – сульфида и селенида цинка 
(ZnS и ZnSe), легирование которых позво-
ляет получить материал, обладающий флу-
оресценцией в видимой области спектра. 
Второй аспект решения проблемы состоит 
в блокировании поверхности за счет соз-
дания вокруг частицы плотной инертной 
оболочки (например, из диоксида крем-
ния) [9]. Пока КТ покрыты белковой или 
биосовместимой полимерной оболочкой, 
они не токсичны для клеток организма. Но 
поскольку КТ способны оставаться в орга-
низме длительное время и накапливаться, 
безопасность их применения должна тща-
тельно проверяться в ходе многочисленных 
экспериментов [10, 11].

В ряде исследований было установле-
но, что за счет уникальных свойств КТ (в 
частности, многоцветность при облучении 
одним лазерным лучом, большая интенсив-
ность свечения и стабильность свойств при 
хранении) их применение в биомедицин-
ских исследованиях на сегодняшний день 
является перспективным. Например, в ра-
боте Е.П. Рафаловской-Орловской и кол-
лег [12] было установлено, что полученные 
конъюгаты антител с флуоресцирующими 
наночастицами сохраняют способность к 
окраске срезов в течение четырех месяцев, 
а препараты, окрашенные этими конъюга-
тами, пригодны для ретроспективного ана-
лиза в течение полугода. Что же касается 
других препаратов, окрашенных конъюга-
тами антител с Alexa-Fluor 488, то уже через 
неделю на них не наблюдается флуоресцен-
ции.

Объекты и методы исследования

В качестве квантовых точек в работе ис-
следованы наночастицы селенида кадмия, 
покрытые L-цистеином (СdSe/L-Cys), и на-
ночастицы селенида цинка, легированного 

марганцем, которые покрыты меркапто-
пропионовой кислотой (ZnSe:Mn/МПК).

Синтез наночастиц СdSe/L-Cys прово-
дился в водной среде. В качестве источника 
селена использовался гидроселенид натрия 
NaHSe, который синтезировали непосред-
ственно перед экспериментом по реакции

4 NaBH
4 + 2 Se + 7 H2O → 2 NaHSe +  

+ Na2B4O7 + 14 H2.

После окончания синтеза раствор ги-
дроселенида хранили в атмосфере азота 
вплоть до момента впрыскивания в пре-
курсорный раствор кадмия. В качестве ис-
точника кадмия использовался его хлорид, 
который насыщали гидроксидом натрия до 
pH = 9 для депротонирования L-цистеина. 
Мольное отношение компонентов

L-Cys/Cd2+/S2– = 40 : 10 : 1.

Раствор источника селена был инжек-
тирован в прекурсорный раствор кадмия 
при комнатной температуре и медленно 
нагрет до 95 °С, после чего выдержан в 
течение получаса. Наночастицы очищали 
центрифугированием исходного раствора 
с изопропиловым спиртом в соотношении 
одна часть раствора на две части изопропи-
лового спирта. Для восстановления серных 
связей на 1200 мкл раствора добавлялось  
5 мг NaBH4. Полученные таким образом 
образцы обладали оранжево-красной лю-
минесценцией.

Для оценки стабильности квантовых то-
чек СdSe/L-Cys в буферных растворах были 
проведены эксперименты с добавлением 
КТ в концентрации 17,5 мкМ/мл в следую-
щие растворы: фосфатно-солевой буфер, 
pH = 7,5 (БИОЛОТ), Wash buffer, pH = 8,0 
(Dako) и Tris buffer, pH = 5,0 (Sigma). Через 
60 мин отбирали аликвоты растворов, на-
носили на предметное стекло, высушивали 
и наблюдали флуоресценцию с помощью  
конфокального лазерного сканирующего 
микроскопа  Olympus FV 1000 (длина вол-
ны лазерного  возбуждения – 405 нм).

Оценку интенсивности флуоресценции 
образцов СdSe/L-Cys и ZnSe:Mn/МПК в 
сравнении с органическими флуорофорами 
проводили следующим образом: на пред-
метное стекло добавляли по 15 мкл флуоро-
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фора и смешивали с монтирующей средой 
Fluorescence Mounting Medium (Dako), пре-
пятствующей кристаллизации и обесцвечи-
ванию флуорофоров, сверху накладывали 
покровное стекло и подвергали ультрафио-
летовому облучению  (использовали ртут-
ную лампу Mercury Vapor Short Arc, 120 Вт)  
интенсивностью 25 %, в течение 120 мин. 
При наблюдении люминесценции исполь-
зовали флуоресцентный фильтр Niba (для 
УФ-излучения). Через каждые 15 мин  
проводили сканирование образца при оди-
наковой интенсивности лазерного пучка. 
Образец с КТ облучали лазером 405 нм,  
FITC – 488 нм, и Alexa Fluor 559–568 нм. 
Далее в программе FluoView 10 произво-
дилось измерение средней интенсивности 
флуоресценции в относительных единицах.

Исследование морфологических изме-
нений проводилось на линии клеток нор-
мального эндометрия человека. Выделения 
клеток проводилось из кусочков эндоме-
трия человеческого организма, взятых при 
проведении лапороскопического исследова-
ния. На ранних пассажах объект представ-
лял собой гетерогенную популяцию кле-
ток, состоящую из фибробластоподобных 
и эпителиальных клеток. Культивирование 
клеток осуществлялось в среде DMEM/
F12 в присутствии 10 %-ой эмбриональной 
сыворотки телят (ЭТС), 2мM глютамина, 
смеси антибиотиков при 37 °С во влаж-
ной атмосфере 5% СО2. Клетки растили  
до 60 – 70% монослоя, затем добавляли КТ 
в наибольшей концентрации 17,5 мкМ/мл 
и инкубировали 24 ч, после чего клетки 
были отмыты фосфатно-солевым буфером, 
фиксированы 4%-м параформальдегидом 
и окрашены гематоксилином-эозином для 
исследования морфологии под световым 
микроскопом Olympus BX46.

Оценка цитотоксического эффекта КТ  
селенида кадмия

Цитотоксичность квантовых точек 
CdSe/L-Сys оценивали на двух культурах 
клеток. Первая культура – постоянная кле-
точная линия ZR-75-1 (карцинома молоч-
ной железы), вторая – нормальные моно-
нуклеарные лимфоциты (МНК) человека. 

Клеточная линия ZR-75-1 получена из «Рос-

сийской коллекции клеточных культур» (Ин-
ститут цитологии РАН). МНК получены от здо-
ровой женщины 29 лет и выделены в градиенте 
плотности фиколла. 

Для оценки цитотоксического действия 
КТ селенида кадмия в клеточной линии 
ZR-75-1, через 1, 3, 18 и 24 ч после вве-
дения раствора КТ определяли индукцию 
апоптоза клеток методом фиксированного 
окрашивания пропидием йодидом (PI), ко-
торый окрашивает ядра клеток с нарушен-
ной структурой цитоплазматической мем-
браны. В качестве контроля к культурам 
клеток добавлялся фосфатно-солевой бу-
фер (PBS) в тех же объемах. В питательную 
среду добавляли образцы квантовых точек 
по 1, 10 и 100 мкл на 1 мл ростовой среды, 
концентрация составляла 175 нМ/мл, 1,75 
мкМ/мл, 17,5 мкМ/мл, соответственно.

Методика оценки цитотоксического 
действия для культуры МНК аналогич-
на, однако концентрация квантовых то-
чек составляла 1,15 нМ/мкл, и в качестве 
контрольных точек были взяты моменты 
времени  после 1, 3, 18, 24 и 48 ч инкуби-
рования.

Результаты исследования

Стабильность квантовых точек. Прове-
денные наблюдения показали, что после 
инкубирования КТ в растворах фосфатно-
солевого буфера происходило испарение 
жидкости и после высыхания раствора об-
разовывалась кристаллическая структура, 
внутри которой флуоресцировали кванто-
вые точки в оранжевой области спектра.

В результате проведенных исследований 
установлено, что КТ CdSe/L-Сys остают-
ся стабильными в буферных растворах при 
комнатной температуре. При этом кислот-
ность раствора не влияет на стабильность 
КТ, так как во всех трех образцах с водо-
родными показателями pH, равными 8,0, 
7,5 и 5,0, через один час наблюдалась флуо-
ресценция (рис. 1).

Морфологические изменения клеток при 
взаимодействии с КТ. Как уже указывалось, 
исследовались квантовые точки CdSe/L-
Cys и ZnSe:Mn/МПК. Было проведено 
сравнение стабильности этих коллоидных 
КТ с органическими флуорофорами  FITC 
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(Rabbit anti-mouse immunoglobulins, конъю-
гированные с  FITC, Dako), Alexa Fluor 
568 (Donkey anti-mouse immunoglobulins, 
конъюгированные с  Alexa Fluor 568, Ab-
cam).  Представляли интерес особенности 
их оптических свойств и возможности ис-
пользования в конфокальной микроскопии. 
Сравнение интенсивности и стабильности 

флуоресценции КТ с теми же характери-
стиками для органических красителей Alexa 
Fluor 568 и FITC представлено на рис. 2 в 
виде диаграммы.

Из анализа диаграммы можно заклю-
чить, что в первые 15 мин наибольшая яр-
кость флуоресценции характерна для орга-
нического флуорофора  FITC, однако через 

Рис. 1. Микрофотографии трех образцов КТ CdSe/L-Сys с различным pH через 1 ч после их  
приготовления в различных буферных растворах: PBS (a – c),Wash buffer (d – f) и Tris (g – i); 
представлены световое изображение (a, d, g), флуоресценция КТ (b, e, h), а также совмещение 

этих двух изображений (c, f, i).  
Значения pH: 8,0 (d – f), 7,5(a – c)  5,0 (g – i)

c)

d)

b)a)

e) f)

g) h) i)
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15 минут его яркость уменьшается (более 
чем втрое). Другой органический флуоро-
фор – Alexa 568 – несколько стабильнее, 
чем FITC, но со временем интенсивность 
его флуоресценции также спадает. В то же 
время интенсивность флуоресценции КТ 
CdSe/L-Сys со временем только растет (с 
230 до 1000 отн. ед.).

Дальнейшие исследования дали следую-
щие результаты: до УФ облучения ртутной 
лампой возбуждаемая лазером интенсив-
ность флуоресценции FITC и Alexa Fluor 
568 в несколько раз превышает данный по-
казатель у КТ ZnSe:Mn/МПК  (Alexa Fluor 
568 – в 4 раза, а FITC – в 12 раз). Кванто-
вые точки ZnSe:Mn/МПК обладают мень-
шей интенсивностью флуоресценции, по 
сравнению с CdSe/L-Cys, однако она оста-
ется на стабильном уровне после длитель-
ного возбуждения.

За счет своей высокой фотостабильно-
сти КТ CdSe/L-Сys могут использоваться 
для наблюдения флуоресценции объектов 
в течение длительного времени, а также 
использоваться при окрашивании сре-

зов тканей. При увеличении размеров КТ 
ZnSe:Mn/МПК, например, при добавлении 
дополнительной оболочки, можно добиться 
более интенсивной флуоресценции и в свя-
зи с их низкой цитотоксичностью исполь-
зовать для долговременных исследований в 
биоимиджинге.

Для увеличения яркости свечения кван-
товых точек можно использовать дополни-
тельную оболочку, которая повысит интен-
сивность флуоресценции, а также снизит 
цитотоксический эффект [7, 13].

При длительной инкубации с КТ не на-
блюдалось морфологических изменений 
клеток, свидетельствующих об изменении 
их состояния, таких как вакуолизация, уве-
личение или сегментация ядра. Не наблю-
далось также открепления клеток от суб-
страта (рис. 3). 

Оценка влияния КТ ZnSe:Mn/МПК на 
состояние мононуклеарных клеток (МНК), 
выделенных из периферической крови (с 
примесью эритроцитов), проводилась сле-
дующим образом. Материал был отобран 
через 18, 24 и 48 ч после инкубации с КТ. 

Рис. 2. Диаграмма, показывающая динамику интенсивности  флуоресценции КТ CdSe/L-Cys, 
ZnSe:Mn/ МПК и органических красителей Alexa Fluor 568, FITC в зависимости от времени 
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За указанные промежутки времени  дли-
тельной инкубации КТ с МНК никаких 
морфологических изменений в культуре не 
было выявлено (рис. 4). Таким образом, 
можно заключить, что изученные КТ, даже 
в высокой концентрации, не влияют на 
морфологию клеток.

Оценка цитотоксичности КТ на линию 
карциномы молочной железы. Цитотоксич-
ность квантовых точек CdSe/L-Сys оце-
нивали на линии ZR-75-1. Для временных 
интервалов 1, 3 и 18 ч было характерно 
отсутствие цитотоксического эффекта. Че-
рез 24 ч около 4 % клеток в группе с вве-
денными КТ (концентрация 17,5 мкМ/мл) 
накапливали PI, в двух других группах эти 
значения составляли 3 %. Такой результат 
статистически достоверно не отличался от 

контрольной группы, в которой число флуо- 
ресцирующих клеток составляло 2 на 100 
исследованных. Количество мертвых кле-
ток в культуре ZR-75-1 на всех контроль-
ных точках как в контроле, так и в экспе-
риментальной группе не превышало 3 %.

Для смешанной культуры МНК были 
получены следующие результаты: в первые 
несколько часов не наблюдалось клеток, 
ушедших в апоптоз; однако при длитель-
ном (18 ч и более) инкубировании КТ с 
МНК оказалось, что их цитотоксический 
эффект увеличивается, и через 48 ч апоптоз 
достигает 20 %. 

Рост цитотоксичности может быть свя-
зан с разрушением оболочки из  L-Сys в 
питательной среде с клетками. Кроме того, 
МНК были взяты из периферической кро-

Рис. 3. Культура клеток эндометрия человека, окрашенных гематоксилином и эозином:  
а – контрольная группа,  b – введены КТ в концентрации 17,5 мкМ/мл. Увеличение в 400 раз

b)a)

Рис. 4. Смешанная культура клеток МНК человека, окрашенных гематоксилином эозином:  
а – контрольная группа, b – введены КТ в концентрации 1,15 мкМ/мл. Стрелками указаны  

лимфоциты. Увеличение в 100 раз

b)a)
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ви, в которой лимфоциты без создания 
специальных условий не пролифирируют. 
В связи с этим, для данной культуры цито-
токсический эффект, может быть, был бо-
лее выражен, чем для иммортализованной 
линии ZR-75-1.

Таким образом, цитотоксичность прове-
рялась как на опухолевых клетках, обладаю-
щих большей жизнеспособностью, так и на 
нормальных клетках человека, что прибли-

жает оценку цитотоксичности к условиям 
in vivo. В дальнейшем планируется исполь-
зовать данный тип квантовых точек для ко-
ньюгирования с моноклональными антите-
лами и применения в иммуногистохимии. 
В целом полученные результаты можно 
рассматривать как обнадеживающие. 

Исследования выполнены в рамках гран-
та Российского научного фонда (проект  
№ 14-15-00324).
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СИНГУЛЯРНОСТЬ НАПРЯЖЕНИЙ В ВЕРШИНЕ КОМПОЗИТНОГО КЛИНА 
С ВНУТРЕННИМ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫМ МАТЕРИАЛОМ

Исследуется антиплоская задача для композиционного клина, состоящего 
из двух однородных внешних клиновидных областей и промежуточной зоны 
интерфазы. Материал интерфазы предполагается функционально-градиентным. 
Показано, что при квадратичном законе неоднородности этого материала в 
трансверсальном направлении, задача в каждой области является гармониче-
ской. Проанализировано влияние интерфазы на напряженное состояние в вер-
шине клина. По сравнению с идеальным контактом внешних материалов, на-
личие интерфазы приводит  как к уменьшению, так и увеличению показателя 
сингулярности. Кроме того, в этом случае при некоторых значениях параметров 
композита асимптотика напряжений может иметь два сингулярных члена.

АНТИПЛОСКАЯ ТРЕЩИНА, Функционально-градиентный материал, интер-
фаза, СИНГУЛЯРНОСТЬ НАПРЯЖЕНИЙ.

Введение

Начиная с классической работы Вильям-
са 1952 года [1] сингулярность напряжений 
в особых точках упругих тел привлекает 
внимание исследователей. Такими точками 
могут быть угловые точки, а также места 
смены граничных условий и разрыва упру-
гих модулей материалов. Исчерпывающую 
библиографию по сингулярным решениям 
в задачах линейной механики разрушения 
можно найти в обзоре [2].

В отличие от однородной среды, где у 
напряжений в вершине трещины возникает 
особенность типа r −λ ( 1 2,λ =  r – расстоя-
ние от ее вершины), в неоднородной среде 
порядок особенности может быть иным. На-
пример, для интерфейсной трещины моды 
I и II при идеальном контакте фаз с посто-
янными упругими модулями особенность 
имеет осциллирующий характер. В то же 
время, у межфазной трещины продольного 
сдвига порядок особенности остается клас-

сическим. Однако если контакт материалов 
является несовершенным, то особенность 
будет отличаться от классической, причем 
она может быть как сильной (1 2 1),< λ <  
так и слабой (0 1 2)< λ <  [3]. Более того, 
при некоторых типах несовершенства кон-
такта асимптотика напряжений будет иметь 
два сингулярных члена.

Наличие сильной и слабой сингулярно-
сти для трещины, находящейся в двух- или 
трехфазной среде в условиях антиплоской 
задачи, вытекает также из результатов ста-
тей [4, 5].

Анализ полей напряжений вблизи 
вершины составного клина с кусочно-
постоянными упругими характеристиками 
при идеальном контакте фаз рассматривал-
ся во многих работах, например [4 – 9].

В случае функционально-градиентных 
материалов (ФГМ), у которых упругие мо-
дули изменяются непрерывным образом, 
на основе выводов работы [10] некоторое 
время считалось, что показатель особенно-
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сти в вершине трещины всегда будет таким 
же, как и в однородной среде. Однако в 
2005 году А. Карпинтери и М. Пагги пока-
зали [11], что для трещины, развивающейся 
в градиентном материале, с модулем Юнга, 
изменяющимся в трансверсальном направ-
лении, порядок особенности отличается от 
классического значения 1 2 .λ =  При этом 
для обеспечения разделения переменных в 
дифференциальном уравнении использова-
лась экспоненциальная зависимость упру-
гого модуля от полярного угла.

Аналогичный закон изменения модуля 
сдвига в антиплоской задаче для системы 
клиньев, сочлененных идеальным образом, 
применялся при построении сингуляр-
ных решений в статье [12]. Кроме того, в 
этой статье предложен приближенный ме-
тод определения порядка сингулярности 
в клиновидных областях, основанный на 
кусочно-постоянной аппроксимации моду-
ля сдвига ФГМ. Однако анализ корней ха-
рактеристического уравнения в работах [11, 
12] при этом не проводился.

В настоящей работе в рамках анти-
плоской задачи исследуется напряженное 
состояние в вершине композиционно-
го клина, состоящего из двух однородных 
материалов. Вместо традиционной прямо-
линейной границы раздела фаз рассматри-
вается клиновидная область, заполненная 
ФГМ. Основанием для моделирования 
интерфейса подобным образом является 
физическое соображение о диффузии ма-
териалов в процессе их технологического 
соединения [11, 13, 14]. Это приводит к не-
прерывному изменению упругого модуля, 
который, в отличие от работ [11, 12], пред-
полагался зависящим в переходной области 
от полярного угла квадратичным образом. 
Такая функциональная зависимость моду-
ля сдвига позволяет получить характери-
стическое уравнение задачи в явном виде и 
провести анализ его корней, порождающих 
сингулярности, в зависимости от параме-
тров композиции.

Постановка задачи

Анализируется напряженное состояние 
композитного клина, составленного из трех 
клиновидных областей Ω

k  (k = 1, 2, 3). Ма-

териалы двух областей (рис. 1):

Ω1 = {(r, θ): 0 < r < ∞, β < θ < α1},

Ω2 = {(r, θ): 0 < r < ∞, –β < θ < –α2},

(r, θ – полярные координаты) считаются 
однородными и изотропными с модулями 
сдвига μ1 и μ2, соответственно.

Геометрические параметры, определяю-
щие границы этих областей, должны удо-
влетворять следующим неравенствам:

1 20 2 ,< α + α ≤ π  1 20 min( , ).≤ β ≤ α α

Третья (промежуточная) область 

Ω3 = {(r, θ): 0 < r < ∞, –β < θ < β}

состоит из функционально-градиентного 
материала, который моделируется не-
однородным материалом, а его микро-
структура не учитывается. Модуль сдвига 
функционально-градиентной интерфазы μ3 

предполагается зависящим только от по-
лярного угла. При этом функциональная 
зависимость μ3(θ) такова, что модуль упру-
гости композита на границах θ = ±β явля-
ется непрерывным, а его производные по 
углу θ на этих границах имеют разрывы.

Рис. 1. Схема к постановке задачи  
о композиционном клине с функционально-

градиентной интерфазой (заштрихована):  
Ω1,  Ω2,  Ω3 – клиновидные области; r, θ – полярные 

координаты; Т0 –  сосредоточенные силы,  
приложенные на внешних гранях клина,  

на расстоянии r0 от его вершины; α1, α2, β –  
геометрические параметры (углы), определяющие 

границы областей
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Рассматриваемая композиция находит-
ся в равновесии в условиях антиплоской 
деформации под действием самоуравно-
вешенных сосредоточенных сил величи-
ной Т0, приложенных на внешних гранях 
клина, на расстоянии r0 от его вершины  
(см. рис. 1). Контакт на границах раздела 
материалов предполагается идеальным.

С математической точки зрения задача 
сводится к решению гармонических урав-
нений равновесия в каждой из областей kΩ  
(k = 1, 2):

2 2

2 2 2

1 1
0.k k kw w w

r rr r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂θ

По перемещениям wk касательные на-
пряжения определяются формулами

,k k
zk

w
rθ
µ ∂

τ =
∂θ

 .k
krzk

w
r

∂
τ = µ

∂
В области промежуточного ФГМ с мо-

дулем сдвига, изменяющимся в трансвер-
сальном направлении, уравнение равнове-
сия имеет вид

2 2
3 3 3

2 2 2

3 3
2

3

1 1

1
0.

( )

w w w
r rr r

d w
dr

∂ ∂ ∂
+ + +

∂∂ ∂θ
µ ∂

+ =
θ ∂θµ θ

  



Рассмотрим специальный тип функцио-
нальной зависимости модуля сдвига интер-
фазы от полярного угла:

2
3( ) ( ) .a bµ θ = θ +

Аналогичный тип неоднородности ма-
териала был рассмотрен в декартовой си-
стеме координат в работе [14].

Тогда, отыскивая перемещения в обла-
сти Ω3 в виде

3 3

1
( , ) ( , ),w r w r

a b
θ = θ

θ +


получим из уравнения (3), что функция 

3( , )w r θ  также удовлетворяет уравнению 
(1), т. е. является гармонической. Исполь-
зуя формулы (3), приходим к следующим 
представлениям для напряжений:

3
3 3( , ) ,z

wa a b
w r

r rθ

∂θ +
τ = − θ +

∂θ


3
3 ( ) .rz

w
a b

r
∂

τ = θ +
∂



Постоянные a и b, входящие в выраже-
ние (4), находятся из условий непрерывно-
сти модуля сдвига на интерфейсах θ = ±β  и 
имеют вид

1 2( ) / (2 ),a = µ − µ β  1 2( ) / 2.b = µ + µ

При таких константах модуль сдвига 

3( )µ θ  является монотонной функцией, и на 
оси симметрии интерфазы для него спра-
ведлива следующая формула:

3 1 2 1 2(0) [( ) / 2 ] / 2.µ = µ + µ + µ µ

Решения уравнений (1) и (3) должны 
удовлетворять граничным условиям иде-
ального контакта фаз:

1 3,w w=   1 3z zθ θτ = τ  при ,θ = β

2 3,w w=   2 3z zθ θτ = τ  при ,θ = −β  

и граничным условиям на гранях клина:

1 0 0( )z T r rθτ = δ −  при ,θ = β  

2 0 0( )z T r rθτ = δ −  при ,θ = −β

где ( )rδ  – дельта-функция Дирака.

Решение в трансформантах Меллина

Подвергая уравнения (1) интегральному 
преобразованию Меллина, для трансфор-
мант перемещений

1

0

( , ) ( , ) p
k kW p w r r dr

∞
−θ = θ∫  ( 1, 2, 3)k =

получаем уравнения
2

2
2

0.k
k

d W
p W

d
+ =

θ
Общие решения этих уравнений имеют 

вид

( , ) sin cos .k k kW p A p B pθ = θ + θ

Подчиняем функции (9) преобразован-
ным по Меллину граничным условиям (7) и 
(8), и тогда с помощью формул (2), (4) – (6) 
придем к системе шести линейных алгебра-
ических уравнений относительно величин 
Ak и Bk (k = 1, 2, 3). После осуществления 
обратного преобразования 

1
( , ) ( , ) ,

2
p

k k
L

w r W p r dp
i

−θ = θ
π ∫

где L – контур интегрирования, находим 
поля перемещений в каждой области ком-
позита.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(9)

(6)

(8)

(7)
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Данная процедура приводит к следую-
щим представлениям напряжений в обла-
стях Ωk:

0 0 1 2

1 2

( , , , , , )
( , )

2 ( , , , , )

p

k
zk

L

T r S p
r dp

ir r pθ

α α β µ θ τ θ =  π ∆ α α β µ ∫  

( 1, 2, 3),k =  

где 1 2( , , , , , )kS p α α β µ θ  – функции, не имею-
щие особенностей, а

1 2 1 1 2

2 1 2 3 1 2

4 1 2

( , , , , ) cos ( )

 cos ( ) sin ( )

 sin ( ),

p C p

C p C p

C p

∆ α α β µ = α + α +

+ α − α + α + α +

+ α + α

1 sin 2 cos 2 2 ,С p p p= β β − β

2 sin 2 2 cos 2 ,С p p p= β − β β
2 2 2 2

3 8 ( 1) sin 2 ,C p p−= β µ µ − + β
1

4 2 ( 1)( 1) sin 2 .C p p−= β µ + µ − β

Упругие свойства структуры отражены 
в этих формулах через одну постоянную 

1 2µ = µ µ  – относительную жесткость 
композита. Если параметр 0 1,< µ <  ком-
позит будем называть мягким, если же 
1 ,< µ < ∞  то жестким. Значение 1µ =  от-
вечает однородному клину.

Для вычисления напряжений в компо-
зиционной среде при 0r r<  замкнем контур 
интегрирования L слева полуокружностью 
большого радиуса и воспользуемся теоре-
мой Коши о вычетах в полюсах подынте-
гральной функции (10). Эти полюсы опре-
деляются корнями характеристического 
уравнения

1 2( , , , , ) 0.p∆ α α β µ =

Исследование характеристического  
уравнения

Функция (11) является целой нечетной 
функцией параметра интегрального преоб-
разования p, не имеющей нулей на мни-
мой оси, кроме трехкратного нуля 0.p =  
Однако нетрудно показать, что эта точка 
является устранимой. Поэтому контур ин-
тегрирования L в (10) может быть совме-
щен с мнимой осью. Комплексных нулей, 
лежащих в полосе Re 1,p <  функция (11) 
не имеет.

В силу нечетности функции (11) каждо-

му корню уравнения (12) 0p− <  соответ-
ствует корень 0,p+ >  причем .p p− += −  По-
скольку для исследования сингулярности 
напряжений (10) в вершине клина интерес 
представляют корни, по величине не пре-
восходящие единицы, для удобства будем 
изучать вещественные корни характеристи-
ческого уравнения, расположенные в ин-
тервале (0, 1). Тогда из (10) вытекает, что 
при 0r →  напряжения будут иметь степен-
ную сингулярность вида ,r −λ  где показатель 
сингулярности 1 .p+λ = −  

Заметим, что при замене α1 на α2, а α2 на 
α1 и μ на 1/μ уравнение (12) сохраняет свой 
вид. Это обстоятельство позволяет рассма-
тривать корни характеристического уравне-
ния  только, например, для углов 1 2.α ≥ α  
Корни при 1 2α < α  могут быть получены из 
найденных при 1 2α > α  путем указанной 
замены параметров. 

В случае геометрически симметричной 
структуры, когда 1 2 ,α = α = α , уравнение 
(12) редуцируется и принимает вид

2 2

2

( , , , , ) 2 ( , , ) cos ( )

8
sin 2 ,

( 1)

p p p

p
p

∆ α α β µ = ψ α β α − β +

β µ
+ α

µ −

( , , ) sin 2 cos ( )

 2 cos ( ).

p p p

p p

ψ α β = β α − β −
− β α + β

Характеристическая функция (11) допу-
скает еще две другие формы представления, 
удобные для исследования ее нулей при  
μ > 1 и μ < 1:

1 2

1 2 1

( , , , , )

2 ( , , ) cos ( ) ( ),

p

p p D p

∆ α α β µ =

= ψ α β α − β +

1 2

2 1 2

( , , , , )

2 ( , , ) cos ( ) ( ),

p

p p D p

∆ α α β µ =

= ψ α β α − β +

где

1 1 22

1 2

4
( ) [2 sin ( )

( 1)

 ( 1) sin 2 sin ( )],

p
D p p p

p p

β
= βµ α + α +

µ −
+ µ − β α − α

2 1 22

1 2

4
( ) [2 sin ( )

( 1)

 ( 1) sin 2 sin ( )].

p
D p p p

p p

βµ
= β α + α +

µ −
+ µ − β α − α

Рассмотрим предельные случаи.
Случай однородного клина. При 1µ →  

(10)

(11)

(12)
(13)

(14)
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функция (11) принимает вид
2 2

1 22

8 1
( ) sin ( ) .

1( 1)
p

p p O
 β µ

∆ = α + α +  µ −µ −  

Отсюда 1 1 2( ),p + = π α + α  как и должно 
быть в этом случае. Следовательно, если 
угол раствора однородного клина не пре-
вышает π, то особенности в его вершине 
не возникает. Если же 1 2 2 ,π < α + α ≤ π  то 
напряжения имеют степенную сингуляр-
ность вида ,r −λ  где 11 .p +λ = −  В частности, 
для трещины в однородной среде, когда 

1 2 2 ,α + α = π  получаем классический ре-
зультат: λ = 0,5.

Случай идеального контакта однородных 
материалов. При 0β →  асимптотика функ-
ции (11) имеет вид

2
2 2 3

02

4( 1)
( ) ( ) ( ),

( 1)
p p p O

µ +
∆ = β ∆ + β

µ −
2

0 1 2 1 22

1
( ) sin ( ) sin ( ).

1
p p p

µ −
∆ = α + α + α − α

µ +
2

0 1 2 1 22

1
( ) sin ( ) sin ( ).

1
p p p

µ −
∆ = α + α + α − α

µ +
Отсюда вытекает, что показатель сингу-

лярности λ двухфазной композиции при со-
вершенном контакте фаз определяется пер-
выми нулями функции 0( ).p∆  Эта функция 
использовалась в работах [15, 16].

В отличие от однородного клина двух-
фазный клин, во-первых, может иметь осо-
бенность в вершине при углах раствора 

1 22 ,π < α + α ≤ π

а во вторых, при 

1 2 2π < α + α ≤ π

сингулярность может быть не только сла-
бой, но и сильной и порождаться двумя 
первыми нулями функции (15).

Случай большой относительной жест-
кости материалов. При µ → ∞  характери-
стическое уравнение согласно (13) можно 
представить в виде

1 2( ) 2 ( , , ) cos ( ) 0.p p p∆ = ψ α β α − β =

Следовательно, в этом предельном слу-
чае собственные числа задачи распадаются 
на два множества и определяются корнями 
уравнений

2cos ( ) 0,p α − β =

1 1sin 2 cos ( ) 2 cos ( ) 0.p p p pβ α − β − β α + β =

1 1sin 2 cos ( ) 2 cos ( ) 0.p p p pβ α − β − β α + β =

В зависимости от геометрических пара-
метров композита уравнения (16) и (17) в 
интервале (0, 1) могут иметь один или два 
корня, а также вовсе не иметь корней.

Случай малой относительной жесткости 
материалов. При 0,µ →  аналогично пред-
ыдущему предельному случаю, с помощью 
представления (14) получаем, что нули ха-
рактеристической функции распадаются 
на два множества и определяются корнями 
уравнений вида (16) и (17), в которых α1 за-
меняется на α2, а α2 на α1.

Переходя к общей ситуации и осно-
вываясь на формуле (11), а также очевид-
ных неравенствах для «коэффициентов» jC   
( j = 1 – 4) для  любых (0, 1)p ∈  и (0, ),β ∈ π  
имеющих вид 

1 0,C < 2 0C >  (при 2β < π ),

3 0C >  (при 0 < µ < ∞ ),

4 0C >  (при 1µ > ), 

4 0C <  (при 0 1< µ < ),

можно доказать ряд общих свойств распре-
деления корней исследуемого уравнения:

при углах раствора клина 1 2 / 2α + α ≤ π  
для любых 20 ≤ β ≤ α  и 0 < µ < ∞  характе-
ристическое уравнение в интервале (0, 1) 
корней не имеет;

при углах 1 22π < α + α ≤ π  и любых до-
пустимых значениях параметров β и μ урав-
нение (12) в интервале (0, 1/2) корней не 
имеет, т. е. при таких углах раствора в вер-
шине клина может быть только слабая осо-
бенность;

при значениях 1µ >  и любых 

1 2 0α ≥ α ≥ β ≥  уравнение (12) в интерва-
ле (0, 1/2) корней не имеет (аналогичный 
результат, естественно, получается и при 
0 1< µ < , когда 1 2α ≤ α ). Иными словами, 
поле напряжений в «жестком» композит-
ном клине при любом сочетании геоме-
трических параметров может иметь только 
слабую сингулярность.

Дальнейший анализ корней характеристи-
ческого уравнения будем проводить с учетом 

(15)

(16)

(17)
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значений угла раствора композита. Не имея 
возможности в данной работе обсуждать все 
детали, сформулируем лишь основные ре-
зультаты проведенного анализа.

Если угол раствора клина удовлетворяет 
неравенству 

1 22π < α + α ≤ π  и 1 2,α > α

то уравнение (12) гарантированно будет 
иметь единственный корень 1 2 1p< <  
только в случае «мягкого» композита при 
выполнении дополнительных условий

1 2,α − β > π  0 1 ,M< µ < −

где 

1 2 1 2

1
1 2

( , , ) 2 sin( )

 [sin 2 sin( )]

M
−

α α β = β α + α ×

× β α − α

– монотонно возрастающая функция угла 
β; в случае трещины она равна нулю.

Отсюда вытекает, что по сравнению со 
случаем идеального контакта фаз, когда  
β = 0, наличие интерфазы приводит к сни-
жению возможности возникновения син-
гулярности напряжений в вершине клина. 
Это связано как с нарушением первого из 
неравенств (18) при больших углах β, так и 
с сужением интервала изменения относи-
тельной жесткости μ при увеличении угла 
раствора промежуточной области. Кроме 
того, как показывают числовые расчеты, 
наличие интерфазы уменьшает показатель 
сингулярности по сравнению с ситуацией, 
когда она отсутствует.

При углах, удовлетворяющих неравен-
ствам

1 2 2 ,π < α + α ≤ π  1 20 < α − α ≤ π

для «жесткой» структуры, решение харак-
теристического уравнения может включать 
следующие варианты:

1) не иметь корней в интервале (0, 1);
2) иметь один корень в интервале (1/2, 1);
3) иметь два корня в интервале (1/2, 1).
Отсюда вытекает, что одной из харак-

терных черт композиционного клина по 
сравнению с однородным клином являет-
ся отсутствие сингулярности напряжений в 
его вершине при углах раствора, превыша-
ющих 180˚ (вариант 1). Вторая характерная 
черта состоит в наличии двух сингулярных 

слагаемых в асимптотике напряжений при 
0→r  (вариант 3). Такая ситуация возни-

кает, например, когда 

* 1 3 2α ≤ α ≤ π  *( 1, 075 ),α ≈ π

2 2α − β > π  и 1(1 ) ,M −µ > −  если 1.M <

Слабая сингулярность, порождаемая 
единственным корнем в рассматриваемом 
интервале, будет иметь место, например, 
для трещины, упирающейся в градиентную 
полуплоскость. 

В случае «мягкого» композита (0 1)< µ <  
количество корней уравнения (12) и интер-
валы их существования зависят от параме-
тров структуры, и возможны такие ситуа-
ции:

1) один корень в интервале (0, 1/2);
2) один корень в интервале (1/2, 1);
3) два корня 1 20 1 2 1,p p+ +< < < <  обу-

славливающие сильную и слабую сингуляр-
ности;

4) два корня 1 21 2 1,p p+ +< < <  обуслав-
ливающие две слабые сингулярности.

Если промежуточный ФГМ отсутствует, 
то характеристическое уравнение в данном 
диапазоне изменения углов α1 и α2 име-
ет только один корень (ситуация 1 или 2).  
При этом в случае трещины реализуется 
только ситуация 1, когда возникает силь-
ная сингулярность. Таким образом, эффект 
наличия интерфазы проявляется в возмож-
ности существования у напряжений в «мяг-
кой» структуре двух сингулярных слагае-
мых. Однако, как показывают вычисления, 
величина 

2 21 1,p +λ = − <<
т. е. особенность, вносимая вторым слагае-
мым, является весьма слабой.

Наконец, рассмотрим случай, ког-
да справедлива следующая система нера-
венств:

1 2 2 ,π < α + α ≤ π  1 2 2 .π < α − α ≤ π

Для углов α1 и α2, удовлетворяющих этим 
неравенствам, при 1µ >  поле напряжений 
в вершине клина будет иметь только сла-
бую особенность, как и в случае идеального 
контакта материалов ( 0).β =  

Если же 0 1,< µ <  то количество корней 
уравнения (12), области их  существования 

(18)
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и характер особенностей зависят от угло-
вых параметров структуры; при этом может 
реализовываться один из трех случаев:

1) один корень 10 1 2,p +< <  обуславли-
вающий сильную особенность;

2) один корень 11 2 1,p +< <  обуславли-
вающий слабую особенность;

3) два корня 1 20 1 2 1,p p+ +< < < <  обу-
славливающие как сильную, так и слабую 
особенности.

Например, для трещины при любых до-
пустимых значениях угла β может иметь 
место только случай 1 или 3. Если же тре-
щина расположена так, что 

13 2 2 ,π < α − β < π

то при любом 0 1< µ <  характеристическое 
уравнение имеет два корня, т. е. реализуется 
случай 3. При этом второй корень близок к 
единице и, следовательно, отвечающая ему 
особенность будет весьма слабой.

Численные примеры

В качестве иллюстрации проведенного 
анализа на рис. 2 представлены зависимо-
сти показателя сингулярности от параметра 
μ в вершине полубесконечной трещины, 
находящейся в жесткой и мягкой компо-
зиционных средах при заданном значении 
угла 1 4 3.α = π  В случае «жесткого» ком-
позита (рис. 2, a) сингулярность является 
слабой ( 1 2)λ <  и снижается с увеличением 
относительной жесткости μ. Для достаточ-
но узких областей, занятых градиентным 
материалом, происходит снижение показа-
теля сингулярности по сравнению с двух-
компонентной средой, у которой 0,β =  
при любом 1µ >  (кривая 2, соответствую-
щая 6β = π ). Подобное ослабление син-
гулярности, вызванное наличием ФГМ с 
модулем сдвига, изменяющимся экспонен-
циально в трансверсальном направлении, 
отмечалось в работе [12]. Однако с увеличе-
нием угла раствора интерфазы наблюдается 
обратный эффект, происходящий сначала 
при не слишком большом различии упру-
гих модулей материалов, а затем и при лю-
бом 1.µ >  В итоге показатель сингулярно-
сти принимает максимальные значения для 
трещины, находящейся на границе раздела 
однородной и градиентной сред, т. е. при 

2 3β = π  (кривая 5 на рис. 2, а).
Можно показать, что в случае трещины, 

находящейся в жесткой композиционной 
среде, и углов, удовлетворяющих неравен-
ству 

1 20 ,< α − α < π

два сингулярных слагаемых в асимптотике 
напряжений возникают, если 

2β < π  и 2 2 .α − β ≥ π

В связи с этим на рис. 2, а представ-
лена также зависимость от μ показателя 
сингулярности, соответствующего второму 
корню характеристического уравнения (12) 
при 6β = π  (кривая 2' ).

При 0 1< µ <  для всех возможных углов 
раствора переходной зоны наблюдается эф-
фект уменьшения показателя сингулярно-
сти (рис. 2, b). Сингулярность будет наи-
более сильной в случае двухкомпонентной 
среды с идеальным контактом фаз ( 0).β =  
По мере увеличения угла β она ослабевает, 
что особенно заметно при малых значени-
ях относительной жесткости, а при 2β > π  
появляется второй показатель сингулярно-
сти, показанный на рис. 2, b для 2 3β = π  
(кривая 5' ).

Второй пример представляет обобщение 
задачи, исследованной в работах [5, 12], о 
взаимодействии ортогональной трещины с 
функционально-градиентной полуплоско-
стью, модуль сдвига которой является экс-
поненциальной функцией полярного угла. 
В данном случае трещина может быть на-
клонена под любым углом к градиентной 
полуплоскости. Можно показать, что при 

2β = π  и 1 2 2α + α = π  уравнение (12) в ин-
тервале (0, 1) имеет только один корень для 
любых значений 

(0, )µ ∈ ∞  и 1 ( ,3 2 ).α ∈ π π

На рис. 3 представлены зависимости 
показателя сингулярности от относитель-
ной жесткости для «жесткого» и «мягкого» 
композитов, соответственно, при варьиро-
вании угла наклона трещины.

В случае «жесткого» композита ( 1),µ >  
при относительно малых значениях параме-
тра μ, для наклонных трещин наблюдается 
ослабление сингулярности по сравнению 
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Рис. 2. Зависимости показателя сингулярности напряжений λ в вершине трещины  
от относительной жесткости композиционной среды μ для значений μ > 1 (a) и 0 < μ < 1 (b)  

при α = 4π/3 и различных значениях β: 0 (1), π/6 (2), π/3 (3), π/2 (4), 2π/3 (5); представлены случаи 
для второго (кривые 2', 5' ) и первого (остальные кривые) корней характеристического уравнения (12)

со случаем трещины, ортогональной ФГМ 
(рис. 3,а). С возрастанием отношения мо-
дулей сдвига однородных фаз происходит 
обратный эффект усиления сингулярности 
(в зависимости от угла наклона трещины). 

При 1µ >>  наименьшим по величине будет 
показатель сингулярности у ортогональной 
трещины, а наибольшим – у трещины, на-
ходящейся на границе раздела однородной и 
градиентной фаз 1( 3 2,α = π  2 2) .α = β = π

а)

b)
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лярности (рис. 3, b). Поэтому величина λ 
минимальна для ортогональной трещины и 
максимальна при 1 3 2 .α = π

При увеличении угла наклона трещины 
«мягкая» структура композита (0 1)< µ <  
приводит к возрастанию показателя сингу-

а)

b)

Рис. 3. Зависимости показателя сингулярности напряжений для трещины, упирающейся  
в полуплоскость из функционально-градиентного материала (β = π/2), от относительной жесткости 

композиционной среды для значений μ > 1 (a) и 0 < μ < 1 (b) при различных значениях α1:  
π (1), 7π/6 (2), 5π/4 (3), 4π/3 (4), 3π/2 (5)  
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Таким образом, проведенный анализ по-
казывает, что функционально-градиентная 
интерфаза оказывает существенное влияние 
на напряженное состояние вблизи верши-
ны композиционной клиновидной области. 
Наличие градиентной промежуточной зоны 

приводит как к ослаблению, так и усилению 
сингулярности напряжений, а также к по-
явлению в асимптотике упругих напряже-
ний при некоторых значениях параметров 
структуры дополнительного сингулярного 
слагаемого.
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leads both to decrease and increase in the singularity exponent. Moreover, the stress asymptotic may have 
two singular terms for some values of the composite parameters.

Antiplane CRACK, FUNCTIONALLY GRADED material, Interphase, STRESS SINGULARITY.
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧИ О ДЕЙСТВИИ  
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ НА ИЗОТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО  

С УПРУГО ЗАКРЕПЛЕННОЙ ГРАНИЦЕЙ

Представлено аналитическое решение осесимметричной смешанной задачи 
для изотропного полупространства, поверхность которого упруго закреплена 
вне круговой области приложения распределенной нагрузки. Обоснована про-
цедура перехода в решении задачи от распределенной нагрузки к сосредото-
ченной силе. Получена компактная форма точного аналитического решения 
задачи о сосредоточенной силе, приложенной к упруго закрепленной поверх-
ности полупространства. Показано, что в частном случае, когда коэффици-
ент пропорциональности нормальных напряжений и перемещений в условии 
упругого закрепления границы обращается в нуль, построенное аналитическое 
решение задачи совпадает с известными формулами Буссинеска. 

  ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА, АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ, ИЗО-
ТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО, СОСРЕДОТОЧЕННАЯ СИЛА.  

Введение

В печати регулярно появляются работы, 
посвященные тем или иным  обобщениям 
задачи Буссинеска [1], связанным с услож-
нением граничных условий, моделей де-
формирования упругого полупространства, 
структурных особенностей его строения. 
Это связано с многочисленными практи-
ческими приложениями данной задачи о 
действии сосредоточенной силы на упругое 
полупространство. Ее решение практически 
служит базовой моделью для исследования 
деформации полубесконечных упругих тел 
под действием распределенной нагрузки. 

Математическое моделирование напря-
женно-деформированного состояния упру-
гих тел при изучении ряда научно-техни-
ческих проблем в машиностроении, в 
горной и строительной механике приво-
дит к постановке смешанной задачи для 
полупространства, в точках поверхности 
которого вне области приложения распре-
деленной нагрузки выполняется условие 
пропорциональности нормальных напря-
жений и перемещений (условие упругого 
закрепления границы). 

Создание методов решения этой про-
странственной задачи актуально, так как 
она связана с расчетом напряженно-
деформированного состояния горного мас-
сива при разработке пластовых месторожде-
ний полезных ископаемых [2 – 4], а также 
с оценкой прочности деталей, включающих 
тонкие перфорированные прослойки, с ис-
следованием ряда проблем теории много-
слойных оснований и т. п.  

В работах [5, 6] методом интегрального 
преобразования Ханкеля получено анали-
тическое решение осесимметричной задачи 
для случая, когда поверхность изотропного 
полупространства упруго закреплена вне 
круговой области приложения распреде-
ленной нагрузки, касательные напряжения 
на всей границе отсутствуют, а напряжения 
на бесконечности обращаются в нуль.

В данной статье обоснована процеду-
ра перехода от распределенной нагрузки к 
сосредоточенной силе в построенном ана-
литическом решении задачи. Предложена 
компактная форма точного аналитического 
решения задачи о действии сосредоточен-
ной силы на изотропное полупространство 
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с упруго закрепленной поверхностью. В 
частном случае, когда коэффициент про-
порциональности в условии упругого за-
крепления границы обращается в нуль, из 
построенного аналитического решения за-
дачи получены известные формулы Бусси-
неска. 

Математическая постановка  
и аналитическое решение осесимметричной 

смешанной задачи

В случае осесимметричной деформа-
ции изотропного тела основная система 
уравнений теории упругости, записанная в 
цилиндрической системе координат r, θ, z, 
сводится к бигармоническому уравнению 
[7]: 

2 2 0,∇ ∇ Φ =  
2 2

2
2 2

1
,

r rr z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂∂ ∂

где ( , )r zΦ  – функция напряжения Лява, 
через которую компоненты тензора напря-
жений ( , ), ( , ), ( , ), ( , )r z rzr z r z r z r zθσ σ σ τ  и век-
торы перемещений ( , ),u r z  ( , )w r z  выража-
ются формулами
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Здесь ν – коэффициент Пуассона, Е – 
модуль Юнга, G – модуль сдвига.

Постановка рассматриваемой осесим-
метричной задачи для изотропного полу-
пространства следующая: 

в области 

{0 , 0 2 , 0 }r z< < ∞ ≤ θ < π ≤ < ∞

найти неизвестные компоненты тензора на-
пряжений и вектора перемещений, удовлет-

воряющие уравнениям (1), соотношениям (2) 
и смешанным условиям 

( , 0) ( ),z r q rσ = − ;r a<

( , 0) ( , 0),z r kw rσ =  ;r a>

( , 0) 0,rz rτ =  r < ∞

на граничной плоскости 0.z =  
В формулах (3) ( )q r  – нормальная на-

грузка, распределенная по кругу радиуса a и 
приложенная к границе полупространства; 
k – постоянный коэффициент пропорцио-
нальности напряжений и перемещений.

В результате решения уравнения (1) с 
граничными условиями (3) методом инте-
грального преобразования Ханкеля [8] на-
ходим компоненты вектора перемещений 
и тензора напряжений в упругом полупро-
странстве [5]:
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где χ = 2k(1 – ν2)/Е; J0(rt), J1(rt) – функции 
Бесселя первого рода нулевого и первого 
порядков; )(tβ – трансформанта введенной 
функции  

(1)

(2)

(3)

(4)
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Функция β(r) определяется из инте-
грального уравнения

1
0
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0
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В случае, когда k = 0, формулы (4) 
трансформируются в известное решение 
Тередзавы [9].

Сосредоточенная сила, приложенная  
к упруго закрепленной границе  

полупространства

Для перехода в решении (4) от распре-
деленной нагрузки к сосредоточенной силе 
Р рассмотрим задачу для случая, когда к 
упругому полупространству приложена на-
грузка постоянной интенсивности 0( )q r q=  
в круговой области радиуса ε. Тогда

0 20
lim ,

P
q

ε→
=

πε
и, согласно (5), имеем:

0 ( , 0), ;
( )

0, .

q kw r r
r

r

+ < ε
β =  > ε

С учетом равенства (6), запишем транс-
форманту функции β(r) при интегральном 
преобразовании Ханкеля в виде 

020
0

( ) lim ( , 0) ( ) .
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t kw r rJ rt dr
ε
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 β = + πε ∫
Используя формулу (4), находим верти-

кальное перемещение на границе полупро-
странства. Подставим выражение для w(r,0) 
в соотношение (7), получим неоднородное 
интегральное уравнение Фредгольма вто-
рого рода для определения трансформанты 
( ) :tβ  
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∫
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Вычислим предел первого слагаемого в 
правой части равенства (8):

1
020 0

0

( )
lim ( ) lim .

2
J tP P P

rJ rt dr
t

ε

ε→ ε→

ε
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π ε ππε ∫

Для решения уравнения (8) использу-
ем метод последовательных приближений.  
В качестве нулевого приближения полагаем 

[0]
( ) / 2 .t Pβ = π
Вычислим первое приближение:
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∫ ∫ ∫
где H0(r χ) – функция Струве нулевого по-
рядка, Y0(r χ) – функция Неймана нулевого 
порядка. 

Используя представления специаль-
ных функций в форме степенных рядов, 
вычисляем интеграл во втором слагаемом 
и затем находим, что предел полученно-
го выражения равен нулю, следовательно, 

[1]
( ) / 2 .t Pβ = π

 
Поскольку интегральный 

оператор в равенстве (8) при вычислении 
последующих приближений не изменяется, 
решение интегрального уравнения записы-
вается в виде ( ) / 2 .t Pβ = π

Итак, если на упругое полупространство 
действует сосредоточенная сила, то транс-
форманта функции ( )rβ при 0χ =  и 0χ ≠  
равна P/2π. Подставив это значение ( )tβ  в 
формулы (4), получим аналитическое реше-
ние задачи о сосредоточенной силе, прило-
женной к изотропному полупространству с 
упруго закрепленной границей.

Задача Буссинеска

Рассмотрим случай 0,χ =  который соот-
ветствует задаче о действии сосредоточен-
ной силы P на упругое полупространство, 
граничная плоскость которого не закрепле-
на. Приравняем в решении (4) параметр χ  
нулю, отметим верхним индексом β харак-
теристики напряженно-деформированного 
состояния, соответствующие исследуемому 
варианту. В результате получим распреде-

(5)

(6)

(7)

(8)
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ление напряжений и перемещений в изо-
тропном полупространстве:
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и на его границе
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Вычислим интегралы [10], входящие в 
формулы (9), (10) для напряжений и пере-
мещений:
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Введем обозначение
2 2 .r zρ = +

Подставим выражения для определен-
ных интегралов (11) в равенства (9), (10). 
Учитывая формулу (12), после несложных 
преобразований получаем: 
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и, соответственно, в точках граничной пло-
скости z = 0:

(1 )(1 2 )
( , 0) ,

2
P

u r
E r

β + ν − ν
= −

π
21

( , 0) ,
P

w r
E r

β − ν
=

π

( , 0) 0,z rβσ =

2

(1 2 )
( , 0) ,

2r

P
r

r
β − ν

σ =
π

2

(1 2 )
( , 0) ,

2
P

r
r

β
θ

− ν
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Соотношения (13), (14) совпадают с из-
вестным решением задачи Буссинеска в 
произвольных точках полупространства и 
на его границе [11].

(9)

(11)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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Таким образом, показано, что формулы 
Буссинеска действительно являются част-
ным случаем решения смешанной задачи 
для упругого полупространства с гранич-
ными условиями (3).

Точное решение задачи о сосредоточенной 
силе при упругом закреплении границы  

полупространства

Исследуем решение (4) для случая, ког-
да 0,χ ≠  а приложенная к полупростран-
ству нагрузка является сосредоточенной 
силой. Подставим в формулы (4) трансфор-
манту / 2Pβ = π  и преобразуем их к более 
компактному виду, вычислив входящие в 
решение несобственные интегралы через 
специальные функции. 

Рассмотрим сначала решение в точках 
граничной плоскости z = 0. Найдем значе-
ния следующих интегралов [10]:

0 0 0
0
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2
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∞ π
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+ χ∫

1 1 1
0

( ) [ ( ) ( )],
2

dt
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− −

πχ
= − χ − χ

+ χ∫
где ( )mH rχ  – функции Струве, ( )mY rχ  – 
функции Неймана, 0; 1m = − .

Если порядок функции Неймана есть 
целое число, то, согласно работе [12], име-
ем:

( ) ( 1) ( ).m
m mY x Y x− = −

Из рекуррентного соотношения [13] 
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α
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где ( )Γ α  – гамма-функция, находим, что  
при α = 0

1 1

2
( ) ( ) .H x H x− = − +

π
С учетом соотношений (15) – (17) вычис-

лим содержащиеся в решении интегралы
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Используя равенства (4), (15) – (18), 
получаем формулы для компонент вектора 
перемещений и тензора напряжений в точ-
ках граничной плоскости 0 :z =
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( , 0) 0.rz rτ =  

Нетрудно убедиться в том, что из соот-
ношений (19) следует выполнение условия 
пропорциональности напряжений и пере-
мещений ( , 0) ( , 0)z r kw rσ =  в точках гранич-
ной поверхности упругого полупростран-
ства. 

Покажем далее, что, устремив параметр 
χ к нулю в решении (19), получим формулы 
Буссинеска для перемещений и напряже-
ний. Учитывая поведение функций Нейма-
на при малых значениях аргумента [13]

0

2
( ) ~ ln ,Y x x

π  

1
( ) ~ ( ) ,

2

m

m

x
Y x m

−
 − Γ  π    

0,m >

а также равенства 0 1(0) (0) 0,H H= =  вычис-
ляем пределы функциональных выражений, 
стоящих в правых частях соотношений (19). 
В результате получаем для перемещений:

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(18)
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Для представления в компактной форме 
решения задачи о сосредоточенной силе в 
точках (r, z) введем обозначения для сходя-
щихся несобственных интегралов:
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и затем вычислим интегралы
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С учетом равенств (4), (20), (21) форму-
лы для компонент вектора перемещений и 
тензора напряжений в произвольных точ-
ках изотропного полупространства с упруго 
закрепленной границей принимают вид
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Некоторые результаты численных ис-
следований аналитического решения задачи 
о действии сосредоточенной силы на изо-
тропное полупространство с упруго закре-
пленной границей приведены в работе [14]. 

Заключение

Точное решение задачи о сосредоточен-
ной силе в форме (19), (22) по сравнению с 
интегральными формулами, полученными 
при подстановке в соотношения (4) транс-
форманты ( ) / 2 ,t Pβ = π  обладает рядом 
преимуществ, а именно: объем предвари-
тельных исследований перед его числен-
ной реализацией  значительно меньше, так 
как оно содержит только два несобствен-
ных интеграла 0 1( , ), ( , ),R r z R r z  которые до-

(20)

(21)

(22)

(22)
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статочно быстро сходятся. Существенное 
уменьшение (на порядок и более) времени 
компьютерных расчетов при использова-
нии формул (19), (22) позволяет оценить 
напряженно-деформированное состояние 
упругого полупространства в любой окрест-

ности точки приложения сосредоточенной 
силы, осуществив при этом объем числен-
ных исследований, достаточный для уста-
новления закономерностей распределения 
напряжений и перемещений в упругом теле 
и на его границе.
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BOUNDARY FIXED ELASTICALLY.

We present the analytical solution of the axisymmetric mixed problem for the isotropic half-space with 
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the surface fixed elastically outside the circular area of the application of a distributed load. In the solution 
of the problem, the transition procedure from a distributed load to the concentrated force has been justified. 
A compact form of the exact analytical solution of the problem on the concentrated force applied to the 
half-space with the surface fixed elastically was obtained. In the specific case when the proportionality factor 
of normal stresses and displacements vanishing  under the condition of the elastic fixing of the boundary, the 
constructed analytical solution was shown to coincide with the well-known Boussinesq formulae. 

AXISYMMETRIC MIXED PROBLEM, ANALYTICAL SOLUTION, ISOTROPIC HALF-SPACE, CONCENTRATED 
FORCE.
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Развитие стратифицированного течения за сферой,  
обтекаемой вязкой жидкостью, при наличии внутреннего 

или поверхностного волнения

В работе исследованы взаимодействие течения за сферой с фоновыми внут-
ренними волнами и развитие стратифицированного течения за этой сферой 
при наличии поверхностного волнения. Установлено, что результаты расчетов 
с помощью метода крупных вихрей (LES) позволяют получить дополнительную 
информацию о характеристиках течения, возникающего за сферой, обтекаемой 
потоком жидкости. Жидкость характеризуется неоднородным распределением 
плотности по вертикали, изменяющимся во времени. Использование числен-
ных экспериментов  дало возможность определить влияние фоновых внутрен-
них и поверхностных волн на характеристики течения за сферой.

Численное моделирование, стратификация, метод крупных вихрей, 
обтекание сферы, вязкая жидкость.

Введение

В настоящее время проблема расчета ха-
рактеристик стратифицированных потоков, 
относящаяся к задачам гидродинамики по-
груженных тел, требует решения в части 
учета изменения фоновых характеристик 
потока. В качестве таких характеристик 
можно рассматривать внутренние и поверх-
ностные волны, а также турбулентность.  

 Взаимодействие погруженных тел со 
стратифицированной жидкостью исследо-
валось многими авторами как теоретически 
[1, 2], так и экспериментально [3]. Особен-
ностью  стратифицированных потоков яв-
ляется возможность распространения в них 
внутренних волн.   При обрушении послед-
них  происходит генерация турбулентности, 
масштаб которой зависит от характеристик 
исходной внутренней волны [4].  Внутрен-
ние волны, которые генерируются телом, 
движущимся в неоднородной по плотности 
жидкости, являются в общем случае нели-
нейными и взаимодействуют с турбулент-
ностью в следе за телом. Расчет характери-
стик неоднородного по плотности течения 
в следе за телом, который бы учитывал из-
менчивость фоновых условий среды и их 
взаимодействие с турбулентностью в следе 

за этим телом, возможен с помощью  мето-
да крупных вихрей.  Данный метод  позво-
ляет также учесть анизотропию турбулент-
ности, свойственную стратифицированным 
течениям. 

Внешняя сила, действующая в верти-
кальном направлении в стратифицирован-
ной жидкости, оказывает анизотропное 
влияние на структуру потока. Характер 
спектра турбулентных пульсаций  страти-
фицированного потока отличается от тако-
вого для однородной жидкости. В связи с 
этим моделирование турбулентного обте-
кания тела стратифицированным потоком 
жидкости должно существенно отличаться 
от соответствующего моделирования тече-
ния, однородного по полю плотности. В 
частности, модель турбулентности должна 
учитывать эффекты анизотропии, обуслов-
ленные плавучестью [5]. 

Применение же современных методов 
вычислительной гидродинамики к иссле-
дованию взаимодействия  погруженно-
го объекта с вязкой стратифицированной 
жидкостью и внутренними волнами от-
крывает новые возможности для развития  
теории гидродинамики тел на внутренних 
волнах.
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Постановка задачи  
и численная аппроксимация

Для описания течения вязкой страти-
фицированной жидкости, ограниченной 
свободной поверхностью, используются 
следующие осредненные по пространству 
уравнения:

уравнение неразрывности вида [6] 

0,iu
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∆

∂
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∂
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уравнение переноса безразмерной плот-
ности морской среды
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и уравнения переноса объемной фрак-
ции морской среды, используемые в  мето-
де объема жидкости, вида
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( ),a W l aν = ν + α ν − ν

где ui – компонента вектора скорости по-
тока жидкости, p – давление в потоке,  
ν – кинематическая вязкость жидкости,  
DS – коэффициент  диффузии вещества,  
gi – компонента вектора ускорения свобод-
ного падения, 

 

SGS
ij i j i ju u u uτ = −

– тензор подсеточных напряжений, 

( )WF knσ = −σδ α

– объемная сила поверхностного натяже-
ния стратифицированной жидкости (σ – 
коэффициент поверхностного натяжения; 
δ – дельта-функция, определенная на гра-
нице раздела морская среда – воздух; k,  
n – кривизна и нормаль к поверхности раз-
дела), 

aρ  – плотность воздуха, ,lρ  hρ  – величины 
плотности легкой  и тяжелой  жидкостей,  

( ) / ( )l h lf = ρ − ρ ρ − ρ

– безразмерная плотность морской среды; 
скобки  означают осреднение. 

Параметризация подсеточных напряже-
ний и потоков скаляра осуществляется на 
основе моделей добавочной вязкости Сма-
горинского [7]:

2 ,SGS
ij SGS ijS

∆
τ = − ν

,
Sc

SGS SGS
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SGS j

f
J

x
∆

∂

∂
ν= −

где SGSν  – подсеточная вязкость, ScSGS – 
подсеточное число Прандтля – Шмидта, 
которое в общем случае зависит от числа 
Ричардсона Ri. 

Для нахождения величины SGSν  исполь-
зуется  модифицированная гипотеза длины 
пути смешения, учитывающая эффекты 
анизотропии за счет сил плавучести:

2( ) (Ri).SGS S SC S fν = ∆

Здесь СS – константа Смагоринского,  
∆  – ширина фильтра, fs(Ri) – функция 
плавучести, зависящая от числа Ричардсо-
на [8]:

3/2

1Ri
(Ri) 1 (1 Ri / Sc ) ,S SGS

B

f
C
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= − − 
 

где CB  – константа (СВ ≈ 0,273).
Распространение волн можно реализо-

вать численно путем постановки гранич-
ных условий. Для решения краевой задачи 
энергия волны должна быть сгенерирована 
именно на границах жидкости. 

Систему уравнений (1) – (5) следует до-
полнить начальными и краевыми условия-
ми (приведены ниже).

В начальный момент времени известны 
компоненты скорости 

0( , 0) ,i iu x u=

поле давления 

p = p0 = const

(где постоянная определяется из закона ги-
дростатики const gh= ρ ), поле плотности и 
объемная фракция воды.

(1)

(2)

(6)

(3)

(8)

(4)

(5)

(9)

(10)

(7)
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На твердой стенке должно выполняться 
условие прилипания

0.iu =
На входной границе должен быть опре-

делен вектор скорости: 

1 1( ) ,inu t u=  2 2( ) ,inu t u=  3 3( ) .inu t u=

На выходной границе для выполнения 
условия постоянства расхода должна быть 
определена нормальная компонента скоро-
сти: 

1 1( ) .outu t u=
В случае неоднородной жидкости на 

входной границе заданы законы изменения 
поля безразмерной плотности и объемной 
фракции жидкости, отсутствие потока ска-
ляра сквозь твердые стенки и ограничение 
его потока на выходной границе. В случае 
генерации на входной границе фоновых 
внутренних или поверхностных волн из-
менение поля безразмерной плотности или 

объемной фракции жидкости задается по 
синусоидальному закону. 

Разрешение потока в пристеночной об-
ласти при использовании метода крупных 
вихрей в настоящей работе осуществляется 
с помощью метода пристеночных функций. 
В указанном методе пристеночных функций 
предполагается, что касательные напряже-
ния постоянны между первым расчетным 
узлом и стенкой. Их значения, равные на-
пряжению на стенке τw, можно рассчитать 
на основе логарифмического профиля ско-
рости по известным значениям средней 
скорости в первом расчетном узле или на 
основе степенной зависимости [9]:

0

1/7
0

,               ;

8,3( ) , ;

y y y
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y B y y

+ + +
+

+ + +

 ≤= 
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которая обеспечивает простое математиче-
ское выражение для .u+  

(11)

(12)

(13)

Таблица  1

Принятые параметры моделирования обтекания сферы жидкостью  
при наличии фоновых внутренних волн

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Размеры расчетной области Lcd ×Bcd ×Hcd м 7 × 2 × 2

Глубина жидкости Hw м 1,5

Диаметр сферы D м 0,16
Скорость набегающего потока U м/с 1,6

Число Рейнольдса Re
UD

=
ν

– 2·105

Корабельное число Фруда Fr
U

gD
= – 1,3

Расстояние от оси сферы до пикноклина ph

D
– 0,55

Расстояние от оси сферы до свободной  
поверхности 

Sh
D

– 3,12

Плотность верхнего слоя жидкости lρ кг/м3 1002

Плотность нижнего слоя жидкости hρ кг/м3 1004

Амплитуда фоновых внутренних волн А м 0,18
Длина волны  λ м 40D
Частота колебания пикноклина на входной 
границе

ω рад/с 1,6

(14)
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Здесь

;Wy + ∆ τ
ν

=
 

;r

W

u
u+

τ
=  B ≈ 0,52.

Модуль скорости рассчитывается как 

2 .r iu u=
Для решения системы дифференциаль-

ных уравнений используется полунеявный 
проекционный метод. В пространственной 
области дискретизация осуществляется ме-
тодом Петрова – Галёркина с линейным 
представлением интерполяционного ба-
зиса. Система линейных алгебраических 
уравнений решается методом сопряженных 
градиентов. Для повышения эффективно-
сти расчетов мы использовали алгоритм 
распределенных вычислений, основанный 
на декомпозиции по подобластям и деком-
позиции аппроксимирующих матриц.

В данной работе для оценки воздей-
ствия фоновых внутренних волн на след за 
сферой и на силовые характеристики сопо-
ставлялись результаты моделирования тече-
ния вязкой жидкости для нескольких слу-
чаев. Первый из них соответствует расчету 

характеристик фоновой внутренней волны 
в отсутствие сферы в жидкости, а второй 
соответствует моделированию обтекания 
сферы однородной жидкостью; третий слу-
чай – это моделирование обтекания сферы 
в поле плотности, постоянном во времени, 
четвертый случай – моделирование обте-
кания сферы в поле плотности, изменяю-
щемся во времени. Расчетные параметры, 
использованные при моделировании, пред-
ставлены в табл. 1. 

Результаты моделирования 

Взаимодействие течения за сферой с фо-
новыми внутренними волнами. На рис. 1 
представлено распределение поля безраз-
мерной плотности f в канале при скорости 
течения потока жидкости U = 1,6 м/с в мо-
мент времени t = T, где T – период вну-
тренней волны. 

Анализ результатов моделирования по-
казал, что присутствие сферы  вблизи пик-
ноклина не приводит к разрушению фоно-
вой внутренней волны, но трансформируют 
ее структуру (рис. 2). 

На основе выполненных расчетов и 

Рис. 1. Распределение безразмерной плотности f в расчетной области (вертикальное сечение);  
ω =1,6 рад/с; t = T; U =1,6 м/с

Рис. 2. Распределение безразмерной плотности f при наличии фоновых внутренних волн  
(вертикальное сечение); обтекаемая сфера показана белым диском; число Фруда Fr = 1,3; t = 2T 
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сравнительного анализа характеристик те-
чения в следе за сферой было установлено, 
что в данном случае наличие фоновых вну-
тренних волн в стратифицированной жид-
кости приводит к изменению структуры те-
чения в следе за сферой. 

 Поле подсеточной вязкости при на-
личии в жидкости фоновых волновых воз-
мущений (рис. 3, c)  характеризуется изме-
нением  вертикального размера следа как 
по сравнению со случаем обтекания сфе-
ры однородной жидкостью (рис. 3 a), так 
и в сравнении со стационарным профилем 
плотности при наличии резкого пикнокли-
на (рис. 3, b).	

Различие пространственных размеров 
следа для рассматриваемых случаев можно 
объяснить волновихревым взаимодействи-
ем в следе. При наличии пикноклина вер-
тикальный размер следа за сферой сверху 

ограничивается изоповерхностью скачка 
плотности. Наличие градиента плотности 
над сферой препятствует распространению 
возмущений по вертикали вверх. При рас-
пространении фоновой внутренней волны в 
среде происходит более интенсивный вих-
ревой перенос вследствие взаимодействия 
вихревых движений от двух различных ис-
точников и разрушение крупномасштабных 
структур, возникающих в результате обте-
кания сферы вязкой неоднородной жидко-
стью. Как следствие изменения параметров 
в вертикальной плоскости, наблюдаются 
также различия в распределении подсеточ-
ной турбулентной вязкости в горизонталь-
ной плоскости.

На рис. 4 представлено распределение 
подсеточной вязкости по вертикали на рас-
стоянии  x = 3,5D от  центра сферы диаме-
тром D. При изменении фоновых условий 

а)

b)

Рис. 3. Результаты моделирования  поля подсеточной вязкости νt (вертикальное сечение):  
a –  однородная жидкость; b – стационарный профиль плотности;  

c – фоновые внутренние волны; U = 1,6 м/с, t = 2T

c)



120

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

распределения плотности наблюдается изме-
нение значения и характера распределения 
турбулентной вязкости, которая характеризу-

ет пульсационный перенос жидкости вихря-
ми в течении за сферой. Наличие фоновых 
возмущений плотности приводит к усиле-

Рис. 4. Результат расчета  распределения подсеточной вязкости νt по вертикали  
на расстоянии  x = 3,5D от центра сферы: 1 – однородная жидкость; 2 – стационарный 

профиль плотности; 3 – фоновые внутренние волны; t = 2T

Рис. 5. Эволюция во времени коэффициента сопротивления Сd: 
1 – однородная жидкость; 2 – стационарный профиль плотности; 3 – фоновые внутренние 

волны; Re = 2·105; Fr = 1,3
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нию турбулентной вязкости и смещению ее 
максимального значения по вертикали.   

Изменение во времени коэффициента 
сопротивления 

2

2 d
d

R
С

U S
=
ρ

как функции числа Струхаля St = Ut/D 
представлено на рис. 5. 

Фоновые внутренние волны приводят к 
изменению поведения коэффициента со-
противления во времени и формированию 
низкочастотного колебания в соответствии 
с основной модой указанной волны. Такая 

а)

b)

Рис. 6. Результат моделирования  поля безразмерной плотности f в отсутствие (a)  
и в присутствии (b) сферы. Показаны контуры поля величины f, равной 0,05 (1), 0,10 (2), 0,20 (3), 

0,30 (4), и величины объемной фракции αW, равной 0,5 (5). U = 1,6 м/с; t = 6,45 с  

Таблица  2

Принятые параметры моделирования обтекания сферы жидкостью при наличии поверхностных волн

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Расстояние от оси сферы до свободной  
поверхности

Sh
D

– 3,1

Минимальная плотность жидкости minρ кг/м3 1000

Максимальная плотность жидкости maxρ кг/м3 1025

Частота Вяйселя – Брента N c–1 0,4

Внутреннее число Фруда Fri
U
ND

= – 25

Амплитуда поверхностного волнения  
на входной границе 

А м 0,05

Частота поверхностного волнения  
на входной границе

ω рад/с 9
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волна сглаживает максимум коэффициента 
сопротивления, который наблюдается при 
стационарном распределении плотности и 
в однородной среде; среднее же значение 
коэффициента сопротивления при ста-
ционарном профиле плотности d stC  и при 
наличии фоновой внутренней волны d iwC  
остается неизменным: d stC  = d iwC = 0,43. 

Развитие стратифицированного течения 
за сферой при наличии поверхностного вол-
нения. Воздействие поверхностных волн на 
характеристики неоднородного по плотно-
сти течения за сферой исследовалось для 
случая линейного распределения плотности 
по вертикали. Принятые параметры расче-
та представлены в табл. 2. 

В расчетах принималось, что амплитуда 
волн не меньше размеров ячеек, прилегаю-
щих к свободной поверхности. Расчетная 
сетка состояла из 3,9 млн. элементов.

 Поверхностное волнение приводит к 
генерации внутренних волн в линейно-
стратифицированной жидкости (рис. 6, а). 
Наличие в потоке плохо обтекаемого тела 

сферической формы приводит к изменению 
характера распределения поля плотности за 
сферой: в районе горизонта расположения 
сферы амплитуда колебаний безразмерной 
плотности (f = 0,30) увеличивается вниз по 
течению, а в приповерхностном слое про-
исходит разрушение изопикнической по-
верхности (f = 0,05) (рис. 6, b).

Заключение

Таким образом, в результате прове-
денного исследования установлено, что 
в неоднородной по плотности жидкости 
при наличии поверхностного волнения 
происходит генерация внутренних волн. 
Поле плотности в следе за сферой приво-
дит к изменению распределения плотно-
сти в приповерхностных слоях жидкости: 
обрушению внутренних волн и их смеше-
нию. 

Автор выражает благодарность доктору тех-
нических наук, профессору И.В. Ткаченко за 
организацию исследований и высококвалифи-
цированные консультации.

[1] Гущин В.А., Матюшин П.В. Математи-
ческое моделирование и визуализация транс-
формации вихревой структуры течения около 
сферы при увеличении степени стратификации 
жидкости // Журнал вычислительной математи-
ки и математической физики. 2011. Т. 51. № 2. 
С. 268–281.

[2] Васильева В.В. Гидродинамика тел на 
внутренних волнах: дис. … доктора техн. наук. 
СПб., 1999. 323 с.

[3] Bonnier М., Eiff O., Bonneton Ph. On the 
density structure of far-wake vortices in a strati-
fied fluid // Dynamics of Atmospheres and Oceans. 
2000. No. 31. Pp. 117–137.

[4] Монин А.С., Озмидов Р.В. Океанская тур-
булентность. Л.: Гидрометеоиздат, 1981. 376 с.

[5] Гурьев Ю.В., Ткаченко И.В. Моделиро-
вание обтекания тела вращением потоком стра-
тифицированной жидкости на основе метода 

крупных вихрей (LES) // Фундаментальная и 
прикладная гидрофизика. 2008. № 1. С. 80–87. 

[6] Сафрай А.С., Ткаченко И.В. Трехмерная 
негидростатическая модель вода-воздух. 
Численный эксперимент // Фундаментальная 
и прикладная гидрофизика. 2013. Т. 6. № 1.  
С. 14–22.

[7] Smagorinsky J. General circulation experi-
ment with primitive equations. 1. The basic ex-
periment  // Mon. Weather Rev. 1963.  Vol. 91.  
Pp. 99 – 164.

[8] Сафрай А.С., Ткаченко И.В. Численное 
моделирование гравитационных течений жидко-
сти в наклонном канале // Известия РАН. Ме-
ханика жидкости и газа. 2009. № 1. С. 21–30.

[9] Werner H., Wengle H. Large-eddy simula-
tion of turbulent flow over and around a cube in a 
plate channel // 8th Symposium on Turbulent Shear 
Flows. 1991. Pp. 155–168.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

Сведения об авторе

Стецюк Ирина Васильевна – младший научный сотрудник Федерального государственного  уни-
тарного предприятия «Крыловский государственный научный центр».

196158, Российская Федерация, г. Санкт-Петербург, Московское шоссе, 44
irene_stetsuok@yahoo.com



Механика

123

REFERENCES

[1] V.A. Gushchin, P.V. Matyushin, Numerical 
simulation and visualization of vortical structure 
transformation in the flow past a sphere at an 
increasing degree of stratification, Computational 
Mathematics and Mathematical Physics. 2(51) 
(2011) 268–281.

[2] V.V. Vasilyeva, Hydrodynamics of bodies on 
internal waves: Ph.D. Thesis. St. Petersburg, 1999.

[3] M. Bonnier, O. Eiff, Ph. Bonneton, On the 
density structure of far-wake vortices in a stratified 
fluid, Dynamics of Atmospheres and Oceans.  
31 (2000) 117–137.

[4] A.S. Monin, R.V. Ozmidov, Ocean turbulence. 
Leningrad, Gidrometeoizdat, 1981.

[5] Yu.V. Guryev, I.V. Tkachenko, Large eddy 
simulation (LES) of the stratified fluid flow around 
a prolate spheroid, Fundamental and applied 

hydrophysics. 1 (2008) 80–87.
[6] A.S. Safray, I.V. Tkachenko, Non-

hydrostatic three-dimensional model of water-air. 
Numerical experiment, Fundamental and applied 
hydrophysics. 1(6) (2013) 14–22.

[7] Smagorinsky J. General circulation 
experiment with primitive equations. 1. The 
basic experiment, Mon. Weather Rev. 91 (1963)  
99–164.

[8] A.S. Safray, I.V. Tkachenko, Numerical 
simulation gravitational fluid flows in sloping 
channel, Fluid Dynamics, A Journal of Russian 
Academy of Sciences. 1 (2009) 21–30.

[9] H. Werner, H. Wengle, Large-eddy 
simulation of turbulent flow over and around a cube 
in a plate channel, In: 8th Symposium on turbulent 
shear flows. (1991) 155–168.

Stetsyuk I.V. THE DEVELOPMENT OF A STRATIFIED FLOW FOLLOWING OVER A 
SPHERE INSIDE THE VISCOUS FLUID IN THE PRESENCE OF INTERNAL OR SURFACE 
WAVES.

This study has used the Large Eddy Simulation (LES) for numerical simulation of internal or surface 
waves. The viscous stratified flow over a sphere was investigated at the Reynolds and the Froude numbers  
Re = 2۰105 , Fr = 1.3 for simulation of the flow over the sphere in the presence of the internal waves, 
and at the internal Froude number Fri  = 25  for that in the presence of the surface ones. The presence of 
background internal waves was found to result in an increase in the turbulent viscosity in the flow behind 
the sphere and in the vertical shift of the turbulent viscosity’s maximum value. Moreover, their presence in 
the linearly stratified flow leads to a change in the density distribution of the near-surface layers of liquid. In 
this case the internal-wave breaking and wave mixing occur. The last one is caused by interaction between 
the internal waves generated by the surface waves and the sphere. 

Numerical simulation, stratification, large eddy simulation, FLOW OVER  SPHERE, VISCOUS 
FLUID.

the author

StetsYuk Irina V.
Krylov State Research Centre
44, Moskovskoe  shosse, St. Petersburg, 196158, Russian Federation
irene_stetsuok@yahoo.com

 СанктПетербургский политехнический университет Петра Великого, 2015



124

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

DOI: 10.5862/JPM.225.13

УДК: 621.38

Ю.С. Чумаков 1, В.Д. Румянцев 2, 
Ю.В. Ащеулов 2, А.В.Чекалин 2 

1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого 
2 Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН

Сравнительный анализ ветровых нагрузок  
на плоскую и ступенчатую конструкции трекеров  

солнечных энергоустановок

В работе проведены сравнительные экспериментальные исследования аэро-
динамических процессов обтекания воздушными потоками, и соответственно 
появления дополнительных динамических нагрузок на платформу, концентра-
торных фотоэлектрических модулей (КФЭМ) для двух разных по конструк-
ции схем расположения отдельных модулей: плоской и ступенчатой. После-
дующий сравнительный анализ аэродинамических свойств этих схем показал 
существенное преимущество ступенчатого варианта расположения КФЭМ над 
плоским в отношении уменьшения ветровых нагрузок на платформу. По ре-
зультатам измерений получены значения коэффициентов сопротивления   для 
разных схем расположения модулей на платформе, и на их основе рассчита-
ны в качестве примера значения сил, действующих на реальные платформы.  
Представленные в статье подробные испытания различных моделей солнечных 
установок с использованием аэродинамической трубы и аэродинамических ве-
сов проведены  впервые.

ветровая нагрузка, концентраторный фотоэлектрический модуль, ко-
эффициент сопротивления, аэродинамическая труба.

Введение

В многокаскадных солнечных фотопре-
образователях на основе материалов А3В5 
достигнуты значения кпд более чем 45 % в 
условиях концентрирования солнечного из-
лучения [1, 2]. Широкое применение таких 
фотопреобразователей в наземных условиях 
возможно только при использовании недо-
рогих в производстве интегральных опти-
ческих концентраторов, способных фоку-
сировать излучение Солнца  на небольшую 
поверхность (2  ×  2  мм) многокаскадных 
фотоэлектрических преобразователей 
(ФЭП) [3, 4]. Для получения максимально-
го количества энергии оптическая ось пары 
концентратор-фотоэлемент должна быть 
направлена точно на Солнце. На практике, 
при кратности концентрирования порядка 
1000 Солнц и более, точность взаимного 
расположения составляющих такой пары и 
точность направления на Солнце должны 

быть достаточно высокими (не хуже 0,1°) и 
стабильными [5]. В связи с наличием таких 
требований концентраторная фотовольтаи-
ка развивается с некоторым отставанием по 
сравнению с другими подходами, направ-
ленными на преобразование солнечного 
излучения. Однако у нее имеется суще-
ственный потенциал для дальнейшего по-
вышения эффективности. Его можно реа-
лизовать путем оптимизации структуры и 
конструкции всех компонентов энергоуста-
новок, таких как ФЭП, концентраторные 
модули, а также конструкции солнечных 
трекеров (последние обеспечивают работо-
способность всей системы фотопреобразо-
вания).

Общепринятый способ размещения мо-
дулей на раме трекера предполагает фор-
мирование светоприемной поверхности 
солнечной установки в виде интегральной 
плоской панели. При вырабатываемой 
электрической мощности в десятки ки-
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ловатт плоская панель, состоящая из от-
дельных модулей ФЭП, испытывает весь-
ма значительные ветровые нагрузки. Как 
правило, при превышении определенной 
скорости ветра, рама с модулями должна 
переводиться в горизонтальное положение 
для предотвращения разрушения установ-
ки. Однако и при сравнительно небольших, 
но переменных во времени нагрузках, во-
первых, существует опасность возникно-
вения усталостных явлений в материалах 
рамы и других механических частях треке-
ра и, во-вторых, такие нагрузки приводят 
к увеличению ошибки направления плат-
формы на Солнце [6], что в конечном ито-
ге  приводит к существенному уменьшению 
количества вырабатываемой электроэнер-
гии. Таким образом, задача снижения ве-
тровых нагрузок на солнечные установки с 
системами слежения за Cолнцем является 
весьма актуальной [7, 9, 10].

Цель настоящей работы – экспери-
ментально установить влияние ветровых 
нагрузок на платформу с КФЭМ для двух 
различных схем размещения отдельных мо-
дулей на этой платформе.  

Концентраторные  
фотоэлектрические системы

В лаборатории фотоэлектрических пре-
образователей ФТИ им. А.Ф. Иоффе Рос-

сийской академии наук на протяжении 
последних лет ведется разработка всех ком-
понентов концентраторных фотоэлектри-
ческих систем, включая концентраторные 
модули и солнечные трекеры [3, 4]. Пред-
полагаемые к размещению на трекерах 
модули имеют конструкцию, называемую 
SMALFOC [6], и она имеет много общих 
черт с конструкцией обычных плоских 
модулей без концентраторов как по виду 
основных используемых материалов, так и 
по технологии изготовления. Схематиче-
ский разрез фрагмента такого модуля пред-
ставлен на рис. 1.

В мировой практике в солнечных кон-
центраторных модулях в основном исполь-
зуются концентраторы в виде линз Френеля, 
изготовленные из прозрачного акрилово-
го материала методом горячей штамповки. 
Акрил прозрачен в видимой области, но 
имеет полосы поглощения в ближней ИК 
области спектра. Вместо акрила сотрудни-
ки ФТИ им. А.Ф. Иоффе предложили при-
менять прозрачный силиконовый компаунд 
[4]. Механической основой линзовой пане-
ли в этом случае служит лист силикатного 
стекла – дешевого высокопрозрачного мате-
риала, стойкого к абразивному воздействию. 
На внутренней стороне стекла располагают 
тонкий слой силикона, на котором форми-
руется профиль  френелевских линз.

Рис. 1. Схематический разрез модуля SMALFOC-конструкций: 
1 – фронтальная стеклянная пластина, 2 – силиконовые линзы Френеля, 3 – фотоэлектрический  

преобразователь (ФЭП), 4 – тыльная стеклянная пластина (интегральное защитное стекло), 5 – токосборная 
шина, 6 – теплоотводящая стальная шина, 7 – ламинирующая пленка из этиленвинилацетата (ЭВА). 

Стрелки указывают ход оптических лучей
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В модуле, имеющем фронтальную па-
нель 1 линзовых концентраторов, солнеч-
ные элементы 3 объединяются в фото-
приемную панель, отстоящую от линзовой 
панели на расстоянии, равном фокусному 
расстоянию линз 2 (см. рис. 1). Таким об-
разом, формируется концентраторный мо-
дуль панельного типа с «малоразмерными» 
единичными «субмодулями». Герметизация 
и защита фотоэлементов 3 от воздействия 
внешней среды осуществляется простым 
способом, состоящим в использовании ла-
минирующей пленки 7. Размеры фотопри-
емной поверхности стандартного модуля –  
480 × 960 мм, его выходное напряжение  –  
48 В при токе 2,5 А. Такие параметры обе-
спечиваются шестнадцатью последователь-
но соединенными сборками по 8 ФЭП, 
соединенных параллельно. Применение 
перспективных ФЭП с эффективностью 
порядка 43 % позволяет получать значения 
кпд всего модуля на уровне 34 %. Для дости-
жения подобной эффективности необходи-
ма точная фокусировка изображения дис-
ка Солнца на приемной площадке каждого 
фотопреобразователя. При этом достаточно 
обычной технологической точности сборки 
отдельного модуля, точной юстировки всех 

модулей на общем основании для совмеще-
ния их оптических осей, точного наведения 
платформы на Солнце и, наконец, сохра-
нения стабильности этих технологических 
параметров в течение всего времени экс-
плуатации станции (до 25 лет). Отсюда сле-
дует вывод о необходимости учета действия 
ветровых нагрузок, которые вызывают ди-
намическую деформацию платформы с мо-
дулями, для сохранения высоких значений 
эффективности всей солнечной энерго-
установки [7, 11].

Анализ влияния ветровых нагрузок

Для уменьшения влияния ветровых на-
грузок в лаборатории ФТИ им. А.Ф. Иоф-
фе был предложен способ ступенчатого 
размещения модулей на солнечном трекере  
(рис. 2). Вращаясь вокруг вертикальной оси 
от направления на восход Солнца до на-
правления на его закат, рама с КФЭМ в те-
чение светового дня поворачивается вокруг 
горизонтальной оси на предельные углы не 
более ±45° по отношению к горизонту; это 
позволяет изготавливать раму в виде жест-
кой трехмерной конструкции с возможно-
стью обеспечения статической балансиров-
ки. Предполагается, что при таком способе 

Рис. 2. Фотография одной из экспериментальных солнечных энергоустановок,  
созданных в ФТИ им. А.Ф. Иоффе.  

Суммарная мощность концентраторных модулей составляет 1 кВт
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размещения модулей ветровые нагрузки на 
фотоэлектрические установки могут быть 
существенно снижены.

В настоящей работе проведены экспе-
риментальные исследования моделей двух 
типов конструкций с различным располо-
жением КФЭМ на платформе трекера. 
Модель исследуемого объекта помещалась 
в рабочую часть аэродинамической тру-
бы, и с помощью аэродинамических весов 
определялись нагрузки на модель со сторо-
ны воздушного потока при различных его 
скоростях и различных положениях модели 
относительно направления вектора скоро-
сти. Для сравнительного анализа получен-
ных результатов все продувки моделей с 
плоским и ступенчатым расположениями 
модулей проводились при абсолютно оди-
наковых внешних условиях: места разме-
щения в трубе, однородности потока, тем-
пературе и влажности воздуха. В качестве 
критерия оценки эффективности той или 
иной модели в отношении минимума со-
противления воздушному потоку выступает 
коэффициент сопротивления cx, который 
обычно вводится следующим образом:

2

,
2x

V
F c S

ρ
=

где F – сила сопротивления, определяемая 
с помощью аэродинамических весов; cx – 

коэффициент сопротивления (для плохо 
обтекаемых тел он  может достигать значе-
ний более единицы); S – площадь «миделе-
вого сечения» (площадь проекции панели 
модулей на плоскость, перпендикулярную 
направлению вектора скорости); ρ – плот-
ность воздуха; V – скорость воздушного 
потока.

В процессе испытаний  основное вни-
мание уделялось влиянию угла между на-
правлением вектора скорости набегающего 
потока и нормалью к плоскости модулей на 
величину силы сопротивления. Обозначим 
этот угол через β (именуется далее углом 
атаки); диапазон его изменения  составляет 
от 0 до 90°. При этом β = 0° соответству-
ет ориентации модуля на линию горизонта 
при восходе/закате Солнца, а β = 90° со-
ответствует ориентации при зенитальном 
расположении солнечного диска, т. е. при 
ситуации, которая реализуется в полдень 
для солнечных установок, размещенных 
в экваториальном поясе Земли. На рис. 3 
схематично представлены возможные вари-
анты положения ступенчатой и линейной 
конструкций солнечной энергоустановки 
по отношению к вектору скорости ветра.

Предварительный анализ конфигурации 
скоростного поля, которое формируется в 
результате взаимодействия воздушного по-
тока со ступенчатой конструкцией, был 

Рис. 3. Возможные варианты расположения на платформе фотоэлектрических модулей  
по отношению к ветровому потоку (Str) в течение светового дня (при различных значениях угла β):  

в виде плоской панели (a, b, c) и в виде ступеней (d, e, f ); β = 0° (a, d), 45° (b, e), 90° (c, f );  
F – сила сопротивления потоку

а)

d)

b) с)

e) f )

(1)
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проведен с помощью численного модели-
рования (на основе решения полных урав-
нений Навье – Стокса в двумерном при-
ближении). Необходимо отметить, что даже 
в подобной, существенно упрощенной, по-
становке задачи требуются весьма значи-
тельные затраты машинного времени. Поэ-
тому следует признать более эффективным 
и возможно более точным проведение экс-
периментального исследования на моделях 
солнечных энергоустановок с использова-
нием аэродинамической трубы для сравне-
ния сил сопротивления ветровому потоку в 
моделях различной конфигурации.

Для лабораторных экспериментов были 
изготовлены модели солнечных энергоу-
становок в масштабе 1 : 20 с расположе-
нием модулей на трекере в виде плоской 
панели размерами 6 × 6 м и в виде ступеней 
(рис. 4). Толщина материала, имитирующе-
го концентраторные модули, – 8 мм, что 

соответствует толщине SMALFOC-модулей 
и продольных элементов их крепления на 
раме трекера.

Продувка моделей проводилась в аэро-
динамической трубе (расположена в лабо-
ратории Санкт-Петербургского политех-
нического университета Петра Великого) с 
открытой рабочей частью диаметром 2 м и 
длиной 3 м, в диапазоне скоростей ветро-
вого потока 4 – 12 м/с. Выбранный диапа-
зон соответствует реальным условиям экс-
плуатации солнечных станций с КФЭМ. 
В экспериментах изменялись углы накло-
на моделей, т. е. варьировался угол атаки. 
Сила F, возникающая при взаимодействии 
воздушного потока с моделью, измерялась 
с помощью аэродинамических весов. Мо-
дели обдувались как с фронтальной, так и 
с тыльной сторон (диапазон углов атаки 
составлял 0 – 180°), перпендикулярно го-
ризонтальной оси вращения моделей. Па-

Рис. 4. Фотографии моделей солнечных энергоустановок, выполненных в масштабе 1 : 20,  
с расположением модулей на трекере в виде плоской панели (a – c) и в виде шести ступеней  

с той же суммарной площадью модулей (d – f) (см. рис. 3)

а)

d)

b) с)

e) f )
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норамная фотография фрагмента аэродина-
мической трубы с расположенной в центре 
моделью солнечной энергоустановки пред-
ставлена на рис. 5.

На рис. 6 представлены эксперименталь-
ные результаты продувных испытаний двух 
моделей солнечных установок с различным 
расположением модулей. Измерялись  за-
висимости коэффициента сопротивления 

cx от угла атаки при различных значениях 
скорости воздушного потока V. 

Сравнительный анализ результатов по-
зволяет сделать следующие выводы. Для 
обеих моделей солнечных энергоустановок 
наибольшее значение коэффициента со-
противления cx достигается при нулевом 
угле наклона (β = 0), т. е. при ориентации 
модулей «на восход/закат», причем значе-

Рис. 5. Панорамная фотография установки для продувных испытаний: 
1 – фрагменты аэродинамической трубы, 2 – модель солнечной энергоустановки, 3 – аэродинамические весы

Рис. 6. Зависимости коэффициентов сопротивления от угла атаки для моделей солнечных  
энергоустановок с плоскостным (1, 2) и шестиступенчатым (3, 4) расположением модулей  

при двух значениях скорости воздушного потока V, м/с: 8,2 (1, 4) и 11,5 (2, 3)
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ния коэффициента примерно одинаковы 
для обеих конфигураций. При увеличении 
угла атаки коэффициент сопротивления 
снижается быстрее для модели со ступен-
чатым расположением модулей, достигая 
минимума при углах наклона порядка 30°, 
а затем этот коэффициент незначительно 
растет вплоть до зенитального расположе-
ния модулей. Для модели с плоской пане-
лью модулей коэффициент сопротивления 
снижается почти монотонно вплоть до зе-
нитального положения рамы, превышая 
при этом соответствующее значение коэф-
фициента для случая ступенчатой модели 
практически на всем интервале изменения 
угла. Наиболее существенное различие в 
значениях коэффициентов сопротивления 
(до 20 %) наблюдается при средних поло-
жениях модулей (угол атаки 20 – 60), со-
ставляющих до 70 % от всего времени ра-
боты энергоустановок в течение светового 
дня. Этот результат указывает на наиболее 
важное преимущество ступенчатого распо-
ложения модулей над плоскостным. 

Для иллюстрации полученных результа-
тов в таблице представлены сравнительные 
значения сил сопротивления F, рассчитан-
ные для реальных платформ с КФЭМ для 
двух значений скоростей воздушного по-
тока. При использовании соотношения (1) 
в качестве коэффициента сопротивления 
cx были использованы экспериментальные 
значения, полученные в настоящей работе. 
При этом было принято допущение о сла-
бой зависимости этого коэффициента от 
числа Рейнольдса, что обычно имеет место 
для плохо обтекаемых тел.

Из анализа табличных данных следует, 

что в отношении снижения аэродинамиче-
ских нагрузок ступенчатая модель много-
кратно превосходит плоскую.

Заключение

Проведенные сравнительные экспе-
риментальные исследования аэродина-
мических характеристик моделей плат-
форм с КФЭМ показали, что каскадная 
схема размещения отдельных солнечных 
модулей на платформе имеет существен-
ное преимущество над моделью в виде 
интегральной плоской панели. При этом 
снижение коэффициента сопротивления 
cx для ступенчатой конструкции наблю-
дается при средних положениях модулей, 
характерных для наиболее протяженных 
во времени режимов работы солнечных 
энергоустановок в течение всего светового 
дня. Снижение коэффициента cx (до 20 %) 
и уменьшение миделевого сечения модели 
с каскадным размещением КФЭМ при-
водит к уменьшению ветровых нагрузок в 
несколько раз. Полученный результат по-
зволяет прогнозировать существенное уве-
личение продолжительности функциони-
рования реальной станции с максимально 
возможным кпд в неблагоприятные в от-
ношении ветровых условий дни, а также 
дает возможность снизить опасность воз-
никновения усталостных явлений в мате-
риалах рамы и других механических частях 
трекера. Это позволяет рекомендовать 
предложенную ступенчатую конструкцию 
солнечных энергоустановок как предпо-
чтительную общепринятым моделям, в ко-
торых концентраторные модули распола-
гаются в виде плоских панелей.

Таблица

Рассчитанные значения силы сопротивления моделей ветровому  
потоку для двух значений его скорости

V, м/с
F, Н

Плоская модель Ступенчатая модель

8,2 1546 274 

11,5 2594 547 

Примечание . Расчет выполнен  для реальных платформ с КФЭМ 
размером 6 × 6 м и значением угла атаки β = 45°.
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Кроме того, следует отметить, что со-
временные методы гидроаэродинамики 
дают возможность исследовать особенно-
сти взаимодействия воздушного потока с 
моделями различного расположения от-
дельных КФЭМ на платформе солнечной 

станции и провести вполне объективную 
качественную и количественную оценку 
преимуществ той или иной модели. 

Работа выполнена при поддержке Рос-
сийского научного фонда (соглашение  
№ 14-29-00178).
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Описание деформации и разрушения материалов,  
содержащих водород, с помощью реологической модели

В работе предлагается двухконтинуальная реологическая модель, учитыва-
ющая изменения энергий связи водорода. Она позволяет описывать перенос и 
накопление водорода в металлах  и связанные с накоплением водорода измене-
ния механических свойств металлов. С помощью предложенной реологической 
модели можно также описать переход водорода из подвижного в связанное со-
стояние при соответствующих изменениях напряженно-деформированного со-
стояния материала.  Кроме того, предложенная модель позволяет одновремен-
но описывать изменения в материале, связанные с присоединением водорода к 
атомам матрицы. Указанные процессы приводят к ослаблению и разрушению 
материала.

реологическая модель, водорОдная хрупкость, концентрация водо-
рода, двухконтинуальная модель.

Введение

Чрезвычайно важной задачей является 
учет влияния водорода на механические ха-
рактеристики материалов. Взаимодействие 
водорода с твердыми материалами явля-
ется хорошим примером влияния малого 
параметра в механике. Например, у алю-
миниевых сплавов со средними массовыми 
концентрациями водорода 0,4 – 0,8 ppm 
(миллионные массовые доли) наблюдается 
хрупкость, индуцированная водородом. 

Водородная хрупкость является причи-
ной многих катастроф, поэтому ее меха-
низмы тщательно исследуются [1 – 6].  

Создание современных конструкций 
невозможно без предварительного точного 
расчета на прочность. А поскольку водо-
род сильно влияет на прочность металлов, 
моделированию такого влияния посвящено 
множество работ. Среди них можно выде-
лить несколько основных подходов, учиты-
вающих влияние водорода на зарождение и 
движение дислокаций, на развитие трещин; 
подходов, учитывающих внутреннее давле-
ние водорода в металле;  развиты и физи-
ческие подходы.

Образование и движение дислокаций, 
их влияние на локальную пластичность  
(Hydrogen-Enhanced Localized Plasticity 
(HELP)) вблизи вершин трещин приводит 
к развитию  локальной пластичности ма-
териала вследствие очень высокой концен-
трации дислокаций. Механизм HELP был 
впервые описан в работе [7]. Затем в ста-
тьях [8 – 10] на основании физических со-
ображений о потенциалах взаимодействия 
водорода с дислокациями предложены 
определяющие уравнения, моделирующие 
локальные изменения  свойств материала в 
устье микротрещины. 

Вместе с тем, расчеты, выполненные  в 
работе [8], показывают, что существенные 
изменения механических свойств материала 
происходят при локальных концентрациях 
водорода порядка 9000 ppm, что является 
очень большой величиной для большин-
ства металлов.

В определяющие уравнения заложена 
неявная степенная зависимость от локаль-
ной концентрации водорода, которую не-
возможно измерить непосредственно, т. е. 
параметры уравнений (в том числе и пока-
затель степени) могут быть оценены только 



Механика

135

косвенно. Указанное обстоятельство не по-
зволяет определить эти параметры для кон-
кретных материалов экспериментально и 
может приводить к значительным ошибкам 
при расчете на прочность.

Для верификации модели в работе [11] 
выполнен расчет локальной пластичности  
при рассмотрении трещины со сфериче-
ской вершиной. При этом показано, что 
даже модельные локальные концентрации 
водорода  всего  в 100 раз выше средних ис-
ходных. С учетом того, что эти средние со-
ставляют обычно значения порядка 1 ppm, 
локальные концентрации не превышают 
100 ppm. Таким образом, проверочный рас-
чет не подтверждает, что  под действием 
внешних механических нагрузок возможно 
локальное накопление водорода в металлах 
до концентраций порядка 9000 ppm (име-
ются в виду стали). 

Вторым источником возможных оши-
бок модели HELP является использование в 
ней модифицированного закона Фика [12]. 
В этот закон явно входит температурная за-
висимость коэффициентов влияния поля 
напряжений, но не входит экспоненциаль-
ная  зависимость коэффициента диффузии 
от температуры, что говорит о несбаланси-
рованном учете скоростей теплового дви-
жения частиц водорода и основной матри-
цы материала. Другими словами, влияние 
температуры на матрицу учитывается, а на 
водород – нет. 

Существует еще целый ряд неопределен-
ностей, о которых пишут авторы модели, 
в частности имеется нелинейная зависи-
мость внутреннего потенциала от величи-
ны напряжений и от концентрации водоро-
да. Поскольку такая модель предполагает, 
что   рассматриваются огромные локальные 
концентрации, многократно превышающие 
наблюдаемые на практике, все нелинейно-
сти должны играть большую роль.

Известна также модель отслаивания 
(Hydrogen-Enhanced DEcohesion (HEDE)) 
[13], аналогичная HELP. Разница заключа-
ется в том, что в HEDE-модели учитывается 
снижение энергии образования свободных 
поверхностей разрушения при увеличении 
локальной концентрации водорода.   

В статье [14] отмечено, что модель 
HELP требует огромных вычислительных 
ресурсов при решении любой прикладной 
задачи, поэтому единственным выходом 
является использование континуальной 
модели развития дислокаций. Однако такая 
замена часто оказывается неадекватной, и 
авторы предлагают пользоваться критери-
ем роста субмикротрещины, т. е. сводят все 
«водородные» проблемы к моделированию 
развития трещины и снижению трещино-
стойкости.

Развитие индуцированных водородом 
трещин моделируется в работе [15]. Из-
начально предполагается, что трещина 
уже сформирована вдоль стенки трубы, а 
водород при диффузии внутрь трещины 
переходит в молекулярное газообразное со-
стояние  и создает избыточное давление,  
способствующее росту трещины. Градиент 
химического потенциала, который зависит 
от напряжений,  считается основной при-
чиной диффузии водорода. Дополнительно 
учитывается снижение трещиностойкости 
за счет изменения параметров в критерии 
разрушения при определении условий ро-
ста трещины. В результате удается рассчи-
тать только скорость роста трещины, кото-
рая сравнивается с экспериментальными  
результатами  [16]. При этом связь модели 
с реальными физическими  механизмами 
влияния водорода отсутствует. 

В статье [17] обсуждаются двух- и трех-
мерные постановки задачи о развитии 
«водородной» трещины. Установлены су-
щественные различия в значениях наи-
большего напряжения отслаивания и поро-
говой интенсивности напряжений, которые 
используются для описания свойств метал-
ла при аппроксимации одних и тех же экс-
периментальных результатов. Оказывается, 
что их надо задавать по-разному. Для боль-
шей определенности в работе [18] эти пара-
метры  рекомендовано подбирать на осно-
вании только трехмерной модели. 

В статье [19] представлен теоретический 
расчет изменений модуля сдвига и пара-
метров кристаллической решетки сплава 
платина-цирконий. Этот расчет сделан с 
использованием волнового псевдопотен-
циала. В качестве исходного взято соот-
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ношение, в котором на один атом водоро-
да приходится три-четыре атома матрицы 
(4000 ppm), что совершенно невероятно 
для обыкновенных конструкционных ма-
териалов. И даже в сплавах циркония при 
таких концентрациях водорода образуются 
гидриды, т. е. с механической точки зрения 
металл превращается в  композит.  

В статье [20] учитывается изменение 
тензора напряжений вследствие внутрен-
него давления, которое создает водород, 
внедряясь в матрицу металла. Проведено 
моделирование испытаний образцов  на 
растяжение  методом конечных элементов 
(МКЭ), и результаты сопоставлены с экс-
периментальными данными [21]. В отли-
чие от предыдущих работ, рассматривается 
влияние водорода только на шаровую часть 
тензора напряжений. При таком подходе 
влияние водорода обнаруживается только 
при концентрациях свыше 17 ppm, что для 
сталей является большим значением (со-
гласно известным экспериментальным дан-
ным, например [33], в среднем такое влия-
ние начинается с величины, в несколько 
раз меньшей).  

Еще одним основанием для сомнений 
в адекватности проведенного сопоставле-
ния результатов МКЭ-расчета  с данными 
работы [20] является недостаточно полное 
описание условий проведения эксперимен-
та. При испытаниях проводилось растяже-
ние образцов с канавкой при одновремен-
ном катодном наводораживании. Судя по 
описанию опыта, концентрация водорода 
никак не контролировалась. Более того, 
приведенные в работе [20] графики зависи-
мостей напряжений от деформаций явля-
ются техническими. Их недостаток состоит 
в том, что они не учитывают изменения 
диаметра шейки образца, а это приводит 
к недооценке фактического предела проч-
ности и упругих модулей по данным этих 
кривых. 

Для моделирования водородной хрупко-
сти применяется также метод молекулярной 
динамики [22 – 24], но из-за малости моде-
лируемых ансамблей указанный метод по-
зволяет описывать только микромеханизмы 
в вершине микротрещины или дислокации, 
что не дает возможности моделировать по-

ведение конструкций. Этим же недостатком 
обладает квантовомеханический подход  
[25, 26]: из-за большой неоднородности ре-
альных металлов он применим только для 
описания поведения трещин в идеальных 
кристаллах или для моделирования пове-
дения отдельных микротрещин и дислока-
ций. 

Таким образом, для прогнозирования 
поведения конструкций из материалов, 
содержащих водород, необходима макро-
модель, учитывающая влияние малых кон-
центраций водорода на механические ха-
рактеристики материалов.

Двухкомпонентный континуум  
для моделирования водородной  

деградации материалов

Водород внутри материалов  находится в 
ловушках различной природы: дислокаци-
ях, микротрещинах, на поверхности зерен 
и т. п. [1, 2]. Каждому типу ловушек может 
быть сопоставлена своя энергия связи [27].

При исследовании взаимодействия ме-
талл – водород установлено, что важную 
роль играет распределение концентрации 
водорода по типам ловушек или уровням 
энергии связи [28]. Например, в сталях 
общее содержание водорода составля-
ет 0,2 – 4,0 ppm. Однако только водород 
с низкой энергией связи (т. е. диффузно-
подвижный) сильно влияет на прочность и 
пластичность. Напротив, в алюминиевых 
сплавах весь растворенный водород  име-
ет низкую энергию связи – 0,2 – 0,8 эВ. 
Концентрации диффузно-подвижного во-
дорода, которые важны для механической 
прочности, имеют сходные значения в 
сталях и алюминиевых сплавах – они со-
ставляют менее 1 ppm. В сталях диффузно-
подвижный водород составляет 5 – 10 % 
от общей массы разведенного водорода. 
Напротив, в алюминиевых сплавах практи-
чески весь растворенный водород является 
диффузно-подвижным.

Водород с низкой энергией связи стре-
мится к зонам растягивающих напряжений 
(эффект Горского [29]). Накопление водо-
рода в зоне разрушения происходит как в 
результате сорбции из окружающей сре-
ды, так и при перераспределении его есте-
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ственных концентраций внутри материала. 
Водород с низкой энергией связи легко 
диффундирует; вместе с тем, малое значе-
ние энергии связи указывает на то, что  его 
взаимодействие с металлом очень слабое. 
Водород с высокой энергией связи, напро-
тив,  взаимодействует с металлом очень ин-
тенсивно, но при этом очень медленно пе-
ремещается внутри металла. Механические 
свойства вмещающего материала ухудша-
ются, прежде всего, вследствие  жесткого 
взаимодействия, так как водород, присое-
динившийся к атомам металла, отнимает 
энергию у кристаллической структуры.

Таким образом, процесс увеличения 
энергии связи водорода сопровождается 
уменьшением на ту же величину энергии 
связи внутри кристаллической структуры 
и связанной с этим деградацией ее меха-
нических характеристик [30]. Следователь-
но, материал, содержащий водород, можно 
представить состоящим из двух взаимодей-
ствующих континуумов. Масса диффузно-
подвижного водорода внутри произвольного 
объема  V записывается в виде следующего 
интеграла: 

H H .
V

m dV− −= ρ∫
Здесь H,m−  H

−ρ  – масса и объемная плот-
ность диффузно-подвижного водорода. 

В дифференциальной форме уравнение 
баланса массы водорода имеет вид 

H
H H H( ) = ,j

t

−
− − −∂ρ

+ ∇ ⋅ ρ
∂

v

где Hj
−  – объемный источник  диффузно-

подвижного водорода, H
−v  – вектор скоро-

сти его перемещения. 
В терминах концентрации H H H= /N m− −ρ  

уравнение баланса массы водорода может 
быть записано в форме

H H
H H

H

( ) = .
N j

N
t m

− −
− −∂

+ ∇ ⋅
∂

v

Для водорода, связанного с матрицей 
материала, можно записать аналогичное 
уравнение баланса массы: 

H H
H H

H

( ) = ,
N j

N
t m

+ +
+ +∂

+ ∇ ⋅
∂

v

где H,N +  H
+v  – концентрация и скорость 

частиц связанного водорода (а также свя-
занных с ними частиц материала, вмещаю-
щего водород).

Равенство H H= =j j j− +−  означает от-
сутствие распределенного внутреннего по-
ступления водорода внутри материала. Мы 
описываем, таким образом, только переход 
водорода из одного состояния в другое и 
его перераспределение за счет диффузии. 

Как уже было отмечено, концентрации 
водорода, критические для механических 
свойств материала, как правило, невелики. 
Следовательно, можно описать внутренний 
переход частиц водорода между энергети-
ческими уровнями в виде линейных соот-
ношений: 

H H= .j N N− +α − β

Перейдем к уравнениям динамики вме-
щающего материала. С точки зрения рео-
логии, это уравнения первого континуума. 
Этот континтинуум моделирует твердое 
тело и присоединенные к его частицам ча-
стицы водорода. Динамическое уравнение 
первого континуума имеет вид 

0 H H H= ( ) ,+ + +∇ ⋅ ρ + ρ + + jф v v rτ 0 H H H= ( ) ,+ + +∇ ⋅ ρ + ρ + + jф v v r

где τ – тензор напряжений, R – сила вза-
имодействия между вмещающей средой и 
диффузно-подвижным водородом (между 
континуумами).

Второй континуум, моделирующий 
диффузно-подвижный водород, очевид-
но можно моделировать как идельный газ. 
Давление газа p имеет положительный знак 
при сжатии. Поэтому можно записать ди-
намическое уравнение в форме 

H H H= .p j− − −−∇ ρ − −v v R

Модуль вектора скорости частиц 
диффузно-подвижного водорода H

−v  имеет 
малую величину, так как эта скорость опи-
сывает диффузию водорода в твердом теле.

Упругая энергия деформаций твердо-
го тела состоит из двух частей: шаровой и 
сдвиговой. Соответственно, мы можем вы-
делить сферическую часть и девиатор тен-
зора инерции 

τ = ,σ +ф I s

где σ  – главные напряжения, s – девиатор, 

(1)
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I – единичный шаровой тензор.  
Эффект Горского состоит в том, что 

энергия объемного растяжения определя-
ет диффузию водорода и взаимодействие 
водорода с матрицей вмещающего мате-
риала. Следовательно, можно считать, что 
только сферическая часть тензора напряже-
ний будет зависеть от второго континуума. 
Уравнения динамики двухконтинуальной 
сплошной среды в этом случае имеют вид 

H
0 H H= ( ) ,j

t

+
+ +∂

∇σ ρ + ρ + + − ∇ ⋅
∂
v

v R s

H
H H= .p j

t

−
− −∂

−∇ ρ − −
∂
v

v R

Для простоты дальнейшего анализа 
ограничимся одномерным случаем, так как 
он позволяет проиллюстрировать основную 
идею построения реологической модели 
материала, содержащего небольшие есте-
ственные концентрации водорода.

Рассмотрим одномерную идеализиро-
ванную кристаллическую решетку мате-
риала. Ее можно схематически изобразить 
в виде точечных масс, соединенных пру-
жинами (рис. 1). Ослабление взаимодей-
ствия частиц материала, вызванное «при-
соединением» к кристаллической матрице 
частиц водорода, создает цепочку новых 
упругих связей в кристаллической решетке. 
Эти связи меняют жесткость всей цепочки. 
Очевидно, что в данном случае можно пре-
небречь массой частиц водорода, т. е. счи-
тать, что 0 >> .Hm mmH.

Для реологической модели неважно, ка-
ким образом происходит физическое взаи-
модействие. Частицы водорода могут быть 
атомами, молекулами или более сложными 
образованиями, например молекулами гид-
ридов. То же самое относится к частицам 

материала (именно поэтому мы используем 
термин «частицы»).

Общую жесткость цепи с учетом объ-
емной концентрации частиц водорода N0 
можно получить из следующего соотноше-
ния:

0 0 H H

0 H

= .
N N N N
C C C

+ +

Ξ

−
+

Определящее уравнение, построенное 
по аналогии с одномерной моделью, содер-
жащей присоединенные частицы водорода, 
имеет вид 

0 H 0

0 H H 0 H

= , = ,
( )

E E N
E E

N E N E EΞ Ξ +σ ε
+ −

где σ – напряжение; 0N  – объемная кон-
центрация частиц кристаллической решет-
ки в элементарном объеме; HN +  – объем-
ная концентрация частиц кристаллической 
решетки, к которым «присоединились» 
частицы водорода с жесткостью упругой 
связи HC  (и, одновременно, объемная кон-
центрация частиц связанного водорода); 
EH – эквивалентный упругий модуль,  ха-
рактеризующий жесткость измененной во-
дородом связи в кристаллической решетке 
материала; E0 – исходный упругий модуль 
материала,  не содержащего водород; ε – 
деформация; EΞ – общий упругий модуль 
материала, содержащего водород.

Величина ΞE  может быть значительно 
меньше, чем исходный упругий модуль ма-
териала, не содержащего водород, так как 

H 0<< :E E

0 0
H

0 H H 0

H 0
H 0

=

1
<< .

( / )

E N
E E

N E N E

E E
N N

Ξ +

+

≈
+

≈

Сильное влияние концентрации при-
соединенных частиц водорода HN +

 на об-
щий модуль упругости наглядно демон-
стрирует приведенное выше уравнение: чем 
выше доля присоединеных частиц водорода 

H 0/ ,N N+  тем ниже модуль упругости мате-
риала. 

Число частиц решетки, к которым при-
соединены частицы водорода, зависит от 
напряженного состояния решетки в каждой 

Рис. 1. Одномерная модель  
кристаллической решетки с присоединенными 

частицами водорода;  
C0, CH –жесткость упругих связей в кристаллической 

решетке при отсутствии и в присутствии частиц  
водорода соответственно

(2)
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точке и от времени. Неизвестную функцио-
нальную зависимость EΞ  от H( , , )N x t+ ε  сле-
дует  определять с помощью модели двух-
компонентного континуума.

Из соотношения (2) уравнение для  

H= ( , ( , , ))N x t+σ σ ε ε

можно получить на основании стандартной 
формы для одномерной упругой цепи: 

H H
0 0

H 0 H 0 H H 0 H 0

= = 1 1 .
/ ( ) /

N N
E E E

N N E E E N N E E

+ +

Ξ + +

   
σ ε ε − ≈ ε −   + − +   

H H
0 0

H 0 H 0 H H 0 H 0

= = 1 1 .
/ ( ) /

N N
E E E

N N E E E N N E E

+ +

Ξ + +

   
σ ε ε − ≈ ε −   + − +   

Это уравнение иллюстрирует зависи-
мость напряжений от концентрации при-
соединенных частиц водорода.

По аналогии с идеальным газом, на-
ходящимся в порах и пустотах материала, 
определяющее уравнение, описывающее 
связь давления p и плотности второй среды 

H,−ρ  имеет вид 

H

3
= ,

2
p N kT−

где HN −  – объемная концентрация частиц 
подвижного водорода, k – постянная Боль-
цмана, T – абсолютная температура под-
вижного континуума.

Мы полагаем, что силу взаимодействия 
R между подвижными частицами водорода 
и решеткой можно также  описать в рамках 
подхода, используемого для потока идеаль-
ного газа. Это позволяет получить следую-
щее представление для величины R: 

H H H= ( ) [ ].R F v v− − +ε ρ −

 Силу взаимодействия можно рассма-
тривать как линейную функцию от разно-
сти скоростей частиц двухконтинуальной 
сплошной среды. Параметр ( )F ε  (зависит 
от деформаций ε ) пропорционален пло-
щади «проходного сечения» и определяется 
свойствами материала, такими как пара-
метры кристаллической решетки, площадь 
поверхности кристаллических зерен, соот-
ношение этой площади с объемом зерна, 
пористостью и т. п. 

Источниковый член J взят нами в фор-
ме, предложенной в работе [31], т. е. анало-

гично формуле (1): 

H H= ,J N N− +α − β

где ,α  β  – положительные коэффициен-
ты, описывающие сорбцию и десорбцию 
диффузно-подвижного водорода внутри 
кристалличсекой решетки из каналов диф-
фузии. 

Роль этих коэфициентов можно проил-
люстрировать, если использовать решение 
уравнений баланса частиц в предположе-
нии равномерного распределения объем-
ной концентрации связанных и подвижных 
частиц водорода [31]. Указанная система 
уравнений имеет вид

H
H H

H
H H

= ,

= .

dN
N N

dt
dN

N N
dt

+
− +

−
− +

α − β

−α + β

Налагаем следующие начальные усло-
вия: 

H H(0) = 0, (0) = ,N N+ − −Ψ .

Это означает, что в начальный момент 
времени в материале нет связанного водо-
рода, а диффузно-подвижный имеет кон-
центрацию .−Ψ  В этом случае решения  
системы (4) имеют вид: 

( )
H = (1 ),tN e+ − − α+βα

Ψ −
α + β

( )
H = 1 (1 ) .tN e− − − α+β α

Ψ − − α + β 
Полученные временные зависимости 

приведены на рис. 2. Они демонстриру-
ют процесс насыщения водородом вме-
щающей среды и снижения концентрации 
диффузно-подвижного водорода до равно-
весных значений, определяемых коэффи-
циентами сорбции и десорбции. Параметры 
α  и β  должны определяться эксперимен-
тально, так как механизмы сорбции и де-
сорбции лежат вне нашего рассмотрения.

Следует отметить, что уравнение (4) опи-
сывает обмен частиц водорода с различной 
энергией связи (связанных и подвижных) 
при условии, что мобильные частицы водо-
рода имеют нулевую скорость. Как следует 
из уравнения (3), это реализуется при усло-
вии ( ) = 0,F ε  т. е. когда перенос подвижных 

(3)

(4)
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частиц водорода исключен. Очевидно, что 
в этом случае весь диффузно-подвижный 
водород будет менять свою энергию связи 
и прикрепляться к частицам вмещающей 
среды при условии, что >> .α β

После замены 

H H H= ,m N+ +ρ  H H H= m N− −ρ  и H

0

= .
N

n
N

+
+  

мы можем записать полную систему урав-
нений двухконтинуальной сплошной сре-
ды для одномерного случая в следующем 
виде:

H
0 H H

H
H H

0 0 H

H H H
H

H H H
H

= ( ) ,

= ,

( )
= 0,

( )
= / ,

( )
= / .

v
Jv R

x t
vp

Jv R
x t

v
t x
N N v

J m
t x

N N v
J m

t x

+
+ +

−
− −

+

+ + +

− − −

∂σ ∂
ρ + ρ + +

∂ ∂
∂∂

− ρ + −
∂ ∂

∂ρ ∂ ρ
+

∂ ∂
∂ ∂

+
∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂
Здесь 

0 H

H 0 H

= ,
( )

E E
E n E E+σ ε

+ −

H H H= ( ) [ ],R F v v− + −ε ρ −

H H= .J N N− +α − β

Полученая система уравнений (5) явля-
ется полной. Вместе с тем, эти уравнения 
обладают сильной нелинейностью. По этой 
причине для дальнейшего анализа мы огра-
ничим наше рассмотрение случаем стати-
ческого одноосного растяжения-сжатия. 

Необходимо отметить, что понятие ста-
тического напряженного состояния являет-
ся весьма условным. Его следует отнести к 
балансовым уравнениям сплошной среды 
(5). Предположение о статическом дефор-
мировании позволяет описывать движение 
второго компонента чистыми кинематиче-
скими соотношениями. Иными словами, 
изменение структуры материала со време-
нем – это своего рода «динамика». Поэто-
му естественно искать решение проблемы в 
следующем виде: 

H H H H= ( , ), = 0 , = 0 ,st x t v v v v+ + − −ε ε + ε + + 

где stε  – равномерная статическая дефор-
мация. 

Очевидно, что функциональную зависи-
мость H H= ( , , )N N x t+ + ε  можно  представить 
в виде 

H
H H

=

( , , ) = ( , , ) ( , ).st st

st

N
N x t N x t x t

+
+ +

ε ε

∂
ε + ε ε + ε

∂ε
 

Соответственно для напряжений σ  

Рис. 2. Зависимости нормализованных  концентраций диффузно-подвижных H( )N −   
и связанных H( )N +  частиц водорода от времени при их равномерном пространственном  

распределении в кристаллической решетке. α, β – положительные коэффициенты, описывающие 
сорбцию и десорбцию диффузно-подвижного водорода внутри кристалличсекой решетки;  

−Ψ  – его начальная концентрация

(5)
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можно записать следующее уравнение:

0
H 0

0
H 0

= = 1
/

1 ( ).
/

st st

n
E

E E n

n
E O

E E n

+

+

+

+

 
σ σ + σ − ε + + 

 
+ − ε + ε + 



 

Необходимо отметить, что σ  связано с 
,ε  т. е. имеются индуцированные напряже-

ния, связанные с реорганизацией внутрен-
ней структуры, которая генерирует напря-
жения .σ

Сложная зависимость напряжения

H 0= ( , ( , , )) = ( , ( , , ))N x t N n x t+ +σ σ ε ε σ ε ⋅ ε

от деформации преобразует первое уравне-
ние системы (5) в уравнение  

H
0 H H( ) .

n n
x x xn

v
Jv R

t

+ +

+

+
+ +

 ∂σ ∂ε ∂σ ∂ ∂ε ∂
+ + = ∂ε ∂ ∂ε ∂ ∂∂  

∂
= ρ + ρ + +

∂

Оставаясь в рамках статического подхо-
да, мы можем переписать это уравнение в 
виде 

= 0;st st

x
∂σ ∂ε
∂ε ∂

H
0 H H=

=
= =

= ( )

.

st

st
st st

v
J v

x t

n
R

xn

+
+ +

ε ε

+

+ε ε
ε ε ε ε

∂∂σ
ρ + ρ + +

∂ ∂
∂σ ∂

+ −
∂∂






Здесь

( )

0
H 0 =

0
H 0 =

H H=

= 1 ,
/

= 1 ,
/

= .
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st
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n
E

n E E

n
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+
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ε ε

+

+
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   σ ε −  +   
   σ ε −  +   

− ε ρ



Второе уравнение в системе (6) опи-
сывает зависимость поля напряжений ,ε   
индуцированного изменением структуры 
связей, для случая, когда известен главный 
член 

.

=

n
xn

st

+∂σ ∂
⋅

+ ∂∂ ε ε

Для второго континуума мы можем за-
писать следующие соотношения: 

H H H H

3
= ( ) , = ,

2st

p
F m N v p N kT

x
− − −∂

− ε
∂

где H H H= m N− −ρ ⋅  – плотность диффузно-
подвижного водорода.

Урвнения (8) преобразуются к виду 

H
H H H

3
= ( ) .

2 st

N
kT F m N v

x

−
− −∂

− ε
∂

Последнее уравнение аналогично зако-
ну Дарси, в котором коэффициент диффу-
зии зависит от поля деформаций .stε

Таким образом, для скоростей частиц 
водорода (второго континуума) получим 
выражение

H
H

H H

3 1
= .

2 ( )st

NkT
v

F m xN

−
−

−

∂
−

ε ∂

К приведенным выше уравнениям не-
обходимо добавить уравнения баланса для 
числа связанных и диффузно-подвижных 
частиц водорода: 

0 H 0

H H H
H 0

= ,

= ( ).

n
N N N n

t
N N v

N N n
t x

+
− +

− − −
− +

∂
α − β

∂
∂ ∂

+ − α − β
∂ ∂

Используя выражение (9), получим из 
этих уравнений новое уравнение для доли 
частиц связанного водорода в материале:

( )

2

2

2 3

2 2
H

( )

3
= 0.

2 st

n n
tt

kT n n
m F x t x

+ +

+ +

∂ ∂
+ α + β −

∂∂
 ∂ ∂

− β + ε ∂ ∂ ∂ 
 Уравнение (10) представляет собой 

уравнение смешанного типа, так как содер-
жит члены, типичные для гиперболических 
уравнений: 2 2/ ,n t+∂ ∂  2 2/ ,n x+∂ ∂  а также  
члены, типичные для уравнений парабо-
лического типа: / ,n t+∂ ∂  3 2/ .n t x+∂ ∂ ∂  Это 
означает, что подробный анализ нестацио-
нарной задачи при  конечном начальном 
возмущении должен продемонстрировать 

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)



142

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

характерный движущийся фронт увеличе-
ния (или уменьшения) концентрации ча-
стиц водорода. 

Для того чтобы провести анализ этого 
уравнения, используем метод разделения 
переменных Фурье. Для этого мы предпо-
лагаем, что

( , ) = ( ) ( ).n t x T t X x+
+ +⋅

Тогда 

2

H

( ) ( ) ( ) ( )
= = .

3 ( )( ( ) ( ))
2 ( )

x

st

T t T t X x
kT X xT t T t

m F

+ + +

+
+ +

′′+ α + β
−γ

β +
ε

 



Отсюда получаем обыкновенное диф-
ференциальное уравнение для  ( ) :X x+  

2( ) ( ) = 0,xX x X x+ +′′ + γ

а также обыкновенное дифференциальное 
уравнение для ( ) :T t+  

2

H

2

H

3
( ) ( ) ( )

2 ( )

3
( ) = 0.

2 ( )

x
st

x
st

kT
T t T t

m F

kT
T t

m F

+ +

+

+ α + β + γ +
ε

+γ β
ε

 

Будем решать задачу при следующих на-
чальных условиях: 

H

0

(0, ) = 0,

2
(0, ) = 1 cos ,

2
(0, ) = 1 cos ,

n x

x
N x

x
n x

N

+

− −

−
+

π Ψ + λ 
αΨ π + λ 



где параметр λ  определяется параметрами 
микроструктуры рассматриваемого мате-
риала.

Сначала построим уравнения для по-
стоянного члена ряда ( )X x+  на основании 
начальных условий  (11). В этом случае 

2 = 0xγ  и уравнение для временного мно-
жителя ( )T t+  имеет вид:

( ) ( ) ( ) = 0.T t T t+ ++ α + β 

Решениями этого уравнения будут 
функции вида

( )
0 1( ) = ,tT t T T e− α+β

+ +

где константы 0T  и 1T  определяются на-
чальными условиями.

Для второго члена ряда ( )X x+  значение 
2 2 2= 4 / ,xγ π λ  и уравнение для ( )T t+  имеет 

вид 
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Введем обозначение 
2

H

3 2
( ) = ,

2 ( )st
st

kT
G

m F
π ε  ε λ 

.

Тогда уравнение (12) примет форму

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) = 0.st stT t G T t G T t+ + ++ α + β + ε + ε β 

Его решением является функция
1 2

3 4( ) = ,
t t

T t T e T e
−ξ −ξ

+ +

где 

( )21

1
= ( ) ( ) 4 ( ) ;

2 st st stG G G ξ α + β + ε − α + β + ε − β ε  

( )21

1
= ( ) ( ) 4 ( ) ;

2 st st stG G G ξ α + β + ε − α + β + ε − β ε  

( )22

1
= ( ) ( ) 4 ( ) .

2 st st stG G G ξ α + β + ε + α + β + ε − β ε  

( )22

1
= ( ) ( ) 4 ( ) .

2 st st stG G G ξ α + β + ε + α + β + ε − β ε  
Подстановка в начальные условия дает 

после интегрирования по полному периоду 
гармоники следующие соотношения:
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0 1
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( ) 4 ( )st st

T T
N

T T
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Эти выражения позволяют записать 
окончательный вид решения для относи-
тельной доли связанных частиц водорода:
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Как и следовало ожидать, равномер-

но распределенный по объему диффузно-

(11)

(12)

(13)
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подвижный водород будет увеличивать 
энергию связи независимо от диффузии, 
а неравномерно распределенный водо-
род должен диффундировать, и скорость 
диффузии будет определяться функцией  

( )stF ε  – условным размером «проходного 
сечения» каналов диффузии водорода в за-
висимости от деформации .stε

Уменьшение  величины ( )stF ε  приво-
дит к увеличению ( ).stG ε  Если ( ) 0,stF ε →  
то 1ξ  будет стремиться к 0 и сомножитель 

1 2( )t te e−ξ −ξ−  в формуле (13) будет стремиться 
к .te−β  Эта разность экспонент  определяет 
неоднородность в распределении концен-
трации водорода вдоль пространственной 
координаты. Следовательно, перераспреде-
ление концентраций водорода в результате 
диффузии будет замедляться. В предельном 
случае мы получим следующую формулу:

0

1 2
( , ) = cos .

( )

t

st

e x
n t x

N G

− −β
+  αΨ π

+ α + β ε λ 
Это означает, что и в предельном случае 

перераспределение частиц водорода будет 
определяться только процессами сорбции  
и десорбции.

Уравнения системы (7) можно использо-
вать для моделирования влияния водорода 
на зависимость ( ),σ ε  которую легко можно 
измерить. Стоит отметить, что эффекты, 
связанные с изменением температуры, а 
также нелинейные явления, вызванные из-

менением содержания связанного водорода 
из-за деформации материала, могут быть 
описаны в рамках предлагаемой модели. 

Экспериментальные данные работы [32] 
показывают, что предел текучести особенно 
сильно зависит от концентрации водорода.

Для упругого материала с линейной 
собственной упругостью логично предпо-
ложить, что площадь свободных поверхно-
стей при малых деформациях пропорцио-
нальна самой деформации. Следовательно, 
коэффициенты α  и β  должны линейно 
зависеть от деформации. Тогда при малых 
деформациях мы можем принять линей-
ную зависимость для отношения коэффи-
циентов:

0 1= .k k
β

+ ε
α

Последнее соотношение описывает из-
менение свойств материала в процессе 
перераспределения в нем водорода. Оно 
позволяет получить хоршую аппроксима-
цию экспериментальных данных. На рис. 3  
представлена зависимость максимальных 
растягивающих напряжений от начальной 
концентрации диффузно-подвижного во-
дорода для стали. Расчетная зависимость 
сопоставлена с экспериментальными дан-
ными. Эти данные были получены в рабо-
те [33] для  стали AISI 4135 (показаны на  
рис. 3 квадратиками).

Рис. 3. Расчетные (линия) и экспериментальные (символы) значения максимальных  
растягивающих напряжений в стали марки AISI 4135 в зависимости от начальной концентрации 

диффузно-подвижного водорода; 
расчет выполнен с помощью предлагаемой реологической модели, экспериментальные данные взяты  

из работы [33]

(14)
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Предлагаемый подход был использован 
для исследования влияния водорода на на-
пряжения в стенках трубопровода [34] и на 
усталостную прочность металлов [35, 36].

Обсуждение результатов

Расхождение между теоретическими и 
экспериментальными данными (см. рис. 3),  
наблюдаемое для малого начального со-
держания диффузионного водорода, мож-
но объяснить механизмами разрушения, не 
связанными с влиянием водорода и, зна-
чит, не описанными в модели. Остальные 
экспериментальные точки демонстриру-
ют хорошее совпадение с кривой, которое 
подтверждает адекватность представленной 
модели рассмотренным процессам.

Эта модель описывает разрушение ма-
териала и не содержит предположений о 
существовании в материале микротрещин 
или определенной концентрации дислока-
ций и их ориентации [8]. Этот подход так-
же отличается от моделирования водород-
ной хрупкости путем введения параметра 
трещиностойкости [15].

Согласно обширным эксперименталь-
ным исследованиям, которые были про-
ведены в течение многих десятилетий, 
необычайно сильное влияние водорода на 
напряженно-деформированное состояние 
материала можно объяснить только микро-
локализацией его накопления в ловушках, 
например таких, как трещины и дислока-
ции. Попытки описать такой механизм с 
помощью моделей HELP или HEDE при-
водят к необходимости рассматривать од-
новременно процессы  различного масшта-
ба. В этом случае  часто оказывается, что 
процесс на микроуровне локализован в ма-
териале и нестабилен во времени. Поэтому 
при расчетах реальных конструкций и чис-
ленном моделировании приходится вводить 
некоторые усредненные характеристики (и 
таким образом производить «размытие» ло-
кальных особенностей), которые лишают 
эти модели их первоначальной физической 
прозрачности.

Модель HELP [7] использует физиче-
ский механизм влияния водорода, который 
проявляется в  изменениях локальных меха-
нических характеристик металла, но только 

для количественных соотношений частиц 
водорода с атомами металла порядка 1 : 1. 
Получить в среднем такие концентрации 
водорода, чтобы определить конкретные 
значения параметров определяющего урав-
нения, при этом поставить эксперимент 
или провести расчет на базе физических 
механизмов взаимодействия водорода с ме-
таллом оказывается невозможным. Подоб-
ный эксперимент или расчет даже трудно 
себе представить с физической точки зре-
ния, так как  водород в твердом состоянии 
имеет постоянную кристаллической решет-
ки, которая в полтора раза больше, чем со-
ответствующая величина для большинства 
металлов.     

Следовательно, даже в твердом состоя-
нии чистый водород имеет объемную кон-
центрацию частиц втрое ниже объемной 
концентрации атомов металла.

Основным преимуществом предлагае-
мых определяющих уравнений и уравнений  
двухкомпонентной модели является их при-
менимость и на макроуровне. Микромеха-
низмы влияния водорода были включены 
в реологическую модель. Параметры ,α  ,β  

H,E  0k  и 1k  должны быть определены в 
пределах макровеличин, таких как экспе-
риментальные диаграммы напряженно-
деформированного состояния.

Несмотря на кажущуюся простоту это-
го подхода и большое количество опубли-
кованных данных, не все из них можно 
использовать для рассматриваемого при-
ближения. Почти все экспериментальные 
данные были получены в условиях насыще-
ния образцов, либо в растворе электролита, 
либо в газообразном водороде.

Вопреки установившемуся мнению о 
быстром перераспределении частиц водо-
рода внутри металла из-за  градиента кон-
центрации, простой расчет показывает, что 
такой процесс может длиться от нескольких 
десятков часов до нескольких лет, и при 
этом его скорость зависит от энергии связи 
водорода с ловушками. Наши собственные 
эксперименты показывают, что в случае 
гидрогенизации цинка при помощи галь-
ванического процесса распределение кон-
центрации водорода не становится равно-
мерным даже после целого года выдержки 
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образцов при комнатной температуре.
Таким образом, при нахождении харак-

теристик реологической модели следует 
выполнить корректное определение кон-
центрации водорода в материале и его объ-
емного распределения. Это представляет 
определенную сложность, и большинство 
исследователей определяют эти параметры 
косвенно с помощью измерения катодного 
тока и времени зарядки. В результате  полу-
ченные данные оказываются непригодны-
ми для определения модельных параметров, 
так как водород в этом случае  локализован 
вблизи поверхности образцов. Например, 
так и не существует однозначной зависи-
мости предела прочности при растяжении 
от времени зарядки водородом [37].

Наличие нисходящей части  на диаграм-
ме ( )σ ε  материала с водородом свидетель-
ствует о неустойчивости материала под на-
грузкой. При реальной нагрузке отказ будет 
наблюдаться, когда будет достигнута точка 
максимума напряжения на соответствую-
щей кривой. Эту точку можно интерпре-
тировать как предел прочности материала 
при растяжении в связи с его насыщением 
водородом.

Выводы

Предложенная модель позволяет опи-

сать кинетику поведения частиц водорода 
в металлах и, в частности, оценить пере-
ход водорода от подвижного в связанное 
состояние (в зависимости от напряженно-
деформированного состояния материала) и 
описать накопление связанного водорода, 
которое в конечном итоге приводит к раз-
рушению материала.

Для использования выдвинутой модели 
не требуется каких-либо исходных предпо-
ложений о наличии дефектов и их распре-
делении.

Анализ линейного приближения моде-
ли в случае одноосного растяжения, при 
отсутствии диффузии водорода, а также 
нелинейного приближения в случае одно-
осного растяжения,  дает адекватные ре-
зультаты.  

Мы предлагаем новый подход к модели-
рованию поведения деформируемого твер-
дого тела с учетом влияния водорода на 
свойства свободных поверхностей и меж-
атомных связей в монокристаллах в раз-
личных масштабах. Это дает основания для 
применения модели к описанию многомас-
штабных материалов с нано- и микрострук-
турой.
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Belyaev A.K., Kudinova N.R.,  Polyanskiy V.A., Yakovlev Yu.A. THE  Description 
of deformation and destruction of materials containing hydrogen 
by means of rheological model.

The two-continuum rheological model taking account of a change in the hydrogen-binding energy has 
been proposed in this paper.  As in the case of conventional approach our model makes it possible to describe 
the hydrogen transfer and its accumulation in the metals and to explain changes in the mechanical properties 
of metals that are caused by that accumulation.  The proposed rheological model describes the hydrogen 
transition from a mobile state to the bound one, depending on the stress-strain state. Concurrent with  this 
achievement, our model describes the changes in the material matrix taking place as a result of the hydrogen 
addition to the matrix atoms. These processes lead to weakening and destruction of the material.

rheological model, HYDROGEN embrittlement, hydrogen concentration, two-continuum 
model, DEFORMATION, DESTRUCTION.
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ПОСТРОЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ  
МЕТОДОМ МИКРОВОЛНОВОЙ ТОМОГРАФИИ

Статья посвящена разработке физического метода построения томографи-
ческих изображений диэлектрических объектов в микроволновом диапазоне 
длин волн, в частности верхнем X- и нижнем Ku- диапазонах. Для апробации 
метода была собрана экспериментальная установка, работающая на 32 часто-
тах микроволнового диапазона. Тестируемыми диэлектрическими материалами 
были образцы из воска и поливинилхлорида с известными размерами и значе-
ниями диэлектрической проницаемости. Проведенные эксперименты показали 
как принципиальную возможность построения томографических изображений 
и определения диэлектрической проницаемости, так и некоторые недостат-
ки, связанные с несовершенством экспериментальной установки. Предложены 
пути решения выявленных недостатков.

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ОБЪЕКТ, ТОМОГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ, МИКРОВОЛ-
НОВЫЙ ДИАПАЗОН, ЧАСТОТА, ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ. 

Введение

Первые работы по построению томо-
графических изображений были посвяще-
ны решению ряда медицинских проблем 
и появились в 60-е годы двадцатого века. 
Тогда главным источником информации 
для анализа служили данные, получаемые 
при измерении уровня излучения, погло-
щенного объектом, в рентгеновском диа-
пазоне длин волн [2]. В экспериментах 
измерялось одномерное или двумерное 
распределение поглощенного рентгенов-
ского излучения для различных ориента-
ций исследуемого объекта относительно 
направления распространения излучения. 
Измеренные распределения для каждой 
ориентации образовывали множество про-
екций (томографических проекций), по ко-
торым методом обратного преобразования 
Радона вычислялось пространственное рас-
пределение показателя поглощения (опти-
ческой плотности) вещества. Полученное 

распределение анализировалось с помощью 
вычислительной техники и средств визуа-
лизации. По результатам анализа определя-
лось состояние здоровья пациента.

Достижения, связанные с успешным 
развитием методов ядерного магнитного 
резонанса (ЯМР), создали предпосылки для 
создания нового способа получения множе-
ства томографических проекций. В отличие 
от рентгеновской томографии, измеряющей 
оптическую плотность вещества, новый 
способ – метод ЯМР-томографии – изме-
ряет плотность атомов водорода, входящих 
в состав большинства биологических тка-
ней. Главным преимуществом нового спо-
соба  стало отсутствие ионизирующего из-
лучения, ограничивающего использование 
метода рентгеновской томографии из-за 
негативного влияния на здоровье человека.

В дальнейшем успехи методов рент-
геновской томографии, методов ЯМР-
томографии, а также прорыв в деле соз-
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дания мощных вычислительных систем и 
систем визуализации послужили мощным 
толчком развитию томографии, исполь-
зующей другие спектральные диапазоны. 
Наибольший интерес представлял микро-
волновый диапазон. При этом основным 
направлением исследования оставалось 
решение прикладных медицинских задач 
[4, 5], связанных с необходимостью опре-
делять пространственное распределение 
диэлектрической проницаемости в тканях, 
обладающих достаточной прозрачностью 
для  излучения  выбранного участка микро-
волнового диапазона. В первую очередь это 
костная и жировая ткани.

Цель данного исследования – разрабо-
тать физический метод построения томо-
графических изображений диэлектрических 
объектов в микроволновом диапазоне длин 
волн, в частности верхнем X- и нижнем Ku- 
диапазонах.

Разработка метода  
микроволновой томографии

 Предлагаемый метод состоит в измере-
нии и последующем вычислении распре-
деления плотности оптического удлинения 
в пространстве. С помощью полученного 
распределения затем можно найти распре-
деление диэлектрической проницаемости. 
Для разработки предлагаемого метода была 

собрана экспериментальная установка, схе-
ма которой представлена на рис. 1.

Ключевыми элементами эксперимен-
тальной установки являются шесть прием-
ных антенн 3 и два массива передатчиков 4, 
включающих 256 передающих элементов, 
которые работают на 32 частотах, лежащих 
в микроволновом диапазоне 8 – 18 ГГц 
(см. рис. 1). Установка выполнена в виде 
портала, расположение элементов которого 
имеет зеркальную симметрию относитель-
но плоскости, проходящей через центр и 
направленной параллельно плоскости yz. 
Исследуемый диэлектрический объект 1 
располагается в пространстве между сторо-
нами установки – в исследуемой зоне 2.

В проведенных экспериментах на от-
резках, соединяющих пары приемник-
передатчик, измерялось удлинение опти-
ческого пути, вызванное присутствием 
диэлектрического объекта в исследуемой 
зоне. Удлинение оптического пути вычис-
лялось по смещению главного максимума 
обратного Фурье-преобразования [1] изме-
ряемого поля для каждой пары приемник-
передатчик:

, 2,
,
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1 ,0

( ) ,
r tf

kk
lN r t i f

r t ck
r t
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A l e
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π − ϕ + 
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=

= ∑

где l – удлинение оптического пути; 
Ar,t

F(l) – амплитуда поля обратного Фурье-

(1)

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 
1 – исследуемый объект; 2 – исследуемая зона; 3 – шесть приемных антенн;  

4 – два массива передающих антенн. 
Расположение основных рабочих элементов показано в избранной системе координат.  

Пунктиром выделены две томографические проекции
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преобразования для r-го приемника и t-го 
передатчика; Ar,t

k, A
r,t

k,0 – комплексные ам-
плитуды измеренных полей на r-м прием-
нике от t-го передатчика на k-й частоте, со-
ответственно в присутствии и в отсутствие 
объекта в исследуемой зоне; φr,t

k,0 – фаза 
измеренного поля на r-м приемнике от t-го 
передатчика на k-й частоте; fk – k-я частота 
набора; c – скорость света. 

Массив передающих элементов и при-
емная антенна, находящиеся по разные 
стороны от исследуемой области, образу-
ют томографическую проекцию. Геометри-
чески такая проекция представляет собой 
пирамиду, в вершине которой расположена 
приемная антенна, а в основании – массив 
передающих элементов (на рис. 1 отмечены 
пунктиром две томографические проекции). 
В каждую томографическую проекцию за-
писывается удлинение оптического пути, 
вычисляемого для соответствующей пары 
приемник-передатчик в пределах одного 
массива передающих антенн. В конфигура-
ции, реализованной на экспериментальной 
установке, комплексные амплитуды элек-
тромагнитного поля измерялись на шести 
приемных антеннах, что соответствовало 
шести томографическим проекциям.

Математическая идея томографическо-
го метода заключается в восстановлении 
f(x, y) – функции распределения плот-
ности (или распределения любой другой 
величины) в плоскости [3]. Начальны-
ми данными являются наборы радонов-
ских образов {Rφ(s)} – проекций функции  
f(x, y) на набор соответствующих прямых {s} 
в плоскости xy, образующих углы φi с осью 
x (i – номер проекции). По множеству ра-
доновских образов вычисляется множество 
функций – обратных проекций {Rφ(x, y)}. 
Данная проекция Rφ(x, y) – это функция 
двух переменных (x, y), повторяющая со-
ответствующий радоновский образ Rφ(s) в 
любом сечении плоскостью, параллельной 
прямой s. По набору обратных проекций 
определяется суммарная проекция:

0
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Функция S(x, y)  представляет собой 
восстановленную по радоновским образам 
функцию f(x, y). Формула (2) справедлива 
лишь при бесконечном количестве радо-
новских образов, что на практике реали-
зовать невозможно. Решает эту проблему 
процедура дискретизации выражения (2), 
в результате которой интегрирование об-
ратных проекций по углу φ (угол с осью x) 
переходит в суммирование:

1

1( , ) ( cos sin , ),
=

= ϕ + ϕ ϕ∑
N

i i i
i

S x y R x y
N

где N – число радоновских образов. 
При конечном числе проекций функ-

ция S(x, y) только с некоторой точностью 
повторяет исходную функцию f(x, y). Ана-
логичные рассуждения справедливы и для 
общего случая, когда f(x1, x2, …, xn) является 
функцией распределения плотности (или 
распределения любой другой величины) 
в n-мерном пространстве. В этом случае 
n-мерное пространство проецируется на  
(n – 1)-мерное. 

В нашей задаче создаваемое исследуе-
мым объектом трехмерное распределение 
диэлектрической проницаемости в про-
странстве проецируется на набор пло-
скостей (в каждой из них записывается 
двумерное распределение удлинения опти-
ческого пути), соответствующих каждой 
паре приемник-передатчик. Тогда суммар-
ная проекция S(x, y, z) и обратная проек-
ция Rφ (x, y, z)  становятся функциями трех 
переменных, и радоновский образ {Rφ (s)} 
представляет собой проекцию трехмерного 
распределения на набор плоскостей {s}, об-
разующих углы φ

i с плоскостью xy (i – но-
мер проекции). А искомое распределение 
диэлектрической проницаемости в про-
странстве описывается функцией f(x, y, z).

Для удобства расчетов исследуемая 
зона, как и в работе [6], была равномерно 
разделена на элементарные ячейки заранее 
известных размеров, поскольку процеду-
ра вычисления точного геометрического 
пересечения прямых, содержащих точки 
приемник-передатчик от всевозможных на-
правлений, была слишком трудоемкой. За-
ранее рассчитывалось количество прямых, 
которые пересекают каждую элементарную 

(2)

(3)
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ячейку. В каждую элементарную ячейку за-
писывалась сумма удлинений оптических 
путей, измеряемых для каждой прямой, 
которая пересекает данную элементарную 
ячейку.

Измерения, результаты и их обсуждение

В проведенных экспериментах в каче-
стве объектов использовалось два образ-
ца: один из пчелиного воска, а другой из 
поливинилхлорида (ПВХ). Заранее изме-
ренные диэлектрические проницаемости 
для них равны соответственно 2,6 ± 0,2 и  
3,8 ± 0,2. Размеры образцов составляли  
17 × 14 × 8 см и 17 × 15 × 8 см соответствен-
но. Каждый образец помещался в исследуе-
мую зону экспериментальной установки в 
различных положениях относительно при-
емопередающих элементов. На всех прием-
ных антеннах измерялась на всех частотах 
комплексная амплитуда электромагнитного 
поля, прошедшего через образец. Изме-
ренные амплитуды поля подвергались об-
ратному Фурье-преобразованию (1); затем 
по смещению главного максимума послед-
него определялось удлинение оптического 
пути для каждого направления приемник-
передатчик. В каждую томографическую 
проекцию записывались значения удлине-
ния оптического пути, вычисленные для 
каждой пары приемник-передатчик. После 
этого по набору томографических проек-
ций вычислялось с помощью трехмерного 
случая (3) распределение плотности опти-
ческого удлинения в исследуемой зоне.  
И наконец, по данному распределению вы-
числялось распределение диэлектрической 
проницаемости. На рис. 2 представлены то-
мограммы (сечения плоскостью xz распре-
делений плотности удлинения оптического 
пути в исследуемой зоне) для воска и ПВХ, 
полученные с применением алгоритма свя-
занных областей. Указанный алгоритм вы-
делял в сечении томограммы области про-
странства, соответствующие положению 
образца. Размер исследуемой зоны состав-
лял 140 × 50 × 60 см, а координаты гра-
ниц зоны в пространстве (в см) – от –70 до 
+70, от –25 до +25, от –40 до +20 по x-, y-, 
z- направлениям соответственно.

На рис. 2, a приведена томограмма, по-
лученная в условиях, когда исследуемый об-
разец воска располагался следующим обра-
зом: боковые стороны 17 × 8 см и 14 × 8 см  
находились соответственно в плоскостях 
xz и yz, а передняя сторона 17 × 15 см –  
в плоскости xy. Согласно измерениям  
по томограмме, размеры образца равнялись 
(18 ± 2) × (13 ± 2) × (6 ± 2) см, что совпало 

Рис. 2. Сечения плоскостью xz (y = 0)  
распределений плотности удлинения оптиче-

ского пути в части исследуемой зоны  
для образцов воска (а) и ПВХ (b) 

а)

b)



154

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

в пределах погрешности с размерами, полу-
ченными предварительно на самих образ-
цах. Измеренное по томограмме значение 
диэлектрической проницаемости образца 
составило 2,6 ± 0,5.

Томограмма на рис. 2, b представляет 
результат исследования образца ПВХ при 
аналогичном расположении объекта. Раз-
меры образца, согласно данным томограм-
мы, оказались равными (18 ± 2) × (15 ± 2) × 
× (8 ± 2) см, что также совпадало в пределах 
погрешности с найденными заранее разме-
рами. Измеренное по томограмме значение 
диэлектрической проницаемости образца 
составило 3,6 ± 0,5.

При расположении объектов в области, 
находящейся внутри исследуемой зоны, с 
координатами границ (в см) от –30 до +30, 
от –15 до +15, от –25 до 0, соответствен-
но по x-, y-, z- направлениям, формы объ-
ектов соответствовали истинным, а имен- 
но – прямоугольным параллелепипедам, и 
их размеры совпадали с заранее получен-
ными (в пределах погрешности). Однако 
при расположении вне указанной области, 
например в периферийной части исследуе-
мой зоны, форма объектов переставала со-
ответствовать истинной. Позиции образцов 
(точнее, геометрические центры областей, 
выделяемых соответствующим алгоритмом) 
совпадали с истинными. При определении 
значений диэлектрической проницаемости 
данные воспроизводились, но возрастала 
ошибка измерения.

Искажение на томограмме формы ис-
следуемых объектов, помещенных в пери-

ферийную часть исследуемой зоны, может 
быть вызвано двумя основными причина-
ми. Во-первых, в этом случае имеется ма-
лое число (одно-два) пересечений линий, 
содержащих точки с координатами пар 
приемник-передатчик и пересекающих эле-
ментарную ячейку. Во-вторых, это наличие 
большой части (более 60 %) от общего чис-
ла элементарных ячеек, которых вообще 
не пересекают какие-либо линии, соответ-
ствующие паре приемник-передатчик.

Заключение

В результате проделанной работы был 
разработан физический метод построения 
томографических изображений диэлектри-
ческих объектов в микроволновом диапазо-
не длин волн. Для апробации метода была 
собрана экспериментальная установка, на 
которой проводилось тестирование объек-
тов. Объектами служили материалы из воска 
и поливинилхлорида с заранее известными 
размерами и значениями диэлектрической 
проницаемости. Проведенные эксперимен-
ты показали принципиальную возможность 
построения томографических изображений 
и определения диэлектрической проницае-
мости. Однако они выявили определенные 
недостатки, связанные с отсутствием не-
обходимого количества приемопередающих 
элементов и их расположением. В даль-
нейшем планируется усовершенствовать 
созданную экспериментальную установку 
путем введения дополнительных приемных 
антенн и оптимизации расположения ее 
основных элементов.
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Semenov S.N. IMAGING  THE  DIELECTRIC OBJECTS BY MICROWAVE TOMOGRAPHY 
METHOD.

The paper deals with the development of a physical method for tomographic imaging the dielectric 
objects in the microwave region, specifically, in upper X and lower Ku ranges. To test the proposed method 
an experimental setup has been made.  The principal elements of the setup are 6 receive antennas and 2 
masses of transmitters including 256 transmitting elements which operate at 32 frequencies of the microwave 
range between 8 and 18 GHz. Tested dielectric samples were made of wax and polyvinylchloride with 
known dimensions and  permittivity values. The performed experiments demonstrated both the possibility 
of tomographic imaging and of permittivity determination in principle, and some disadvantages related to 
imperfections in the experimental setup. To improve the experimental setup we plan to rig some additional 
receive antennas and to optimize the arrangement of the principal elements.

dielectric object, TOMOGRAPHIC IMAGE, microwave region, receive antenna, permittivity.
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КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ФЛУКТУАЦИОННЫХ ПОМЕХ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФОРМАЛИЗМА ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ

На основании формализма обобщенных функций получено каноническое 
разложение нормальных флуктуационных помех, реализации которых могут 
быть не только положительнозначными, но и осциллирующими. Во втором 
случае за время действия отдельной помехи несколько раз происходит смена 
знака у соответствующей ей физической величины, причем в обоих случаях ка-
ноническое разложение представляет собой разложение по квазибелому шуму. 

КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ, НОРМАЛЬНАЯ ФЛУКТУАЦИОННАЯ ПОМЕХА, УЗКО-
ПОЛОСНАЯ ФЛУКТУАЦИОННАЯ ПОМЕХА, ОБОБЩЕННАЯ ФУНКЦИЯ.

Введение

Данная работа посвящена нахождению 
канонического разложения флуктуацион-
ных помех, действующих на радиоприем-
ные устройства; при этом реализация от-
дельной помехи задается как функция на 
финитном носителе либо с фиксирован-
ным знаком (рис. 1, a), либо знакоперемен-
ной (осциллирующей) (рис. 1, b). В теории 
случайных процессов, как хорошо извест-
но, каноническим разложением случайно-
го процесса называют его представление 
в виде ряда, состоящего из произведений 
случайных величин на детерминированные 
функции времени. Этот ряд сходится к ис-
ходному случайному процессу в среднем 
квадратическом. Математическое обосно-
вание канонического разложения случай-
ных функций было получено К. Каруненом 
и М. Лоевом, а также В.С. Пугачёвым (биб-
лиографический список по этой тематике 
содержится в книге [1]). 

Задача спектрального разложения слу-
чайных процессов, рассматриваемая в дан-
ной статье, тесно связана лишь с работой 
[2], в которой В.А. Котельников привел 
разложение в ряд Фурье нормальных флук-
туационных помех [2], действующих на про-
тяжении «достаточно большого» времени 
наблюдения. Помехи представлены в виде 
произведений стандартизованных гауссов-
ских некоррелированных случайных вели-

чин на синусы и косинусы кратных аргумен-
тов с основным периодом, равным времени 
наблюдения. Напомним, что в работе [2] 
нормальные флуктуационные помехи оха-
рактеризованы как некоторые случайные 
положительнозначные импульсы, которые 
могут поступать на вход радиотехнических 
систем в результате действия различных 
природных факторов (разрядов молнии и 
пр.). При этом случайный характер помех 
определялся тремя факторами: случайным 
временем появления импульсов, случайным 
значением площади под графиком каждо-
го такого импульса, а также случайным их 
количеством за фиксированный интервал 
наблюдения T Последний значительно пре-
восходит некоторую эффективную (сред-
нюю) длительность импульсов. В работе 
[2] cпектрально-ортогональное разложение 
такого случайного процесса на временном 
промежутке длительностью T по тригономе-
трическому базису получено на основании 
центральной предельной теоремы (ЦПТ), а 
также теоремы о среднем значении из ин-
тегрального исчисления. Для применения 
второй из них как раз требовалось, чтобы 
каждая помеха представляла собой реали-
зацию знакопостоянной [2] непрерывной 
случайной функции. Если априорно за-
дать автокорреляционную функцию такого 
случайного стационарного процесса в виде 
дельта-функции, то на основании хорошо 
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известной формулы Винера – Хинчина мы 
получаем постоянное значение спектраль-
ной плотности мощности процесса, что эле-
ментарно вытекает из полученного автором 
канонического разложения.  

Мы отдаем должное заслугам В.А. Ко-
тельникова в становлении статистической 
радиотехники и радиофизики и считаем 
необходимым отметить ради исторической 
справедливости, что в своей монографии 
[2] он между прочими выкладками получил 
пример канонического разложения, хотя 
термин «канонический» вошел в лексику 
радиотехников несколько позднее. Незави-
симо от В.А. Котельникова и практически 
одновременно с ним рассмотрел аналогич-
ное разложение О. Райс. Их исследования 
в области радиофизики нашли затем при-
менение С.М. Рытовым, Л.А. Черновым и 
другими учеными, в том числе при анали-
тическом задании случайной составляющей 

электронной плотности применительно к 
задаче о распространении волн в случайно-
неоднородных средах.

В первом разделе нашей работы мы не 
приводим новых результатов, а фактически 
получаем на несколько другом математиче-
ском языке выкладки В.А. Котельникова в 
задаче, которую он рассмотрел во второй 
главе своей монографии [2]. При получе-
нии канонического разложения мы будем 
брать за основу формализм обобщенных 
функций, а также центральную предельную 
теорему. Будем полагать, что для ее при-
менения выполняется либо условие Ляпу-
нова [3, 4], либо условие Линдеберга [4]. 
Как хорошо известно, условие Линдеберга 
соблюдается для последовательности неза-
висимых и одинаково распределенных слу-
чайных величин с конечными дисперсиями 
[4]. Мы считаем, что проще использовать 
формализм обобщенных функций, чем 

Рис. 1. Графическое представление способов задания отдельной помехи U(t)  
на временном интервале [–T/2, T/2] в виде функции на финитном носителе:  

a – с фиксированным (положительным в данном примере) знаком, b – в виде  
знакопеременной функции 

а)

b)
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обычный математический анализ [2]. 
Во втором разделе, опираясь на фор-

мализм дельта-функции, мы получаем ка-
ноническое разложение флуктуационных 
помех для случая, когда указанные поме-
хи имеют осциллирующий характер. При 
этом за время действия отдельной помехи 
несколько раз происходит смена знака у 
соответствующей ей физической величины 
(например, напряжения). Этот результат, с 
нашей точки зрения, является новым.

В том же втором разделе, не умаляя 
общности, мы рассматриваем узкополосные 
случайные гауссовские помехи («микро-
всплески») и находим каноническое разло-
жение «кортежа» таких помех за достаточно 
большой промежуток времени T. Для этой 
задачи подход, предпринятый в работе [2], 
где использована теорема о среднем значе-
нии, непригоден из-за осциллирующего ха-
рактера случайной функции, входящей под 
знак интеграла. Однако формализм обоб-
щенных функций позволяет легко получить 
аналитическое представление такого слу-
чайного процесса, причем его канониче-
ское разложение также представляет собой 
разложение по белому шуму. Важно под-
черкнуть, что в обоих разделах канониче-
ское разложение выполнено с использова-
нием формализма обобщенных функций.

Каноническое разложение нормальных 
флуктуационных помех 

Рассмотрим фиксированный отрезок 
времени [–T/2, T/2] и выберем на нем N 
случайных точек ( 1, ),lt l N=  имеющих рав-
номерное распределение. Сначала ограни-
чимся рассмотрением только одного такого 
случайного эксперимента, в котором число 
N будем считать фиксированным (не слу-
чайным). Затем, рассмотрев множество ре-
ализаций, проведем усреднение по ансамб-
лю реализаций. Точки будем нумеровать в 
порядке их «бросания» на этот отрезок, а 
не в возрастающем порядке. В каждой точ-
ке tl зададим помеху ( )lU t  в виде ( ),l lq t tδ −  
так что на промежутке [–T/2, T/2] флуктуа-
ционную помеху U(t) зададим в виде 

1

( ) ( ),
N

l l
l

U t q t t
=

= δ −∑

где площадь ql под графиком каждого им-
пульса будем считать случайной величи-
ной. 

Полагаем, что случайные величины ql 
и tl являются статистически независимыми 
[5]. Разложим функцию (1) в ряд Фурье на 
промежутке [–T/2, T/2]:
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Ясно, что замена отдельной l-й помехи, 
действующей в течение «короткого» про-
межутка времени lt∆  на дельта-функцию, 
приводит к ограничению на номер высшей 
гармоники в разложении (2); иначе говоря, 
должно выполняться следующее неравен-
ство: 

max( ) .
2 ll

Т
k
>> ∆ ≡ ∆

π
Максимальное значение индекса k в 

разложении (2), удовлетворяющее ограни-
чению (6), обозначим max .k  Таким образом, 
формулы (4), (5) дадут правильные вы-
ражения для коэффициентов разложения 
шума (1) только до гармоники с номером 

max .k k=  Введем обозначения:

( ) 2
cos ,k

l lC kt
T
π =  

 
 ( ) 2

sink
l lS kt

T
π =  

 
и запишем иначе коэффициенты (3) – (5) 
для функции (1): 
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Из принятой ранее статистической не-
зависимости случайных величин ql и tl 
следует, что величины ql и Cl, а также ql 
и Sl также статистически независимы, так 
что все моменты ,m m

lq X  где X равно Cl  
либо Sl, факторизуются следующим обра-
зом [5]:

1 2 1 2 , 1, ,m m m m
l lq X q X l N= =

где m1 , m2  – произвольные натуральные 
числа.

Математические ожидания случайных 
величин ( )k

lC  и ( ),k
lS  в силу равномерного 

закона  распределения случайной величи-
ны tl, равны нулю, а их дисперсии равны 
1/2. Обозначим математическое ожидание 
случайной величины ql через q0, а ее дис-
персию – 2σ . В соответствии с равенством 
(8) выразим дисперсии коэффициентов 
Фурье (7):

2
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1
( ) ,D A N

T
= σ  2

2

2
( ) ( ) ;k kD A D B N

T
= = σ  

их математические ожидания следуют вы-
ражениям
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1
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Согласно ЦПТ для независимых случай-
ных величин Yl, при N → ∞  выражение
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∑
стремится к стандартизованной гауссов-
ской случайной величине. Отсюда при  
N >> 1 имеем следующие приближенные 
равенства:
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где 0,θ ( ),C
kθ

( )S
kθ  – стандартизованные гаус-

совские случайные величины.      

Отсюда получаем, что частичная сум-
ма ряда (2), содержащая постоянную со-
ставляющую и сумму первых kmax гармоник 
(удовлетворяющих неравенству (6)), в раз-
ложении нормальных флуктуационных по-
мех в ряд Фурье на отрезке [–T/2, T/2] бу-
дет иметь вид:
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где 

0
0 0 .

q N
ρ = θ +

σ
Для того чтобы получить энергетиче-

ский спектр S(w) помехи (1) в диапазоне 

частот ( , ),w w−    где max

2
,w k

T
π

=  нужно воз-

вести выражение (10) в квадрат и провести 
усреднение по ансамблю реализаций. Из 
выражений (10) и (11) видно, что энерге-
тический дискретный спектр получается 
неравномерным: при 0 / 1q N σ <<  спек-
тральная составляющая энергетического 
спектра на нулевой частоте «проседает» 
в два раза. В случае, когда 0 / 1,q N σ >>  
спектральная составляющая при нулевой 
частоте сильно возрастает. Этот результат 
отсутствовал в работе [2]. Можно думать, 
что при выборе конечного (не очень боль-
шого) числа точек N, в окрестности нулевой 
частоты будет образовываться «пьедестал». 
Для энергетического спектра из формулы 
(10) получаем:

max

max
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2
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где N  – среднее значение импульсов за 
время T. 

С увеличением Т дискретный спектр 
практически переходит в сплошной.

Каноническое разложение гауссовских  
узкополосных флуктуационных помех

Рассмотрим теперь ситуацию, когда на 

(9)

(8)

(10)

(11)



160

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

промежутке [–T/2,  T/2] имеется много по-
мех: 

1

( ) ( ), 1,
N

l l
l

U t U t t N
=

= − >>∑
где ( )l lU t t−  – гауссовский стационарный 
узкополосный случайный процесс с нуле-
вым математическим ожиданием и диспер-
сий 2;σ  tl – время появления l-й помехи, 
которая длится за промежуток времени 

lt T∆ <<  (рис. 2). 
Каждую помеху ( )l lU t t−  зададим как 

периодический в среднеквадратическом [6] 
случайный процесс с периодом автокорре-
ляционной функции, равным ,τ  посред-
ством канонического разложения по функ-
циям Уолша:
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где нижний индекс ( ( ) )m n±  определяется 
записью m и n в двоичной нотации с по-
следующим сложением их разрядов по мо-
дулю 2 [7].

Переходя к формализму дельта-
функций, заметим, что на основании фор-
мулы (13) можно приближенно считать, что 
на достаточно малом промежутке 

min ,lt M
τ δ = ∆ 

 

функция ( )l lU t t−  принимает значение ql, 

(12)

Рис. 2. Графическое представление двух частных случаев способа задания одной  
из многих помех U(t) на временном интервале [–T/2,  T/2], которая длится  

в течение времени Δtl : a – max ;ll
t∆ ≤ τ

 
b – l lt n∆ = τ

 
(обозначения величин см. в тексте)

(13)

а)

b)

(13)
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которое является случайной величиной, 
являющейся линейной комбинацией слу-
чайных величин Pm с коэффициентами 
при них, равными либо плюс, либо минус 
единице:

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 ... ,l l l

l M Mq P P P= α + α + + α  
( ) 1, 1, .l

j j Mα = =

Рассмотрим два частных случая.
Случай 1. Пусть max ,ll

t∆ ≤ τ  то есть пе-
риод τ  (рис. 2, a) первой гармоники ка-
нонического разложения имеет значение, 
не меньшее длины носителя любой помехи 

( ).l lU t t−  В этом случае флуктуационные 
помехи (12), которые мы намерены далее 
подвергнуть гармоническому анализу на 
промежутке длиной T, можно математиче-
ски задать с помощью дельта-функций:

1 1

( ) ( ) ( ),
N N

l l l
l l

U t U t q t t
= =

= = δ −∑ ∑
где вид случайных величин ql определяется 
формулой (14). 

Пусть все помехи ( )l lU t t−  характеризу-
ются нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией 2.σ  Математические ожида-
ния случайных величин Pm равны нулю 
(поскольку математическое ожидание ис-
ходного процесса равно нулю), а диспер-
сия случайной величины ql, на основании 
формулы (14), равна сумме дисперсий не-
коррелированных случайных величин Pj 
( 1, );j M=  следовательно, она равна дис-
персии помехи (13) 2.σ  Тогда, применяя 
ЦПТ (как в предыдущем разделе), получим 
разложение случайного процесса (15) за 
время T:

max
( )

0
1

( )

1 2
2 cos

2
 sin .

k
C
k k

k

S
k k

U N kt
T T

kt
T

=

  π = σ θ + θ +   
 

π + θ  
 

∑

Случай 2. Рассмотрим теперь ситуацию, 
когда носитель каждой помехи ,l lt n∆ = τ  где 
nl – натуральное число, большее или рав-
ное двум, так что сумма ряда 

1 2 * .Nn n n N N+ + + ≡ >

В этом случае целесообразно осуще-
ствить дробление каждого отрезка lt∆  на 

nl  непересекающихся подинтервалов про-
тяженностью τ  (рис. 2, b).

На каждом таком подинтервале запи-
шем каноническое представление помехи 

( )l lU t t−  в виде (13). Положим, что помехи 
характеризуются нулевым математическим 
ожиданием и суммарной дисперсией 2σ  на 
каждом таком подинтервале длиной .τ

В этом случае 2σ  является средней мощ-
ностью случайного процесса за время .τ  За 
время ( 1)l ln nτ >  средняя мощность будет 

равна 2.ln σ  Полагая, что max ,ll

T
n <<

τ
 за-

меним (с целью получения сходимости в 
среднем квадратическом) исходный слу-
чайный процесс на процесс, который дает-
ся выражением, аналогичным по виду вы-
ражению (15):

( )

1

( ) ( ).
N

l l
l

U t q t tΣ

=

= δ −∑
Очевидно, что каждая случайная вели-

чина ( )
lq Σ  характеризуется нулевым мате-

матическим ожиданием и дисперсией 2.ln σ  
Суммарная энергия всех помех за время 
наблюдения Т будет выражаться как 

2 2 2
1 2 *( ) .Nn n n N∑σ = + + σ ≡ σ

В этом случае каноническое разложение 
суммарного действия помех по белому шуму 
будет иметь вид, сходный с (16), но с точно-
стью до замены в выражении (16) N на .N ∗  

Некоторые применения  
полученных формул в задачах  

о распространении электромагнитных волн

Первая задача касается неравновесных 
процессов в плазменной радиофизике, 
когда за счет флуктуации плотности элек-
тронной концентрации происходит транс-
формация одной электромагнитной вол-
ны, распространяющейся в такой среде, в 
другую волну с измененной частотой.

В такой задаче случайно-неоднородную 
среду распространения волны можно задать 
как «облачную» структуру [8] электронной 
концентрации.

Вторая задача состоит в описании  рас-
сеяния электромагнитной волны в слу-
чайных средах, неоднородности в которых 
характеризуются случайным полем флук-

(14)

(15)

(16)
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туаций электронной концентрации про-
ницаемости [8]. При решении таких задач 
флуктуации электронной плотности це-
лесообразно моделировать каноническим 
разложением по белому шуму. 

В некоторых случаях при рассмотрении 

плоских электромагнитных волн в ионос-
фере более пригодна модель среды волно-
вого типа, где часто наблюдается модуляция 
отраженного сигнала в результате интерфе-
ренции электромагнитной волны на квази-
периодических неоднородностях.
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INTERFERENCES USING THE DELTA-FUNCTION FORMALISM.

The paper deals with the discrete spectral-orthogonal decompositions of centered Gaussian random 
processes for two cases.

In the first case, the process implementations are a sequence of pulses that are short in comparison with 
the observation time. The process decomposition was obtained as a generalized Fourier series on the basis 
of the delta-function formalism, and the variances of the coefficients (random values) of this series were 
found as well. The resulting expressions complement Kotelnikov’s formula because they cover both the high-
frequency and the low-frequency regions of the canonical-decomposition spectrum.

In the second case, a random process is a superposition of narrow-band Gaussian random processes, 
and its implementations are characterized by oscillations. For such a process the canonical decomposition 
in terms of Walsh functions was obtained on the basis of the generalized function formalism. Then this 
decomposition was re-decomposed in terms of trigonometric functions; it follows from the resulting series 
that the canonical decomposition spectrum is not uniform since a pedestal is formed in the constant 
component region.
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анализ  акустических спектров скорости  
и поглощения звука в амфифильных жидкостях

В работе приводится  анализ теоретических подходов к изучению  акусти-
ческих спектров скорости и поглощения звука в диапазоне частот до 10 ГГц в 
жидких системах. На примере оксиэтилированных производных нормального 
децилового спирта, принадлежащих к неиногенным поверхностно-активным 
веществам (ПАВ) показано, что при комнатной температуре и низких степенях 
оксиэтилирования n акустические спектры можно описать в рамках релакса-
ционной теории.

АКУСТИСТИЧЕСКИЙ СПЕКТР,  СКОРОСТЬ И ПОГЛОЩЕНИЕ ЗВУКА, НЕИОНОГЕН-
НОЕ ПОВЕРХНОСТНО-АКТИВНОЕ ВЕЩЕСТВО.

Введение

Анализ научной литературы показал, 
что для теоретического описания и интер-
претации экспериментальных результатов, 
полученных при исследовании процессов 
перестройки структуры в амфифильных 
жидкостях (жидкости, которые содержат 
как полярные, так и неполярные группы), 
например в поверхностно-активных веще-
ствах (ПАВ) и их растворах, в настоящее 
время используются методы химической 
кинетики с привлечением различных физи-
ческих аналогий [1, 2]. Например, в модели 
Аниансона и Уолла [3] для теоретического 
описания мицеллообразования предполага-
ется, что весь процесс в целом подобен до-
стижению теплового равновесия в тонком 
металлическом стержне с двумя массивны-
ми концами. При этом, как отмечают авто-
ры работы [4], эту аналогию нельзя считать 
полной, поскольку она не раскрывает моле-
кулярного механизма процессов перестрой-
ки структуры ПАВ и их растворов. Вместе 
с тем, в настоящее время накоплен доста-
точно большой экспериментальный мате-
риал по акустическим, диэлектрическим и 
рэлеевским спектрам жидких углеводоро-
дов, спиртов и растворов фенолов, которые 
являются основными фрагментами многих 
видов ПАВ. Комплексный анализ этих дан-
ных, проведенный методами релаксаци-

онной спектроскопии, позволил выяснить 
молекулярные механизмы ряда быстрых и 
сверхбыстрых процессов, протекающих при 
тепловом движении молекул в этих жидко-
стях [4, 12]. Однако указанные механизмы 
в амфифильных жидкостях исследованы 
недостаточно. Для анализа молекулярных 
механизмов перестройки структуры ПАВ 
и их растворов необходимо использовать и 
другие теоретические подходы. Это вызва-
но тем, что в таких системах протекают бы-
стрые и сверхбыстрые процессы не только 
в однородных участках, но и в мицелляр-
ных неоднородностях. 

Теоретические методы анализа  
акустических спектров жидкостей

Акустическая спектроскопия жидкостей 
исследует скорость и уровень поглощения 
звука в зависимости от частоты звуковых 
колебаний. Анализ акустических спектров 
дает информацию о быстрых  и сверхбы-
стрых молекулярных процессах, которые 
протекают в жидких системах в ходе тепло-
вого движения молекул. Существующие в 
настоящее время методы позволяют изме-
рять акустические спектры жидких систем 
в диапазоне частот до 10 ГГц [5 – 7]. Тео-
ретические основы распространения звуко-
вых волн в жидкостях подробно изложены 
в работах [8, 9]. Мы лишь затронем эту 
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проблему и дадим краткий обзор методов 
анализа акустических спектров. 

Формулы классической теории звука

Согласно классической теории звука  
[5, 9], амплитудный коэффициент погло-
щения продольных звуковых волн α в жид-
костях выражается следующим образом:

2

3
0

4 1 1
,

32 S v
v pc cc

  ω  α = η + η + χ +   ρ    
где cv, cp – удельные теплоемкости при по-
стоянных объеме v и давлении p; ,Sη  vη  –  
сдвиговая и объемная вязкости; χ  – ко-
эффициент теплопроводности; ω = 2πf –  
циклическая (круговая) частота звука  
( f – его частота); ρ – плотность жидкости 
в невозмущенном состоянии; c0 – скорость 
звука в жидкости на частотах, намного 
меньших, чем  частота релаксационного 
процесса.

Из классической теории поглощения 
звука следует, что если поглощение мало и 
частота ω не слишком велика, т. е. когда 
αΛ << π  (Λ– длина волны звука), то ско-
рость звука не должна зависеть от частоты, 
другими словами – дисперсия не должна 
наблюдаться. Скорость звука следует урав-
нению Лапласа:

2

0 2

1
,

S

c
K
ω

= =
ρβ

где Sβ  – адиабатическая сжимаемость, K – 
модуль волнового вектора.

Если считать что 0,vη =  то из выраже-
ния (1) для неметаллических жидкостей, 
при частотах до 10 ГГц, следует, что сла-
гаемое 

1 1( )v pс c− −χ +

мало (по сравнению с вязкостью Sη ) и им 
можно пренебречь [5, 9]. Тогда для коэф-
фициента ,α  который называют классиче-
ским (αcl), получим выражение:

3 1 2
0(3 ) 2 ,cl Sc −α = ρ ω η .

Следует отметить, что сдвиговую вяз-
кость измеряют  вискозиметрическими ме-
тодами. Величина же ,α  полученная экс-
периментально, оказывается существенно 
больше величины коэффициента поглоще-

ния αcl, вычисленной по формуле (3). Раз-
ность между измеренным (α) и классиче-
ским (αcl) коэффициентами поглощения 
называется избыточным  коэффициентом 
поглощения αexc:

2 2

3
0

2
.exc cl v

f
c

π
α = α − α = η

ρ
С помощью измеренных значений α и ηS 

можно вычислить объемную  вязкость:

4
.

3
cl

v S
cl

α − α
η = η

α

Результаты экспериментальных ультра-
звуковых исследований [10 – 12] показы-
вают, что большинство жидкостей обладает 
объемной вязкостью. Таким образом, вы-
воды классической теории распростране-
ния звука в большинстве случаев не под-
тверждаются опытом.

Основы термодинамической теории  
акустической релаксации в жидкостях

Основные расхождения классической 
теории звука с экспериментом были объ-
яснены с помощью термодинамической 
теории акустической релаксации в кон-
денсированных средах [10 – 12]. Данная 
теория утверждает, что время релаксации 
(возвращение системы в равновесное со-
стояние), при заданных внешних условиях, 
зависит от элементарных процессов, проте-
кающих в исследуемых жидких системах в 
ходе теплового движения молекул. К таким 
элементарным процессам, которые можно 
описать в терминах химических реакций, 
относятся ассоциация молекул, образова-
ние их комплексов в однокомпонентных 
жидкостях и растворах, процессы возбуж-
дения и дезактивации колебательных со-
стояний молекул, поворотно-изомерные 
превращения молекул и др.

В общем случае для неидеальных рас-
творов [12] время релаксации зависит от 
кинетики и механизма реакции:

1
1 0

, , 0

ln
,i i

pT i i
ii T p

a
k v a− υ

ξ=

∂ 
τ = ∆υ  ∂ξ 

∑∏

где ξ – степень полноты реакции, 1k – кон-
станта скорости прямой реакции, ia  – ак-
тивности реагентов, i∆υ  – разность стехио-

(1)

(4)

(5)

(2)

(3)

(6)
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метрических коэффициентов, pTτ
 
– время 

релаксации при постоянных давлении p и 
температуре Т.

В акустической спектроскопии опреде-
ляется время релаксации pSτ

 
при постоян-

ных давлении p и энтропии S, которое свя-
занно с pTτ  соотношением

0( / )
,

( / )
pS pS p

pT pT p

A c

A c∞

τ ∂ ∂ξ
= =

τ ∂ ∂ξ

где А – сродство реакции, 
0
Pc  – равновесное 

значение теплоемкости, Pc
∞  – «мгновенное» 

значение теплоемкости при «заморожен-
ной» реакции. 

Разность величин pTτ  и pSτ  во многих 
случаях не превышает 10 %, что лежит в 
пределах точности определения времени 
релаксации в акустической спектроскопии. 
Взаимосвязь времени релаксации pSτ  с не-
посредственно измеряемыми акустически-
ми параметрами жидкости, такими как α  
(амплитудный коэффициент поглощения 
звука) и c (измеряемая скорость звука на 
частоте f), устанавливается посредством ди-
намического уравнения состояния при гар-
монических возмущениях [12]:

2

2 2 2
0

2
,

1
pSi pSi

i pSi

bc
B

cf

τ α π
= +  + ω τ 

∑
2 2 2

0
2 2

1 .
1

pSi pSi

i pSi

bc
c

ω τ  = −  + ω τ 
∑

Здесь pSib  – акустическая релаксаци-
онная сила, которая показывает степень 
чувствительности акустических свойств 
жидкости к реакции; c – скорость звука на 
частоте f;α  – значение амплитудного ко-
эффициента поглощения звука, ответствен-
ного за эту область релаксации; В – высо-
кочастотный предел величины α/f 2, где

(1 )
pT

pS
pSb

τ
τ =

−

– взаимосвязь времен релаксации.
Если реакция  протекает в адиабатиче-

ских условиях (S = const), то релаксаци-
онная сила pSb  отличается от нуля, когда 
протекающая в жидкой фазе реакция со-
провождается изменением объема (Δv) и эн-
тальпии (ΔH) системы. Это условие хорошо 

реализуется в акустическом эксперименте. 
Уравнение, связывающее релаксационную 
силу pSb  с тепловым (ΔH) и объемным (Δv)  
эффектами реакции, имеет вид [12]:

0 0

20 0 0

0
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1 ,

S S
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S S

p v p
p

p v M
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c c c v
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∞

∞ ∞

β δβ
= − = =

β β

 − ∆
= δ −  ∆θ 

где 0 ;p p pc c c∞δ = −  vM – молярный объем 

жидкости; 0 1

p

v
v T

∂ θ =  ∂ 
 

термодинамиче-

ский равновесный коэффициент теплового 
расширения жидкости; 0 ,Sβ  S

∞β  – равновес-
ное и мгновенное значения адиабатической 
сжимаемости системы; 0 .S S S

∞δβ = β − β  
Уравнения (6) – (10) получены в пред-

положении, что в жидкой фазе протекает 
лишь одна элементарная реакция, но могут 
быть использованы и в том случае, когда 
в жидкости одновременно протекает це-
лый ряд взаимно связанных процессов [12]. 
Путем идентификации отдельных областей 
акустической релаксации и нахождения со-
ответствующих им релаксационных пара-
метров из результатов эксперимента можно 
установить молекулярные механизмы бы-
стрых и сверхбыстрых процессов и опреде-
лить их кинематические и термодинамиче-
ские параметры.

Основы нелокально-диффузионной теории 
Исаковича – Чабан

Согласно этой теории (НДТ) [13–15], 
сильновязкие жидкости, взвеси, поликри-
сталлы, эмульсии, жидкие кристаллы и др. 
можно представить как микронеоднород-
ную среду, состоящую из двух компонент: 
упорядоченных областей (малых по сравне-
нию с длиной волны, но содержащих до-
статочно много молекул) и неупорядочен-
ной среды. Первая компонента содержится 
внутри второй в виде включений, а обмен 
энергией между компонентами осущест-
вляется путем теплопроводности. Сжатие в 
компонентах при адиабатическом процессе 
характеризуют, помимо давления, еще  ве-
личинами концентрации дырок, принима-
ющими значение 1ζ  в первой компоненте 

(7)

(10)

(8)

(9)
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и 2ζ  во второй. В НДТ используется пред-
положение, что 1ζ  и 2ζ  характеризуют сте-
пень упорядоченности в соответствующих 
компонентах. При различии значений 1ζ  
и 2,ζ  между компонентами будет происхо-
дить выравнивание этих величин по диф-
фузионному закону. Запаздывание такого 
выравнивания относительно изменения 
давления должно приводить к аномальному 
поглощению и дисперсии скорости звука. 
При условии пренебрежения сдвиговыми 
напряжениями можно определить величи-
ны скорости звука c и коэффициента по-
глощения звука α:

1
,

i
с

α ρΖ
+ =
ω Π

где П – акустическое давление, Z – усред-
ненное комплексное сжатие среды. 

Выражения для действительной ( ')ε  и 
мнимой ( '')ε  частей нормирований про-
дольной податливости следуют выражениям
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∞
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2
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c
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Ε =
ωρ  

2

1
,

с∞
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Ε =
ρ

  
0 2

0

1
;

с
Ε =

ρ
 ( ,∞Ε  0Ε  – предельные высокоча-

стотные и низкочастотные значения про-
дольной податливости; c∞  – высокочастот-
ные значения скорости звука).

При учете значений коэффициентов 
объемной и сдвиговой ( , )v Sη η  вязкости ве-
личину τ  (время диффузионного выравни-
вания) можно определить по соотношению 
[15–17]:

2

2 2 2
0 0

3
5 4

.
3 ( )

S vc

c c c

∞

∞

 η + η 
 τ =

ρ −

Помимо указанного диффузионно-
го обменного механизма, обусловленного 
микронеоднородностью среды, в ней могут 
также идти локальные процессы типа ре-
лаксационных, т. е. эффекты могут накла-
дываться.

Основы флуктуационной теории  
поглощения звука

Известно, что «релаксационное» погло-

щение звука (см. уравнение (8)), которое 
наиболее эффективно в области 1,ωτ   не 
охватывает всех механизмов диссипации 
звука. В частности, в области 1iωτ   необ-
ходимо учитывать прямое взаимодействие 
звука с флуктуационной модой. Как пока-
зано в [17], учет этого механизма приводит 
к следующей асимптотике дисперсии ско-
рости звука:

2 2
0( ) ,c c χω − ω  ( 1),iωτ 

где χ  – индекс теплоемкости, iτ  – время 
соответствующего релаксационного про-
цесса. 

При этом выражения для декремента 
затухания звука имеет вид

1( ) .+χα ω ω

При малых частотах звука ( 1)iωτ   
жидкость релаксирует к локально равновес-
ному состоянию за время, много меньшее 
периода, и, следовательно, процесс релак-
сации протекает почти адиабатически. При 
этом дисперсия скорости звука определяет-
ся по соотношению

2 2 2 2
0 0( ) ( ) .

1
i

i

i
c c c c

i∞

ωτ
ω = + −

+ ωτ
Отношение декремента затухания ( )α ω

 к частоте определяется по уравнению
2 2

0
2 2 2

1
( ) .

2 ( ) 1
i

i

c c
c
∞ − ωτ

α ω =
ω ω + ω τ

Однако для детального эксперименталь-
ного исследования молекулярных механиз-
мов диссипации звука, рассмотренных в 
работе [17], в областях 1iωτ   и 1iωτ   
необходимо прецизионное измерение ско-
рости и коэффициента поглощения звука в 
значительно более широком диапазоне ча-
стот.

Экспериментальные данные и их обсуждение

Для проведения анализа и выбора мето-
дов описания акустических спектров ПАВ 
были использованы экспериментальные ре-
зультаты, полученные автором и опублико-
ванные в работах [21, 22]. Измерения аку-
стических параметров, а также плотности и 
сдвиговой вязкости исследованных веществ 
выполнены автором в лаборатории раство-

(11)

(14)

(15)

(16)

(12)

(17)

(13)
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ров химического факультета Московского 
государственного университета. 

Объекты. В качестве неионогенных 
ПАВ был исследован ряд оксиэтилирован-
ных производных нормального децилового 
спирта 

C10H21(OCH2)n – OH

(ODSn) со степенями оксиэтилирования  
n = 3, 5, 7. Данные вещества в исследо-
ванном интервале температуры находятся 
в жидком состоянии. При этом для степе-
ней оксиэтилирования 12n ≥  они уже при 
комнатной температуре представляют со-
бой твердые вещества типа парафинов.

Методика измерений. Амплитудный ко-
эффициент поглощения продольного звука 
α изученных объектов измерялся с помощью 
импульсного метода переменного расстоя-
ния в диапазоне частот от 12 МГц до 2 ГГц 
и интервале  температур от 253 до 323 K. 
Скорость звука c измерялась фазовым мето-
дом в тех же диапазонах частот и температур. 
Суммарная относительная ошибка измере-
ний составила  для величины α/f 2 5 – 10 %,  
для скорости звука c – 0,5 – 1,0 %. 

Значения величин α/f 2 и скорости звука  
c для исследованных ПАВ и их растворов 
приведены в работах [21, 22], а в данной 
работе представлена их частотная зависи-
мость для нескольких значений температу-
ры (рис. 1 и 2).

Дополнительно были проведены изме-
рения плотности  и сдвиговой вязкости в 
том же интервале температур. Плотность 
измерялась пикнометрически по общеиз-
вестной методике с погрешностью 0,1 %.

Коэффициент сдвиговой вязкости Sη  
измеряли при помощи капиллярного ви-
скозиметра Уббелоде с погрешностью 3 – 
4 %. Результаты измерений плотности ,ρ  
сдвиговой вязкости ,Sη  а также результаты 
расчета адиабатической сжимаемости Sβ  
по уравнению Лапласа (2) и классического 
коэффициента поглощения звука (α/f 2)cl по 
уравнению (3) приведены в таблице и в ра-
ботах [21, 22].

Анализ результатов. Плотность ρ жидко-
стей ODSn в изученном интервале темпера-
тур увеличивалась с понижением темпера-
туры по линейному закону. Зависимость ηS  

Рис. 1. Экспериментальные частотные  
зависимости классического коэффициента  

поглощения звука для жидкости ODS3  

при различных температурах, K: 253 (1),  
273 (2), 293 (3)

Рис. 2. Экспериментальная (символы)  
и аппроксимирующие (сплошные кривые 1, 2) 
частотные зависимости величины 2

0' ( / )с cα Λ  
для жидкости ODS3 при температуре 263 K;  

1, 2 – первая и вторая области акустической  
дисперсии 
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от обратной температуры имеет нелиней-
ный характер. Адиабатическая сжимае-
мость монотонно возрастает с повышением 
температуры. Для ODS3  при Т = 293 K зна-
чение ( / )v Sη η  приближенно равно единице. 
При понижении температуры и увеличении 
степени оксиэтилирования n в ODSn  отно-
шение ( / )v Sη η  уменьшается. Для ODS7  при 
температуре ниже 293 K значение 2/ ,cl fα  
связанное со сдвиговой вязкостью, пре-
восходит по величине 2/ ,fα  полученное 
экспериментально. Этот факт свидетель-
ствует о том, что в ODS7 в области частот  
f < 10 МГц существует еще по крайней мере 
один релаксационный процесс.

Последующий анализ акустических пара-
метров исследованных ПАВ производился с 
позиции нелокально-диффузионной теории 
Иcаковича – Чабан. Необходимые для рас-
четов  параметры

 
определялись из экспери-

ментальных данных, приведенных в работах 
[21, 22]. Поэтому при сопоставлении теории 
и эксперимента мы не

 
использовали каких-

либо уточняющих параметров. Зависимости 
значений действительной и мнимой частей 
нормированной продольной податливости 
от переменной ωτ приведены на рис. 3. 

Таблица

Экспериментальные и расчетные температурные зависимости физических свойств жидкостей ODSn

n T, K 10–3ρ, кг۰м–3 ηS, мПа۰с 1012۰βS, Па–1 1015αcl/f
 2 τ1, нс τ2, нс

3 263 0,9683 1,61 436 1200 3,200 0,16
3 283 0,9557 0,448 478 380 2,830 0,16
3 303 0,9388 0,160 536 160 2,520 0,14
3 323 0,9237 0,075 603 90 2,410 0,14
5 263 1,0131 0,297 395 1950 3,200 0,16
5 283 0,9894 0,760 449 600 2,940 0,16
5 303 0,9723 0,260 503 240 2,700 0,14
5 323 0,9751 0,120 553 125 2,320 0,14
7 263 1,0486 11,01 288 4580 3,000 0,16
7 283 1,0177 0,151 399 1030 2,570 0,14
7 303 0,9969 0,448 455 360 2,400 0,14 
7 323 0,9812 0,179 492 160 2,300 0,14

Обозначения : ρ – плотность, ηS – сдвиговая вязкость; βS, αcl/f 
2, τ1, τ2

  

– соответственно рассчи-
танные значения адиабатической сжимаемости, классического коэффициента поглощения и времен 
релаксации.

Рис. 3. Зависимости действительной  
(пустые символы) и мнимой (затушеванные 

символы) частей нормированной податливости 
(ε' и ε'') от lg(ωτ) для жидкости ODS3;  данные 

получены при различных температурах, K:  
273 (треугольники), 283 (кружки),  

293 (квадраты).  
Теоретические кривые представлены  

пунктирными линиями

lg(ωτ)
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Из этих зависимостей видно, что экс-
периментальные значения "ε  для ODSn в 
исследованном интервале температур в об-
ласти 1ωτ ≥

 
значительно превышают тео-

ретические, а максимальное значение "ε  
равно

 max" 0,5ε ≅  – 0,6. Это расхождение 
свидетельствует о том, что в

 
интервале тем-

ператур 263 – 323 K акустические параме-
тры ODSn (n = 3, 5, 7) не укладываются в 
рамки нелокально-диффузионной теории, 
а более соответствуют релаксационной тео-
рии с конечным числом времен релакса-
ции. Действительно, согласно нелокально-
диффузионной теории [18, 19], при 
фиксированной температуре max" 0,33,ε =  а 
для теории с одним временем релаксации – 

max" 0,50.ε =
Дальнейший анализ акустических  

свойств исследованных жидких ПАВ мы 
проводили в рамках релаксационной тео-
рии. Анализ экспериментальных данных 
показал, что акустические спектры ODSn 
в изученных диапазонах частот и темпера-
тур, в пределах ошибок эксперимента, не 
могут быть описаны одной простой обла-
стью дисперсии, а только двумя. Расчеты 
проводились методом последовательных 
приближений, путем минимизации  суммы 
квадратичных отклонений расчетных зна-
чений величин 2/ fα

 
от эксперименталь-

ных, по формулам (8) и (9). Одновременно 
по программе [19] проводилось вычисление 
релаксационных параметров ;i i iA b= ⋅ τ  ;ib  

iτ  и B, а также их погрешностей. Погреш-
ность определения Ai, ib  и iτ  составила  
5 – 10 %, для B – 10 – 20 %. Значения 
релаксационных параметров, рассчитанных 
в предположении,  что акустические спек-
тры (зависимости 2/ fα  от lg f ) состоят в 
изученных диапазонах частот и  темпера-
тур из двух простых областей  акустической 
дисперсии для ODSn, приведены в работах 

[21, 22]. Именно поэтому в таблице  при-
ведены рассчитанные значения двух времен 
релаксации ( 1τ  и 2τ ) для некоторых значе-
ний температуры.

Выводы

Результаты анализа приводят к заклю-
чению, что в исследованных диапазонах ча-
стот и интервалах температур, акустические 
спектры ODSn  лучше описываются термо-
динамической теорией акустической релак-
сации, нежели нелокально-диффузионной 
теорией. Показано, что в пределах ошибок 
эксперимента акустические спектры ODSn , 
в изученных диапазонах частот и темпера-
тур, состоят из двух простых областей аку-
стической дисперсии. 

Для определения и идентификации 
границы перехода от описания акустиче-
ских спектров методами релаксационной 
спектроскопии к методам нелокально-
диффузионной теории Исаковича – Ча-
бан необходимы дополнительные экспе-
риментальные исследования. В частности, 
требуются исследования ODSn для 7,n ≥  
а также других амфифильных жидкостей, 
так как известно, что при 12n ≥  ODSn 
уже при комнатных температурах пред-
ставляют собой твердые вещества типа 
парафинов. 

Исследования такого рода могут быть 
полезными для теоретического описания 
и лабораторных исследований процессов 
мицеллообразования без применения ги-
потетических физико-химических анало-
гий [20]. Кроме того, результаты расчетов 
релаксационных и термодинамических 
параметров могут быть использованы при 
разработке комбинированных  технологий 
повышения нефтеотдачи пластов с помо-
щью растворов ПАВ и различных физиче-
ских полей и факторов [23].
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of sound absorption in the frequency range up to 10 GHz in liquid systems. For example oxyethylated 
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temperature and low degrees of ethoxylation n acoustic spectra can be described in terms of the relaxation 
theory. It is shown that within the experimental error of the ODSn acoustic spectra, in the studied range 
of frequencies and temperature, are composed of two prime areas of acoustic dispersion. The results of 
calculations of relaxation and thermodynamic parameters of fast and ultrafast processes restructuring ODSn, 
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solutions and various physical fields and factors.

ACOUSTIC SPECTRUM, SOUND VELOCITY AND ABSORPTION, NONIONIC SURFACTANT. 

REFERENCES

[1] M.Yu. Bashkirtseva, Kompozitsii na osnove 
neionogennykh PAV dlya kompleksnogo resheniya 
zadach povysheniya nefteotdachi, podgotovki i 
transportirovki vysokovyazkoy nefti, Kazan (2009)  
360.

[2] K. Ulmbert, Poverkhnostno-aktivnyye 

veshchestva i polimery v vodnykh rastvorakh. 
Moskva, Binom (2007) 528.

[3] K. Mittel, Mitselloobrazovaniye, 
solyubilizatsiya i mikroemulsii. Moskva, Mir (1980) 
177.

[4] G. Rataychak, U. Orvill-Tomas, Moleku-



172

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

the author

Mysik Sergei V.
Bauman Moscow State Technical University
5, 2-nd Baumanskaya St., 105005, Moscow, Russian Federation
mysik.sv@mail.ru

 СанктПетербургский политехнический университет Петра Великого, 2015

lyarnyye vzaimodeystviya. Moskva, Mir (1984) 598.
[5] U. Mezon, Fizicheskaya akustika. Moskva, 

Mir. T.2 (1968)  487.
[6] V.A. Shutilov, Osnovy fiziki ultrazvuka. 

Leningrad, izdatelstvo Leningradskogo universiteta 
(1980)  280.

[7] I.G. Mikhaylov, V.A.Solovyev, Osnovy 
molekulyarnoy akustiki., Moskva, Nauka (1964) 
514.

[8] K.F. Herzfeld, T.H. Litovitz, Absorption and 
Dispertion of Ultrasonis Wave, New York, Acad. 
Press (1959)  535.

[9] L. Landau, E. Lifshitz, Teoriya uprugosti, 
Moskva, Nauka (1965) 203.

[10] L.I. Mandelshtam, M.A. Leontovich, 
K teorii pogloshcheniya zvuka v zhidkostyakh., 
ZhETF.7 ( 1937) 438.

[11] J. Meixner, Handbuch der Physik., Berlin. 
3 (1959) 413–523.

[12] M.I. Shakhparonov, Mekhanizmy bystrykh 
i sverkhbystrykh protsessov v zhidkostyakh, Moskva, 
Vysshaya shkola  (1980)  352.

[13] M.A. Isakovich, Obshchaya akustika, 
Moskva, Nauka (1973) 495.

[14] D. Shtuyer, Ultrazvukovyye metody, 
Metody issledovaniya bystrykh reaktsiy, Moskva, 
Mir. (1977) 268–316.

[15] M.A. Isakovich, I.A. Chaban, 
Rasprostraneniye voln v silnovyazkikh zhidkostyakh, 
ZhETF. 50 (5) (1966) 134–136.

[16] I.A. Chaban, K voprosu o nelokalno-

diffuzionnoy teorii, Akusticheskiy zhurnal. 26 №2 
(1980)  288–292.

[17] A.Z. Potashinskiy, V.L. Pokrovskiy, 
Fluktuatsionnaya teoriya fazovykh perekhodov, 
Moskva, Nauka.  (1982)  380.

[18] M.I. Shakhparonov, V.S. Sperkach, 
Teoriya vyazkosti zhidkostey, ZhFKh. 58  (9) (1984)  
2216–2220.

[19] G.A. Nazarova, O metode obrabotki 
slozhnogo akusticheskogo spektra na EVM,  
«Primeneniye ultraakustiki k issledovaniyu 
veshchestva». Moskva, Izd-vo VZMI (1982)  
124–128.

[20] D.S. Grebenkov, Issledovaniye relaksatsii 
modelnogo mitsellyarnogo rastvora, Sankt Peterburg, 
SPbGU (2003) 145.

[21] S.V. Mysik, M.I. Shakhparonov, 
Akusticheskiye svoystva normalnogo detsilovogo 
spirta (stepen oksietilirovaniya n = 3) i yego 
rastvorov v dibutilovom efire, Moskva, Vestnik 
MGU, Khimiya. №7779-86 (1986) 1–17.

[22] S.V. Mysik, M.I. Shakhparonov, 
Akusticheskiye svoystva normalnogo detsilovogo 
spirta (stepen oksietilirovaniya n = 5,7) i ikh 
rastvorov v dibutilovom efire., Moskva, Vestnik 
MGU, Khimiya.  №7780-86 (1986) 1–20.

[23] R.R. Khusainov, Obosnovaniye 
kombinirovannoy tekhnologii povysheniya 
nefteotdachi plastov s primeneniyem PAV v 
plazmenno-impulsnoy tekhnologii, Sankt Peterburg, 
NMSU «Gornyy»  (2014) 146.



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

173

DOI: 10.5862/JPM.225.18

UDC 538.911; 539.1.03

G.B. Sushko 1, A.V. Korol 1,2,  A.V. Solov’yov 1

1 MBN Research Center at Frankfurt Innovation Center of Biotechnology 
2 State Marine Technical University of St. Petersburg 

ELECTRON AND POSITRON PROPAGATION IN STRAIGHT  
AND PERIODICALLY BENT AXIAL AND PLANAR SILICON CHANNELS

In this paper the results of simulations of axial and planar channeling of electrons 
and positrons in straight and periodically bent Si crystals are presented. Simulations 
with direct calculation of trajectories of projectiles accounting for all-atom interactions 
were carried out using the MBN Explorer software package. The full atomistic 
approach for particle trajectories simulation allows to quantitatively compare axial and 
planar channeling processes. The results of the simulations show significantly lower 
dechanneling length and number of channeling projectiles in the axial channeling 
case. For this case the dependence of characteristics of the channeling process on 
the choice of an axis direction and on a direction of the crystal bending have been 
investigated.

ELECTRON, POSITRON, CHANNELING, SILICON CRYSTAL, PERIODICALLY BENT 
CHANNEL, TRAJECTORY.

1. Introduction

Channeling is an effect of propagation of 
charged relativistic projectiles in a crystalline 
medium along crystal planes and axes [1]. 
Motion of projectiles in the channels can be 
characterized by the average length of staying 
in a channel, the fraction of particles that 
are captured in a channel and a spectrum of 
radiation emitted by the particles.

The concept of a crystalline undulator (CU) 
as a source of undulator-like electromagnetic 
radiation in the high energy range up to the MeV 
region was formulated in Ref. [2] and further 
studied in Ref. [3, 4]. In crystalline undulators 
the projectile particles follow periodically 
bent channels and emit undulator radiation in 
addition to channeling radiation characteristic 
for the case of channeling in linearly oriented 
crystals.

In recent years several experiments were 
performed [5 – 7] to detect the radiation 
from electron- or positron-based CU units. 

The most recent works in this field are now in 
progress at the Mainz Microtron (Germany) 
facility for the 195–855 MeV electrons, and at 
the SLAC facility (Stanford Linear Accelerator 
Center, USA) with 10–20 GeV electron beams. 
In these experiments planar channeling of 
electrons is studied in bent [8] and periodically 
bent crystals.

In order to simulate processes of planar and 
axial channeling a new module was developed 
for MBN Explorer [9,  10]. MBN Explorer 
is a versatile software package for simulating 
molecular systems of various degrees of 
complexity. MBN Explorer utilizers a broad 
variety of interatomic potentials to describe 
different molecular systems, such as atomic 
clusters, fullerenes, nanotubes, polypeptides, 
proteins, DNA, composite systems, nanofractals 
and many more.

Computer simulations of planar channeling 
using the MBN Explorer software were 
performed in the previous works [11–15].  
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The effect of axial channeling in straight 
crystals was studied by different groups both 
experimentally [16] and numerically using the 
averaged potential method [17–19].

This work studies axial channeling and 
compares it with the planar case. The results 
of numerical simulation of axial channeling 
of electrons and positrons in straight and 
periodically bent silicon (Si) crystals are 
presented. The beam energy range of 10–
20  GeV corresponds to the beam energies 
available at the SLAC facility.

The modeling was carried out using the 
full-atom simulation of three-dimensional 
motion of projectiles in the crystalline medium. 
The interaction of a projectile with atoms is 
modeled using the Molière approximation. Such 
model itself is not limited to a specific structure 
of channels and direction. The use of this 
approach allows simulations of both axial and 
planar channeling using the same methodology 
and the direct comparison of the results. 
The efficient implementation of simulation 
algorithms allows modeling trajectories in thick 
crystals up to macroscopic sizes (of ~1 cm).

It is shown that the characteristics of the 
channeling effect depend strongly on the 
selection of the beam direction in a crystal. 
Channeling parameters for three axes (<100>, 
<110> and <111>) are presented and compared 
with the parameters for planar channeling in 
a (110) plane. Simple analysis of the average 
potential of channeling for three axes is also 
presented. The optimal directions of bending 
are chosen for the case of periodically bent 
crystals. It is shown that the effects of both 
dechanneling and rechanneling depend strongly 
on local curvature of the channel for periodically 
bent channels. This leads to the periodicity in 
the derivative of the number of channeling 
projectiles on the penetration distance.

2. Physical model

The motion of an ultra-relativistic projectile 
of the charge q and the mass m in an external 
electrostatic field with potential energy ( )U r  
can be described with relativistic equations of 
motion written in the following form:

/ ,

/ / .

r t v

p t q U r

∂ ∂ =
∂ ∂ = − ∂ ∂

The momentum p, written in terms of 
velocity, reads ,p m v= γ  where γ is the Lorentz 
factor 

2 2 21 / /v c mcγ = − = ε

with ε  being the projectile energy.
The differential equations (1) are to be 

integrated for 0t ≥  using the initial values of 
the coordinates 0 0 0( , , )x y z  and the velocity 
components 0 0 0( , , )x y zv v v  of the particle. To 
ensure an accurate numerical integration the 
fourth-order Runge-Kutta scheme and a time 
step variation algorithm were implemented.

The description of the electrostatic field is 
done using the Molière approximation [20] of 
the electrostatic potential of a neutral atom:

TF

M

3 /

1

( ) ( );

( ) ,j a
jj

Ze
U S

S e−β ρ

=

ρ = ρ
ρ

ρ = α∑
where Z is the atomic number, the coefficients 
in the screening function ( )S ρ  are as follows: 

1,2,3 0.35;  0.55;  0( ).10α =  (so that 3

1
1jj =

α =∑ ) 
and 1,2,3 0.3;  1.2;  6( )..0β =  The Thomas-Fermi 
radius aTF is related to the Bohr radius a0 via 

aTF = 0.8853Z –1/3a0.

In order to simulate the motion of a particle 
in the medium we used a dynamic simulation 
box technique (see Ref. [11]). With this 
approach the crystalline medium is generated 
in the close vicinity of the particle taking the 
predefined unit cell of the crystal and the set 
of transformations: rotation, displacement and 
bending.

In order to take into account thermal 
vibration of atoms in the grid structure, atoms 
are randomly shifted from their nodal positions. 
Each component of the displacement vector is 
normally distributed with the root-mean-square 
amplitude uT = 0.075 Å which corresponds to 
the room temperature [21].

Through such an approach, the motion 
in any crystalline system can be described 
by setting the appropriate crystal unit cell, 
rotation transformation of the system and 
a root-mean-square amplitude of thermal 
vibrations. Characteristics of the channeling 
process strongly depend on the properties of 
the medium, the amplitude of the vibrations 

(1)

(2)
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and the direction of the beam in the medium.
In this article, the following directions were 

chosen for comparison: axes <100>, <110>, 
<111>, and a plane (110). The structure of 
channels for axial directions is illustrated in 
Fig. 1. This structure is a result of the Voronoi 
decomposition of the plane being perpendicular 
to the beam direction. Coordinates of the 
projections of atoms are used as seeds of this 
decomposition for electrons. As for positrons, 
those with the minimum of the potential 
energy surface are taken as seeds of the 
decomposition. This description of channels 
can be applied to any axial direction and any 
type of lattice.

The axial channels’ structure depends on 
the projectile charge. For electrons the channel 
center coincides with the line of Si atoms. 
For positrons the channel center is situated 
between the lines of atoms. The projectile was 
considered to be in a channel if the distance 
to this channel center is the shortest among 
the ones to all channels for the given type of 
projectiles. If the projectile stays in one channel 
and changes the velocity sign in the X or Y 
directions four times, then it is considered as 
captured in a channeling mode.

The concept of the crystalline undulator 
implies a motion of a projectile in a periodically 
bent crystal. This bending leads to a change of 
the radiation spectrum and produces undulator 
radiation in addition to channeling radiation. 
In simulations, the periodic crystal bending is 
implemented using a simple transformation of 

the coordinates of the particle: 

sin(2 ),r r d p r s→ + π ⋅ +

where d is a bending amplitude, p is an inverse 
period vector modulus and s is a phase shift. 

Such a transformation can be applied to 
either axial or planar channels in order to 
simulate the crystalline undulator.

3. Numerical results

In order to analyze the effect of axial 
channeling, numerical calculations of trajectories 
were performed using random sampling with 
different initial positions of projectiles in the 
channel and with random positioning of Si 
atoms in the medium.  The average number of 
trajectories for each case was at a level of 104, 
which allowed reducing the statistical error of 
obtained quantitative characteristics to a level 
of few percent.

In all calculations, the Z axis was aligned 
with the main direction of channeling (the beam 
direction). The Z coordinate of the particle is a 
penetration distance. The used combinations of 
the Z–Y axes were as follows:

<100> – <011>; <110> – <110>; 
<111> – <011>.

For planar channeling the taken axis 
directions were as follows: 

Z(<10,10, 1>), Y(<110>).

The beam direction along the Z axis was 
taken in the (110) plane.

Fig. 1. Axial channels structure for three directions: <100> (a), <110> (b), <111> (c). Closed circles 
correspond to the lines of Si atoms which are the centers of the channels for electrons. Dots correspond 
to the centers of channels for positrons. Channels themselves for positrons are highlighted with light grey, 

channels for electrons – with dark grey

а) b) c)
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3.1. Axial channeling in straight crystals

A trajectory of the projectile is the direct 
result of the channeling simulation. Examples of 
obtained trajectories for electrons and positrons 
are shown in Fig. 2.

Several characteristic regimes of the motion 
can be seen: the channeling motion in the vicinity 
of the channel center, the rechanneling events, 
i.e. a capture into the channeling mode, and, 
finally, the dechanneling of a projectile from 
a channel and the subsequent motion above 
the potential barrier through the crystal. The 
channeling segment is the part of the trajectory 
between the rechanneling and the dechanneling 
events. Primary channeling segment is the one 
that starts at the crystal entrance.

The following quantities were used in order 
to characterize the channeling effect: 0N  is the 
total number of simulated projectiles, ( )cN z  is 

the number of projectiles in a channeling mode 
at a depth z, 1( )cN z  is the number of projectiles in 
a primary channeling mode, 0( ) ( ) /cn z N z N=  
is a fraction of particles in a channeling mode 
in any channel, 1 1 0( ) ( ) /cn z N z N=  is a fraction 
of particles in a channeling mode in the primary 
channel, i. e. the number of channeled particles  
excluding those that experience rechanneling.

In order to quantitatively describe a 
channeling we used the following characteristics: 
A is an acceptance (a fraction of particles  

0(0) /cN N  that start channeling right from the 
crystal entrance); Lp1, 

Lp2 are mean values of 
the primary and of all channeling segments, 
respectively; dL  is a characteristic dechanneling 
length in exponential approximation 

1( ) exp( / ),dn z A z L= −

where 1( )n z  is the fraction of projectiles in a 
primary channel.

Fig. 2. Examples of simulated trajectories of an electron (a) and a positron (b) in the <110> axial channel 
in the Si single crystal with Face Centered Cubic (FCC) structure. The trajectories illustrate  

the channeling regime of both particles (a, b) and a motion outside the channel and the electron 
rechanneling (a). Dots mark the channel centers

Tab l e  1

The obtained channeling characteristic values in different axial directions for 10 GeV electrons  
and positrons in the straight 320 μm thick Si single crystal 

Projectile, axis A,% Lp1, μm Lp2, μm Ld, μm

e–, <100> 49 ± 2 21 ± 1 23 ± 1 15 ± 1
e–, <110> 36 ± 2 19 ± 1 21 ± 1 13 ± 1
e–, <111> 48 ± 2 21 ± 1 23 ± 1 14 ± 1
e+, <100> 65 ± 2 246 ± 5 111 ± 3 2760+50
e+, <110> 77 ± 2 252 ± 5 121 ± 3 3670+70
e+, <111> 40 ± 2 212 ± 8 63 ± 2 2660+50

а) b)
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Let us examine the axial channeling of 
10 GeV electrons and positrons in a Si single 
crystal in three axial directions <100>, <110>, 
<111> (see Table 1). Three axial cases exhibit 
very different acceptance values, and less 
different dechanneling lengths.  These values 
also depend strongly on the charge sign of 
the projectile. The <110> axis is the most 
favorable for positrons but the least favorable 
for electrons. The dechanneling length for 
electrons is at least an order of magnitude lower 
than that for positrons due to a closer passage 
of projectiles about the axis during channeling. 
The exponential approximation is quite good for 
electrons, but it does not describe channeling 
fraction for positrons (see Fig. 3).

For positrons the values of Lp1 and Lp2 are 
more limited by the total crystal thickness  
(of 320 μm) than by the real dechanneling 

length. Fig. 3 shows that the channeling 
fractions exhibit a very small decrease even 
at the crystal exit. The difference between 
Lp1 and Lp2, and low values of Lp2 indicate a 
great number of rechanneling events and short 
channeling segments.

In order to describe the difference between 
channeling in various channels let us discuss 
the picture of average potential energy of 
interaction between positrons and atomic strings 
along different axial directions (see Fig. 4).  
For electrons the interaction energy values have 
an opposite sign.

For a positron channel, the most important 
parameter is the difference between the potential 
energies calculated at two points: (i) the center 
of the channel (which is the equilibrium 
position, i.e. the potential minimum) and (ii) 
the boundary of two adjacent channels. This 

Fig. 3. Channeling fractions for 10 GeV electrons (a) and positrons (b) in a straight 320-μm-thick silicon 
crystal versus the penetration distance for the indicated axial directions. For each direction we calculated 

two fractions: with and without rechanneling

а)

b)
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parameter, U0, is a potential well depth and its 
growth lowers the probability of the projectile 
dechanneling (see Table 2).

For the axes <100> and <111> the barriers 
are the same in any direction, for <110> the 
barriers are very different for different directions 
and much bigger than those for other axes. 
This leads to better channeling in the <110> 
axis and better channeling in the case of bent 
crystals for bending in the Y direction.

3.2. Axial channeling in periodically bent 
crystals

For periodically bent crystals, channeling 
in each direction was simulated with a different 
amplitude of bending a, the bending period 
was λ = 39.6 μm. These results were compared 
to those in straight crystals (see Table 3). For 
electrons the channeling length was found to 

be lower than the bending period, so this case 
was omitted.

For periodically bent crystals the difference 
between the channels is much more than that 
for straight crystals. In all channels the growth 
of the bending amplitude leads to a decrease 
in both acceptance and mean dechanneling 
lengths values. For axis <111> this decrease is 
the greatest and can be attributed to the least 
value of the mean potential well depth. For 
the rest of the axes in question the drop in 
dechanneling length is less and the length value 
is much more.

Due to the dependence of the potential 
barrier height on direction in case of axis <110> 
the effect of crystal bending also depends on 
the bending direction. Two variants of crystal 
bending are given in Table 3. Bending in 
the Y direction leads to lesser losses in both 

Tab l e  2

The values of the potential well depth calculated in different directions for 10 GeV positrons 
channeling in a straight 320-μm-thick Si crystal 

Direction <100> <110> <111> Y
–U0 , eV 2.89 5.04 0.43 23.28

Fig. 4. 3D picture of the average potential energy (in eV scale with tones) of interaction 
between positrons and atomic strings along the <100> (a), <110> (b), <111> (c) axes,  
and the (110) atomic plane (d) as well. Dashed lines mark the channels for positrons.  
Arrows point the characteristic directions of dechanneling from the channel centers 

а)

c)

b)

d)
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acceptance and channeling length values than 
those for the X direction.

3.3. Rechanneling in periodically bent crystals

The finite crystal curvature increases 
the importance of both dechanneling and 
rechanneling effects for two reasons. First, the 
curvature of the crystal plane causes a centrifugal 
force and results in the dechanneling. Second, 
the bend of the channel axis leads to the change 
in the angle between the axis tangent and the 
velocity of over-barrier projectiles which, 
in turn, causes the volume capture and the 

rechanneling. Both effects depend periodically 
on the projectile coordinate.

Let us discuss the dependence of channeling 
fractions on penetration distance with and 
without rechanneling for the periodically bent 
crystal (Fig. 5, a). The bending is done along 
the <110> axis with an amplitude of 2 Å. The 
curve of channeling fraction with rechanneling 
consists of a normal decreasing part and 
includes an oscillatory part with the bending 
period of the crystal.

To analyze this effect quantitatively let 
us consider Fig. 5, b where the derivative of 

Tab l e  3

The channeling characteristics in different axial directions for 10 GeV positrons in a periodically bent  
320-μm-thick Si single crystal

Axis a, Å (Y direction) A, % Lp1, μm Lp2, μm
0 65 ± 2 246 ± 5 111 ± 3

<100> 1 54 ± 3 168 ± 12 65 ± 4
2 34 ± 3 113 ± 11 43 ± 2

 0 77 ± 2 252 ± 5 121 ± 3
1 69 ± 3 177 ± 10 84 ± 4

<110> 2 57 ± 1 171 ± 4 72 ± 1
1 (X direction) 51 ± 4 152 ± 13 64 ± 4
2 (X direction) 33 ± 3 75 ± 8 36 ± 1

0 40 ± 2 212 ± 8 63 ± 2
<111> 1 27 ± 3 35 ± 3 25 ± 1

2 12 ± 2 19 ± 1 19 ± 1

No t e s : the zero bending amplitude a corresponds to the straight crystal, corresponding values are the same 
as those in Table 1 and are presented for comparison; the bending period λ = 39.6 μm.

Fig. 5. The channeling fraction (a) and its derivative (b) versus the penetration distance for 10 GeV 
positrons in a silicon crystal (320 µm thick) periodically bent along the <110> axis; a = 2 Å, λ = 39.6 µm

а) b)
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the channeling fraction (with rechanneling) is 
compared with the corresponding approximation 
that follows the fitting formula 

/ ( ) sin(2 / ) const,dn dz n z z= π λ +

where n(z) is the channeling fraction, λ is the 
period of crystal bending. 

This fitting indicates both an exponential 
decay of the number of particles in the channel 
and a dependence of the bending profile on the 
value of the first derivative. It indicates that the 
probability of dechanneling is proportional to 
the angle between the beam direction and the 
tangent of the channel centerline.

3.4. A comparison of the axial  
and planar channeling

In order to compare the axial and the planar 
channeling, some simulations were performed. 
In these simulations channeling in straight and 
periodically bent crystals was compared for (110) 

planar and <110> axial channels of a silicon 
crystal. In the planar case the channels are 
formed by equidistant planes spaced at 1.92 Å  
intervals, in the axial case the channels are two-
dimensional (see Fig. 2). The comparison of the 
channeling parameters calculated for the two 
cases is presented in Table 4. Both acceptance 
and length characteristics are higher in the 
planar case. Lower relative values of Lp2 in case 
of axial channeling also indicate a high number 
of short channeling segments.

The results of the simulations show that 
the channeling of positrons in plane (110) is 
characterized by a much longer channeling 
length and a higher acceptance. The only 
drawback of the channeling in this case is the 
angular distribution of the outgoing particles in 
the direction perpendicular to both the normal 
of the plane and the direction of the beam. 
This distribution is limited for axial channeling 
and is much broader for the planar case.

Tab l e  4

Comparison between the calculated channeling characteristics of two channels for 10 GeV  
positrons in a periodically bent 320-μm-thick Si crystal 

Direction a, Å A, % Lp1, μm Lp2, μm

<110>
0 77 ± 2 252 ± 5 121 ± 3
2 57 ± 1 171 ± 4 72 ± 1
0 97 ± 1 302 ± 4 272 ± 6

(110) 2 90 ± 2 301 ± 5 256 ± 8
4 82 ± 3 287 ± 7 209 ± 9

Tab l e  5

Comparison of acceptance and channeling lengths for axial and planar channeling of electrons with different 
energies in a straight 320-μm-thick Si crystal

Direction ε, GeV A, % Lp1, μm Lp2, μm Ld, μm

0.855 32 ± 4 5 ± 1 5 ± 1 3 ± 1
Axial 1.60 34 ± 3 6 ± 1 7 ± 1 4 ± 1
<110> 6.7 36 ± 3 15 ± 1 17 ± 1 10 ± 3

10 36 ± 2 19 ± 1 21 ± 1 13 ± 1
20 37 ± 4 31 ± 3 31 ± 2 21 ± 3

0.855 59 ± 4 13 ± 1 14 ± 1 9 ± 3
Planar 1.60 61 ± 4 19 ± 1 21 ± 1 14 ± 1
(110) 6.7 64 ± 4 62 ± 5 56 ± 3 49 ± 4

10 65 ± 4 81 ± 7 73 ± 4 68 ± 10
20 68 ± 3 129 ± 10 112 ± 6 110 ± 10



181

Теоретическая физика

For electrons the difference between the 
axial and the planar channelings turned out 
to be more pronounced (see Table 5). The 
acceptances in the axial and planar cases differ 
by a factor of 2-3, whereas the dechanneling 
lengths differ by a factor of 2-5 depending 
on the calculation procedure. In this case the 
dechanneling length is shorter than the bending 
period of the crystal and therefore the results 
on the periodically bent crystal are omitted.

The effect of the shorter dechanneling 
length in the axial case is caused by a higher 
probability of collision with the atoms of the 
medium. Trajectories of channeling electrons 
are located in the close vicinity of atom strings 
(marked by dark and light tones in Fig. 4). The 
local density of atoms in this region is several 
times higher than that in the case of planar 
channeling, and this difference results in a 
higher dechanneling rate.

To quantitatively estimate this effect, let 
us consider a cylinder disposed along a row 
of atoms along the <110> axis (Fig. 6, a). 
The local density of atoms in such a cylinder 
depends on its radius and for high radius values 
approaches the average density of the crystal. 
The relationship between the local density of the 
medium and the cylinder radius for planar and 
axial channels is shown in Fig. 6, b. This density 
value is the same for two cases at the large radius 

limit (the average crystal density is the same for 
both cases), but becomes several times greater in 
axial case for the radius values less than 0.5 Å.  
For small radius values (e.g. of 0.3 Å), such a 
cylinder contains 3.5 times more atoms than 
the same one disposed in the (110) plane. This 
dependence results in a higher probability of 
hard collision of projectiles leading to very low 
impact parameter and dechanneling.

4. Summary

In this paper, the general simulation 
approach of the channeling process using 
MBN  Explorer has been described. The 
propagation of projectiles through the medium 
was simulated by solving a three-dimensional 
equation of motion of a relativistic projectile 
interacting with individual atoms of the 
medium. This approach allows high-precision 
simulation of any channeling types in various 
media including periodically bent crystals.

The results of the numerical simulation of 
the axial channeling of positrons and electrons 
in straight and periodically bent crystals 
are presented. It is shown that the main 
characteristics of this effect (an acceptance 
and a channeling length) depend strongly on 
the axis direction and the sign of the projectile 
charge. The results of simulation of position 
channeling in periodically bent crystals are also 

Fig. 6. Schematic illustration of the local density calculation for planar (top)  
and axial (bottom) channels (a), and comparison plots of the local density of atoms versus inverse  

cylinder radius for planar (1) and axial (2) channels (b)

а) b)
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analyzed and presented. The optimal beam 
and bending directions obtained on the basis 
of numerical simulations and an analysis of 
the averaged potential energy are given as well. 
Channeling in this mode is characterized by 
the highest values of the acceptance and the 
dechanneling length.

The universal approach to simulation of 
medium allows to directly compare the planar 
and the axial channeling types. It is shown that 
planar channeling is characterized by values of 
acceptance and dechanneling length higher than 

those for the axial type due to the difference in 
the local medium density.
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В статье представлены результаты численных расчетов плоскостного и аксиального типов кана-
лирования электронов и позитронов в прямых и периодически изогнутых каналах в монокристаллах 
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ELECTRONS AND POSITRONS: SIMULATIONS

This paper presents the results of numerical simulations of a crystalline undulator 
based on the channeling of 20 GeV electrons and positrons. The device considered 
is characterized by a small amplitude and a short period of periodic bending. 
Calculations have been performed accounting for all-atom interactions using the MBN 
Explorer software package. The effect of low crystal thickness (less than a channeling 
oscillations period) on radiation spectrum was studied. A new scheme to product a 
high-energy radiation was proposed. It is based on the short-period small-amplitude 
crystalline undulator and allows decreasing the intensity of the non-undulator part of 
the spectrum.

SMALL-AMPLITUDE CRYSTALLINE UNDULATOR, ELECTRON, POSITRON, 
CHANNELING, SIMULATION, CRYSTALLINE TARGET.

1. Introduction

A crystalline undulator  (CU) [1] is a 
device producing high-energy radiation by 
propagating charged relativistic particles 
through a periodically bent oriented crystalline 
medium. The feasibility of creating such a 
device has been predicted theoretically [2 – 4] 
and now is being studied experimentally  [5]. 
This concept is based on the channeling effect 
that involves the propagation of projectiles in 
oriented crystals along crystalline planes or axes. 
Projectiles in channels interact with crystalline 
medium and oscillate around the center 
of the channel. The shape of the channel is 
responsible for the amplitude and the period of 
channeling oscillations and the corresponding 
radiation. Channeling in bent crystals leads to 
a special type of radiation which depends on 
the parameters of crystal bending. In recent 
years two main types of crystalline undulators 
have been discussed: small-amplitude short-
period (SASP) undulators [5 – 7], and large-
amplitude large-period (LALP) undulators [5,  
8 – 10]. The bending amplitude is considered 
high if its value is more than the interplanar 
distance in the crystal. The bending period is 
considered large if its value is larger than that 
of the period of channeling oscillations in the 
channel. Short-period undulators can be used 

to generate the radiation with photon energies 
higher than the characteristic energy of the 
channeling radiation.

In recent series of experiments at Mainzer 
Microtron [5] with 600 and 855 MeV electrons 
the effect of a small-amplitude short-period 
undulator was observed. Another set of 
experiments with diamond crystalline undulators 
is planned within the E-212 collaboration 
at the SLAC facility (Stanford Linear 
Accelerator Center, USA) with 10 – 20 GeV  
electron beam. The current experiments with 
small-amplitude short-period undulators are 
based on thin silicon (or diamond) crystals 
doped with small amount of germanium atoms. 
These crystals are produced using the Molecular 
Beam Epitaxy (MBE) technology.

The cases of LALP and SASP undulators can 
be distinguished by the value of the parameter  
C = ε ∕(RU'max). In the case of an LALP undulator, 
the value of this parameter is considered small,  
C << 1, because the projectile has to follow 
bends of crystalline planes or axes to produce 
appropriate radiation. In this case an increase 
in the bending amplitude leads to an increase 
in the radiation intensity, but also causes an 
increase in C being a limiting factor. In SASP 
undulators the C parameter can also be formally 
calculated and its value is more than 1. In this 
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case projectiles are unable to follow bends of 
the crystalline medium. What produces the 
undulator radiation here is the periodic force 
acting on the projectile due to the rapid change 
of the interplanar potential. Then the growth of 
the bending amplitude also boosts the intensity of 
radiation but reduces the number of channeling 
projectiles. The amplitude in this instance is 
limited to a half of the interplanar distance.

In previous papers [11 – 13] the 
methodology of simulation of channeling with 
MBN Explorer was presented and applied for 
straight and bent crystals for sub-GeV energies. 
The simulations for multi-GeV energies were 
also described for bent  [14] and periodically 
bent [6] crystals.

MBN Explorer implements a full-atom 
model of the three-dimensional motion of 
projectiles in the crystalline medium. In this 
work, the crystal parameters were taken 
from experiment [5] as a starting point for 
the simulations. With these parameters the 
simulation of propagation of projectiles 
through the crystals was performed. Using a 
quasi-classical approach to the calculation of a 
radiation spectrum the radiation of projectiles 
was calculated and compared for different 
crystals. It is shown that for crystals with a 
thickness less than channeling oscillations 
period the channeling radiation effect can be 
suppressed, while undulator radiation can still 
be generated. The parameters of this radiation 
are studied numerically.

2. Physical model

The simulation of propagation of a relativistic 
projectile in a crystalline medium was performed 
by solving the classical relativistic equations of 
motion. The force acting on a projectile was 
calculated as a sum of its interactions with 
neighboring atoms of the medium. Each atom 
of the medium was considered as fixed in space 
as its velocity is much lower than the speed 
of projectile. Interaction of the projectile with 
atoms was modeled using the classical Molière 
[15] interaction potential for screened charges. 
The atom positions are conditioned by the 
crystal grid and random displacement due to 
thermal vibrations. We took the crystalline 
grid parameters and thermal vibrations from 
literature [16]. 

In order to simulate the propagation of 
a whole beam, the parameters of individual 
projectiles are randomly sampled. These 
parameters include an entry point of the 
projectile into the crystal and an angle between 
a particle initial velocity and a beam direction. 
The width of the angular distribution is 
determined by beam emittance. A random shift 
of the atoms of the medium due to thermal 
vibration also causes the sampling of the crystal 
parameters.

An accelerated motion of charged projectiles 
in crystal channels produces radiation which 
can be characterized by a radiation spectrum 
differential with respect to the photon energy 
ħω and integrated over the given angular 
aperture θ

d.
The simulated trajectories were used to 

compute the spectral distribution of the emitted 
radiation. For each set of simulated trajectories 
of the total number N0 the spectral distribution 
emitted within the cone θ < θd with respect to 
the incident beam was calculated as follows:
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here 3 /jd E d dω Ω  is the spectral-angular 
distribution emitted by a particle moving along 
the j-th trajectory. 

The sum is carried out over all simulated 
trajectories, i.e. it takes into account the 
contribution of the channeling segments of the 
trajectories as well as of those corresponding to 
the non-channeling regime.

In order to calculate 3 /jd E d dω Ω  a 
general quasi-classical method developed by 
Baier and Katkov [17] was used. The quasi-
classical approach explicitly takes into account 
the quantum corrections due to the radiative 
recoil. The method is applicable in the whole 
range of the emitted photon energies, except 
for the extreme high-energy tail of the spectrum 
where (1 / ) 1.− ω ε <<

Within the framework of the quasi-classical 
approach, the spectral distribution in energy 
radiated in the given direction n by an ultra-
relativistic particle is given by the following 
expression (see Ref. [18] for the details):
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In the classical limit u → 0, ω' = ω. These 
equations allow us to compute the emission 
spectrum for each simulated trajectory. 
Averaging the spectrum over all trajectories 
allows calculating the spectrum of the beam, 
and determines the statistical error.

3. Numerical results

Let us consider planar channeling in straight 
and periodically bent crystals of silicon and 
diamond. The thickness of the crystal is 4 µm, 
the bending period λu is 0.4 µm and the bending 
amplitude a is 0.4 Å which is lower than a half 
of the interplanar distance in both cases. The 
motion of charged projectiles in the straight 
crystal corresponds to a classical channeling 
regime. The second case corresponds to a 

SASP crystalline undulator regime. The beam 
is oriented in a (110) plane, avoiding axial 
channeling directions.

The results of the simulation of radiation of 
20 GeV electrons and positrons are compared 
for the straight and periodically bent diamond 
and silicon crystals (Fig. 1). At this energy, the 
natural emission angle is θc = 1/γ = 25.6 µrad.  
The taken value of beam emittance was  
ψ = 5 µrad. The taken angular aperture of the 
detector θmax = 150 µrad was 5.8 times higher 
than the natural emission angle, and covering 
most of the radiation of projectiles.

In both pictures (see Fig. 1) the rise of 
each curve  (below 1  GeV) corresponds to 
the channeling radiation, while the peak at 
~6 GeV as well as other ones corresponds to the 
undulator radiation. Bending of a crystal leads to 
a significant suppression of the channeling peak. 
This effect can be described in terms of an average 
potential model of channeling. With increase in 
the bending amplitude the potential well depth 
decreases but its width grows. This leads to a 
decrease in the number of channeling projectiles 

(2)

Fig. 1. Radiation spectra for 20 GeV electrons and positrons in the straight and the periodically bent 
diamond (a) and silicon (b) crystals; a = 0.4 Å, λu = 0.4 µm

а)

b)

ν ν
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and in frequencies of channeling oscillations.
Another factor of suppression of the 

channeling radiation arises from the high 
parameter values being unfit for thin crystals; 
for example, the characteristic periods of 
channeling oscillations in simulated trajectories 
for positrons are equal to 9  μm in C(110) 
channels and 11.5  μm in Si(110) channels 
at the energy of projectiles of 20 GeV; these 
periods are longer than some crystal thickness 
values. This difference causes the suppression 
of the channeling effect in thin crystals. The 
comparison between the radiation spectra for 
a thick (24 μm) crystal and a thin (4 μm) one 
is shown in Fig. 2. The values for the thinner 
crystal are multiplied by a factor of 6 for 
comparison. As can be seen from the plots, the 
undulator peaks of both curves nearly coincide, 
while the curve shapes in the region of lower 

photon energies are significantly different. 
The channeling produces a sharp peak of 
radiation around the energy of 150 MeV for a 
thick crystal, while the corresponding peak is 
absent for a less thickness, and the radiation is 
produced by a synchrotron effect.

The radiation emission by projectiles in this 
simulation is directed strongly along the beam. 
For the small-aperture undulator the radiation 
is emitted within a narrow energy range. The 
dependence of the emitted radiation spectrum 
on the detector aperture θmax is shown in  
Fig. 3. In the case of the narrow aperture  
θmax = 10 μrad the peak in the spectrum is rather 
sharp. With an increase in the aperture the absolute 
value of the number of high-energy photons 
grows, but the peak width grows as well. At  
θmax = 150 μrad the radiation spectrum saturates 
and does not change at higher aperture values.

Fig. 2. A comparison between radiation spectra (20 GeV electrons) for two bent diamond crystals with 
different thickness values: 24 µm (1) and 4 µm (2).  

The characteristic channeling oscillations period is equal to 9 μm and falls between the thickness values. For the sake 
of comparison, the curve 2 is multiplied by the factor of 6.

Fig. 3. A comparison between the radiation spectra (20 GeV electrons) in CU for different apertures θmax: 
1 µrad (1), 30 µrad (2), 150 µrad (3)
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3.1. Crystalline undulator stack

The effect of suppression of channeling 
radiation in short-periodically bent crystals 
can be used in order to produce undulator 
radiation with a higher efficiency. To increase 
the energy of undulator radiation without 
increasing channeling radiation, it is possible 
to use a stack of short crystalline undulators 
instead of one long undulator. The scheme of 
such a crystalline system is shown in Fig. 4. In 
this system, the projectile passes several layers 
of periodically bent crystalline medium, the 
radiation produced at all layers adds to the total 
radiation produced by projectile. For an SASP 
undulator the thickness of the layers could be 
taken in the interval between the bending period 
λ

u and the characteristic channeling period of 
projectile. Such choice of the parameters leads 
to the absence of full channeling oscillation 
periods in each channeling segment of trajectory 
of projectile which results in the suppression of 
channeling radiation. The effect of undulator 
radiation in the system remains and grows with 
an increase in the number of layers.

To simulate the effect of channeling in 
CU stack the following system was modeled. 
A set of layers (l = 4 μm) of periodically bent 
crystals was put into the simulation box with 
gaps (l′ = 4 μm) between layers, the period of 
crystal bending was set to λ = 0.4 μm. Such a 

system corresponds to a case of the crystalline 
undulator stack. In this instance the projectiles 
are captured in the first crystal, escape from the 
crystal at some point, and have to be captured 
again in the next crystal layer. The process of the 
recapturing of the projectiles in the channeling 
mode leads to the increase in angular dispersion 
in velocity of projectiles and the decrease in the 
number of channeling particles as the number 
of layers increases.

The thickness of layers in this simulation 
is set below the channeling oscillations 
period (11.5 μm) but above the period of crystal 

Fig. 4. The scheme of the CU stack made  
of 1, 2, …, n periodically bent crystal layers, each 
of the thickness l. The quantity l′ stands for the 
gap between the layers, λu is the bending period. 

Arrowed lines illustrate the trajectories  
of projectiles

Fig. 5. Radiation spectra for the small (a) and large (b) apertures calculated for different number  
of layers (l = 4 μm) in a stack: 1 (curve 1), 4 (2), 8 (4), 12 (5); θmax = 250 μrad (a) and 15.6 μrad (b);  

a = 0.4 Å, λu = 0.4 µm 

а) b)
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bending (0.4 μm). Such a choice of the crystal 
thickness leads to the suppression of channeling 
radiation due to the lack of full oscillation 
periods, but the undulator radiation remains.

The comparison between radiation spectra for 
the different number of layers in a stack is given 
in Fig. 5. The energy of both synchrotron and 
undulator radiation grows linearly with an increase 
in the number of stack layers up to 4 (the case 
for a small aperture). For the higher number of 
stack layers the angular distribution of projectile 
velocities becomes wider and the radiation in a 
narrow cone saturates. For a higher aperture the 
growth of the peak intensity continues.

The radiation from a single crystal undulator 
(the crystal is 24 µm thick) is compared to a 
stack of them (6 × 4 µm) in Fig. 6. It can be 
seen, that in the stack case the channeling peak 
in the radiation spectrum is suppressed, while 
the undulator peak is nearly the same as the 
one for the case of a single crystal.

4. Summary

This paper deals with the simulation of 

photon emission by 20  GeV electrons and 
positrons in a small-amplitude crystalline 
undulator. The obtained results have been 
presented and thoroughly discussed. The 
simulations were performed using the MBN 
Explorer software package with accounting 
for all-atom interactions of projectiles. It is 
shown that for high-energy projectiles in thin 
periodically bent silicon and diamond crystals 
the effect of channeling is highly suppressed, 
but the motion in a periodically bent medium 
generates intensive radiation. This regime is 
favorable for the construction of a crystalline 
undulator based on light sources as the energy 
of a projectile is transferred mostly to the 
undulator radiation.
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The beam energy is 20 GeV; a = 0.4 Å, λu = 0.4 µm 
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