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Аннотация. Синтез систем с робастными свойствами является одной из 
наиболее важных проблем теории автоматического управления. В докладе 
рассмотрены методы синтеза робастного управления для крупномасштабных систем 
с параметрическими возмущениями. Объекты управления с параметрами, заданными 
принадлежностью ограниченным множествам, моделируются дифференциальными 
уравнениями с интервальными коэффициентами. Решение проблемы синтеза 
робастного управления основано на втором методе Ляпунова, обобщенного с 
использованием функций Ляпунова, зависимых от параметров объекта. Параметры 
регулятора определяются решениями двум матричных уравнений типа Риккати. 
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Abstract. Design of systems with robust properties is one the most important problem 
in control theory. This paper describes technique to synthesize robust control for large-
scale systems when their parameters deviate from the rated values. A plant with roughly 
defined parameters have mathematical model is given by the vector differential equation 
with interval coefficients. The problem is solved based on the Lyapunov direct method with 
parameter-depend Lyapunov function, generalized for systems stability with use of interval 
models. Parameters of robust control are defined solutions two Riccati equations. 
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Введение 
Рассматривается стратегия управления, обеспечивающая робастную 

устойчивость динамических систем по отношению к неопределенности в 
задании параметров. Решение задачи робастной стабилизации получено в 
рамках двухуровневых структур управления на основе применения скаляр-
но-оптимизационных функций и методов интервального анализа [1 – 3]. 

Требования к динамическим параметрам системы определяются за-
данной степенью устойчивости, которая характеризует, с одной стороны, 
расположение собственных значений матрицы замкнутой системы в от-
крытой левой полуплоскости, а с другой стороны – затухание некоторой 
функции, характеризующей обобщенное расстояние от интегральных 
кривых системы до начала координат фазового пространства [7]. При 
этом необходимо обеспечить требуемую степень устойчивости в услови-
ях наличия параметрических возмущений. 

Условием эффективного применения прямого метода Ляпунова к 
задачам робастной устойчивости систем с интервальными коэффициен-
тами является либо знание воронок  tx  – отрезков решений системы
дифференциальных уравнений, которые приходят в эту точку и отвечают 
эквивалентным начальным условиям, удовлетворяющим соотношению 

  BAxttx ,,, 00 , либо возможность построения оценок с использова-

нием скалярно-оптимизационных функций множеств указанных воро-
нок. 

1. Постановка задачи
Пусть математическая модель объекта управления определяется си-

стемой векторных дифференциальных уравнений с неопределенными 
(неточно заданными) параметрами [8] 

  0

.
, 0x Ax Bu x x    ,               (1) 

где nx R , mu R  – векторы фазовых координат и управляющих воз-
действий соответственно; n nA IR  – интервальная матрица, определя-

ющая динамические свойства системы,  
, 1

; n n
n

ij i j
A A Aa 


 
   IR  , 

; ijijija a a 
  ; mnB  IR

~
 – интервальная матрица, характеризующая вли-

яние управляющих воздействий;  ijijij bbb ;
~

 ; IR  – множество веще-

ственных интервалов, включающее как правильные интервалы ( aa  ), 

так и неправильные интервалы ( aa  ). 
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Используя центрированную форму представления интервальных 
матриц A

~
 и B

~
, преобразуем систему (1) к виду

     0 0 0

.
, 0x A A x B B u x x       ,     (2)

где nnAA  R
~

 med0 , mnBB  R
~

 med0  – матрицы медианных (но-
минальных) значений параметров исследуемой системы; 

    nnAAAA  IR
~

 rad1;1
~

 rad;
~

 rad
~ ,

    mnBBBB  IR
~

 rad1;1
~

 rad;
~

 rad
~  – интервальные матрицы,

характеризующие вариации параметров. 
С учетом введенных определений цель робастной стабилизации си-

стемы может быть формализована следующим образом: в классе двух-
уровневых структур управления 

xKu
~ , 

nmK  IR
~

синтезировать управление, при котором процессы в интервальной систе-
ме (2) удовлетворяют целевому неравенству при всех параметрических 
возмущениях из ограниченного множества: AA

~ , BB
~ .

2. Декомпозиция системы
При синтезе используется декомпозиция исходной крупномасштаб-

ной системы. Пусть система с параметрическими возмущениями пред-
ставима в виде взаимодействующих подсистем 

 


N

ijj
iijjiiiiiii NixxxiAuBxAx

,1
0 ,,1,)0(,

~~~ (3) 

где in
ix R  – вектор фазовых координат, а im

iu R  – вектор управляю-

щих воздействий i-й подсистемы; iiA
~

, ijA , iiB – интервальные матрицы,

определяющие параметрические возмущения в подсистемах и функциях 
взаимного влияния. 

Цель управления состоит в обеспечении степени устойчивости каж-
дой изолированной подсистемы ];[~

iii    и степени устойчивости

взаимосвязанной системы [ ; ]    при вариациях параметров, удовле-
творяющих условиям 

, , , , ,ii ii ii ii ij ij ij ij ii ii ii iiA A A A A A A A B B B B    
    

          

Управляющее воздействие будем формировать в классе двухуровне-
вых структур 

Nixuxuxu i
g

ii
l

iii ,1,)()()(  (4)
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Робастное двухуровневое управление осуществляется локальными 
регуляторами, которые стабилизируют изолированные подсистемы, и 
координатором, обеспечивающим устойчивость всей взаимосвязанной 
системы. 

3. Синтез локального управления
Управление, вырабатываемое локальным регулятором, определим

соотношением 

NixPBxu iii
T

iii
l
i ,1,

~
)( 0  (5) 

где матрица 0
ii ii iiP P P    находится на основе решения 0

iiP  уравнения

   0 0 0 0
0 00,5 0,5

T

n nii ii ii iii ii i
A I P P A I      

NiAAPIBBP ii
T

iiiiin
T

iiiiii ,1,0814 000000 





   . (6) 

Уравнение (6) отвечает подсистеме с номинальными параметрами. 
Обобщенное решение iiP   является решением интервального матричного 
уравнения 

    0 00,5 0,5 14
T

T
n nii i ii ii ii i ii ii ii iii i

A I P P A I P B B P                 

 0 02 14 14 8 0, 1,T T T
nii ii ii ii ii ii ii iii

A A P B B B B I P i N                , (7) 

соответствующего вариациям параметров подсистем. Методика синтеза 
уравнений Риккати данного класса приведена в работах [4 – 6]. 

У каждой изолированной подсистемы существует интервальная 
функция Ляпунова: 

NixPxxv iii
T
iii ,1,

~
)(~  , (8) 

для которой справедливы оценки, характерные для квадратичных форм. 
Изолированные подсистемы удовлетворяют экспоненциальным оценкам 
с интервальным показателем ];[~

iii   .

4. Построение системы сравнения
Для определения вида координирующего управления построим ин-

тервальную систему сравнения, соответствующую исходной системе. 
С этой целью, используя правила дифференцирования интервальных 
функций, вычислим полную производную функции (8) в силу взаимо-
действующих подсистем (3), замкнутых локальным регулятором (5). 









 



N

ijj
i

g
iiijjiiii

T
iiiiiiii

T
iii xuBxiAxPBBAPxxv

,1

0 )(
~~

)
~~~

(
~

2)(~ .

Для полной производной функции (8), с учетом неравенства 

CxCxDxDxCxDx TTTTTT   
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справедлива следующая оценка 

 iiiiin
T

iiiiiiii
T
iiiiii

T
iii xPIBBPPAAPxxv ]

~
)

~
(

~
2

~~~~
[2)(~ 0

NixuBPxxAxA
N

ijj
i

g
iiiii

T
ijij

T
jij ,1,)(

~~
2)

~
()

~
(

,1
 


. (9)

Так как матрица iiP
~

 удовлетворяет уравнениям (6) и (7), то неравен-
ство (9) принимает вид 

 


N

ijj
i

g
iiiii

T
ijij

T
jijiiiii xuBPxxAxAxvxv

,1
)(

~~
2)

~
()

~
()(~~)(~  .

Переходя к евклидовой норме вектора ix  и g
iu , имеем




N

ijj
jjjjm

T
ij

T
ijMiiiii xvPAAxvxv

,1

12/1 )(~)
~

(
~

)
~~

(
~

)(~~)(~ 

NixuxBBP g
iiii

T
iiMiiM ,1,)()

~~
(

~
)

~
(

~
2 2

1
  . 

(10а) 
Для получения линейной относительно глобального управления си-

стемы сравнения используем интервальную функцию Шильяка 

NixPxx iii
T
iii ,1,)

~
()(~ 2

1̀
 , (10б) 

которая является интервальным расширением степенной функции и 
определена выражением 

])(;)[()](;)([)(~ 2
1

2
1

iii
T
iiii

T
iiiiiii xPxxPxxxx   . 

Функция (10б) связана с функцией Ляпунова (8) соотношениями 

)(~)(~5,0)(~,))(~()(~ 2
1

iiiiiiiiii xvxxxvx    (11) 

и удовлетворяет линейным оценкам 

iiiMiiiiim xPxxP )
~

(
~

)(~)
~

(
~ 2

1
2

1
 

Из соотношения (10а) с учетом соотношений (11), связывающих 
функции i~  и iv~ , следует, что полная производная функции Ляпунова
(10б) в силу подсистемы (3), замкнутой локальным регулятором (5), удо-
влетворяет неравенству 

( ) 0.5 ( )i i i i ix x       

1/2 1 1

1,
0,5 ( ) ( ) ( ) ( )

N
T

M ij ij m jj i i j j
j j i

A A P x x    

 
         

1/2 1( ) ( ) ( ) , 1, .T g
M ii M ii ii i i i iP B B x x u i N         (12)
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Так как исследование свойств подсистем проводиться в области 
},0|),{( iixtxt  , то для производной функции )(~

ii x  из не-

равенства (12) следует оценка 

 )(~~5,0)(~
iiiii xx 
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(
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(
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~
(
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NixuPBBP g
iiimii
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~
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~~
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 . (13) 

 

Введя векторную интервальную функцию NnxV IRIR:)(
~   с ком-

понентами )(~
ii x

T
NN xxxV ))(~...,),(~()(

~
11  , (14) 

преобразуем систему скалярных дифференциальных неравенств (13) в 
векторное дифференциальное неравенство 

guxVWxV  ~
)(

~~
)(

~ . (15) 

Дифференциальному неравенству (15) с векторной функцией Ляпу-
нова (14) отвечает система сравнения с интервальными коэффициентами 

guzWz  ~~ . (16)

Здесь NNW  IR
~

,
~

– интервальные матрицы, элементы которых
определены следующими соотношениями 

11/2 2
1

1
2

0,5 ,

( ) ( )( )
0,5 ,

( ) ( )

ii i

TN
M ij ij M jj jij

ij

m ii m jj i

w i j

A A PW w
w i j

P P
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~
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~,}~{diag
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2
1

1

iim

ii
T
iiMiiM

i
N

i
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BBP




  (18) 

где Ng
iu R – вектор координирующего управления; Nz R – вектор

состояния системы сравнения. 
В выражениях (17) и (18) оценки для минимальных и максимальных

собственных значений )
~

(
~   интервальных матриц ~  могут быть полу-

чены на основе решения проблемы собственных значений симметричных 
матриц 
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где m , M  – собственные векторы интервальной матрицы ~ , отвечаю-

щие собственным числам )
~

(
~ m , )

~
(

~ M .

С учетом выражений (19) и (20) элементы матриц W
~
и ~ , принима-

ют значения 
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5. Синтез координирующего управления
Вектор координирующего управления определяется так, чтобы ре-

шения системы сравнения удовлетворяли соотношениям 

)](~5,0exp[
~

),,( 0000 ttzMzttz z   . (23) 

Для выполнения этого требования координирующее управление 
должно иметь вид 

zHu Tg ~~ , (24) 

где матрица 0H H H    является суммой матрицы 0H – решения 
уравнения Риккати «второго уровня» 
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WWIH

IWHHIW
T

N
TT

T
N

T
N 

(25) 

соответствующего номинальной системы сравнения, и матрицы H   –
обобщенного решения интервального матричного уравнения 

0TW H H W H D H G                , (26) 

составленного для вариаций параметров системы сравнения. 

Здесь 0 010 4 2T T
ND I          , 0 02 4T TG W W H H           , 

)(5,0)
~

(m0 WWWW  ,   5,0)
~

(m0 , WWW )
~

(w ,

)
~

(w]5,0;5,0[
~

WW  , )
~

(]5,0;5,0[
~  w , )

~
(w .

Уравнение динамики системы с параметрическими возмущениями с 
двухуровневым стабилизирующим регулятором (4), параметры которого 
определяются решениями уравнений (25), (26) имеет вид 

zHBxPBBAx TT ~~~
)

~~~
( 0  (27) 

или в форме взаимодействующих подсистем 







N

j
jijiiii

N

jijiii
T

iiiiiii zhB
ijj

xAxPBBAx
1

0 ~~~

,1

~
)

~~~
(   (28) 

6. Свойства замкнутой системы
Свойства системы, замкнутой двухуровневым робастным регулято-

ром, определяются следующей теоремой. 
Теорема. Пусть в системе вариации параметров таковы, что: 
1) выполнены соотношения

iiiiiiiiiiiiiiiii
T
ii GPDPPAPPA   )(0

iiiiiiiiiiiiiiiii
T
ii GPDPPAPPA   )(0

iiiiiiiiiiiiiiiii
T
ii GPDPPAPPA   )(0 ;

2) для матриц системы сравнения, определенных формулами (21)
(22), справедливы следующие неравенства 

GHDHHWHHW T    )(0 ,

GHDHHWHHW
T

   )(0 , 

где матрица H – решение уравнения 
0TW H H W H D H G          , 
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а матрица H – решение уравнения 
0

T
W H H W H D H G          . 

Тогда система (27) или (28) с локальными регуляторами (5) и коор-
динатором (24) робастно устойчива с интервальным показателем 

];[~   , то есть для решений замкнутой системы выполняются нера-
венства (23). 

Доказательство утверждения теоремы основывается на использова-
нии интервальной векторной функции Ляпунова (14) и системы сравне-
ния (16). 

Заключение 
Рассмотренная процедура синтеза глобального (координирующего) 

управления основана на обращении задачи Ляпунова. При заданной 
структуре интервальной функции Ляпунова, отвечающей системе срав-
нения, ее параметры определяются из матричного уравнения Риккати, 
объединенное множество решений которого находится с помощью 
внешних оценок. Синтезированное двухуровневое управление позволяет 
придать проектируемой системе свойство робастной устойчивости с за-
данным показателем при всех параметрических возмущениях, удовле-
творяющих условиям существования решения матричного уравнения ти-
па Риккати (условия 1 и 2 теоремы). 
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