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Abstract. In this paper the problem of the filtration of a Poisson random process is 
solved. An analytical solution of the filtration problem is constructed, which reduces the 
solution of the problem to the solution of a system of ordinary differential equations of the 
first order. 

Keywords: filtration, Poisson process, Wiener process, stochastic calculus. 

Введение 
Под фильтрацией случайных процессов понимается, как правило, 

задача об оценке значения случайного процесса в текущий момент по 
каким-либо значениям другого, связанного с ним случайного процесса. 
Теория фильтрации (и оценивания) имеет богатую историю, но именно в 
последние десятилетия она заняла почетное место в рамках кибернетики 
науки, которая «занимается изучением систем любой природы, способ-
ных воспринимать, хранить и перерабатывать информацию и использо-
вать ее для управления и регулирования» (А.Н. Колмогоров). 

Постоянно возрастающее значение методов теории фильтрации обу-
словлено, в первую очередь, запросами современного производства, 
авиации, ракетно-космической техники и т. п., требующих быстрого раз-
вития и широкого внедрения сложных систем управления и связи. Слож-
ность этих систем обусловлена необходимостью работать в широко из-
меняющихся диапазонах, при заранее непредсказуемых условиях, в ре-
жимах, затрудняющих или делающих невозможным контроль со стороны 
человека. Теория фильтрации, наряду с другими математическими тео-
риями, обеспечивает базу для создания такого рода систем. 

С математической точки зрения, для решения задач фильтрации и 
оценивания чаще всего используются методы математической ста-
тистики, подкрепленные мощными вычислительными средствами, по-
скольку задачи обнаружения сигнала сводятся, как правило, к задачам 
анализа и синтеза алгоритмов. Эти вопросы достаточно полно изложены 
в хорошо известных учебных пособиях и монографиях отечественных 
[1, 2, 6 – 10] и зарубежных [3, 4] авторов. Аналитические же методы, с 
прикладной точки зрения, не столь популярны в виду весьма высокой 
сложности соответствующих математических моделей [11 – 14]. С дру-
гой стороны, аналитическое решение задачи фильтрации представляет 
самостоятельный интерес и для практического использования, если такое 
решение позволяет достаточно просто получить конкретный ответ на 
конкретно поставленную прикладную задачу. Понятно, что при этом 
приходится делать некоторые упрощающие предположения, но это не 
беда, если такие предположения естественны с инженерной точки зре-
ния. Настоящая статья посвящена построению аналитического решения 
задачи фильтрации, которое сводит эту задачу к решению системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 
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1. Постановка задачи
Далее в этой работе будут использоваться некоторые понятия и тер-

мины стохастического исчисления. Подробности можно найти, напри-
мер, в книге [6]. 

Пусть ( )tl , ( )tu  – случайные процессы, ( ),f x t , ( ),g x t  – неслучай-

ные достаточно гладкие функции своих аргументов.  
Определим выражение 

( )( ) ( )
0

,
t

t

f dl t t u tò  

следующим образом. Возьмем разбиение nT отрезка 

[ ]0 0 1 2, : ... nt t t t t t t< < < < =  и составим сумму 

( )( ) ( ) ( )( )
1

1
0

,
n

n i i i i
k

f t t t ts l u u
-

+
=

= -å .
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если этот предел существует (в среднем квадратичном) и не зависит от 
выбора разбиения nT  (стохастический интеграл Ито). 

Уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,d f t dt g t d t tl l l u l l= + =

следует понимать в смысле 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0

0 , ,
t t

t t

t f d g dl l l t t t l t t u t= + +ò ò .

Для малого t

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
, ,t t t t f t t t g t t t O tl l l l l uº + - = + +     , 

( ) ( ) ( )t t t tu u uº + -  . 

Если ( )tu  – винеровский процесс, то ( ) 0E tué ù =ë û  и

( )( )2

0

1

2
E t N tué ù = ⋅ê úë û
   (здесь E обозначает математическое ожидание).

Общая схема рассматриваемой задачи может быть изображена сле-
дующим образом: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ),
tфильтр

x t t x t N t z t y t
h

ll


     Å 
 

 . 

Здесь ( )y t  – наблюдаемая функция, ( )th  – гауссов шум с известны-

ми вероятностными характеристиками; ( )x t


 – марковский процесс (век-

торный, размерности n), характеристики которого нас в конечном ито-
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ге интересуют; ( )( ),t x tl


 – интенсивность пуассоновского процесса Nl

(известная функция t  и ( )x t


). Процесс ( )N tl  фильтруется (фильтр задан, 

в частности, известна его переходная функция) и преобразуется в сигнал 
( )z t , который после усиления и смешения с шумом ( )th  является наблю-

даемой величиной ( )y t . 

Сигнал ( )y t  связан с выходным сигналом фильтра ( )z t  дифферен-

циальным уравнением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 , ,dy t z t dt R t d t z t C t z th= + =  (1)

где ( )
1

2R t , ( )C t  – заданные неслучайные функции. 

Действие фильтра описывается дифференциальным уравнением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dz t A t z t dt b t dN tl= +  (2)

где ( )A t  и ( )b t  – известные (неслучайные) функции. Уравнения (1), (2) 

дают, таким образом, возможность связать наблюдаемые ( )y t  с процес-

сом ( )N tl . 

Относительно процесса ( )x t


 предполагается, что он задан стохасти-

ческим дифференциальным уравнением вида 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )0 0

, , ,

,

dx t f t x t dt G t x t d t

x t x

c= +

=

    

  (3)

где ( )tc


 – винеровский процесс, а вектор-функция ( )( ),f t x t
 

 и матрица 

( )( ),G t x t
 

 – заданы. Из уравнения (3) можно стандартным путем вывести

уравнение для плотности вероятности ( ),p t x


:

( ){ } ( ),n

D

P x t D p t x dxÎ Ì =ò
  

 . 

Нам, однако, нужна не эта априорная плотность, а условная (апосте-
риорная) плотность вероятности ( ), tp t x N


, которая учитывала бы из-

вестную реализацию ( )N t  (или, в более общем случае, реализацию ( )y t ). 

2. Построение математической модели фильтрации
пуассоновского процесса

Для дальнейшего понадобится следующая функция 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
0

1
, , , lim exp , 1 , ,t t

N t x t t N t x t E i x t N t x t
t

y u y u u


éº -êë

      
 


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где ( ) ( ) ( ), 1x t x t t x t i= + - = -
  

  , а 
, 

 обозначает скалярное произ-

ведение. 
Вычислим эту функцию при условии, что ( )x t


 удовлетворяет урав-

нению (3). Имеем с точностью до малых порядка ( )to  : 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )

3
2,

2

1
1 , ,

2
1

, , , , .
2

i x te i x t x t

i f t x t t i G f t G

u u u

u u c u c

- = - =

= + ⋅ - ⋅ + ⋅

 
    

 

     
   

 (* ) 

Так как 

1

2

n

c
c

c

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


- по условию стандартный винеровский процесс, то

( ) [ ]( )2
0 и .i i i tc c cºE = E =     Кроме того, поскольку при i j¹

ic  и jc  независимы, то ( ) ( ) ( ) 0i j i jc c c cE =E E =    . 

Таким образом, после усреднения (при фиксированных ( )x t


, ( )N t )

в ( )*  второе слагаемое пропадет, а первое останется без изменений. Об-

ратимся к третьему слагаемому. 

Пусть ijg  - элементы матрицы G


. Тогда  
2

2

, i i ij j
i j

f t G f t gu c u c
é ùæ ö÷çê ú÷⋅ + ⋅ = + =ç ÷ê úç ÷çè øê úë û
å å

 
     

2

i i i ij j
i ij

t f gu u c
é ù
ê ú= + =ê ú
ë û
å å 

( )
2

2
2i i i i i ij j i ij j

i i ij ij

t f t f g gu u u c u c
æ ö æ öæ ö æ ö ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ÷ ÷= + +÷ ÷ç çç ç ÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ÷ ÷ç çè ø è øè ø è ø

å å å å    .

Первое слагаемое здесь имеет порядок ( )2
t , второе слагаемое после 

усреднения пропадет (так как jc  входят линейно), в третьем слагаемом 

после усреднения пропадут члены, содержащие i jc c   при i j¹ . В ито-

ге, после усреднения останется выражение, которое в компактной форме 
можно записать в виде: 

( ) ( ) ( )
2

, , ,f t G N t x t GG t tu c u u o
é ù ¢E ⋅ + ⋅ = +ê ú
ê úë û

      
    . 

Таким образом, 
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( ) ( )( ) ( ), 1
1 , , ,

2
i x tE e i f t x t t GG t tu u u u oé ù ¢- = - +ê úë û

 
      

   . 

Деля на t  и полагая 0,t   получим 

( ) ( )( ) ( )( ) 1
, , , , ,

2
t N t x t i f t x t GGu u u u¢Y = -

       
. (4)

Введем теперь условную характеристическую функцию процесса 
( )x t


 при заданном ( )N t :

( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) [ ]( ),

exp ,

, ,
n

t

i x

R

C N t i x t N t

e p x t N t dx F pu

u u

u

é ù= E =ê úë û

= ºò
 

  

  

которая представляет собой преобразование Фурье (по x


) функции

( )( ),p t x N t


.

Уравнение для ( )( )tC N tu


 имеет вид: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1

ˆexp , ,

ˆ ˆ

exp , , ,

tdC N t i x t t x t t N t

t dN t t dt

E i x t t N t x t N t dt

u u l l

l l

u y u

-

é ù=E - ⋅ê úë û

é ù⋅ - +ê úë û
é ù+ ê úë û

   

   
 (5) 

Здесь 

( )( ) ( )( ) ( )( )t t t tC N t C N t t C N tu u u+= + -
  

  , 

( ) ( ) ( ),N t N t t N t= + - 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ , , ,
nR

t t x t N t t x p t x N t dxl l lé ù=E =ê úë û ò
   

.

Запишем (5) в терминах преобразования Фурье: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )( ),

exp , , ,

1
, , , , , ,

2

1
, ( ) , ( ) ,

2

n
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R
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i F f p F GG p

u
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ê úë û

é ù é ù¢= -ê ú ê úë ûë û
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   

         

     

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ } [ ] [ ]ˆ ˆexp , ,i x t t x t t N t F p F pu l l l lé ùE - = -ê úë û
  

. 

По свойствам преобразования Фурье 
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[ ]1
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j j
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jj
u j u-
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¶¶é ù = ºê úë û ¶ ¶å
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,
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 

, 

где jka  - элементы матрицы A


. 

Применяя теперь в (5) обратное преобразование Фурье, получим 
уравнение для ( )( ),p x t N t


:

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }

2

,

1

,

1
, , , , ,

2

ˆ ˆ ˆ, , .

j jk
j j kj j k

dp t x N t

f t x p t x N t q t x p t x N t dt
x x x

p t x N t t x t t dN t t dtl l l l
-

=

ì üï ï¶ ¶ï ïé ùé ù= - + +í ýê úë û ë ûï ï¶ ¶ ¶ï ïî þ
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

   

 

      (6) 

Здесь jkq  - элементы матрицы G G¢⋅
 

. 

Оценим далее величину ( )x̂ t


, где

( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ,
n

x t E x t N t x p t x N t dxé ù= =ê úë û ò


    
.

Чтобы получить уравнение для ( )x̂ t


, помножим (6) на x


 и проинте-

грируем по n  относительно x


, имеем:

( ) ( )( ) ], ,
n n

k j k j
j jj j

x f t x p t x N t dx x f p dx
x x

¶ ¶é ù é ù= ⋅ë û ë û¶ ¶å åò ò
 

   
.

Рассмотрим отдельно: 
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1 1... ...
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
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по частям

, 0
j

j

k j j k j xk j
j

k j
j

j j j j j x
j

j j j j

x f p dx x f x p x
x

x f p dx
x

x f p dx x f p
x

f p dx f p dx

+¥
+¥

=-¥+¥ ¹
-¥

+¥
-¥ +¥

=-¥

-¥

+¥ +¥

-¥ -¥

ìï ¶ï é ù = =ï ë ûï ¶ï¶ ïé ù =íë û ï¶ ¶ï é ùï = -ï ë ûï ¶ïî

é ù é ù- =-ë û ë û

ò
ò

ò

ò ò

 



96

(здесь использован тот факт, что ( ) 0
x

p x
¥



 быстрее, чем 

1

x
 , а ( )jf x


 

ограничены; достаточно требовать, чтобы 0j x
f p

¥
  быстрее, чем 

1

x
 ). 

Таким образом, 

( ) ( )( ), ,
n n

j
j j

x f p dx f t x p t x N t dx
x

¶ é ù- =ë û¶åò ò
 

    

Далее 
2

,

0
n

l jk
j k j k

x q p dx
x x

¶ ùé ù =úë û û¶ ¶åò



 для всех j, k, l. 

Действительно, например при l=j=k имеем: 

1

2 2

1 12 2
... ... ;

n n

j jj j jj j j j n
j j

x q p dx x q p dx dx dx dx dx
x x-

+¥

-

-¥

é ù¶ ¶ê úé ù é ù= ê úë û ë û¶ ¶ê úë û
ò ò ò
 

 

2 по частям

2

0 0
jj

j jj j
j

j jj jj j jj xx
j j

x q p dx
x

x q p q p dx q p
x x

+¥

-¥

+¥
+¥ +¥

=-¥=-¥
-¥

¶ é ù =ë û¶

¶ ¶é ù é ù= - = - =ë û ë û¶ ¶

ò

ò
Вычислим далее 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, , ,
n

x p t x N t t x dx E x t t x t N tl l=ò


     
, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

ˆ ˆˆ ˆ, , ,

ˆ , , ,

n n

n

x p t x N t t dx x t t x t t x p t x N t dx

x t t x p t x N t dx E x t t x t N t

l l l

l l

= = =

= =

ò ò

ò
 



       

     

Таким образом, помножая (6) на x


 и интегрируя по n
x , получим

уравнение для ( )x̂ t


:

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

ˆ ,

ˆ ˆ ˆ,

dx t E f t x t N t dt

E x t x t t x t N t t dN t t dtl l l-

é ù= +ê úë û
é ù é ù+ - ⋅ ⋅ -ê ú ê úë ûë û

 

   (7) 

( ) ( )( )0 0x̂ t E x t=
 
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Предположим теперь, что ( )( ),f t x t
 

 и ( )( ),t x tl


- достаточно гладкие

функции по x


. Тогда:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2

,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , /

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ, / ...
2

T

i i j j i j
i j

f t x t f t x t f t x t x x t x t

x x x x f t x t x x

é ù= + ¶ ¶ ⋅ - +ê úë û

+ - - ¶ ¶ ¶ +å

       

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2

,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , /

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ, / ...
2

T

i i j j i j
i j

t x t t x t t x t x x t x t

x x x x t x t x x

l l l

l

é ù= + ¶ ¶ - +ê úë û

+ - - ¶ ¶ ¶ +å

     

   (7¢ ) 

Подставим эти разложения в (7); при этом учтем, что  

( ) ( ) ( ){ }ˆ | 0E x t x t N t- =
 

. 

Получим: 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

,

1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , /
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, / ,

ij i j
i j

t

dx t f t x t dt f t x t x x dt

t x t x t t dN t t dt x x

s

l l l o-

= + ¶ ¶ ¶ +

é ù é ù+å ¶ ¶ - + -ê ú ê úë ûë û

å
   

    
 (8) 

где 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }ˆ ˆ; | .t ij ij i i j jE x t x t x t x t N ts så = = - -


 (9)

Уравнение (8) для x̂


 точное; однако решить его в таком виде вряд ли
возможно. Поэтому сделаем некоторые упрощающие предположения. Ос-

новное предположение состоит в малости величины ( ) ( ) ( )ˆx t x t te- º
  

(точнее предполагается малость дисперсии ( )( )D te


), что дает возможность

пренебречь величинами третьего и более порядков относительно e


. 

Прежде всего, напишем уравнение для tå


. Для этого мы использу-

ем уравнение (6), помножив его на ( )( ) ( )( )ˆ ˆi i j jx x t x x t- -  и интегрируя по 

1 2... .ndx dx dx  
Вычислим: 

( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ,
n

ij i i j jp t x x x t x x t dxI = - -ò


 
.
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Имеем для подынтегрального выражения (для краткости опускаем у 
( ),p t x


 аргумент x


):

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

ˆ

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

i

j

i i j j

dx

i i i i j j

dx

j j i i j j

i i j j i j j

i i j i i j

p t dt p t x x t x x t

p t dt x x t dt x t dt x t x x t dt

x t dt x t p t x x t x x t

p t dt x x t dt x x t dt dx x x t dt

x x t dt dx p t x x t x

=

=

é ù+ - - - =ë û
é ù

éê ú= + - + + + - - + +êê ú ë
ë û

ù
ú+ + - - - - =ú
úû

é= + - + - + + - + +êë
ù+ - + - - -úû ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆj i jx t p t dt dx dx+ +

(* ) 

Далее 
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ , .

n

ij ij ij

i i j j

i i j j

d t dt t

x x t dt x x t dt p t dt x dx

x x t x x t p t x dx

s s s= + - =

é= - + - + + -êë

- - -

ò


 

 

 

Сравнивая с ( )* , имеем, таким образом, для ijI : 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

ˆ ˆ 01

0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, .

j j

n n

n

x t dt x t dt

ij ij i j i j j

j i i ij i j

d dx dx p t dt x dx dx p t dt x x x t dt dx

dx p t dt x x x t dt dx d dx dx

s

s

= + - + ==

=

I = + + + + - + +

+ + - + = +

ò ò

ò

 



   

 
 (10) 

Если ввести обозначение ( )ˆ ˆT
i jdxdx dx dxº

 
 (матрица размером n n´ ), 

то в матричной форме можно записать: 

( ) T
ij td dxdxI = I = å +

  
. (10¢ )

(Вообще, если a


 - вектор-столбец, то Ta


 - соответственно вектор-строка,

а выражение Tab


 означает матрицу с элементами i ja b .) 

Обратимся к правой части (6). После умножения ее на 

( )( ) ( )( )ˆ ˆi i j jx x t x x t- -  и интегрирования по dx


, получим:
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) { }

2

,

1

ˆ ˆ, ,

1
ˆ ˆ, ,

2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , .

n

n

n

ij k i i j j
k k

kl i i j j
k l k l

i i j j t

f t x p t x x x t x x t dx
x

q t x p t x x x t x x t dx
x x

p t x t x t x x t x x t dx t dN dtl l l l
-

ìï ¶ï é ùI = - - - +í ë ûï ¶ïî
üï¶ ïé ù+ - - +ýë û ï¶ ¶ ïþ

ì üï ïï ïé ù é ù+ - - - -í ýê ú ê úë û ë ûï ïï ïî þ

åò

åò

ò







  

  

  

Первое слагаемое, если , ,k i j¹  дает: 

[ ] ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

по частям

ˆ ˆ

, , | 0

n

k

k

k i i j j
k

x

k i j
x

f p x x t x x t dx
x

f t x p t x e e
=+¥

=-¥

¶
- - =

¶

= =

ò




 

Интеграл в правой части обращается в 0, так как  

( )( )ˆ ˆ 0i i j j
k

x x x x
x

¶ é ù- - =ê úë û¶
, ибо ,k i j¹ . 

Если k= i ≠ j, то  

[ ]( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

1

по частям

1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ... ...

ˆ, , .

n

n

n

i i i j j
i

i i j j i i n

i j j

f p x x x x dx
x

f pdx x x dx dx dx dx

f t x x x p t x dx

-

+¥

- +

-¥

¶
- - =

¶

é ù
ê ú=- - =ê ú
ê úë û

=- -

ò

ò ò

ò









  

Аналогично, если k j i= ¹

( )( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ , ,
n n

j i i j j i i j
j

f p x x x x dx x x f t x p t x dx
x

¶ é ù - - =- -ë û¶ò ò
 

   

Наконец, если k i j= = , то 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )2
ˆ ˆ2 , ,

n n

i i i i i j
i

f p x x dx x x f t x p t x dx
x

¶
- =- -

¶ò ò
 

   
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В матричной форме: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, , ,

n

n

T

k k

TT

f t x p t x t t dx
x

f t x t t f t x p t x dx

e e

e e

¶
- =

¶

é ù= +ê úë û

åò

ò




     

       (11)

Вычислим далее выражение 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 ˆ ˆ, ,
n

ijkl
kl i i j j

k l

q t x p t x x x t x x t dx
x x

¶ é ùI = - -ë û¶ ¶ò


  

Заметим, что если не выполнено условие ( ,k i l j= = ) или 

( ,k j l i= = ), то 1 0I = . Действительно, пусть, например, ,k i j¹ : 

[ ]( )( )

[ ]( )( )

2 о частям относ.

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ |

k

k

k

п x

kl i i j j k l
k l

x

kl i i j j
xl

q p x x x x dx dx
x x

q p x x x x
x

+¥+¥

-¥-¥

=
+¥ =+¥

=-¥
-¥

¶
- - =

¶ ¶

é ¶ê= - - -ê¶ë

ò ò

ò

 

[ ] ( )( )
0

ˆ ˆ 0kl i i j j k l
l k

q p x x x x dx dx
x x

=+¥

-¥

ù
¶ ¶ ú- - - =ú
¶ ¶ ú

û
ò . 

Если же ,k i l j= = , то 

( )( )

( )( )

( )( )

( )

( )

2

1 ˆ ˆ

ˆ ˆ |

ˆ ˆ

ˆ

ˆ |

i

i

j

ijij
ij i i j j i j

i j

x

ij i i j j
xj

ij i i j j i j
j i

ij j j j i
j

ij j j
x

q p x x x x dx dx
x x

q p x x x x
x

q p x x x x dx dx
x x

q p x x dx dx
x

q p x x

+¥+¥

-¥-¥

+¥ =+¥

=-¥
-¥

+¥

-¥

+¥+¥

-¥-¥

=-

¶ é ùI = - - =ë û¶ ¶

é
¶ê é ù= - - -ê ë û¶ê

ë
ù¶ ¶é ù ú- - - =ë û ú¶ ¶ û

¶ é ù=- - =ë û¶

=- -

ò ò

ò

ò

ò ò
 

( ) ( ), ,
jx

ij j i ij i jq p dx dx q t x p t x dx dx
+¥ +¥ +¥=+¥

¥
-¥ -¥ -¥

é ù
ê ú- =ê ú
ê úë û

ò ò ò
 
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Выше учтено, что 

( )( )ˆ ˆ | 0
i

i

x

ij i i j j
xj

q p x x x x
x

=+¥

=-¥

¶ é ù - - =ë û¶
. 

Если же ,k j l i= = , то аналогично 

( )( )

( ) ( )

2

1 ˆ ˆ

, , .

jiij
ij i i j j i j

i j

ij i j

q p x x x x dx dx
x x

q t x p t x dx dx

+¥+¥

-¥-¥

+¥

-¥

¶ é ùI = - - =ë û¶ ¶

=

ò ò

ò

 

 

1
ijijI = 1

jiijI  и т. д. (так как ijq = jiq , поскольку матрица TG G⋅
 

симмет-

рична). 
В матричной форме: 

[ ] ( )
2

,

1
,

2 n n

T T
kl

k l k l

q p dx GG p t x dx
x x

ee
¶

=
¶ ¶åò ò

 

    
(12)

Итак, для tå


 имеем следующее уравнение: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆ , , ,

ˆ ˆ ˆ, ,

n

n

TT T T
t

T
t

d dxdx f t x f t x GG p t x dxdt

t x t p t x dx t dN dt

e e

ee l l l l
-

é ùå + = + + +ê úë û

é ù
ê úé ù é ù é ù+ - -ê úê ú ê ú ê úë û ë û ë ûê úë û

ò

ò





           

   
 (13) 

Разлагая теперь f


 и l  в ряд по степеням ( )ˆi ix x- , удерживая члены 

не выше 3-го порядка относительно ( )ˆx x-
 

 и полагая ( )ˆˆ xl l=


, получим

из (13): 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

1

2

ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ

ˆ

ˆ,
ˆ ˆ, ,

ˆ

T

T
t t t

T
t t t

f t x f t x
d dxdx dt dt

x x

t x
GG dt t x dN t x dt

x

l
l l-

é ù é ù¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê úå + = å +å +
ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê úë û ë û

é ù¶ê ú é ùê ú+ +å å -ê úê ú ë û¶ê úë û

  
   

 


    



 (14) 

(здесь принимается предположение о том, что центральные моменты 4-го 
порядка равны произведению центральных моментов 2-го порядка – см. 
по этому поводу [11]). 
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Заметим далее, что  

( ) ( ) ( )
1

ˆ,
ˆ ˆ, ln ,

ˆ ˆ

t x
t x t x

x x

l
l l

-¶ ¶é ù é ù=ê ú ê úë û ë û¶ ¶


 

 

и из (8) найдем ˆ ˆTdxdx
 

, удерживая только члены, линейные по :dt

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆln , ln ,
ˆ ˆ

T

T
t tdxdx t x t x dN t

x x
l l

é ù é ù¶ ¶ê ú ê ú=å å
ê ú ê ú¶ ¶ë û ë û

    
  . 

Отметим тождество 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆln , ln , ln , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

T

t x t x t x t x t x
x x x x

l l l l l
-é ùé ù é ù¶ ¶ ¶ ¶ê úê ú ê ú=- + ê úê ú ê ú¶ ¶ ¶ ¶ë û ë û ë û

    
    . 

Учитывая два последних равенства, из (14) получаем для tå


 при-
ближенное уравнение 

( ) ( )

( ) ( )
2

2

2 2

ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ

ˆ,
ˆln ,

ˆ ˆ

T

T
t t t

t t t t t

d f t x dt f t x dt GG dt
x x

t x
dt t x dN

x x

l
l

é ù é ù¶ ¶ê ú ê úå = å +å + -
ê ú ê ú¶ ¶ë û ë û
é ù¶ é ùê ú ¶ê úê ú-å å +å åê úê ú¶ ¶ë ûê úë û

      
 


   

 

 (15) 

( )
0t ocov xå =

 
.

Вместе уравнения (8) и (15) дают замкнутую систему приближен-

ных уравнений для отыскания x̂


 и tå


 (всего ( 3) / 2n n+  уравнений и не-
известных). 

Отметим, что одним из основных допущений является замена ( )ˆ tl

на ( )ˆ,t xl


, что справедливо с точностью
2ˆx x-

 
. 

Замечание. Уравнение (8) удобно записать еще в такой форме: 

( )
( ) ( ) ( )2

,

ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ, , ln ,1
ˆ ˆ ˆ ˆ2 ij t t t

i j i j

dx f t x dt

f t x t x t x
dt dt dN

x x x x

l l
s

= +

é ù é ù¶ ¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê ú+ -å +å
ê ú ê ú¶ ¶ ¶ê ú ê úë û ë û

å

 

   
 

   
 (8¢ ) 

( ) [ ]0 0
ˆ Ex t x=
 

.
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Вернемся к задаче, сформулированной вначале п. 2. Сразу сделаем 
некоторые упрощающие предположения. В качестве фильтра возьмем 
RC -цепочку; переходная функция ( ), ,h t gt  в этом случае имеет вид 

 exp ( ) , ,
( , , )

0, .

g b A t t
h t g

t

 




     
 


Здесь ,b A - постоянные, g  - вообще говоря, случайная переменная 

(соответственно, в (2) ( )A t A= , ( )b t b= ). Распределение : ( )gg p g  пред-

полагается известным. 
Ниже процесс ( )x t


 в (3), определяющий интенсивность ( ),t xl


, бу-

дем обозначать ( )x tl


; через ( )x t


 обозначим вектор

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,..., , ; dim ,

dim 1

T
nx t x t z t x x x z x n

x n

l l l l l
é ù= = =ê úë û

= +

  



Далее для краткости обозначим плотность вероятности 

( )( ) ( ) ( ), , | ,p x z t y t p x z p xl lº º
  

Введем характеристическую функцию 

( ) ( ) ( ),
1 2 1, | , , , dim .i x

tC t y e p x dx nuu u u u u= = =ò
      

 

Для нее имеет место уравнение 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( )

1,

, | E , | , ( ) |

ˆ ˆ ,

i x t
t t t

i x t

t

dC t y t y x t e y dt

e z t z t R t dy z t dt

u

u

u y u ⋅

-

= +

é ù é ù+E - -ê ú ê úë û ë û

 

 

  

  
(16)

где 

( ) ( ) ( ) { }2 ,
1 2, | , ( ) , | , ( ) , ( ) 1i g b

t gt y x t t x i Az t t x t E e u
l l ly u y u u l= + + -

    
, (17) 

( )( ) ( )( )1 1 1 1

1
, | , , ,

2
Tt x t i f t x t GGl l ly u u u u= -

       
 (см. (4)). 

Вычислим: 

( ){ } ( ) ( ), ( ) ,
1E , | , ( ) | , , ,i x t i x

t tt y x t e y i f t x p x z e dxu u
l ly u u= -ò

        
 

( ) ( ) ( ), ,2
1 1

1
, , ,

2
i x i xTGG p x z e dx i Az p x z e dxu u

l lu u u- + +ò ò
         

 

( ){ } ( )2 ,, 1 ( ) , i xi gb
gt x e p g dg p x z e dxuu

l ll é ù+ - =ê úë ûò
   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, j

1
, , ,

2 i j
i

i F f t x p x z F p x zl l lu u u u ué ù é ù=- ⋅ - +ê ú ë ûë û å
     

( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )2

2 , 1 , ;i g b
gi F Azp x z e F t x p x p g dgu

l lu u l uéé ù é ù+ + -êë û ë ûëò
    

{ } [ ] ( ), ( ) ,ˆ ˆE ( ) ( ) | ,i x t i x
te z t z t y c z z e p x z dxu u

l
é ù- = - =ê úë û ò

        

( )

( )

ˆ( ) ( ) ,

ибо ( ) ,

z t zp z dz zp x z dx dz

p z p x z dx

l l

l l

é ù= =ê ú
ê ú
ê ú=ê úë û

ò ò ò
ò

 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }ˆс F zp x F p x zu ué ù é ù= - ⋅ë û ë û
   

.

Здесь ( )( ) ( ) ,i xF e dxuu⋅ = ⋅ò
  

 - преобразование Фурье.

Переходя к обратному преобразованию Фурье в (16), получим: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

,

1

1
, | , , ,

2

, , , , , ( )

ˆ ˆ, .

t jk
j k j k

g

dp t x y f t x p x z q p x z
x x x

Azp x z t x p x z t x p x z gb p g dg dt
z

c z z t p x z R t dy t cz t dt

l l l
l l l

l l l l l

l

l l

-

é ¶ ¶é ùê= - + -ê úê ë û¶ ¶ ¶ë
ù¶
ú- - + - +
ú¶ û

é ù é ù+ - -ë û ë û

å

ò

   


    



 (18) 

3. Вывод основных уравнений
Для ( ),t xl


 используются различные модели. Их следует оценивать 

не только с физической, но и со «статистической» точки зрения. В каче-
стве критерия статистической оптимальности той или иной модели возь-
мем условие наименьшей дисперсии. Чтобы, однако, сравнивать по это-
му критерию различные модели ( ),t xl


, надо из уравнений (8), (15) ис-

ключить процесс tdN . Мы воспользуемся тем фактом, что 

( )( ),tdN t x t dtl=


, и усредним уравнение (6): 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

,

2 1

, , | ( )

, | ( )
1

, , | ( )
2

ˆ ˆ, | ( ) , ( ) ( ) .

j
j j

ij
i j i j

f t x p t x N t
x

dp t x N t dt

q t x p t x N t
x x

p t x N t t x t t dtl l l
-

ì ü¶ï ïé ùï ï- +ï ïë ûï ï¶ï ïï ï= +í ýï ï¶ï ïé ù+ï ïë ûï ï¶ ¶ï ïï ïî þ
é ù é ù+ -ê ú ê úë û ë û

å

å

 


 

 

 

(19)
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Далее действуем так же, как в п. 3, берем за основу вместо уравне-
ния (6) уравнение (19). 

Помножим (19) на x


 и проинтегрируем по dx


; при этом по сравне-
нию с п. 3 изменится лишь интеграл от третьего слагаемого.  

Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1ˆ ˆ ˆ .
ˆ ˆ

x p x x dx x p x dx x p x dxl l l l l l l
l l

é ù- = - - -ê úë ûò ò ò
         

 

Используем разложение (7¢ ) для ( ),t xl


, удерживая члены до 2-го 

порядка относительно ( )ˆx x-
 

 
включительно, будем иметь:

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

,

ˆ
1 1 ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

1 ˆˆ ˆ ...
ˆ ˆ2

1ˆ ˆ ˆ... ... ,
ˆ ˆ ˆ

i i
i i

i i j j
i j i j

i i i i
i ii i

x
x x x

x

x x x x
x x

x x x x
x x

l
l l l l

l l

l
l l

l l
l l

l

é ¶ê
ê- = + - +
ê ¶êë

ù¶ ú+ - - + - =ú¶ ¶ úû
æ öæ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷= - + - + - +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç¶ ¶è øè ø

å

å

å å




где мы использовали также предположение ( )ˆ ˆ .xl l=
Таким образом, с рассматриваемой степенью точности 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

2

,

1 1ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ... ...

ˆˆ ... .

k k i i j j
i j i j

k k k
i j i j

k
i j

x p x dx x p x x x x x dx
x x

x p x dx x x p x dx

x p x dx o x x

l l
l l

l l
¶ ¶é ù- = - - =ê úë û ¶ ¶

= + - =

æ ö÷ç= + - ÷ç ÷çè ø

åò ò

å åò ò

åò

   

   

   

Следовательно, для ˆdx


 получаем уравнение:

( ) ( )
( )

2

, ,

ˆ,1 1ˆ ˆ ˆ,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ2 ,

t

t t ij t ij
i j i ji j i j

f t x
dx f t x dt dt x dt

x x x xt x

l l
s s

l

æ ö÷¶ç ÷ ¶ ¶ç ÷ç= + + ⋅÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ç ÷çè ø
å å

 
  

    (20)
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Уравнение для tå


=( )ijs  получим аналогично. Помножим (19) 

на( )ˆi ix x- ( )ˆj jx x-  и проинтегрируем по dx


. Как и выше, отличие от п. 3

состоит в вычислении 

( ) ( )
2 1ˆ, ( ) ,

ˆ
T t x t p t x dxee l l

l
é ù-ê úë ûò

   
.

Рассмотрим этот интеграл подробнее. Обозначим 

( )( ) ( )
21 ˆˆ ˆ

ˆ iji i j jx x x x p x dx Il l
l

é ù- - - ºê úë ûò
 

. 

Имеем (напомним, что принимается ( )ˆ x̂l l= ):

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
22

,

2

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ...
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ... ...
ˆ ˆ ˆ

k k m m s s
k m sk m s

k k k k l l
k k lk k l

x x x x x x
x x x

x x x x x x
x x x

l l

l l

é ù¶ ¶é ù ê ú- = - + - - + =ê ú ê úë û ¶ ¶ ¶ë û
é ù¶ ¶ ¶ê ú= - + = - - +ê ú¶ ¶ ¶ë û

å å

å å
(сохраняем члены до 2-го порядка включительно относительно( )ˆx x- ). 

Принимая, наконец, предположение о том, что центральные момен-
ты 4-го порядка раскладываются в произведение соответствующих цен-
тральных моментов 2-го порядка [11, с. 98], получим: 

( ) ( ), ,

1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ij ij kl il kj
k l k lk l k l

I
x x x xt x t x

l l l l
s s s s

l l

¶ ¶ ¶ ¶
= ⋅ = ⋅

¶ ¶ ¶ ¶å å


  . 

 

Отметим далее, что слагаемым ˆ ˆTdxdx
 

 (см. (13)) здесь можно прене-

бречь, так как в рассматриваемом случае оно имеет порядок ( )2
dt (см. 

(20)). Обозначая через l


 матрицу 

( )
ˆ ˆij

i lx x

l l
l l

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷º º ⋅ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø


, 

получим для tå


=( )ijs  следующее уравнение: 

( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆ, ,
ˆ,

ˆ ˆ

T

T
t t t t t

f t x f t x
d dt dt GG dt t x dt

x x
l l

-
é ù é ù¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê úå = å +å + +å å
ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê úë û ë û

  
       

  . (21) 

Деля (20) и (21) на dt , получим систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для ˆix , ijs : 
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( ) ( )
( )

2

, ,

ˆ,ˆ ˆ1ˆ, , 1,2,...
ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 ,

i
i i

i kl kj
k l k lk l k l

f t xdx x
f t x i n

dt x x x xt x

l l
s s

l

¶ ¶ ¶
= + + ⋅ =

¶ ¶ ¶ ¶å å



 , 

( ) ,

ˆ ˆ

1
, , 1,2,...

ˆ ˆ ˆ,

ij k k
kj ik ik jk

k k ki j

il kj
k l l k

d f f
g g

dt x x

i j n
x xt x

s
s s

l l
s s

l

¶ ¶
= + + +

¶ ¶

¶ ¶
+ ⋅ =

¶ ¶

å å å

å
(22)

с начальными условиями 

( ) [ ]

( ) ( )( )
0 0 0

0 0 0 0 0

ˆ , 1,2,..., ,

, , 1,2,...

i i i

ij i i j j

x t x x i n

t x x x x i j ns

=E = =

é ù=E - - =ê úë û
(23)

4. Уравнения для простейших моделей фильтрации

1) ( ) ( )0, 0, , exp , 0f G t x A xt A constlº º = - = >
   

, 

где x  - одномерная случайная величина (с.в.), принимающая положи-
тельные значения, и с известными средним 0x  и дисперсией 0s . 

В этом случае уравнения (22) дают: 
ˆ ˆ2 2 2ˆ

ˆ , , 0xt xtdx d
Axt e A t e t

dt dt

s
s s- -= = ³ ,

0 0ˆ(0) , (0)x x s s= = . 

2) ( ) ( )1 2 1 20, 0, , , exp , 0f G t x x x x t tlº º = - ³
   

 

где 1 2,x x  - независимые положительные случайные величины с извест-
ными средними 1 2,x x  и дисперсиями 1s  и 2s . 

2 2 2ˆ ˆ ˆ211
22 1 12

1

ˆ
ˆ ˆ 2

ˆ
x t x t x ti

i

dx
x e x t e te

dt x

s
s s- - -

é ù
ê ú= + -ê úë û

,

2 2 2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1

1

ˆ2
1 1 2 2 1 1 2 2 1

1

1
ˆ ˆ ˆ

ˆ

1
ˆ , , 1,2

ˆ

ij x t x t x t x t
i j i j i j i j

x t
i j i j i j i j

d
e x t e x te x te

dt x

x t t t e i j
x

s
s s s s s s s s

s s s s s s s s

- - - -

-

é ù= + - - =ê úë û

é ù
ê ú= + - - =ê úë û

( )ij jis s=

ˆ (0) , (0) , , 1,2i i ij i ijx x i js s d= = =

3) ( ) 32
10, 0, , xx tf G t x x e tl -º º =

    
, 
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где 1 2 3, ,x x x  - положительные взаимно независимые случайные величины 
с известными средними 1 2 3, ,x x x  и дисперсиями 1 2 3, ,s s s  соответственно. 

2

3

ˆ
2 211

22 1 33 1 12 13 23 1 ˆ
1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆln 2 2 ln 2 ln , 1,2,3

ˆ

x t
i

i x

dx e
x x t x t t t x t t i

dt x t

s
s s s s s

-é ù
ê ú= + + - - + =ê úë û

 

( )

( ) ( )
2

3

1 1 2 2
2 2 11 3 3 1 2 3 3 2 1

1

ˆ

1 2 2 1 1 3 3 1 ˆ

ˆ ˆ ˆln ln
ˆ

ln , , 1,2,3

ij i j
i j i j i j i j

x t

i j i j i j i j x

d
x t x t x t t

dt x

e
t t i j

t

s s s
s s s s s s s s

s s s s s s s s
-

é
ê= + + + + -êë

ù- + - + =úû

ij jis s= , 

0 0 0ˆ ( ) , ( ) , , 1,2,3, 0i i ij i ijx t x t i j ts s d= = = > . 

5. Результаты и выводы
В настоящей работе предложен и строго обоснован алгоритм анали-

тического решения задачи определения параметров неизвестного вектор-
ного марковского процесса, влияющего на интенсивность наблюдаемого 
пуассоновского процесса. В результате, построен алгоритм, позволяю-
щий свести задачу определения математического ожидания и элементов 
ковариационной матрицы искомого марковского процесса к решению 
определённой системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Именно, решена задача фильтрации пуассоновского случайного 
процесса в следующем смысле. Пусть ( )N tl  - пуассоновский процесс с 

интенсивностью ( )( ),t x tl


, зависящей от некоторого (неизвестного) век-

торного марковского процесса ( )x t


. Процесс ( )N tl  фильтруется (фильтр 

задан, в частности, известна его переходная функция) и преобразуется в 
сигнал ( )z t , который, после усиления и смешения с шумом ( )th , являет-

ся наблюдаемой величиной ( )y t . Требуется определить характеристики 

процесса ( )x t


, а именно математические ожидания ˆ ( )ix t  и элементы

( )ij ts  ковариационной матрицы. Задача сведена к системе обыкновен-

ных дифференциальных уравнений (22), решения которой и дают иско-
мые величины. 
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Аннотация. Предлагается новый подход к логической составляющей 
интервального анализа, в котором вместо минимаксных операций и сравнений 
интервалов по величине используются операции и сравнения алгебры множеств. 
Полученная модель позволяет моделировать и анализировать объекты, у которых 
имеются не только измеримые, но и не имеющие меры упорядоченные атрибуты, при 
этом для них можно помимо логического анализа объектов применять методы 
упорядочения и кластеризации. 




