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Аннотация. Предлагается новый подход к логической составляющей 
интервального анализа, в котором вместо минимаксных операций и сравнений 
интервалов по величине используются операции и сравнения алгебры множеств. 
Полученная модель позволяет моделировать и анализировать объекты, у которых 
имеются не только измеримые, но и не имеющие меры упорядоченные атрибуты, при 
этом для них можно помимо логического анализа объектов применять методы 
упорядочения и кластеризации. 
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Abstract. A new approach to the logical component of interval analysis is proposed, in 
which set algebra operations and comparisons are used instead of minimax operations and 
comparisons of intervals by value. The resulting model allows you to model and analyze 
objects that have not only measurable, but also non-measurable ordered attributes, and you can 
use ordering and clustering methods for them in addition to logical analysis of objects. 
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Введение 
Интервальный анализ представляет собой интенсивно развивающее-

ся направление математики. Первая обстоятельная монография на эту 
тему была опубликована в 1966 г. [1], а на русском языке – в 1981 г. [2]. 
Основная идея интервального анализа состоит в том, чтобы в аналитиче-
ских функциях использовать вместо вещественных чисел интервалы. 

В монографии [3] отмечается, что алгебраические свойства класси-
ческой интервальной арифметики (IR) существенно более бедны по 
сравнению с привычными числовыми системами, такими как кольца це-
лых чисел, поля рациональных, вещественных и комплексных чисел, по-
скольку 

• все интервалы с ненулевой шириной, т. е. большинство элементов
IR, не имеют обратных элементов по отношению к операциям, 

• арифметические операции над интервалами связаны друг с другом
весьма слабыми соотношениями (вроде субдистрибутивности), а полно-
ценная дистрибутивность умножения (и деления) относительно сложе-
ния и вычитания не имеет места. 

Аналогичной «бедностью» отличается и логическая составляющая 
IR, в которой используются порядковые свойства интервалов. Важную 
роль в частично упорядоченных множествах играет вычисление верхней 
() и нижней () грани заданного подмножества. Пусть заданы интерва-
лы A = [a1, a2], B = [b1, b2]. Тогда 

AB = [min{a1, b1},max{a2, b2}]; AB = [max{a1, b1},min{a2, b2}].  (1) 



111

Данное определение операций  и  предложено также для логико-
интервальных математических моделей, рассмотренных в [4, 5]. 

Стоит отметить, что предложенная алгебра не является полной, так 
как операция  не всегда выполнима. Например, [2, 4]  [6, 8] не опреде-
лено (получается неправильный интервал [6, 4]). 

Данную проблему можно решить за счет расширения классической 
IR. В предложенной Каухером [6] полной IR можно использовать не 
только правильные интервалы типа [a1, a2], где a1  a2, но и неправиль-
ные, у которых a1 > a2 

Не определены в IR также и дополнения интервалов. 
Кроме рассмотренных были предложены другие методы логико-

интервального анализа, к ним, в частности относится интервальная логи-
ка В.И. Левина [7] и темпоральная логика Аллена [8]. 

Интервальная логика Левина разработана в рамках непрерывной 
(НЛ) или бесконечнозначной логики [9, 10], в которой значения истинно-
сти переменных содержатся в непрерывном интервале действительных 
чисел, а операции  и  для пары переменных определяются как макси-
мум и минимум соответственно их значений. Операция отрицания в них 
определена, но в разных версиях НЛ по-разному. В [7, 10] дизъюнкция , 
конъюнкция  и отрицание  определяются следующим образом. Пусть 
C = [A, B] – замкнутый интервал вещественных чисел с центром 
M=(A+B)/2. Тогда для любых переменных a,bC  

ab=max(a,b); ab=min(a,b); a =2M-a. 
В НЛ не соблюдаются некоторые законы булевой алгебры, в частно-

сти, закон исключенного третьего и закон ортогональности 
ab = a(ab). 
Интервальные операции в [7] определены так. Пусть заданы интер-

валы A = [a1, a2], B = [b1, b2]. Тогда  
AB = [max{a1, b1},max{a2, b2}]; AB = [min{a1, b1},min{a2, b2}]; 
A = [a2, a1].
При сравнении с (1) ясно, что в интервальной логике Левина алго-

ритм вычисления верхних и нижних граней существенно отличается от 
алгоритмов в классическом интервальном анализе. Например, если в  ин-
тервальном анализе в результате операции AB образуется интервал, 
содержащий в себе интервалы A и B, то в интервальной логике это не 
соблюдается. В интервальной логике также не соблюдаются некоторые 
законы булевой алгебры, в частности, законы дистрибутивности и про-
тиворечия. 

В темпоральной логике Аллена [8, 11] определены 7 базисных ин-
тервальных отношений. Эти отношения обозначаются так: b (before), m 
(meets), o (overlaps), f (finishes), s (starts), d (during), e (equates). Еще 6 от-
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ношений образуются за счет инверсий первых шести отношений. Инвер-
сия отношения обозначается символом «∗». Например, отношение 
A m∗ B верно тогда и только тогда, когда верно B m A (см. таблицу 1). 

Пусть A и B – интервалы, а Ω – множество всех 13-ти интервальных 
отношений, т. е. Ω = {b, m, o, d, s, f, e, b∗, m∗, o∗, d∗, s∗, f∗}. Тогда эле-
ментарным предложением в логике Аллена называется выражение 
A α B, где Ω ∈ α. Предложением называется дизъюнкция S = (A αi B) ∨ 
(A αj B) ∨… элементарных предложений, где αi, αj,… Ω ∈. Сокращенно 
предложение S можно записать как S = A ω B, где α{ = ωi, αj, …}. Напри-
мер, A {m, o, d∗} B = (A m B) ∨ (A o B) ∨ (A d∗B).

В целях сокращения A {m, o, d∗} B можно записать как A mod∗ B. 
Отрицанием предложения S = A ω B является предложение ¬S = A ω¬ B, 
где ω\Ω = ω¬. 

Таблица 1 
Базисные интервальные отношения 

Интервальные 
отношения 

Схемы Отношения между концами 
интервалов 

A b B 
B b A 

|==A==| 
|==B==| 

a2 < b1 

A m B 
B m A 

|==A==| 
|===B===| 

a2 = b1 

A o B 
B o A 

|===A===| 
|====B====| 

a1 < b1;  b1< a2;  a2 < b2 

A d B 
B d A 

|==A==| 
|====B=====| 

b1 < a1;  a2 < b2 

A s B 
B s A 

|==A==| 
|====B=====| 

a1 = b1;  a2 < b2 

A f B 
B f A 

|==A==| 
|===B=====| 

b1 < a1;  a2 = b2 

A e B |====A====| 
|====B====| 

a1 = b1;  a2 = b2 

Основными задачами в логике Аллена является оценка совместимо-
сти предложений, выраженных в форме «посылка  следствие».  В работе 
[11] показано, что темпоральная логика Аллена не полна и недостаточно
выразительна. Там же предложены методы частичного устранения этих
трудностей. Кроме того, в этой логике речь идет только о непрерывных
интервалах, для которых не определено дополнение, поскольку дополне-
нием интервала во многих случаях является разрывный интервал.

В данной работе расматривается основанная на алгебре кортежей 
[12, 13] математическая модель для логико-интервального анализа, отли-
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чающаяся от рассмотренных выше. В ней используются все выразитель-
ные средства логических исчислений, и в то же время имеются возмож-
ности для анализа метрических и порядковых свойств исследуемых объ-
ектов [14]. 

1. Краткие сведения об алгебре кортежей
Алгебра кортежей (АК) представляет собой алгебраическую систему

для моделирования и анализа произвольных многоместных отношений. 
В ней отражены все выразительные средства исчисления высказываний и 
предикатов. 

Отношения в АК выражаются с помощью четырех типов структур, 
называемых АК-объектами. Каждый АК-объект погружен в определен-
ное пространство атрибутов. Имена АК-объектов содержат идентифи-
катор, к нему добавляется заключенная в прямые скобки последователь-
ность имен атрибутов, определяющих схему отношения, в которой за-
дан этот АК-объект. Например, имя R[XYZ] означает, что данный АК-
объект задан в пространстве X  Y  Z. Структуры АК матричные, при-
чем в ячейках матриц записываются не элементы, а подмножества доме-
нов соответствующих атрибутов, называемые компонентами. Рассмот-
рим основные структуры АК – С-системы и D-системы. 

C-система записывается в виде матрицы, ограниченной прямыми

скобками. Так, R[XYZ] = 











21

31

BB

AA
 есть С-система, состоящая из 

компонент, при этом A1 ⊆ X, A3 ⊆ Z и т. д. Компонента «∗» – полная ком-
понента, ее значение есть множество, равное домену соответствующего 
(по месту расположения) атрибута (например, значение ∗ в первой строке 
– домен атрибута Y). Данную С-систему можно, используя декартово 
произведение, преобразовать в обычное отношение следующим образом:

R[XYZ] = (A1  Y  A3)  (B1  B2  Z). 
Образующиеся при этом преобразовании кортежи элементов назы-

ваются в АК элементарными кортежами.  
С-система, состоящая из одной строки, называется С-кортежем.  
C-кортеж представляет многоместное отношение, равное декартову

произведению его компонент. 
Дополнением C-кортежа является диагональная C-система. 

Например, если P = [A  B  C], то 





















C

B

A

Р  (это соотношение выра-

жает в структурах АК одно из свойств декартовых произведений).  
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D-кортеж, по сути, является сокращенной записью диагональной
C-системы, в частности, P A B C     (используются перевернутые

скобки).
D-cистема – это матрица компонент, ограниченная перевернутыми

прямыми скобками. С помощью D-систем легко вычислять дополнение 
C-систем. Для этого достаточно заменить все компоненты C-системы их
дополнениями, а прямые скобки заменить перевернутыми.

Так, дополнение C-системы T[XYZ] = 










ED

CA
– это D-система

T [XYZ] = 










ED

CA
. Получающаяся при выполнении этой операции

компонента  называется пустой компонентой, она является дополне-
нием компоненты . Компоненты  и  названы фиктивными компо-
нентами.  

D-систему T [XYZ] можно преобразовать в обычное отношение с
помощью алгоритма: 

T [XYZ] = (( A Y  Z)  (X  Y C ))  (( D  Y  Z)  (X E Z)). 
D-система, содержащая одну строку, является D-кортежем.
Однотипные АК-объекты – это структуры, заданные в одном про-

странстве атрибутов. 
Если компоненты АК объектов представить как одноместные пре-

дикаты с соответствующими переменными (например, компоненту A, 
отнесенную к атрибуту X, можно представить как предикат A(x)), то      
С-кортежу соответствует конъюнкция, а D-кортежу – дизъюнкция одно-
местных предикатов с разными переменными. Отсюда понятно, что       
C-системы представляют дизъюнктивную нормальную форму (ДНФ), а
D-системы – конъюнктивную нормальную форму (КНФ).

Например, C-систему T[XYZ] = 










ED

CA
можно представить как 

логическую формулу (A(x)C(z))(D(x)E(y)). 
Правила выполнения операций объединения и пересечения для С- и 

D-структур имеют свою специфику. Также в АК обоснованы алгоритмы
проверки включения одних типов АК-объектов в другие. Рассмотрим по-
дробно операцию пересечения однотипных С-кортежей. Пусть даны два
С-кортежа P = [A1 A2 … An] и Q = [B1 B2 … Bn]. Тогда

P  Q = [A1B1 A2B2… AnBn]. 

Если хотя бы одно пересечение AiBi равно , то P  Q = . Пере-
сечение C-систем вычисляется как объединение непустых пересечений 
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каждого С-кортежа одной С-системы с каждым С-кортежем другой. 
Объединение С-кортежей за исключением некоторых определенных 
частных случаев нельзя представить как один С-кортеж. В общем случае 
справедливо: 

    









n

n
nn B...BB

A...AA
B...BBA...AA

21

21
2121 . 

Подробно алгоритмы и методы анализа интеллектуальных систем на 
основе АК, включая квантификацию, логико-вероятностное моделирова-
ние и т. д., рассмотрены в [13]. 

Основным структурообразующим элементом АК является C-кортеж. 
Более сложные АК-объекты образуются либо за счет объединения C-
кортежей (C-системы), либо могут быть преобразованы в их объедине-
ние с помощью определенных алгоритмов. Если известны меры компо-
нент C-кортежа, то мера самого C-кортежа вычисляется как произведе-
ние мер его компонент. Так, если C-кортеж R = [A B C] задан в измери-
мых атрибутах, и меры его компонент равны соответственно (A), (B) и 
(C), то (R) = ( ) ( ) ( )A B C    . На этом свойстве основаны, в частности, 
методы логико-вероятностного анализа в АК [12]. 

2. Логико-интервальный анализ систем
Рассмотрим класс отношений, у которых значения всех атрибутов

упорядочены. Такие отношения встречаются нередко, причем в них при-
сутствуют не только количественные, но и качественные атрибуты, зна-
чения которых заданы именами. Кроме того, предусматривается еще 
один тип атрибутов, в котором значения заданы конечным числом ин-
тервалов. Домены таких атрибутов можно преобразовать в линейно упо-
рядоченные конечные множества квантов с помощью изложенного в [13] 
метода квантования интервалов. Например, некий числовой атрибут в 
интервале [0,12] представлен в системe тремя интервалами: 

A = [1, 6], B = [3, 10] и C = [3, 8]. 

Для квантования расположим все границы интервалов в порядке 
возрастания (0, 1, 3, 6, 8, 10, 12) и все интервалы, ограниченные ближай-
шими точками, будем считать квантами. Можно их обозначить соответ-
ствующими цифрами, например, 1 = [0, 1]; 2 = [1, 3]; 3 = [3, 6] и т. д. То-
гда интервалы A, B и C можно выразить как множества: 

A = {2, 3}, B = {3, 4, 5}, C = {3, 4}.  

Для интервалов в таком виде выполнимы все операции и сравнения 
алгебры множеств. Например, легко проверить, что C  B или, что до-
полнением интервала может оказаться разрывный интервал, например, 
B  = {1, 2, 6}. Для использования измеримых свойств системы можно для 
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каждого кванта вычислить его меру, например для рассматриваемой си-
стемы (1) =1; (3) = 3; (4) = 2. 

Отношения с упорядоченными атрибутами можно описать с помо-
щью алгебры кортежей. Исследования показали, что структуры АК с 
упорядоченными значениями атрибутов обладают новыми свойства-
ми [14]. Одним из таких свойств является возможность кластеризации 
структур АК. В дальнейшем будем представлять в виде квантов не толь-
ко «интервальные» атрибуты, но и любые упорядоченные атрибуты с ко-
нечным числом значений. В таких атрибутах значения (кванты) имену-
ются числами 1, 2, 3, … Если не заданы длины квантов, то мера  каждого 
их них принимается равной 1. 

Если меры квантов известны и отличаются друг от друга (например, 
когда значения атрибута сформированы в результате квантования неко-
торой совокупности интервалов), то для таких атрибутов необходима 
нормализация интервалов, с помощью которой средняя мера всех кван-
тов становится равной 1. Пусть заданы мера L интервала, содержащего 
все кванты, и меры квантов li (i = 1, 2, …, M). Тогда при нормализации 
мера нормализованного интервала принимается равной M, а меры 
нормализованных квантов (i) вычисляются по формуле 

L

Mli
i


 . (2) 

В дальнейшем при определении степени связности рассматривае-
мых структур можно считать меры всех квантов одинаковыми и равны-
ми 1. При вычислении расстояний необходимо для нормализованных 
квантов использовать соответствующие меры (2). 

Рассмотрим структуру, показанную на рис. 1, где домены атрибутов 
X и Y представлены системой квантов с именами 1, 2, 3,…, 9. Закрашен-
ная область представляет собой АК-объект, который можно выразить с 

помощью C-системы R[XY] =
   
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Рассмотрим возможные соотношения для компонент одного атрибу-
та. Компоненты могут быть непрерывными (например, {3, 4, 5}) либо 
разрывными (например, {3, 7, 8}). Непрерывная компонента называется 
интервалом. 

Определение 1. Расстояние D(Ir, Is) между интервалами Ir и Is од-
ного атрибута при условии Ir < Is определяется так: 

D(Ir, Is) = min(Is) – max(Ir) – 1. 
Например, расстояние между парой интервалов {2,3} и {5,6,7} рав-

но 1, а между парой интервалов {1,2,3} и {4,5} расстояние равно 0.  
Чтобы исследовать различные варианты упорядоченности в n-

мерном пространстве, а также решать другие задачи в подобных струк-
турах (например, вычисление степени связности объектов, задачи кла-
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стеризации и т. д.), необходимо более удобное представление АК-
объектов. В данном случае неудобство представления структуры заклю-
чается в том, что часть C-кортежей, из которых составлен АК-объект, 
могут быть разрывными, поскольку их компоненты (например, 
{2, 3, 4, 7, 8}) содержат разрывы. Чтобы преобразовать исходную           
C-систему в эквивалентную C-систему, где каждый C-кортеж не имеет 
разрывов (например, C-кортеж [{1, 2, 3}  {8, 9}]), нужно воспользоваться 
следующим соотношением. 

Пусть дан C-кортеж Q[X1 X2 … Xn] = [C1 C2 … Cn], в котором каждая 
компонента Ci (i = 1, 2, …, n) разбита на ki непересекающихся непустых 
множеств Сij (j = 1, 2, …, ki). Тогда C-система, содержащая 
k1  k2  …  kn  C-кортежей, записанных как элементы декартова произ-
ведения 

 

     
nnknkk C,...,C...C,...,CC,...,C 1221111 21


,   (3) 

 

будет эквивалентна исходному C-кортежу Q. 
 

 
Рис. 1. Изображение C-системы R[XY] 

 

Чтобы преобразовать каждый разрывный C-кортеж C-системы R[XY] 
в совокупность неразрывных C-кортежей, разобьем каждую разрывную 
компоненту на совокупность интервалов и преобразуем C-кортежи с раз-
рывными компонентами в C-системы в соответствии с (3). Тогда  R[XY] 
можно представить в «интервальном» виде 
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после чего, используя (3), записать R[XY] как C-систему: 
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C-кортежи, у которых все компоненты являются интервалами, в n-
мерном пространстве представляют собой полностью заполненный ги-
перпрямоугольник, который называется брусом. Рассмотрим различные 
варианты связей между брусами. В нашем двумерном примере (рис. 1) 
содержатся три варианта связей между парами брусов:  

1) брусы имеют непустое пересечение, к таким относится пара 
[{1,2,3} {8,9}] и [{3,4,5} {7,8}] – результатом их пересечения является 
элементарный брус [{3} {8}]; 

2) брусы соприкасаются гранями (в данном случае грани одномер-
ные), к таким брусам относятся пары ([{7} {8,9}]; [{8,9} {7,8}]) и 
([{1,2,3} {1}]; [{3,4,5} {2,3,4}]); 

3) брусы соприкасаются в одной точке (пара [{7} {1}] и 
[{8,9} {2,3,4}]). 

Очевидно, что, если расстояние между компонентами хотя бы для 
одной пары в сравниваемых брусах больше 0, то такая пара брусов не 
связана. Например, пара [{3,4,5}{7,8}] и [{7}{8,9}] не связана, т. к. рас-
стояние между первыми компонентами равно 1.  

Обобщим полученные результаты для брусов произвольной размер-
ности. 

Определение 2. Связными называются пары брусов, у которых 
каждая пара компонент имеет либо непустое пересечение, либо нулевое 
расстояние.  

Определение 3. Пусть для пары связных брусов в n-мерном про-
странстве k – число пар компонент с непустым пересечением. Тогда 
степень связности этих брусов есть k. 

Из Определения 3 ясно, что брусы со степенью связности 0 соприка-
саются в одной точке, а пересечение брусов со степенью связности n не-
пусто.  

Определение 4. Назовем гранулами брусы или совокупности свя-
занных брусов.  
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Произвольная совокупность гранул в гранулируемых отношениях 
является алгебраической системой, в которой определены операции, сов-
падающие с операциями над АК-объектами, а к отношениям АК (равен-
ство и включение) добавлено отношение порядка, а также рассматривае-
мые ниже отношения связности и близости. 

Рассмотрим метод построения графа связности брусов. Пусть C-
система Q в n-мерном пространстве разложена в соответствии с (3) на m 
брусов Bi (i = 1, 2, ..., m). Построим для всех возможных пар этих брусов 
граф связности G с взвешенными ребрами, в котором пара брусов 
(Bi, Bj) соединена ребром веса k, если и только если эти брусы связны и 
степень их связности равна k. Ясно, что число требуемых проверок для 
формирования графа G  равно m(m–1)/2.  

Если в графе G имеется хотя бы одно ребро веса k, то графом k-й 
степени связности (0  k  n – 1) называется невзвешенный граф Gk, в 
котором сохраняются все ребра графа G веса w (w  k), а все ребра весом 
менее k удаляются.  

Определение 5. Если в АК-объекте граф Gk существует, то множе-
ством гранул k-й степени связности (0  k  n - 1) называется множе-
ство изолированных вершин и связных компонент графа Gk. 

Например, для АК-объекта R[XY] (рис. 1) число гранул 1-й степени 
связности равно 5, а число гранул 0-й степени – 4. 

Пусть в структуре АГО решается задача кластеризации и предпола-
гается, что связные компоненты графа Gk являются кластерами. Тогда 
число связных компонент этого графа равно числу кластеров. Если кри-
терием качества кластеризации является заданный интервал числа воз-
можных кластеров, то нужное решение в некоторых случаях можно по-
лучить за счет варьирования степени связности гранул. 

Рассмотрим случай с разреженными структурами, когда связи всех 
порядков учтены, но число гранул в пространстве велико и требуется 
объединить в один кластер несвязанные близкие гранулы. Для этого 
можно определить расстояние между парами гранул и произвести кла-
стеризацию объекта, используя известные методы кластеризации по рас-
стоянию [15, 16]. Для определения расстояния между гранулами необхо-
димо для каждой гранулы построить минимальные брусы, включающие 
эту гранулу (универсумы гранул). Тогда расстояние между парой (Ur, Us) 
универсумов гранул вычисляется так. 

Каждый универсум гранулы представлен C-кортежем размерности n. 
Для каждого атрибута Xi (i =1, 2,…, n) определим расстояние Di между со-
ответствующей парой компонент (если пара компонент имеет непустое 
пересечение, то расстояние между ними принимается равным 0). Тогда 
расстояние между парой гранул определяется с помощью формулы 
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D(Ur , Us) = 22
2

2
1 ... nDDD  . 

 

Величина D(Ur , Us) по сути является геометрическим расстоянием 
между ближайшими гранями или точками сравниваемых брусов. 

Рассмотрим методы упорядочивания в данном пространстве. Хотя 
значения атрибутов имеют линейный порядок, в пространстве несколь-
ких таких атрибутов часто встречаются нарушения линейного порядка. 
Например, две «точки» с координатами (2, 4) и (3, 2) несравнимы по по-
рядку. Ясно, что в пространстве с размерностью 2 и более порядок эле-
ментов устанавливается как доминирование. 

Как известно, отношением доминирования называется соотноше-
ние между векторами (a1, a2, …, an)  (b1, b2, …, bn), которое справедливо 
тогда и только тогда, когда ai  bi для всех i = 1, 2, …, n. Для того чтобы 
анализировать отношение порядка в рассматриваемой модели, сформу-
лируем еще 2 определения. 

Определение 6. Отношение порядка (Ir, < Is) для пары интервалов 
(Ir, Is) одного атрибута справедливо, если и только если max(Ir) < min(Is). 

Если для пары интервалов (Ir, Is) одного атрибута справедливо 
Ir,  Is = , то либо Ir < Is, либо Is < Ir. Отношение порядка можно осла-
бить, если определить его для пересекающихся интервалов. 

Определение 7. Отношением квазипорядка ( ) для интервалов 
(Ir, Is) при условии Ir,  Is ≠  называется соотношение sr II  такое, что 
min(Ir) ≤ min(Is) и max(Ir) ≤ max(Is). 

С учетом определений 6 и 7 можно исследовать отношение домини-
рования для объектов в многомерном пространстве, при этом можно 
применять строгий порядок (Определение 6), либо более слабый вари-
ант – квазипорядок (Определение 7). 

Заключение 
В работе описаны и проанализированы возможности применения 

алгебры кортежей в моделях с упорядоченными или интервальными ат-
рибутами. Введены понятия гранул, определены степени связности меж-
ду гранулами и предложены способы вычисления расстояний между не-
связными гранулами. Полученные зависимости позволяют расширить 
область применения задач классификации. 
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