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Аннотация. Данная работа посвящена определению квазиоптимального 

параметра регуляризации при решении обратных задач методом регуляризации 

Тихонова. Целью данной работы — построение процедуры определения значения 

параметра регуляризации таким образом, чтобы ошибка между регуляризованным 

решением и точным решением обратной задачи была приблизительно равна нулю. 

Для этого, сначала будет рассмотрена математическая модель, описывающая в виде 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Далее, будет сформирована 

обратная задача в рамках этой математической модели. Затем, методы конечной 

разности, метод кубического сплайна и метод регуляризации Тихонова будут 
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использованы для преобразования обратной задачи в задачу минимизации 

функционала. Наконец, будет описаны метод выбора квазиоптимального значения 

параметра регуляризации и построен процесс его нахождения. В результате данной 

работы будет найден квазиоптимальное значение параметра регуляризации, а также 

регуляризованное решение обратной задачи. В будущее наша работа может помочь 

решать обратные задачи на практике, не зная заранее погрешности исходных данных. 

Ключевые слова: параметр регуляризации, регуляризация Тихонова, 

регуляризованное решение, обратная задача, математическая модель. 
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Abstract. This work is devoted to determining the quasi-optimal regularization pa-

rameter in solving inverse problems by the Tikhonov regularization method. The purpose 

of this work is to construct a procedure for determining the value of the regularization pa-

rameter in such a way that the error between the regularized solution and the exact solution 

of the inverse problem is approximately equal to zero. To do this, we will first consider 

a mathematical model that describes in the form of a system of ordinary differential equa-

tions. Further, the inverse problem will be formed within the framework of this mathemati-

cal model. Then, the finite difference methods, the cubic spline method and the Tikhonov 

regularization method will be used to transform the inverse problem into a functional min-

imization problem. Finally, a method for choosing a quasi-optimal value of the regulariza-

tion parameter will be described and a process for finding it will be constructed. As a result 

of this work, a quasi-optimal value of the regularization parameter will be found, as well as 

a regularized solution of the inverse problem. In the future, our work may help to solve 

inverse problems in practice, without knowing in advance the errors of the initial data. 

Keywords: regularization parameter, Tikhonov regularization, regularized solution, 

inverse problem, mathematical model. 

Введение 

В середине ХХ века первые исследования о обратной задаче появи-

лись в физике, геофизике и других областях естествознания. Под обрат-

ной задачей понимается процесс идентификации неизвестных парамет-

ров прямой задачи на основе информации, полученной из ряда наблюде-

ний. В последние десятилетия обратная задача превращается 
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в междисциплинарную науку, развивается как новое перспективное 

направление исследований. Она широко используется в идентификации 

систем, оптике, радарах, акустике, теории связи, обработке сигналов, ме-

дицинской визуализации, геофизике, океанографии, астрономии, дистан-

ционном зондировании, обработке естественных языков, машинном обу-

чении и многие другие области [1‒8]. В 1902 г. определение корректно-

сти задач впервые было дано французским математиком Ж. Адамаром 

для уравнений в частных производных в статье [9]. Большинство обрат-

ных задач являются некорректными. Нахождение решения обратных за-

дач часто сталкивается с наибольшей трудностью, которая заключается 

в неустойчивости решения по отношению к малым ошибкам измерений 

данных. Советский математик А. Н. Тихонов в 1943 г. установил воз-

можность нахождения устойчивых решений некорректных задач [10]. 

Одним из наиболее часто используемых методов решения обратных 

задач является метод регуляризации Тихонова, который позволяет нахо-

дить приближенное решение некорректно поставленных задач. Опреде-

ление значения параметра регуляризации играет важную роль при при-

менении метод регуляризации Тихонова. Существуют несколько методов 

выбора параметра регуляризации  [1‒8]. Каждый метод имеет свои 

преимущества и недостатки и подходит для решения различных кон-

кретных задач. В данной работе мы будем рассматривать алгоритм вы-

бора квазиоптимальных значений параметра регуляризации, предложен-

ный А. Н. Тихоновым и В. Б. Гласко. 

1. Метод выбора квазиоптимального значения параметра

регуляризации

Рассмотрим математическую модель, описывающая в виде системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений: 

 
 

d t
t

dt


X
ΑX ,    0

0
t

t


X X , (1) 

где A  — матрица с постоянными коэффициентами ija , , 1,2,...,i j n ;

        1 2, ,...,
T

nt x t x t x tX . 

Рассмотрим следующие две задачи, построенные в рамках матема-

тической модели (1). 

Задача 1. По заданным коэффициентам 0
ij ija a , где , 1,...,i j n и 

начальным условиям         1 20 0 , 0 ,..., 0
T

nx x xX  в начальный момент 

времени 0t  , определить         1 2, ,...,
T

nt x t x t x tX . 
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Задача 2. По заданным значениям 

        1 2, , ... ,
T

k k k n kt x t x t x tX в моменты времени kt , 1,2,...,k n , 

определить коэффициенты 0
ij ija a , где , 1,...,i j n . 

Задачу 1 будем называть прямой задачей, а задачу 2 — обратной за-

дачей по отношению к задаче 1. Решение задачи 2 обозначаем вектором 

 0 0 0 0
11 1 1,... ,, ,..., ,

T

n n nna a a a 0
K . 

Применив метод конечной разности, будем преобразовать (1) 

в систему алгебраических уравнений XK B  относительно ija , где

, 1,...,i j n . Здесь,X  — матрица с элементами  1 kx t ,  2 kx t , …,  n kx t ; 

K — вектор неизвестных,  11 1 1,... ,, ,...,,
T

n n nna a a aK ; B  — вектор 

правой части. Решение системы XK B  также является решением 
0

K
задачи 2. 

Элементы вектора B  будут определены методом кубического 

сплайна. Отметим, что  1 kx t ,  2 kx t , …,  n kx t  могут содержат ошибки

измерения и округления, а элементы вектора B  содержат ошибки интер-

поляции. Поэтому система XK B  будет преобразовано в систему 

  δX K B , где X  — приближение к матрице X ; δB  — приближение

к вектору B . 

Для решения системы   δX K B , будем использовать метод регу-

ляризации Тихонова [1‒8]. Именно, будет найдено приближение к 
0

K
по следующему условию: 

2 2
min min 


   
K

X K B K , (2) 

где 0const    — параметр регуляризации. Из (2) вытекает система 

уравнений: 

   * *
δX X K K X B , (3) 

где 
*

X — сопряженный к матрице X . Решение системы (3), обозна-

ченное 


K , является регуляризованным решением системы   δX K B

[1‒8]. Будет найден параметр регуляризации   так, чтобы α 0
K K . 

В связи с тем, что оценки погрешности при задании входных данных ча-

сто неизвестны и плохо контролируются, поэтому в вычислительной 

практике широко используются метод выбора квазиоптимального значе-

ния параметра регуляризации [11‒13]. 



 132 

Рассмотрим (2). Пусть, при 1  имеем, что 1


K является регуля-

ризованным решением системы ,  δX K B  т. е. 1
  0

K K . 

Отметим, что в случае, когда нам известна информация о решении 

(точное решение 
0

K ), метод регуляризации Тихонова основан на пере-

ходе от исходного уравнения первого рода   δX K B  к задаче миними-

зации функционала 
2

 X K B с дополнительным стабилизирующим 

слагаемым 
2

0 K K следующим образом [5]:

22 0 min min 


    
K

X K B K K . (4) 

Если информации о решении нет, то можно положить 
0 0K . 

В случае 
0 0K очевидно, что (4) становится (2). 

Рассмотрим (4). Пусть, при 2 имеем, что 2


K является регуля-

ризованным решением системы уравнений   δX K B , т. е. 2
  0

K K . 

Идея метода выбора квазиоптимального значения параметра регуля-
ризации состоит в том, что будет найден такое значение  , что 

1 2  . Имеется 1
2 1

d

d


   



K
K K [11‒13]. Отсюда, будет 

найден параметр   такой, что 1 0
d

d



 


K
. Будет рассмотрена гео-

метрическая последовательность с заданным начальным значением 0  и 

знаменателем прогрессии  0, 1q , удовлетворяющая следующим усло-

виям: 1 ii q   , 1, 2, ...,i N . На основе последовательности  i

строится последовательность  1
iK с соответствующим значением па-

раметра регуляризации i . В последовательности  i  оптимальным

значением параметра регуляризации считаем такой элемент i , для ко-

торого достигается 1 mini i
i

 
  K K . На практике мы часто будем вы-

бирать значение i  так, чтобы 1 0i i
 
  K K . 
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2. Численный пример

Будет рассмотрен простой процесс нефтепереработки [14]. Пусть,

исходная смесь состоит из одного тяжелого углеводорода C . Под дей-

ствием температуры и соударений углеводород C  распадается на угле-

водороды B  и также превращается в изомер D  с тем же количеством 

атомов углерода, что и в исходной молекуле. Вещество D  также распа-

дается на A  и B , либо обратно превращается в C . Пусть, продукты ре-

акции ,A  B  — это более легкие углеводороды, и с ними никаких пре-

вращений далее не происходит. 

Математическая модель кинетики реакции каталитического крекин-

га представляет собой систему дифференциальных уравнений [14‒16]: 

 
     

 
     

 
     

 
     

1
5 2 1 3 4 4

2
5 2 1 3 4 4

3
1 2 3 3 4

4
2 3 2 4 4

;

;

;

,

dy t
k y t k y t k y t

dt
dy t

k y t k y t k y t
dt

dy t
k k y t k y t

dt
dy t

k y t k k y t
dt


  


    


    



  


(5) 

где 1k , 2k , 3k , 4k , 5k  — константы скорости реакций, 
1с [17];  1y t , 

 2 ,y t  3y t ,  4y t — концентрация веществ A , B , C , D в момент 

времени t , 
моль

л
. Предположим, что в начальный момент времени 0t   

концентрация веществ A , B , C , D равна  1 0y ,  2 0y ,  3 0y ,  4 0 .y

Прямая задача. По заданным константам скорости реакций 0
1 1k k , 

0
2 2k k , 0

3 3k k , 0
4 4k k , 0

5 5k k и концентрациям исходного вещества, 

продуктов A , B , C , D  в начальный момент времени 0,t   определить 

 1 ,y t  2y t ,  3y t ,  4y t . 

Обратная задача. По заданным концентрациям исходного вещества 

и продуктов A , B , C , D  в моменты времени it , 1,2,...i  , определить 1k ,

2k , 3k , 4k , 5k (т. е. 0
1k , 0

2k , 0
3k , 0

4k , 0
5k ). 

Пусть, нам известны концентрации веществ A, B , C , D  в разные 

моменты времени, т. е.  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t (см. табл. 1). 
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Таблица 1 
Измеренные концентрации веществ A , B , C , D  

 t c  1y t  2y t  3y t  4y t

0     0   0 90 10 

30   77.76206 12.47561 48.11464   6.76653 

60 132.29327   7.46789 25.74512   4.37430 

90 162.81084   4.12939 13.78771   2.74217 

120 179.58861   2.26780   7.39035   1.68145 

150 188.79792   1.24467   3.96468   1.01403 

180 193.85216   0.68309   2.12871   0.60366 

210 196.62600   0.37489   1.14389   0.35567 

240 198.14831   0.20574   0.61518   0.20779 

270 198.98377   0.11291   0.33111   0.12055 

Применив метод конечных разностей и метод кубического сплайна, 

будем преобразовывать (5) в систему алгебраических уравнений 

     
   

     
   

     
   

     
   

     
   

1 1 1 1
3 1 1 4 1 4 2 1 5

2 1 2 1
3 1 1 4 1 4 2 1 5

3 1 3 1
3 1 1 3 1 2 4 1 3

4 1 4 1
3 1 4 1 2 4 1 4

1 2 1 2
3 2 1 4 2 4 2 2 5

,
2

,
2

,
2

,
2

.
2

y t h y t h
y t k y t k y t k

h
y t h y t h

y t k y t k y t k
h

y t h y t h
y t k y t k y t k

h
y t h y t h

y t y t k y t k
h

y t h y t h
y t k y t k y t k

h

  
  


     


   
   


       

  
  







(6) 

относительно 1k , 2k , 3k , 4k , 5k . Здесь, шаг 0.001h  . Будет переписано (6) 

в матрично-векторном виде h δX K B . Регуляризованное решение имеет

вид  
1


    * *

δK X X E X B , где 
*

X — сопряженный к матрице 
X . 

Задав некоторое «подходящее» значение параметра 1 1  , вычис-

лим 1
1 0.081532


K . Построив в его окрестности геометрическую сетку 

по 1  такую, что 1 0.1 ii   , 1, 2, ..., 10i  , вычислим 1
1

i
K  и постро-

им последовательности  1
iK . 

В таблице 2 представляется оценка нормы разности приближенных 
решений на двух соседних итерациях 1i i K K  и норма приближен-

ных решений iK . Из таблицы 2 очевидно, что при 4,5,6,...,10i   вы-

полняется условие 1 0i i  K K . 
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Таблица 2 
Оценка нормы разности приближенных решений на двух соседних итерациях 

и норма приближенных решений 

i i  1i i K K iK

1 1 0.019227 0.081532 

2 0.1 0.004383 0.099918 

3 0.01 0.011736 0.102388 

4 0.001 0.006480 0.103759 

5 0.0001 0.000954 0.104963 

6 0.00001 9.99E-05 0.105172 

7 0.000001 1.00E-05 0.105194 

8 1E-07 1.00E-06 0.105196 

9 1E-08 1.00E-07 0.105197 

10 1E-09 1.00E-08 0.105197 

Проанализируем (2). С увеличением значения параметра   регуля-

ризованное решение 
K становится глаже и устойчивей, т. е. уменьша-

ется норма решения 
2

K , но увеличивается невязка 
2

 X K B . От-

сюда, из всех значений параметра i , удовлетворяющих условию 

1 0i i  K K , выберем минимальное значение  , такое, чтобы 
2

K

было как можно меньше. 
Рассмотрим рисунок 1. Кривая с оранжевым цветом показывает, как 

изменяется значение параметра регуляризации i , где 1,2, ... ,10i  . Кри-

вая с синим цветом показывает, как изменяется норма регуляризованного 

решения 
i

K , где 1,2, ... ,10i  . 

Рис. 1. Изменение значений параметра регуляризации и нормы регуляризованного 

решения 
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На рисунке 1 нетрудно видеть, что, когда i  уменьшается, 
i

K

увеличивается. Кроме этого, значения параметра регуляризации i , 

4,5,...,10i   примерно равны. Итак, будет выбран параметр регуляриза-

ции 4 0.001    . 

При 4 0.001    имеем, что 1 0.01934k 
, 2 0.00191k 

, 

3 0.00198k 
, 4 0.02264k 

, 5 0.09936k  . 

Решая прямую задачу 1, получаем функции  1y t ,  2y t ,  3y t , 

 4y t , описывающие зависимость концентрации веществ A, B, C, D от 

времени. 

Рисунок 2 показывает, как меняется концентрация веществ A, B, C, 

D с течением времени. На рисунке 2 звездочками обозначены измерен-

ные концентрации A, B, C, D (т. е. исходные данные). 

Кривые  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t выражают изменение расчетной 

концентрации вещества A, B, C, D с течением времени. Видно, что изме-

ренные значения очень близки к кривым. 

Рис. 2. Изменение расчетной концентрации вещества A, B, C, D с течением времени 
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Заключение 

В данной работе была сформирована обратная задача в рамках мате-

матической модели, описывающей в виде системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений. Для решения этой задачи были использованы ме-

тоды конечной разностей, метод кубического сплайна и метод регуляриза-

ции Тихонова. Был рассмотрен и представлен метод выбора квазиопти-

мального значения параметра регуляризации. По найденному значению 

параметра регуляризации можно определить значение регуляризованного 

решения так, чтобы оно аппроксимировало решение обратной задачи, 

единственное и непрерывное в зависимости от исходных данных. Был при-

веден простой пример, относящийся к математической модели кинетики 

процесса нефтепереработки. Поставленная обратная задача заключается в 

определении констант скорости реакции на основе измеренных концентра-

ций веществ в некоторый момент времени. Результаты расчетов показали 

применимость метода 1 для решения обратных задач. 
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