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кольце Фурье и метод её решения, а также разработан алгоритм решения обратной 

задачи для уравнения теплопроводности кольца, который в настоящее время можно 

найти лишь тезисно в научных книгах, статьях и др. В соответствии с данным 
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Введение 

Обратные задачи — это задачи особенного вида, когда по ряду из-

вестных или наблюдаемых результатов необходимо найти источники в 

виде параметров в известных уравнениях, описывающих упомянутые 

явления. Одной из первых представленных обратных задач являлось ис-

следование смещения траектории Урана, благодаря чему был обнаружен 

Нептун [1]. В настоящее время решение обратных задач актуально для 

множества прикладных и фундаментальных областей: оптика, акустика, 

обработка сигналов, астрономия, геология, а также таких новых направ-

лений, как машинное обучение, компьютерное зрение, обработка есте-

ственного языка и множества других сфер [2–7]. 

Рассмотрим реальные ситуации, в которых необходимо решение 

обратной задачи теплопроводности. Так, например, широко распро-

странена задача определения коэффициента теплопроводности в жид-

кости [8,9]. Кроме того, актуально решение обратных задач теплопро-

водности и для поиска скрытых объектов [10]. Наконец, применяются 

задачи данного типа даже для расчёта теплопроводящих свойств объ-

ектов, выходящих в космос. Так, в работе [11] представлен метод рас-

чёта воздействия внешних температур на крышку прибора «Димио» 

межпланетной станции «Марс-96» на этапе ее выведения после сброса 

головного обтекателя. Наконец, в настоящее время существуют прибо-

ры, в которых в качестве межэлементных уплотнителей используются 

кольцеобразны объекты. В работе [12] рассматриваются прямая и об-

ратная задачи теплопроводности таких колец. Кроме того, в работе 

[13] рассматривается обратная задача нагрева кольца при вращении.

Таким образом, обратные задачи теплопроводности кольца оказывают-

ся актуальными для исследования.

1. Прямая задача теплопроводности

1.1. Уравнение теплопроводности 

Уравнение теплопроводности — это дифференциальное уравнение 

второго порядка, описывающее распределение температуры во времени 

и пространстве. В одномерном случае [14]: 

2
2

2
( , ),

u u
a f x t

t x

 
 

 
  (1.1) 

где u = u(x, t) — функция, описывающая распределение температуры, x 

— координата, t — время, f(x, t) — функция распределения тепловых ис-

точников. 

Аналитическое решение уравнения теплопроводности может быть 

получено с помощью метода Фурье. Разделяют задачи бесконечного, по-
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лубесконечного и конечного стержня. Рассматриваемая автором задача 

относится к случаю конечного стержня. 

Уравнение теплопроводности для теплоизолированного от внешней 

среды стержня, начальные условия и граничные условия по Дирихле за-

даются следующим образом: 
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(1.2) 

Решение данной системы найдём с помощью последовательных 

предположений и упрощений. В данном случае будет изменяться значе-

ние функции источников поглощения и выделения тепла, а также крае-

вые условия. Оно принимает следующий вид: 
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                    
   .         (1.3) 

1.2. Прямая задача теплопроводности в кольце 

Одним из реальных применений задачи о распространении тепла в 

тонком однородном стержне можно считать задачу о кольце [15]. Стер-

жень конечной длины можно согнуть так, чтобы он принял форму коль-

ца. Пусть такое кольцо имеет радиус R, тогда исходная длина стержня 

будет связана с радиусом известным выражением L = 2πR. 

Такое кольцо имеет форму замкнутой кривой, поэтому граничные 

условия на концах в данной задаче видоизменяются, принимая форму 

периодических функций: 

( , ) ( 2 , ),u x t u x R n t      (1.4) 

где n принадлежит множеству целых чисел. 

Это означает, что принцип решения задачи о кольце таков же, как и 

принцип решения задачи о стержне — дополнительным оказывается 

только условие сохранения периодичности решения через каждые 2πR 

значения координаты. 

Поставлена следующая прямая задача: найти распределение темпе-

ратуры в тонком однородном кольце радиуса 2 с теплоизолированной 

боковой поверхностью, если в начальный момент времени температура 

меняется по закону (2π – x). 
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Представим для начала общее решение, а потом — подставим зна-

чения нашей задачи для определения настоящего решения. 

Запишем систему уравнений, соответствующих данной задаче: 
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(1.5) 

Для нахождения решения достаточно указать параметр a и учесть, 

что радиус кольца связан с длиной окружности кольца известным отно-

шением: 
2

2 4
R

L R 


  . Как ранее было указано, 2 K
a

c
 , где K — ко-

эффициент теплопроводности, c — удельная теплоёмкость материала, из 

которого выполнен стержень, ρ — плотность стержня. Для значений ко-

эффициентов реальных материалов параметр a будет достаточно мал, 

поэтому удобнее принять его равным 0.25. Тогда, собирая все вышеука-

занные выражения, получаем окончательное решение уравнения тепло-

проводности кольца: 
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2 64
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k
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                    (1.6)

В начальный момент времени u(x,t = 0) функция имеет вид, пред-

ставленный на рисунке 1: 

Рис. 1. График зависимости температуры кольца от координаты (1.6) в начальный 

момент времени t = 0. Показан промежуток от 0 до 8π для того, чтобы показать 

соблюдение условия периодичности функции 

5 10 15 20 25
x

5

5
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Рис. 2. Зависимость температуры кольца от координаты и времени (1.6) 

2. Обратная задача уравнения теплопроводности в кольце

Коэффициентная обратная задача — один из подвидов обратных за-

дач, где, кроме необходимости найти решение дифференциального урав-

нения, также нужно найти коэффициент данного уравнения. 

Коэффициентная обратная задача по своим начальным условиям 

подобна прямой задаче, но для её решения необходимо знать дополни-

тельные начальные условия. Алгоритм решения рассмотрим на осно-

ве [16]. Система, которую необходимо решить, имеет вид: 
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





 


 

   
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   

(2.1) 

2.1. Алгоритм решения обратной коэффициентной задачи 

1. Поиск решения прямой задачи.

2. Экспериментальное измерение функции q(t) в некоторой точке x0

на кольце на всём интервале времени. 

3. Определение найденного решения в той же координате x0, где бы-

ла измерена функция q(t). 

4. Составление нелинейного уравнение Ak(t) = q(t), где A — сумма

множителей без неизвестного параметра. 

5. Выбор необходимого числа слагаемых.

6. Определение искомого коэффициента k(t) = a
2
.

7. Проверка полученных результатов.
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2.2. Решение обратной коэффициентной задачи для уравнения 

 теплопроводности в кольце Фурье 

В поставленной обратной задаче необходимо определить коэффици-

ент g(t) = a
2
. В прямой задаче мы его задавали постоянным, принцип же 

решения данной задачи основан на том, что коэффициент является зави-

сящим от времени. Задачу постоянного коэффициента можно считать 

частным случаем задачи с коэффициентом, зависящим от времени. 

Согласно алгоритму, найдём решение прямой задачи. Оно имеет 

следующий вид: 

2

1 0
( , ) exp ( ) sin .

4 2

t

kk

k k
u x t g d x  





   
    

  
  (2.2) 

Видно, что в общем виде задача бы решалась достаточно легко — 

параметр a равнялся бы 0.25. Однако обратная задача заключается в том, 

что известны именно значения функции в зависимости от времени на не-

которой заданной координате, то есть известна некоторая функция от 

времени. Выберем, например, координату 
4

L
x   . 

Тогда на данной координате функция для n = 20 имеет вид: 

5.64 4.52 3.52 2.64 1.894 4 4 4 4
( )

19 17 15 13 11

t t t t tq t e e e e e          

1.27 0.77 0.39 0.14 0.0164 4 4 4
4 .

9 7 5 3

t t t t te e e e e          (2.3) 

Можно построить данную функцию на временном промежутке от 0 

до 100 (рис. 3). 

Рис. 3. Зависимость функции q(t) от времени t 

20 40 60 80 100
t

1.5

2.0

2.5

3.0

q t
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Определим решение в той же координате x0, где была измерена 

функция q(t): 
2

1 0

4
( , ) exp ( ) sin

4 2

t

k

k k
u t g d

k
   





   
    

  
  .   (2.4) 

Составим нелинейное уравнение: 

( ) ( , ).q t u t     (2.5) 

Выбор числа слагаемых ряда прямого решения в точке   : 

2 2 2 2 2

2
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4 4 4 4 4

( )

4 4 4 4 4
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19 17 15 13 11

a t a t a t a t a t

g t a
u t e e e e e

    


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2 2 2 2 281 49 25 9

4 4 4 4 4
4 4 4 4

4
9 7 5 3

a t a t a t a t a t

e e e e e
    

     . (2.6) 

В данном случае видно, что каждому слагаемому в выражении (2.3) 

можно сопоставить слагаемое в выражении (2.6), откуда параметр 

a = 0.25. В случае, если выражение (2.6) представлено в виде десятичных 

чисел: 
5.64 4.52 3.5 2.64 1.89( ) 0.2 0.23 0.26 0.3 0.36t t t t tq t e e e e e          

1.27 0.77 0.4 0.14 0.0160.44 0.57 0.8 1.3 4 ,t t t t te e e e e                  (2.7) 

то решение таким образом найти не удастся. Необходимо применить 

специальные методы. 

Так, например, можно воспользоваться методом перебора: заметим, 

что коэффициенты в степенях всегда отрицательны и по модулю не пре-

восходят 10; следовательно, параметр a должен располагаться в пределах 

от 0 до 1. Если решать методом программного кода, то по результатам 

выполнения программы получим следующую зависимость, представлен-

ную на рисунке 4. 

Рис. 4. Зависимость значения ошибки (разности между функцией в выбранной точке 

и функцией-решением) от значения параметра a 
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Из представленного рисунка видно, что оптимальное значение па-

раметра a составляет 0.25, что равно фактическому значению данного 

параметра (ошибка минимальна, составила 2.02). 

Заключение 

В настоящей статье была рассмотрена прямая задача теплопровод-

ности и метод ее решения, а также обратная коэффициентная задача теп-

лопроводности, изучен метод её решения и представлен алгоритм реше-

ния задачи данного типа для замкнутого кольца. В ходе выполнения ра-

боты обнаружено, что обратные задачи теплопроводности часто возни-

кают в настоящее время во множестве областей: динамика жидкостей, 

тепловой износ прокладок и креплений, нагрев теплоизолирующих по-

верхностей и т. д. 
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