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Аннотация. Одним из основных способов повышения точности совместных 

измерений является процедура согласования полученных результатов между собой 

по известной математической модели измеряемого объекта. Для решения задачи 

метрологического анализа измерительных ситуаций, допускающих учет априорно 

известной математической модели объекта измерений, были получены 

аналитические выражения для дисперсии результатов согласования и степени 

повышения точности за счет согласования результатов прямых измерений между 
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собой. Получены соотношения для случая стационарной системы, описанной 

системой алгебраических уравнений, в предположении, что корреляции между 

случайными погрешностями отсутствуют или ими можно пренебречь. Разработанная 

методика метрологического анализа использована для оценки погрешностей 

результатов измерения концентраций веществ в газовой пробе, полученных 

с помощью многоканального газового анализатора, процедуры обработки 

результатов измерений которого включают в себя согласование данных. 

Ключевые слова: согласование данных, повышение точности, метрология, 

многоканальная измерительная система, газовый анализ. 
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Abstract. One way to increase the accuracy of measurements is to reconcile the 

results obtained with each other using the known mathematical model of the object under 

measuring. We proposed a method for the metrological analysis of such a data processing 

procedure's results. We derived the analytical expressions for variances of reconciled values 

and the accuracy increase ratios related to the reconciliation procedure. These expressions 

are valid for stationary systems mathematically described by a system of algebraic 

equations under the assumption that there are no correlations between random errors, or we 

can neglect them. We analyzed the case of a multichannel gas analyzer with implemented 

reconciliation procedure with the proposed algorithm. Corresponded standard deviations 

and potential accuracy improvement were estimated. 
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Введение 

Настоящая работа посвящена метрологическому анализу измери-

тельных ситуаций, допускающих учет функциональных взаимосвязей 

между совместно измеряемыми величинами; учет таких взаимосвязей на 

объекте измерений состоит в согласовании совместно выполненных из-

мерений между собой через известную математическую модель объекта. 

Процедура согласования позволяет повысить точность прямых измере-

ний с точки зрения снижения дисперсии оценок искомых величин, вы-

званной случайными отклонениями результатов измерений от их дей-

ствительных значений. 
Одной из возможных областей применения алгоритмов согласова-

ния, помимо согласования данных в промышленности [1‒4], логистике 
[5‒7] и распределенных базах данных [8, 9], являются измерительные 
системы [10], содержащие в себе несколько независимых измерительных 
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каналов, используемых для измерения физических величин, зависимости 
между которыми априорно известны или могут быть оценены с точно-
стью, сравнимой или большей, чем точность прямых измерений, выпол-
няемых данной системой. В данной работе в качестве примера такой из-
мерительной системы рассмотрен многоканальный газовый анализатор, 
содержащий в себе несколько независимых датчиков концентрации раз-
личных веществ в газовой пробе. В качестве математической модели, 
описывающей зависимости между измеряемыми концентрациями раз-
личных газов в поданной в кювету смеси, выступают уравнения измере-
ний каждого датчика, коэффициенты преобразования (чувствительности) 
которых определены с помощью градуировки измерительных преобразо-
вателей. Если градуировка датчиков на каждое вещество выполняется 
независимо, то тогда согласование прямых измерений позволяет снизить 
погрешность результатов измерения концентраций, вызванную случай-
ных погрешностями. Целесообразность использования согласования при 
этом зависит от того, в какой мере в итоге будет снижена неопределен-
ность результата измерения концентрации. 

В настоящей работе предложена методика метрологического анали-
за измерительной ситуации, позволяющая оценить степень неопределён-
ности результатов согласования прямых измерений с учетом погрешно-
стей математической модели измеряемого объекта, а также рассчитать, 
во сколько раз результаты согласования окажутся точнее результатов 
прямых измерений. Полученная методика использована для анализа из-
мерения концентраций веществ в многокомпонентных пробах с помо-
щью многоканальной системы газового анализа, предназначенной для 
измерения концентраций оксида углерода, диоксида азота, сернистого 
ангидрида, сероводорода и оксида азота. 

1. Постановка задачи 
Блок первичного измерительного преобразователя газового анализа-

тора содержит от 1 до N специализированных датчиков, предназначен-
ных для измерения концентрации конкретного вещества в подаваемой 
смеси. 

Обозначим показание j-го датчика как  ̂ , мкВ, а результат измере-

ния искомой величины (т. е. концентрации j-го газа в некоторой смеси) 

как  ̂ , j = 1, 2, …, N. При этом 

 ̂        , 

 ̂        , 

где xj — действительное значение концентрации j-го газа в смеси, соот-
ветствующее действительному значению uj напряжения на выходе j-го 
датчика газоанализатора,  x — отклонение результата измерения концен-
трации от действительного значения, вызванное случайной погрешно-
стью  u напряжения на выходе j-го датчика.  
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Пусть fj — функция преобразования, ставящая в соответствие пока-

зание  ̂  для j-го измерительного преобразователя результату измерения 

 ̂  концентрации j-го газа. Тогда результаты прямого измерения могут 

быть записаны в виде системы 

{

 ̂    ( ̂   ̂ ) 

 ̂    ( ̂   ̂ ) 
   
 ̂    (    ̂ ) 

      (1) 

где  ̂  ( ̂   ̂       ̂ )
  — оценки параметров aj функций fj, полученные 

в ходе градуировки j-го датчика по мерам концентраций j-го газа с из-

вестным пределом относительной случайной погрешности    
, %. Сле-

довательно,  ̂        , где     — тоже случайная погрешность. 

Если датчиков концентрации в газоанализаторе используется боль-

ше одного, то имеется возможность уточнить результаты прямых изме-

рений за счет известной зависимости между показаниями датчиков и 

концентрациями различных газов в исследуемой пробе. Так как паразит-

ное влияние посторонних примесей в пробе на показания датчика носит 

аддитивный характер, то результат измерения для многосоставной смеси 

можно представить в виде суммы из N функционалов: 

 ̂     (    ̂  )     (    ̂  )        (    ̂  ). 

Используя данное соотношение, составим систему уравнений, опи-
сывающую зависимости между измеряемыми величинами 
x = (x1, x2, …, xN): 

{
 

 
∑    (    ̂  )

 
     ̂  

∑    (    ̂  )
 
     ̂  

   
∑    (    ̂  )

 
     ̂  

   (   ̂   ̂       ̂ )   ̂   (2) 

Оценка параметров aj = (aj1, aj2, …, ajn) выполняется в рамках граду-

ировки датчика по мерам концентраций  ̃  ( ̃   ̃       ̃ ) i-го газа 
обобщенным методом наименьших квадратов, что, в силу независимости 

погрешностей   ̃  (  ̃ 
   ̃ 

       ̃ 
)
 
 (в качестве мер концентраций ис-

пользуется набор баллонов с нормированными метрологическими харак-
теристиками), соответствует решению 

 ̂         
   

∑
(       ( ̃      ))

 

    
 

 

   

  

где  ̃   — показание градуируемого датчика концентрации, соответству-

ющее подаче в кювету i-го газа известной концентрации  ̃  , 

t = 1, 2, …, n, где n — число точек/мер концентрации, используемых при 
градуировке. В качестве меры были использованы эталонные смеси из-
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вестной концентрации с нормированным пределом относительной по-

грешности концентрации, равным δ  
        ̃ 

       для всех j, 

где   ̃ 
 — предел абсолютной погрешности результата измерения  ̃ . При 

выполнении расчетов подразумевалось, что интервалы  ̃  Δ ̃ 
 возмож-

ных значений могут быть переписаны в терминах среднеквадратических 

отклонений случайных отклонений меры концентрации вещества от дей-

ствительного значения следующим образом:  ̃  Δ ̃ 
  ̃    ̃ 

  (   ), 

где значение коэффициента Стьюдента t(Q, n) зависит от заданной дове-

рительной вероятности Q и объема выборки n. 

Задача уточнения результатов прямых измерений  ̂ измеряемых ве-

личин x за счет учета функциональных взаимосвязей (2) может быть све-

дена к задаче условной оптимизации вида 

         
 | ( )  

(   ̂)   ( ̂)  (   ̂)            (3) 

где вектор z = (x, a11, a12, …, a1N, a21, a22, …, a2N, aN1, aN2, …, aNN) состоит 

из согласуемых между собой величин, оценки  ̂ = ( ̂,  ̂  ,  ̂  , …) кото-

рых известны с погрешностями  z,  ( ̂) — ковариационная матрица этих 
оценок. Здесь и далее подразумевается, что случайные погрешности ре-

зультатов измерений напряжения {uj}, вызванные электромагнитными 

помехами и квантованием аналого-цифрового преобразователя, столь 

невелики в сравнении со случайными погрешностями параметров граду-

ированных характеристик, что ими можно пренебречь, то есть положить 

   

    для всех j. В противном случае в вектор z включаются также зна-

чения u: 

z = (x, a11, a12, …, a1N, a21, a22, …, a2N, aN1, aN2, …, aNN, u). 

Таким образом, задача метрологической оценки результатов согла-

сования результатов совместных измерений многоканальной системы 

газового анализа сводится к оценке погрешностей: прямых измерений, 

соответствующих решению системы (1), и результатов согласования, со-

ответствующих оптимуму (3). 

Перейдем от функциональных зависимостей, представленных в об-

щем виде соотношений (1), к частной измерительной ситуации, подле-

жащей метрологическому анализу. 

Пусть известно, что зависимость между входными и выходными зна-

чениями у используемых в составе измерительной системы для газового 

анализа датчиков концентрации носит преимущественно линейный харак-

тер. В силу специфики рассматриваемой измерительной ситуации считаем, 

что нулевой концентрации измеряемого вещества на входе датчика должна 

соответствовать нулевая разность потенциалов на его выходе. Тогда ре-

зультат прямого измерения искомых концентраций записывается как 

    ̂   ̂   
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В рассмотренном газоанализаторе «ПОЛАР-7», изготовляемом ве-
дущим отечественным производителем «Промэкоприбор», в целях рас-
ширения области его использования задействованные датчики примене-
ны на расширенном рабочем диапазоне, включающем в себя области из-
меряемых значений, в которой датчики уже имеют ярко выраженную не-
линейность функции преобразования. Рабочие диапазоны датчиков рас-
смотренной системы газового анализа приведены в Таблице 1 (линейный 
диапазон соответствует «низким» концентрациям, расширенный диапа-
зон — соответственно «высоким» концентрациям). 

 

Таблица 1 

Диапазоны измерений газоанализаторов «ПОЛАР-7» заданной конфигурации 

по каналам измерений содержания газовых компонентов 
 

Определяемый компонент  
(канал измерений) 

Диапазон измерений со-
держания определяемого 

компонента 

Оксид углерода (CO низкий) от 0 до 500 ppm 

Оксид углерода (CO высокий) от 0 до 5000 ppm 

Диоксид азота (NO2 низкий) от 0 до 300 ppm 

Диоксид азота (NO2 высокий) от 0 до 1000 ppm 

Сернистый ангидрид (SO2 низкий) от 0 до 300 ppm 

Сернистый ангидрид (SO2 высокий) от 0 до 5000 ppm 

Сероводород (H2S низкий) от 0 до 300 ppm 

Сероводород (H2S высокий) от 0 до 1000 ppm 

Оксид азота (NO низкий) от 0 до 300 ppm 

Оксид азота (NO высокий) от 0 до 4000 ppm 
 

Таким образом, функции {fj} для соотношений (1) и {fji} для соот-

ношений (2) являются нелинейными. В качестве их аппроксимации был 

использован полином второй степени. Система уравнений прямых изме-

рений тогда сводится к следующей: 

{
 

 
             

   ̂  

             
   ̂  

   
             

   ̂  

     (4) 

а система (2), описывающая функциональные взаимосвязи между изме-

ряемыми величинами x для N специализированных датчиков, сводится к 

{
 
 

 
    (    )  ∑    ( )    

 
    ∑    ( )    

  
     ̂    

   (    )  ∑    ( )    
 
    ∑    ( )    

  
     ̂    

   
   (    )  ∑    ( )    

 
    ∑    ( )    

  
     ̂    

  (5) 

Значения параметров aji(k), определенные в рамках процедуры гра-

дуировки датчиков концентрации, приведены в Таблице 2. 
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Таблица 2 

Диапазоны измерений газоанализаторов «ПОЛАР-7» заданной конфигурации 

по каналам измерений содержания газовых компонентов 
 

Функция 

взаимосвязи 

Коэффициенты уравнений взаимосвязей, aji(k), мВ/ppm 

f0j aj1(1), aj1(2) aj2(1), aj2(2) aj3(1), aj3(2) aj4(1), aj4(2) aj5(1), aj5(2) 

f01 17,5909, 

1,9350 

-0,0569, 

-0,0085 

0,7817,  

0,0391 

3,1384,  

0,3766 

0,0194,  

0,0014 

f02 0,0066,  

0,0006 

-203,7967,  

-42,7973 

-4,5502,  

-0,5005 

-8,3333,  

-1,1667 

0,1097,  

0,0055 

f03 0,0066,  

0,0003 

-0,5528,  

-0,0498 

48,2239,  

2,8934 

28,3962,  

2,5557 

1,7107,  

0,2053 

f04 0,0058,  

0,0010 

1,2927,  

0,1680 

0,0563,  

0,0045 

42,2421,  

0,8448 

0,3024,  

0,0272 

f05 0,0044,  

0,0005 

-80,5894,  

-7,2530 

-7,5672,  

-1,0594 

-28,7484,  

-2,2999 

53,7424,  

4,0307 

 

Отметим, что хотя значения коэффициентов aji(k) аппроксимирую-

щих полиномов изменяются от датчика к датчику, на результаты метро-

логического анализа варьирование их численных значений существенно-

го влияния не оказывает. Вместе с тем, так как в основе применяемого 

алгоритма лежит метод локальной линеаризации ограничивающего оп-

тимум (3) функционала f(z), с ростом отношений aji(2) / aji(1) будет расти 

неопределенность оценки погрешностей и меры повышения точности. 

2. Метод метрологического анализа измерительной ситуации 

В основе использованной методики оценки погрешностей и мер по-

вышения точности за счет согласования совместных измерений лежат: 

метод декомпозиции задачи условной оптимизации [11], эквивалентной 

задаче согласования совместно выполненных измерений взаимосвязан-

ных величин, и метод оценки погрешностей корней нелинейных уравне-

ний (посредством локальной линеаризации). Кроме того, применен 

обобщенный метод наименьших квадратов: в итоге в полученных анали-

тических выражениях учтена возможная неравноточность уравнений, 

описывающих зависимости между совместно измеряемыми величинами 

(в данном случае — между концентрациями различных веществ в пробе). 

При работе со случайными погрешностями подразумевается, что все 

измерения были выполнены независимо, следовательно корреляция как 

между значениями параметров уравнений aji(k), так и между результатами 

прямых измерений величин xj отсутствует, либо пренебрежимо мала. 

Используя подход к формализации задачи согласования совместных 

измерений, изложенный в работе [11], определим дисперсии { (  
 )} ре-

зультатов согласования измерений величин {xj} между собой и коэффи-

циент {kj}, показывающий, во сколько раз результаты согласования {  
 } 
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точнее результатов прямых измерений { ̂ }, через дисперсии результатов 

прямых измерений { ( ̂ )} искомых величин и дисперсии оценок этих 

величин { (   )}: 

  
  

 ( ̂ )

 (  
 )

,      (6) 

где xMj — оценка концентрации j-го вещества в исследуемой смеси, по-

лученная из уравнений взаимосвязи fM(x, a) = u по имеющимся результа-

там прямых измерений x̂ , j = 1, 2, …, N. 

Представим результат согласования прямого измерения  ̂  с прочи-

ми совместными измерениями, как оценку средневзвешенным, получен-

ным методом максимального правдоподобия в предположении, что сов-

местное распределение величин ˆ jx  и Mjx  является нормальным [12]: 
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    , 

где w1 и w2 — весовые коэффициенты, заданные через характеристики 

погрешностей значений ˆ jx  и Mjx . 

Тогда в отсутствие корреляции между результатами  ̂  и     дис-

персия результата согласования может быть найдена как 
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Отсюда вследствие соотношения (6) степень уточнения, достигае-

мая за счёт согласования результатов измерений концентраций многока-

нальной системой газового анализа, равна 
 

   √  
 ( ̂ )

 (   )
.     (8) 

 

Так как зависимости между измеряемыми величинами носят нели-

нейный характер, получить аналитическую оценку дисперсий  ( ̂ ) и 

 (   ) затруднительно. Заменим точные оценки их линейными прибли-

жениями  лн( ̂ ) и  лн(   ) [13]. 

В линейном приближении отклонение Δxj результата прямого изме-

рения  ̂   концентрации xj может быть найдено из усеченного ряда Тей-

лора для функционала f0j: 

   (    )     ( )  Δ ̂  
    

   
 ∑

    

    
 Δ ̂     , 

где f0j(z) = 0. 

Приняв     (    )     ( )   , получим 

Δ ̂   ∑
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Тогда дисперсия  ( ̂ ) решения системы (4) относительно xj равна 

 лн( ̂ )  ∑(
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где f0j – функционал вида f0j(x, aj) = 0. 
 

Аналогичным образом выполним оценку дисперсии  лн(   ). 

В линейном приближении к математической модели, описывающей 
зависимости между величинами x получим: 
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где Δzi — i-ый элемент вектора Δz = (Δx, Δa), а    — вектор из (N–1) ис-
комых концентраций, не содержащий в себе xj.  

Найти оптимальное решение ΔxMj на множестве (Δxj1, Δxj2, …, Δxjm) 
можно посредством обобщенного метода наименьших квадратов. Если 
в качестве характеристик погрешностей использованы оценки диспер-
сии, то тогда оптимальное решение отыскивается как 
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В таком случае дисперсия Vлн(xMj) может быть оценена как 
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либо в матричном виде 
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где Vлнj — диагональная ковариационная матрица, элементы главной 
диагонали которой представляют собой дисперсии 
Vлн(Δxj1), Vлн(Δxj2), …, Vлн(Δxjm) и являются решением системы уравнений 
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а tr() обозначает операцию вычисления следа матрицы. 
Для t-го уравнения в данной системе получим: 
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где    ( )
  — i-й элемент вектора   ( )

 , представляющего собой вектор 

  ( ) без элемента    ( ) (по аналогии с тем, как определен вектор  
 ). 

Подставив в выражения (7) и (8) в качестве оценок величин  ( ̂ ) и 

 (   ) линейные приближения (9) и (10), можно соответственно при-

ближенно оценить дисперсию результатов согласования прямых измере-
ний концентраций и то, во столько раз согласованные значения точнее 
результатов прямых измерений. 

3. Результаты 
Анализ выполнен для случая многоканального газового анализа-

тора «ПОЛАР-7», предназначенного для исследования газовых смесей, 
содержащих газы CO, NO2, SO2, H2S и NO в различных пропорциях. 
На рисунке 1, а представлены графики зависимости дисперсий резуль-

татов согласования {  
 } прямых измерений концентраций {  } 

от структурного состава подаваемой в кювету газовой смеси. На ри-
сунке 1, б представлены графики зависимости степени повышения 
точности результатов прямых совместных измерений 

концентраций {  } рассматриваемым многоканальным газовым анали-
затором, достигаемого за счет согласования результатов этих измере-
ний через известную функциональную взаимосвязь (5). Отложенный 
по оси абсцисс параметр γ представляет собой процентное отношение 
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суммарной концентрации    (  ) паразитных примесей    

(  
    

          
 )

 
 к целевой измеряемой концентрации xj. 

В предельном случае (то есть тогда, когда проба не содержит посто-

ронних по отношению к j-му веществу примесей) γ = 0. Значения {  
 } 

заданы равными друг другу. Например, при        получим в рас-

сматриваемой измерительной ситуации   
              для всех i, 

поскольку N = 5. 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 1. Оценка дисперсии: а) результатов согласования и б) меры повышения 
точности измерений концентрации газовых компонентов в смеси за счет 

согласования совместно измеренных величин 
 

Анализ показал, что наибольшее повышение точности за счет со-
гласования прямых измерений j-ой концентрации достигается, когда 
в пробе отсутствуют сторонние примеси, к которым чувствительны 
используемые датчики концентрации. Если показания датчиков 
не возмущены сторонними примесями, тогда на результат согласова-
ния влияют только случайные погрешности коэффициентов чувстви-
тельности aij(k), где i = 1, …, m и k = 1, 2. В наилучшем случае, когда 
γ = 0, согласование показаний нескольких чувствительных к j-му газу 
датчиков позволяет снизить среднеквадратическое отклонение резуль-
тата измерения xj до 2,4 раз. 

Если в кювету подается газовая смесь, состоящая из нескольких ве-
ществ, к которым датчики концентрации имеют ненулевую чувствитель-

ность, то тогда с ростом отношения    (  )    возрастает дисперсия ре-

зультата согласования прямых измерений. Следовательно, снижается по-
тенциал возможного уточнения результатов прямых совместных измерений 
концентрации за счет согласования их между собой (в смысле снижения 
дисперсии результата измерения, вызванной случайными отклонениями 
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результатов измерений). Вместе с тем, как видно из результатов, приведен-
ных на рисунках 1 и 2, в рассматриваемой измерительной ситуации в зави-
симости от состава смеси дисперсия результата прямого измерения кон-
центраций {xj} снижается в диапазоне от 1,4 до 2,4 раз. Т. е. даже на много-
компонентных смесях учет априорно известных функциональных зависи-
мостей (5) в большинстве случаев приводит к снижению неопределенности 

результатов измерений, по меньшей мере в √  раз. 
 

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

 
(г) 

 
(д) 

Рис. 2. Оценка меры повышения точности измерения концентрации компонента 
двухсоставной газовой смеси за счет согласования совместно выполненных 
измерений концентраций входящих в нее веществ: (а) CO; (б) NO2; (в) SO2; 

(г) H2S, (д) NO  
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На графиках, представленных на рисунке 2, приведены результаты 
метрологического анализа измерительной ситуации, допускающей учет 
взаимосвязей (5) для случая двухкомпонентной смеси. 

Характер поведения мер повышения точности {kj} схож со случаем 
согласования измерений концентраций в 5-тикомпонентой смеси 
(рис. 1, а и 1, б): в отсутствие примесей повышение точности оказывает-
ся максимальным, с ростом концентрации второго газа выигрыш от со-
гласования постепенно снижется, однако не так существенно, как в слу-
чае с многокомпонентной смесью. 

Наблюдается следующая закономерность: если градуировка датчи-
ков концентрации выполнялась независимо, то тогда чем меньше раз-
личных примесей, к которым чувствительны использованные датчики, 
содержится в пробе, тем больше выигрыш от согласования прямых сов-
местных измерений концентрации. 

Заключение 
В рамках решения задачи метрологического анализа задачи согласо-

вания совместных измерений концентраций вещества в пробе, помещен-
ной в кювету многоканальной системы газового анализа, была получена 
универсальная методика метрологического анализа результатов согласо-
вания совместных измерений между собой за счет учета математической 
модели объекта, формализованной в виде системы алгебраических урав-
нений, описывающих функциональные зависимости между измеряемы-
ми величинами. Были получены аналитические выражения для диспер-
сии и степени повышения точности результатов согласования совмест-
ных измерений, выполняемых многоканальной измерительной системой. 

Разработанная методика метрологического анализа была применена 
для расчёта погрешностей измерения концентраций веществ в газовой 
пробе с помощью пятиканального газоанализатора «ПОЛАР-7», предна-
значенного для измерения газов CO, NO2, SO2, H2S и NO в различных 
пропорциях. Полученные результаты показали, что согласование показа-
ний пяти датчиков между собой позволяет существенно повысить точ-
ность измерений не только с точки зрения исключения паразитного вли-
яния сторонних примесей в пробе на первичные измерительные преобра-
зователи, но и существенно уменьшить случайную погрешность резуль-
татов измерений. При этом степень повышения точности напрямую за-
висит от состава пробы: лучшие результаты достигаются в случае проб 
с малым числом компонент. С увеличением числа примесей и/или ро-
стом их концентрации степень уточнения снижается. Диапазон значений 
коэффициента уточнения (т. е. значений степени уменьшения средне-
квадратического отклонения погрешности результата согласования 
в сравнении с прямым непосредственным измерением, выполняемым без 
процедур согласования) составляет от 1,0 до 2,4 раз, что указывает 
на существенный выигрыш от использования процедуры согласования 
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данных. Все выполненные расчёты выполнялись в предположении, что 
градуировка каждого измерительного канала газоанализатора выполня-
лась независимо. 
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