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Аннотация 

 

В работе рассмотрены механизмы с замкнутыми кинематическими 

парами, определены степени свободы для них, проведены расчеты и 

анализированы формулы в программе Maple. В результате доказана 

подвижность и работоспособность исследуемого механизма. 

Ключевые слова: кинематическая пара, замкнутые кинематические 

цепи, робототехника, степень свободы. 

 

Введение 

 

Робототехнические системы состоят из кинематической цепи, которая 

образована последовательным, параллельным или параллельно-

последовательным соединением тел. В данном случае кинематические цепи 

соединяются при помощи кинематических пар друг с другом подвижно. 

Поэтому определение числа степени свободы является актуальной задачей 
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на сегодняшний день в робототехнике, что позволяет определить 

качественную характеристику готовой «машины». Из всего многообразия 

промышленных роботов в основном можно выделить роботы-

манипуляторы, их основные механизмы-это представляющие собой 

незамкнутые кинематические цепи. Выбор структуры кинематической цепи 

для конкретной робототехнической системы является сложным и 

определяется по требованиям процесса, для которого предназначен данный 

робот. Но необходимо отметить, что замкнутые кинематические цепи 

придают конструкции большую жесткость, что повышает их 

грузоподъемность и расширяет рабочий диапазон.  

Целью данных исследований является подтверждение 

работоспособности плоского четырехзвенного механизма при изменении 

углов в зависимости друг от друга и в зависимости от длин звеньев. 

Определение степени свободы в плоском или в пространственном 

механизме имеет особое место в исследование механизмов для 

робототехнических систем. В работе [1] авторами предложено так же 

использование таких понятий, как степень свободы движения и степень 

свободы рабочего пространства для более точного определения 

«…истинной подвижности механизмов».   

В работе [2] рассматривается применение результатов численной 

алгебраической геометрии в определении подвижности механизмов, так как 

«…классические формулы Грюблера-Куцбаха для подвижности могут быть 

неверными для особых классов механизмов, а даже более тонкие методы, 

основанные на группах смещений, не могут правильно предсказать 

подвижность так называемых «парадоксальных» механизмов». 

В работе [3] предлагается алгоритм, который используется для 

определения мобильности по схеме «зебра». Этот алгоритм учитывает 

количество заплаток между черными заплатками, количество соединений, 

прикрепленных к неподвижному звену, и количество петель в механизме. 

Этот метод предлагается для случаев, когда использование широко 

используемой классической формулы Кутцбаха-Грублера не дает желаемых 

результатов. 

Задача исследований, проведенных в рамках данной статьи 

заключается в определении степени свободы для плоских и 

пространственных механизмов, применение формул для угловых скоростей 

и угловых ускорений, анализ формул в программе Maple и подтверждение 

работоспособности данных механизмов. 

В качестве предмета исследования выбран плоский четырехзвенный 

механизм ABED (рис. 2). Основные результаты после проведения анализа 

формул в программе Maple: 

1. Плоский четырехзвенный механизм работоспособный и имеет 

степень свободы, равную единице.  
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2. При изменении длины кривошипа АВ от 5 до 25 единиц, угол δ  

меняет свое значение от 
о47  до 

о50 . Максимальное значение длины 

кривошипа АВ 100 единиц, при котором возможна работоспособность 

данного четырехзвенника, при этом угол δ  стремится к 0. 

3. При изменении угла α  вследствие совершения одного полного 

оборота кривошипа АВ, меняется значение углового ускорения 3ε  точки С 

кривошипа. Максимальное значение углового ускорения достигается при 
о90  и о270 . 

 

Определение числа степеней свободы механизмов 

 

Если бы в пространственном механизме все звенья  n были 

подвижными и не были связаны друг с другом кинематическими парами, то 

при их движении в пространстве число степеней свободы  W  всех звеньев 

было бы 6W n . Но одно звено (стойка) является неподвижным, а 

остальные звенья образуют между собой кинематические пары, каждая из 

которых накладывает на подвижные звенья определенное количество 

ограничений. Степень свободы для пространственных механизмов 

определяется с помощью формулы Сомова-Малышева (1)- формулы 

подвижности или структурная формула кинематической цепи общего вида. 

 

5 4 3 2 16 5 4 3 2W n P P P P P          (1) 

где n - число подвижных звеньев; 

1 5...P P - число кинематических пар соответствующего класса. 

На плоскости число степеней свободы звена не может быть больше 

трех [2]. Для определения числа степени свободы для плоских механизмов 

воспользуемся формулой Чебышева (2): 

 

5 43 2W n P P   .    (2) 

где n - число подвижных звеньев; 

5 4,P P - число кинематических пар соответственно 5-го и 4-го классов. 

Определим для следующих механизмов степень свободы (рис.1). 

Теоретическая и практическая степень подвижности механизмов так 

же отмечена в работах [6, 7, 15, 16, 17,18]. 

Более подробно рассмотрим механизм, структурная схема которого 

представлена на рис. 1, а. 
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a) 

 

б) 

 

3*3 2*4 1W     3*4 2*6 0W     
в) 

  

6*3 5*4 2W      

Рис. 1. Структурная схема четырех-, пятизвенных механизмов: a) плоский 

четырехзвенный механизм; б) плоский пятизвенный механизм; в) пространственный 

четырехзвенный механизм 

 

Методы 

 

Четырехзвенный механизм имеет широкое применение в качестве 

составной части рабочих машин, в последнее время так же нашло 

применение в робототехнических системах.  

На исследуемой схеме (рис. 2) построим дополнительные 

треугольники. 

 
 

Рис. 2. Структурная схема плоского четырехзвенного механизма 

 

Из прямоугольного треугольника BDE получаем: 
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  1

*sin γ
tg δ-δ  

*cos γ

BC

CD BC



. (3) 

Неизвестные переменные углы δ  и γ  могут быть определены из 

соответствующих треугольников, построенных на исследуемом механизме. 

Из прямоугольного треугольника BDF получаем: 

 1

*sinα
tg δ

*cosα

AB

AD AB



, (4) 

а из треугольника ABD и BDC  
2 2 2 2* * *cosαBD AB AD AB AD    и 
2 2 2 2* * *cosγBD BC CD BC CD   . 

Отсюда 

 
2 2 2 2 *

cos γ cosα
2* * *

BC CD AB AD AB AD

BC CD BC CD

  
  , (5) 

т.е. cosγ cosαe f  , где 
2 2 2 2

2* *

BC CD AB AD
e

BC CD

  
  и 

*

*

AB AD
f

BC CD
 . 

Таким образом, вычисляя последовательность по формулам (3), (4), (5) 

углы 1 1γ,δ ,δ-δ , можно найти δ  для любого значения α : 

1

*sin γ
δ arctg δ

*cos γ

BC

CD BC
 


    (6) 

При определении угловой скорости 3ω  углового ускорения 3ε  

кривошипа можно было бы поступать аналогично предыдущему, т.е. 

последовательно дифференцировать уравнение (6). Однако такой путь 

приводит к сложным выражениям для 3ω  и 3ε , что вызывает затруднения 

при вычислениях. Поэтому применим другой метод (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Мгновенный центр Р вращения шатуна ВС 



451 

 

Мгновенный центр Р вращения шатуна ВС определится как 

пересечение направлений кривошипа АВ и кривошипа DC. Если скорость 

точки B  1*ωB AB  , то угловая скорость 2  шатуна может быть выражена 

равенством 

2 1ω ωB AB

PB PB


    . 

Скорость точки С кривошипа, с одной стороны, может быть выражена 

через угловую скорость 2 шатуна, а с другой – через угловую скорость 3  

кривошипа: 3 2*ω *ωC CD PC    . 

Таким образом, искомая угловая скорость 3  может быть определена 

из выражения 

3 2 1ω ω * ω *
PC AB PC

CD CD PB
   .    (7) 

Из треугольника РВС 
sinβ

sin γ

PC

PB
 , где  0β 360 α+γ+δ  . Это дает 

окончательно 

3 1

sinβ
ω ω *

sin γ

AB

CD
       (8) 

или передаточная функция 

31

*sinβ

*sin γ

AB
i

CD
 .      (9) 

Дифференцирую по t уравнение (8) для угловой скорости, находим 

угловое ускорение при 1ω const : 

2

3 12 2

β γ
cosβ sin γ sinβ *cosγ

δ
ε *ω *

sin γ

d d
d AB dt dt

dt CD



  .  (10) 

Дифференцирую по t уравнение (5), получаем для 
γd

dt
следующее 

выражение: 

1

γ * sin α
* ω

* sin γ

d AB AD

dt BC CD
  .   (11) 

Из треугольника АВС и ADC имеем 
2 2 2 2 *

cosβ cosδ
2* * *

BC AB AD CD AD CD

AB BC AB BC

  
  . (12) 

Дифференцирую по t это уравнение, получим 

3

β * sin δ
* ω

* sinβ

d AD CD

dt AB BC
 .    (13) 
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Подставляя в формулу (10) выражение для 
γd

dt
, 

βd

dt
 и 3ω  найдем после 

упрощений следующее выражение для углового ускорения кривошипа [11]: 

2

3 1 2

sinδ*cosβ sinα *cosβ *ctgγ
*

ε ω *
* sin γ

AB
AB AD CD

BC CD



 .   (14) 

 

Результаты 

 

Проведем анализ вышеприведенных формул в программе Maple. Для 

анализа выберем один полный оборот кривошипа АВ. Как видно из рис. 4, 

при изменении углаα , некоторые изменения произойдут для угла δ , а 

именно, например, при 
оα=90 , угол δ 63о . График, приведенный на рис. 4 

доказывает, что структурная схема четырехзвенного механизма, 

приведенного на рис. 2, является работоспособной и имеет степень свободы, 

равную единице. 

 

 
 

Рис. 4. Изменение угла δ  в зависимости от угла α  

 

Далее рассмотрим формулы (3), (4), (5) в отношении кривошипа АВ и 

угла δ . Согласно графика на рис. 5, а, при изменении длины кривошипа АВ 

от 5 до 25 единиц, угол δ  меняет свое значение от 
о47  до 

о50 . Анализ 

графика доказывает работоспособность механизма при изменении длины 

кривошипа АВ. 

Согласно анализа уравнения в программе Maple, максимальное 

значение длины кривошипа АВ 100 единиц, при котором возможна 
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работоспособность данного четырехзвенника, при этом угол δ  стремится к 

0, что видно наглядно на рис. 5, б. 
a) б) 

  
Рис. 5. a) Изменение угла δ  в зависимости от длины кривошипа АВ;  

б) Максимально возможная длина кривошипа АВ для данного случая  

 

Далее рассмотрим и анализируем формулу (14). При изменении угла α  

вследствие совершения одного полного оборота кривошипа АВ, меняется 

значение углового ускорения 3ε  точки С кривошипа. При этом 1ω const , 

как и упоминалось выше. Максимальное значение углового ускорения 

достигается при 
о90  и 

о270  (рис. 6). 

 
Рис. 6. Изменение углового ускорения 3ε  

Заключение 

 

Рассмотрен замкнутый четырехзвенный механизм. Определена для 

него степень свободы по формуле Чебышева. В программе Maple 
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определены возможные варианты изменения углов в зависимости друг от 

друга и в зависимости от длин звеньев, вследствие определена 

работоспособность данного четырёхзвенного механизма для этих 

конкретных случаев. Так же анализировано изменение углового ускорения 

в зависимости от изменения угла. Данные анализы доказывают 

работоспособность четырехзвенного механизма и в теоретическом, и в 

«программном» уровне, что позволяет его использование в проектировании 

робототехнических систем.  
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The article is devoted mechanisms with closed kinematic pairs, determines 

the degrees of freedom for them, carries out calculations and analyzes formulas 
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