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Введение 

Среди всевозможных инструментов для построения и моделирова-

ния различных сложных явлений и процессов основным является теория 

дифференциальных уравнений. В настоящее время исследования отдель-

ных классов дифференциальных уравнений и их решений получили ши-

рокое распространение. 

Основной задачей данной работы будем считать построение мате-

матической модели динамического объекта (квадрокоптера) на основе 

уравнения Лагранжа для дальнейшего исследования. 

1 Описание модели и основные положения 

В качестве динамического объекта — квадрокоптер (рис. 1). Иссле-

дуемую модель квадрокоптера будем рассматривать как плоское тело, 

состоящее из абсолютно жесткой рамы и 4 пропеллеров, одинаковых по 

размеру и массе. Вся конструкция имеем идеальную симметрическую 

форму. Для простоты расчетов предположим, что пропеллерами являют-

ся диски, закрепленные на концах рамы в точках C1, C2, C3, C4. Каждый 

пропеллер имеет радиус r, массу mi и массу двигателя me. Центр масс 

рассматриваемого объекта находится в центре конструкции в точке O. 

Положение квадрокоптера в пространстве описывается тремя угла-

ми Эйлера, на которые квадрокоптер отклоняется относительно непо-

движной системы, поворота вокруг оси подвижной системы и тремя ко-

ординатами центра масс в неподвижной системе, жестко связанной 

с квадрокоптером. 
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Рис. 1. Схематичное изображение квадрокоптера 
 

Положение квадрокоптера в пространстве описывается тремя коор-

динатами центра масс и тремя углами поворота вокруг осей подвижной 

системы координат: 
 

( , , ) , ( , , ) .T Tx y z    = =  (1) 

 

С целью автоматизации символьных вычислений в работе использу-

ется библиотека SymPy для Python. Так, символьные переменные и кон-

станты создаются при помощи функции symbols или класса Symbol, а 

функции времени (или другой переменной) можно задать как объект 

класса Function. Для создания вектора обобщенных координат необхо-

димо создать объект класса Matrix, передав список созданных ранее пе-

ременных в конструктор (рис. 2). Продифференцировав результат по 

времени с помощью метода diff, получим вектор обобщённых скоростей. 
 

 
 

Рис. 2. Вид вектора координат на Python 
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Рассмотрим механическую систему, имеющую s степеней свободы, 

на которую наложены стационарные, идеальные, голономные связи. 

В этом случае положение системы определяется s обобщенными коорди-

натами q1, q2, …, qs и вектором обобщенных скоростей. 

Квадрокоптер имеет симметричную структуру с четырьмя двигате-

лями, расположенными на лучах по осям ObXb и ObYb на расстоянии l от 

центра масс. Матрица инерции имеет следующий вид: 
 

 0 0

0 0 ,

0 0
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z
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I I

I

 
 
 
 
 

=  

 

(2) 

 

где Ix, Iy, Iz — моменты инерции при вращении вдоль соответствующих 

осей, Ix = Iy. 

Инерции определяется выражением 
 

 2 21
2

2
,c c ex yI I m l m l= +=  

(3) 

где mc — масса центра квадрокоптера, lc — радиус центра шара, которым 

описывается центр квадрокоптера, me — масса двигателя. 

Также необходимо учитывать инерцию винта Ir: 
21

3
,pr RI m= где mp 

— масса несущего винта, а R — его радиус. 

Общая масса считается как сумма всех элементов: 
 

 44 .pc em mm m += +  (4) 

Выражения для сил по соответствующим осям и углам вращения. 

Вместе силы четырех роторов создают тягу τz в направлении оси ObZb. 

Крутящий момент τ состоит из моментов τφ, τϑ и τψ в направлении, соот-

ветствующему углу поворота системы отсчета квадрокоптера. 
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где k — подъемный коэффициент, ar — постоянная вращательного дви-

жения. 

Кроме того, в модели квадрокоптера требуется учитывать суммар-

ную скорость ωR, которая рассчитывается следующим образом: 
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 1 2 3 4.R    −+−=  (7) 
 

Для упрощения работы математическая модель строится с учетом 

следующих ограничений: 

1) раму квадрокоптера считаем абсолютно жесткой; 

2) все детали квадрокоптера одинаковые по плотности и массе; 

3) квадрокоптер представляет собой идеальную симметричную кон-

струкцию. 

Принимая во внимание вышеизложенную теорию построения моде-

лей, можно сделать вывод, что данная модель при создании требует не-

которого числа допущений. Для того чтобы избежать этого и описать 

модель более точно, можно воспользоваться уравнением Лагранжа, рас-

сматривая модель, как систему дифференциальных уравнений движения 

в обобщенных координатах [2]. 

Основные положения: 

1. Подъемная сила каждого диска-винта создает силу тяги ui, 

направленную вдоль оси y, приложенную в точке Ci. 

2. При будущем вычислении кинетического момента пропеллера 

будем считать, что тензор инерции (это объект, который говорит нам, как 

угловая скорость преобразуется в кинетическую энергию или момент 

импульса) имеет такой же вид, что и у однородного диска, который назо-

вем несущим винтом. 

3. Векторы угловых скоростей винтов, расположенных в точках Ci 

для нечетного i, сонаправлены вектору оси y, остальные — направлены 

противоположно. Суммарная скорость ωR рассчитывается по формуле (7). 

4. Заданы три вращающих момента, приложенных непосредственно 

к корпусу, через которые осуществляется управление ориентацией объ-

екта в пространстве. 

5. Будем считать, что воздух оказывает сопротивление только на ло-

пасти несущих винтов, поскольку линейная скорость квадрокоптера су-

щественно меньше скорости вращения винтов. 

2. Преобразование к функции Лагранжа 

Уравнения Лагранжа второго рода или уравнения движения в 

обобщенных координатах, можно получить из общего уравнения дина-

мики или из принципа стационарного действия Гамильтона [1]. 
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Уравнение Лагранжа имеет вид: 
 

 
0.

j j

d L l

dt q q

 
 
 
 

 
−

 
=  (8) 

 

Уравнения Лагранжа второго рода также можно записать как раз-

ность между кинетической энергией Т и потенциальной энергией V си-

стемы: 
 

 ( , , ) ( , , ) ( , ).j j j j jL t q q T t q q V t q−=  (9) 
 

Рассмотрим механическую систему, имеющую s степеней свободы, 

на которую наложены стационарные, идеальные, голономные связи. 

В этом случае положение системы определяется s обобщенными коорди-

натами q1, q2, …, qs. Кинетическая энергия такой системы является функ-

цией обобщенных координат q1, q2, …, qs, обобщенных скоростей 

1 2, ,..., sq q q и времени 

 

 
1 2 1 2, ,..., ,( , ,..., , ).s s tT T q q q q q q=  (10) 

 

Для полученной системы можно записать  уравнений, которые 

называются уравнениями Лагранжа второго рода или дифференциаль-

ными уравнениями движения в обобщенных координатах: 
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= 1,..., ,j s=  (11) 

 

где Qj — обобщенная сила: 
 

 
j

j

V

q
Q


= −


( 1,2,..., ).j k=  (12) 

Кинетическая энергия поступательного движения квадрокоптера за-

дается по формуле (3): 
 

 ( ), .
2tran
MT  =  

(13) 

 

Кинетическая энергия вращения корпуса: 
 

 
( ), .

1
2 O O OrotO IT  =  

(14) 



436 

 
 

Рис. 3. Расчет кинетических энергий на Python 
 

Полная функция Лагранжа имеет вид: 
 

 ( , ) .tran rotOL q q T T Mg+ −=  (15) 

3. Запись обобщенных сил 

Винты создают силу поступательного движения, приложенную 

к корпусу исследуемого объекта. Суммарную силу тяги можно записать 

формулой: 
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где 1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( ).U u u u u    = + + + = + + +  

Далее выражаем три вращательных момента: 
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где l — расстояние от центра модели до центра диска, образованного 

движением винта, k — подъемный коэффициент. 

Тогда обобщенные силы можно записать следующим образом: 
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Рис. 4. Расчет обобщенных сил на Python 
 

Запишем формулы аэродинамической силы ui и момента Mi для од-

ного винта: 
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4. Результат вычислений 

Подставим все вышеперечисленные формулы в итоговую и найдем 
( , )L q q . 

 

( , ) tran rotOL q q T T Mg+ − ==  

(21) 

( 2 2 2 2 21
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)2 2 2 1
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2 2 2 2
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Рис. 5. Расчет ( , )L q q  на Python 

 

Исходя из построенной модели, получаем уравнения Лагранжа: 
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Заключение 

Таким образом, в данной статье выведена система уравнений для 

управления динамическим объектом (квадрокоптером) на базе уравнений 

Лагранжа. Для упрощения вычислений использовалась библиотека сим-

вольных вычислений SymPy на языке Python. Это облегчает дальнейшее 

ее использование и вычисление управлений. 
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