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КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ ИЗНАШИВАНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ 

ПАРЫ ТРЕНИЯ 
 

Аннотация 

Данная работа посвящена разработке и последующим модификациям 

компьютерной модели изнашивания осесимметричной пары трения. Рассмотрен 

способ учета фрикционного нагрева контактной поверхности и зависимости 

параметров определяющего уравнения от температуры. Предложен способ 

моделирования изнашивания на оси вращения в осесимметричной постановке. 

Разработанная компьютерная модель позволяет точнее прогнозировать ресурс 

осесимметричных пар трения, применяемых в качестве опор в разнообразных 

роторных системах. 
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Введение 

Осесимметричные пары трения представляют собой особый подвид 

трибологических систем, применяемый в качестве опор как в разнообразных 

измерительных приборах, так и в роторных системах, например, кинетических 

накопителях энергии. 

В настоящее время компьютерное моделирование является неотъемлемой 

частью процесса проектирования новых изделий. Для повышения качества, 

надежности и долговечности конечной продукции необходимо на этапе 

проектирования использовать адекватные математические и компьютерные модели 

процессов и явлений, сопровождающих жизненный цикл изделий. 

Целью данной работы является разработка компьютерной модели 

изнашивания осесимметричной пары трения, обладающей высокой степенью 

адекватности. 

 

Методы 

Основным методом проведения исследований в данной работе является 

численное моделирование с применением метода конечных элементов. Достижение 

поставленной цели достигнуто путем модификации известного определяющего 

соотношения – закона Арчарда [1…3], и его имплементацией в виде 

пользовательской подпрограммы в коммерческом расчетном пакете ANSYS 

Mechanical, с последующей верификацией результатов численного моделирования. 

 

Результаты и обсуждение 

С учетом квазистационарности процесса изнашивания закон Арчарда в 

осесимметричной постановке может быть записан в виде: 
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Δ𝑤(𝑖) =
𝐾

𝐻
𝑝(𝑖)
𝑛 (𝑟𝜔̃(𝑖))

𝑚
Δ𝑡(𝑖) (1) 

где  Δw₍ᵢ₎ – приращение величины износа на i-й итерации; 

 K – коэффициент износа; 

 H – твёрдость; 

 p₍ᵢ₎ – величина контактного давления на i-й итерации; 

 r – расстояние от оси вращения до текущей точки контактной 

поверхности; 

 ῶ₍ᵢ₎ – угловая скорость, соответствующая i-й итерации. 

 Δt₍ᵢ₎ – инкремент, соответствующий i-й итерации; 

Схожие концепции моделирования износа применялись многими 

исследователями [4…7]. В исходном варианте параметры модели (1), в частности, 

твердость H, являются постоянными величинами. Известно, однако, что твердость 

большинства материалов уменьшается с повышением температуры [8…11]. В 

настоящей работе фрикционный нагрев контактной поверхности учитывается 

посредством аналитического решения нестационарного одномерного уравнения 

теплопроводности для конечной области с граничными условиями второго рода 

(тепловой поток) на границе, соответствующей контактной поверхности, и 

граничными условиями первого рода (температура) на противоположной границе. 

Для каждого контактного элемента (e) величина теплового потока 

определяется как [12]: 

𝑞(𝑒) = 𝜇𝑝(𝑒)𝑟(𝑒)𝜔  

Суммарный тепловой поток, вычисляемый как 

𝑞 =
∑ 𝑞(𝑒)𝐴(𝑒)(𝑒)

∑ 𝐴(𝑒)(𝑒)
  

распределяется между двумя контактирующими поверхностями в 

соотношении [13]: 

𝑞 = 𝛼𝑞 + (1 − 𝛼)𝑞  

причем 

𝛼 = (1 + √
𝜅(2)𝑐(2)𝜌(2)

𝜅(1)𝑐(1)𝜌(1)
)

−1

  

где  κ, c, ρ – коэффициент теплопроводности, удельная теплоемкость и 

плотность материала; индексы (1) и (2) указывают на номер контактной 

поверхности. 

Выражение для температуры контактной поверхности при указанных 

граничных условиях может быть записано в виде: 

Θ(𝑡) =
4

𝜋2𝜅
∑

(−1)𝑗+1𝜋𝜅(Θ𝑎 − Θ0)(2𝑗 + 1) − 2𝑎𝑞

(2𝑗 + 1)2
𝑒
−
𝜋2𝜅(2𝑗+1)2

4𝑎2𝑐𝜌
𝑡

∞

𝑗=0

+ Θ𝑎 +
𝑎𝑞

𝜅
 (2) 

где  Θ₀ – начальная температура рассматриваемой одномерной области; 

 Θₐ – установившееся значение температуры на удаленной границе; 

 a – размер одномерной области. 

Зависимость твердости от температуры аппроксимируется полиномом 5-го 

порядка, значение температуры в каждый момент времени вычисляется из 

выражения (2). Таким образом, в стационарной постановке учтен эффект 

фрикционного нагрева пары трения и связанное с ним изменение свойств 
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контактных поверхностей. 

Модель (1) также была доработана для возможности моделирования 

изнашивания на оси вращения пары трения. Как нетрудно видеть, при r = 0, Δw₍ᵢ₎ = 0, 

что противоречит наблюдениям. В настоящей работе, оставаясь в рамках линейной 

упругой модели материала, введена гипотеза о наличии малых колебаний оси 

вращения пары трения [14, 15]. Движение точки на вращающейся поверхности 

является суммой вращательного движения с радиальной координатой r и угловой 

скоростью ω, и кругового движения с амплитудой δ и угловой скоростью ξ. Среднее 

значение вектора результирующей линейной скорости вычисляется из соотношения: 

𝑣̅ =
2

𝜋
(𝑟𝜔 + 𝛿𝜉)𝐸 (

2√𝑟𝜔𝛿𝜉

𝑟𝜔 + 𝛿𝜉
) (3) 

где E – полный эллиптический интеграл второго рода. 

Вычисление линейной скорости согласно (3) позволяет получить ненулевые 

значения величины износа на оси вращения пары трения при r = 0. 

Достоверность модифицированной модели процесса изнашивания была 

проверена путем решения износоконтактной задачи о цилиндре на плоском 

основании, имеющей приблизительное аналитическое решение [16]. 

 
 

Рис. 1. Изнашивание цилиндра, 

вращающегося на плоском основании 

Рис. 2. Влияние учета зависимости твердости 

от температуры 

 

Заключение 

Разработанная и представленная в настоящей работе компьютерная модель 

изнашивания осесимметричных пар трения позволяет моделировать процесс 

изнашивания в стационарной постановке, с учетом зависимости трибологических 

параметров поверхностей от температуры, прогнозируя форму изношенной 

контактной поверхности по прошествии большого количества оборотов пары 

трения. 
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COMPUTER MODEL OF THE WEAR OF AN AXISYMMETRIC 

FRICTION PAIR 

 
Abstract 

This paper is devoted to the development and subsequent modifications of a 

computer model of the wear of an axisymmetric friction pair. A method for taking into 

account the frictional heating of the contact surface and the dependence of the parameters 

of the constitutive equation on temperature is considered. A method for modeling wear on 

the axis of rotation in an axisymmetric setup is proposed. The developed computer model 

makes it possible to more accurately predict the resource of axisymmetric friction pair used 

as supports in a variety of rotor systems. 




