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Введение 

Современную математику невозможно представить без термина 

«множество» – он прочно укрепился практически во всех ее основных 
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разделах. На рубеже XIX и XX столетий были попытки положить «множе-

ство» в основу математики, но не получилось, так как в это же время были 

обнаружены многочисленные парадоксы, многие из которых тесно свя-

заны с этим понятием. Чтобы избежать парадоксов, было предложено ис-

пользовать в качестве оснований логики и математики теорию формаль-

ных систем. В результате понятие «множество» сейчас строго определя-

ется только с точки зрения аксиоматической теории множеств, в основе 

которой лежит язык исчисления предикатов [2, 9]. 

В настоящее время термин «алгебра множеств» неоднозначен. В рус-

скоязычной математической литературе под ним чаще всего понимается 

система подмножеств некоторого множества с операциями «пересечение», 

«объединение» и «разность». При этом в данной системе не предусмот-

рены отношения, хотя речь идет о подмножествах (т. е. отношение «вклю-

чение» неявно присутствует в данном варианте определения алгебры мно-

жеств). Такое узкое и неконструктивное определение соответствует опре-

делению «алгебры множеств» в Математической энциклопедии [7, с. 129]. 

Это определение повторяется и в современной русской Википедии [1]. 

Предполагается, что основой алгебры множеств в этом варианте является 

аксиоматическая теория множеств. 

Иногда алгебру множеств отождествляют с «наивной теорией мно-

жеств», ставшей широко известной после публикации в 1960 году книги 

Халмоша [10]. Однако эта отождествление не вполне корректно, так как в 

этой книге излагается понятным для студентов языком один из вариантов 

аксиоматической теории множеств. 

Другой вариант формирования понятия «множество» был предложен 

в книге Р. Куранта и Г. Роббинса [5] в небольшом разделе, который назы-

вается «Алгебра множеств». Первое издание этой книги вышло в 1941 

году. Несмотря на то, что эта книга оказалась весьма популярной и много-

кратно переиздавалась на многих языках, замысел авторов об альтернатив-

ном подходе к определению множества и к обоснованиям законов алгебры 

множеств без использования аксиом оказался незамеченным и не получил 

должного развития. В данном докладе используется именно этот вариант 

алгебры множеств. 

1. Алгебра множеств (по Куранту и Роббинсу)

Здесь приводится конспективное изложение некоторых определений

из [5] и комментарии к ним. 

Алгебра множеств – это математическая система, подобная элемен-

тарной арифметике, в которой вместо операций с числами (умножение, 

сложение и разность) используются операции c множествами: пересече-

ние, объединение и дополнение, а вместо отношения меньше или равно – 

отношение включение. 
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В современной терминологии алгебра множеств по Куранту и Роб-

бинсу (АМКР) – это алгебраическая система с соответствующими опера-

циями и отношениями. Данное определение позволяет рассматривать по-

нятие «множество» независимо от аксиоматической теории множеств. 

Рассмотрим основные понятия АМКР. Совокупность объектов, объ-

единенных общим свойством или несколькими свойствами, будем назы-

вать множествами, а сами объекты – элементами. Если известно, что 

множество D состоит из элементов a, c и f и только из них, то используется 

запись D = {a, c, f}. 

Связь между элементом и множеством называется отношением при-

надлежности и обозначается символом (). Запись a  D означает, что 

элемент a принадлежит множеству D. В то же время запись b  D означает, 

что элемент b не принадлежит множеству D. 

В [5] своеобразно определяется отношение включения множеств 

(). Пусть даны множества A и B. Тогда A  B (понимается как «A вклю-

чено в B или равно ему»), если в множестве A не существует элементов, 

не принадлежащих множеству B. 

Такое «отрицательное» определение оправдано тем, что допускается 

случай, когда множество A не содержит элементов, т. е. является пустым 

множеством (обозначается A = ). Тем самым из этого определения сле-

дует, что пустое множество включено в любое множество. 

Определения операций в [5] соответствует стандартным определе-

ниям. Существенное отличие АМКР от аксиоматической теории мно-

жеств заключается в том, что в ней основным (системообразующим) яв-

ляется не отношение принадлежности, а отношение включения, в силу 

этого в АМКР нет необходимости отождествлять элемент и множество (в 

теории множеств это отождествление предусмотрено в Аксиоме пары [9]). 

Такое отождествление позволяет использовать в теории множеств такие 

приводящие к парадоксам понятия, как «множество всех множеств» и «са-

моприменимое множество» (т. е. множество, являющееся элементом са-

мого себя). В АМКР Аксиома пары не используется, поэтому парадоксы в 

ней исключаются в силу определения. «Самоприменимым» в ней оказы-

вается отношение включения (A  A), но это свойство является одним из 

законов алгебры множеств и не приводит к парадоксам. 

26 законов алгебры множеств, приведенных в [5], полностью соответ-

ствуют законам классической логики. Это означает, что для обоснования 

классической логики нет необходимости в аксиомах. Проверить справед-

ливость этих законов можно с помощью перебора вариантов соотношений 

между множествами. Более подробно обоснование законов алгебры мно-

жеств с помощью перебора вариантов рассмотрено в [3, 8]. 
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2. Математическая модель рассуждений на основе законов ал-

гебры множеств 

Данная модель была предложена для анализа рассуждений типа сил-

логизмов и полисиллогизмов. Она была основана на аксиомах E-структур 

[3]. Здесь изложена модифицированная модель, в которой вместо аксиом 

используются новые законы алгебры множеств. Эта модель предназнача-

лась для исправления ошибок и расширения аналитических возможностей 

силлогистики [4]. Однако, если учесть, что используемое в этой системе 

отношение включения множеств изоморфно отношению выводимости в 

логических системах [3], то эту модель можно использовать для решения 

более широкого класса задач. 

Полисиллогистикой называется система рассуждений, в которой за-

дано произвольное число неструктурированных относительно друг друга 

Аристотелевых суждений в качестве посылок, а также сформулированы 

некоторые определенные ниже ограничения. 

К Аристотелевым относятся следующие 4 типа суждений: 

A: все P есть Q, пример: «все приматы млекопитающие»; 

I: некоторые P есть Q, пример: «некоторые студенты спортсмены»; 

E: все P не есть Q, пример: «все жирафы не земноводные»; 

O: некоторые P не есть Q, пример: «некоторые мои коллеги не любят 

критику». 

Здесь A, I, E, O – общепринятые обозначения типов суждений, при 

этом типы A и E с квантором «все» в начале суждения называются об-

щими, а типы I и O – частными. 

Аристотелевы типы суждений можно выразить в соотношениях ал-

гебры множеств. Пусть термины P и Q в примерах суждений соответ-

ствуют некоторым одноименным множествам. Тогда типам суждений бу-

дут соответствовать следующие выражения алгебры множеств: 

A  P  Q; I  P  Q ≠ ; E  P  𝑄; O  P  𝑄 ≠ . 

При этом в алгебре множеств допустимы выражения, которые запре-

щены в традиционной силлогистике. К ним относятся формулы, у которых 

на первом месте находится дополнение множества, например, 𝑃  Q или 

𝑃  Q ≠ . С учетом этого предлагается следующая математическая мо-

дель рассуждений. Пусть в универсуме U задана система множеств Si 

(i = 1, 2, …, n) и их дополнений 𝑆𝑖, при этом изначально на множества не 

накладывается никаких ограничений: возможны равенства некоторых из 

этих множеств друг другу, они могут быть распознаны в процессе анализа 

как пустые или равные универсуму. Для этой системы заданы логические 

посылки двух типов: 

– общие суждения заданы как соотношения включения между неко-

торыми из заданных множеств (например, 𝑆2  S3), 
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– частные суждения, выражающие обязательность непустого пере-

сечения некоторых пар множеств (например, S2  S6 ≠ ). 

Также к этой системе можно добавить два вида ограничений: 

– ограничения подмены термина (или двусмысленности) выража-

ются как недопустимость равенства некоторых пар множеств (например, 

S2 ≠ S4), 

– ограничения пустоты выражаются как недопустимость равенства

пустому множеству некоторых из заданных множеств (например, S4 ≠ ). 

Кроме того, в этой модели в качестве одного из условий можно преду-

смотреть предполагаемое следствие, которое выражено в виде общего 

суждения. 

Тогда для этой модели рассуждений предусматривается решение сле-

дующих шести задач. 

Задача 1: найти следствия в виде соотношений включения между не 

заданными в условиях задачи парами множеств (тем самым выводятся 

следствия в виде новых общих суждений). 

Задача 2: проверить, нарушаются ли в данной системе ограничения 

подмены термина. 

Задача 3: если задано предполагаемое следствие, то проверить, вы-

водится ли это следствие из заданных посылок. В случае отрицательного 

результата осуществляется поиск абдуктивных заключений. 

Задача 4: проверить, нарушаются ли в данной системе ограничения 

пустоты (проверяется отсутствие или наличие парадоксов в рассуждении). 

Задача 5: найти новые пары множеств, для которых доказывается не-

пустое пересечение (тем самым выводятся заключения в виде новых част-

ных суждений). 

Задача 6: установить, для каких множеств, помимо тех, что заданы в 

ограничениях пустоты, доказывается их безусловное неравенство пустому 

множеству. 

В силлогистике с большими трудностями и не без ошибок решаются 

только Задачи 1 и 5 [4]. Решения Задач 1, 2, 3, 4, 5 с использованием E-

структур можно найти в книге [3]. Исследования показали, что Задачи 4, 5 

и 6 можно существенно упростить, если сформулировать и обосновать но-

вые законы алгебры множеств (см. раздел 3). 

Для удобства анализа предложено начинать решение всех Задач с по-

строения графа включений. 

Литералом называется обозначение множества или его дополнения. 

Графом включений называется граф, в котором литералы представ-

лены вершинами, а заданные или полученные в результате анализа отно-

шения включения между ними – дугами. Если, например, S4  𝑆2, то на

графе включений дуга направлена от литерала S4 к 𝑆2 (S4 → 𝑆2).
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Порядок действий при решении всех шести задач начинается одина-

ково: 

1) рисуем граф включений для всех посылок (как изображать на графе 

частные суждения, будет показано далее); 

2) применяем закон контрапозиции ко всем посылкам и дорисовы-

ваем граф включений. 

Полученный граф включений можно использовать для решения всех 

перечисленных выше задач полисиллогистики. Рассмотрим пример. 

Пример 1. Данный, немного измененный мной пример (термин «ро-

стовщик» заменен на термин «мошенник» и добавлена еще одна 6-я по-

сылка) взят из книги Кэрролла [6]. Даны посылки: 

1) те, кто нарушает свои обещания, не заслуживают доверия; 

2) все любители выпить очень общительны; 

3) человек, выполняющий свои обещания, честен;  

4) ни один трезвенник не мошенник; 

5) тому, кто очень общителен, всегда можно верить; 

6) все честные люди не мошенники. 

Необходимо вывести новые общие суждения и проверить существо-

вание мошенников, т. е. проследить, соблюдается ли ограничение пустоты 

для термина «мошенники». 

Сформулируем посылки полисиллогизма в виде соотношений между 

следующими множествами: U – люди; S1 – нарушающие обещания; S2 – 

заслуживающие доверия; S3 – любители выпить; S4 – очень общительные; 

S5 – честные; S6 – мошенники. Тогда суждения примера 1 можно выразить 

в виде следующих соотношений: 1) S1  𝑆2, 2) S3  S4, 3) 𝑆1  S5, 

4) 𝑆3  𝑆6, 5) S4  S2, 6) S5  𝑆6. 

Ограничение пустоты: S6 ≠ . 

Применим ко всем посылкам закон контрапозиции. Тогда получим: 

7) S2  𝑆1, 8) 𝑆4  𝑆3, 9) 𝑆5  S1, 10) S6  S3, 11) 𝑆2  𝑆4, 12) S6  𝑆5. 

Теперь построим граф включений, который рекомендуется изобра-

жать таким способом: в верхней строке 

пусть будут расположены все позитивные 

литералы, в нижней – все негативные. Так 

мы не пропустим ни одного литерала и к 

тому же на такой схеме, в которой противо-

положные литералы расположены по вер-

тикали, можно легко выводить контрапози-

ции исходных суждений, которые на ри-

сунке 1 изображены штриховыми линиями. 

Из рисунка видно, что контрапозиции исходных суждений можно 

легко построить, используя одно простое правило: если исходное сужде-

ние соединяет пару литералов, то контрапозиция этого суждения 

 
Рис. 1. Посылки и следствия 

Примера 1 
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соединяет противоположные литералы, при этом направление дуги 

(вправо или влево) изменяется на обратное. 

Теперь легко находится решение задачи. Выберем на графе литералы, 

в которые не входит ни одна дуга (начальные литералы, в данном примере 

только один литерал S6) и построим пути из них по направлениям дуг. В 

результате получим два пути на графе: 

S6 → S3 → S4 → S2 → 𝑆1 → S5 → 𝑆6; 

S6 → 𝑆5 → S1 → 𝑆2 → 𝑆4 → 𝑆3 → 𝑆6. 

Возможны задачи, у которых нельзя найти начальные литералы, так 

как все пути в графе включений могут оказаться циклами. Это означает, 

что все литералы, содержащиеся в цикле, представляют равные друг другу 

множества. Пример таких задач содержится в [3]. 

По закону транзитивности включения в обоих путях выводится соот-

ношение S6  𝑆6. В E-структурах выражение S6  𝑆6 распознается как кол-

лизия парадокса и равносильно тому, что S6 = . Это говорит о том, что 

ограничение пустоты в данном примере не выполняется. 

Вывод о том, что из коллизии парадокса следует равенство соответ-

ствующего литерала пустому множеству, следует из аксиом E-структур, но 

никак не отражен в законах алгебры множеств. В силу этого возникла 

необходимость в формулировке и обосновании этого и двух других новых 

законов алгебры множеств. 

3. Новые законы алгебры множеств 

Первый закон назван законом парадокса. 

L1. Закон парадокса: если доказано, что X  𝑋, то X = . 

Доказательство. Из определения операции дополнения следует, что 

в множестве 𝑋 содержатся те и только те элементы универсума U, которые 

не являются элементами X. Предположим, что имеется элемент b такой, 

что b  X. В то же время из условия X  𝑋 следует, что элемент b содер-

жится в 𝑋, т. е. по определению b  X. Полученное противоречие можно 

разрешить единственным способом: X = . Конец доказательства. 

К парадоксу также приводит следующая простая ситуация. Предпо-

ложим, что в результате рассуждений оказалось, что некоторый объект A 

обладает свойством B и в то же время не обладает им. Например, не вызы-

вает сомнения то, что Ахиллес догонит черепаху, но вместе с этим «дока-

зывается», что он не может ее догнать. Это можно выразить в виде двух 

посылок: A  B и A  𝐵. Применив закон контрапозиции ко второй по-

сылке, получим B  𝐴. В то же время из A  B и B  𝐴 по закону транзи-

тивности следует A  𝐴. 
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Парадокс образуется и в том случае, когда свойствами объекта одно-

временно являются не контрадикторные (например, квадраты – все фи-

гуры на плоскости кроме квадратов), а контрарные сущности, когда для 

двух непустых множеств B и C выполняется отношение C  𝐵, но при этом 

C  𝐵 (например, квадраты – эллипсы). Рассмотрим, как в этом случае об-

разуется парадокс. Пусть даны две посылки A  B и A  C. При этом свой-

ства B и C являются контрарными, что можно выразить с помощью соот-

ношения B  𝐶. Используем это соотношение в качестве 3-й посылки. То-

гда из A  B и B  𝐶 по закону транзитивности получим A  𝐶. В итоге мы 

опять получили коллизию парадокса A  C и A  𝐶, из чего следует A  𝐴. 

Второй новый закон алгебры множеств используется в тех случаях, 

когда в рассуждении присутствуют или выводятся частные суждения. 

L2. Условие непустого пересечения: k  X и k  Y, при условии 

k ≠ , равносильно выражению X  Y ≠ . 

Доказательство. Если k ≠ , то существует элемент b такой, что 

b  k. Из k  X и k  Y следует, что b  X и b  Y, в силу чего справед-

ливо X  Y ≠ . Конец доказательства. 

Третий новый закон предназначен для распознавания безусловно не-

пустых множеств среди тех множеств системы, которые не заданы в огра-

ничениях пустоты. 

L3. Закон существования: если X ≠  и X  Y, то Y ≠ . 

Доказательство. Поскольку X ≠ , то существует элемент b такой, 

что b  X. Так как X  Y, то b  Y. Следовательно, Y ≠ . Конец доказа-

тельства. 

Этот закон интересен тем, что он по форме соответствует давно извест-

ному в логике правилу вывода modus ponens: если выводимы формулы A и 

A  B, то выводима формула B ( – обозначение логической связки импли-

кации). По сути, закон L3 – это modus ponens применительно к множествам. 

В примере 1 закон L1 подтверждает нарушение ограничения пустоты. 

Использование двух других новых законов можно показать на следующем 

примере. 

Пример 2. Проверим, можно ли в примере 1 избавиться от парадокса, 

заменив вторую посылку «все любители выпить очень общительны» на 

более правдоподобное частное суждение «некоторые любители выпить 

очень общительны» (S3  S4  ). Тогда вместо посылки S3  S4 надо, ис-

пользуя закон L2, ввести две посылки: k  S3 и k  S4 при условии 

k ≠ . В соответствии с этим построим граф включений (см. рис. 2). 

Анализ этого графа включений позволяет получить следующие вы-

воды: 
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1) на графе включений имеются два 

начальных литерала: S6 и k; 

2) из литерала S6 исходят две ветви: 

S6 → 𝑆5 → S1 → 𝑆2 → 𝑆4 → �̄�𝑘 и S6 → S3; не-

трудно убедиться в том, что в них нет пара-

докса; 

3) из литерала k исходят две ветви: 

k → S4 → S2 → 𝑆1 → S5 → 𝑆6 и k → S3. По 

закону L2 получается, что непустое пересечение имеют пары литералов, 

находящихся на одной из этих ветвей (например, S4  𝑆1 ≠ , так как 

k  S4 и k  𝑆1), и пары литералов, содержащиеся в разных ветвях, ис-

ходящих из k (например, 𝑆6  S5 ≠ , так как k  𝑆6 и k  S5). Нетрудно 

убедиться, что среди этих пар нет пары (S5, S6), из чего следует, что частное 

суждение «некоторые мошенники честные» (S5  S6 ≠ ) не является за-

ключением в данном примере. Тот же результат мы получим, если рас-

смотрим ветви, исходящие из литерала S6, который в силу ограничения пу-

стоты соответствует непустому множеству. 

Таким образом, замена хотя бы одного общего суждения в цепи вклю-

чений, ведущей к парадоксу, частным суждением позволяет устранить 

полностью логическую катастрофу. Отсюда также следует, что в ряде слу-

чаев такая, казалось бы, неприметная логическая ошибка, как преобразо-

вание частного суждения в общее, приводит к правильное рассуждение к 

парадоксу. 

Рассмотрим, как можно решить Задачу 6 (распознавание безусловно 

непустых множеств в системе) в примере 2. Для этого используется закон 

L3. Из условий задачи ясно, что изначально заданными непустыми мно-

жествами в системе являются S6 и k. На графе включений (см. рис. 2) 

можно проследить все ветви, исходящие из этих литералов. По закону L3 

любой литерал, содержащийся в этих ветвях, соответствует безусловно не-

пустому множеству. Нетрудно убедиться в том, что безусловно непустыми 

в примере 2 являются все литералы, за исключением 𝑆3. 

Заключение 

В процессе исследований была усовершенствована мат. модель логи-

ческого анализа систем на основе отношения включения множеств, а 

также сформулированы и обоснованы новые законы алгебры множеств: 

закон парадокса, условие непустого пересечения и закон существования. 
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Рис. 2. Граф включений 

Примера 2 
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