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Введение 

Математические модели, используемые для оценки маневренных ха-

рактеристик судна (устойчивости на курсе, поворотливости) водоизмеща-

ющих судов, представляют собой систему обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, описывающих движение в горизонтальной плоскости [1]. 

В настоящее время в литературе представлен целый ряд математиче-

ских моделей маневрирования (Войткунский, Першиц и др., 1973, 1985 

[2], [3]; Басин, 1968 [4]; Афремов, Сергеев, Русецкий, 2016 [5]; Васильев, 

1989 [6]; Гофман, 1988 [7]; Соболев, 1963; 1976 [8], [9]; Chislett, 1996 [10]). 

Основное отличие приведенных математических моделей заключается в 

способе определения и представления гидродинамических неинерцион-

ных (вязкостных) сил и момента. Указанные компоненты определяются 

либо теоретическим путем [8−10], либо расчетно-экспериментальным 

способом [2−7] по соотношениям, полученным на основе анализа резуль-

татов испытаний в опытовых бассейнах модели заданного судна или су-

дов-прототипов. 

Наличие ветро-волновых возмущений приводит к действию на судно 

аэродинамических и средних волновых сил и момента [2, 3, 5], способных 

привести к изменению его маневренных характеристик [7]. Интенсив-

ность и номенклатура внешних воздействий зависят от предполагаемых 

условий эксплуатации судна. В частности, если интенсивность волнения 
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относительно невелика (например, в районе портов), то можно ограни-

читься учётом только ветровой нагрузки. 

Все модели движения морских плавательных объектов (МПО) де-

лятся на линейные модели, частично линеаризованные модели и нелиней-

ные модели. Однако ни одна из математических моделей не является ли-

нейной по всем параметрам: рассматривается линейность по угловой ско-

рость 𝜔 и угол дрейфа 𝛽. 

1. Постановка задачи 

1.1. Описание моделируемого объекта 

Рассматривается водоизмещающее судно, движущееся передним хо-

дом на глубокой воде со скоростью 𝑣 – относительная скорость хода или 

число Фруда по длине 𝐹𝑛 =
𝑈

√𝑔∗𝐿
= 0,26 где 𝐿 – длина судна по конструк-

тивную ватерлинию (КВЛ). 

Управление курсом судна осуществляется перекладками кормовых 

рулей, установленных за гребными винтами. 

1.2. Вывод математической модели маневрирования судна 

Математическая модель маневрирования рассматриваемого судна 

представляет собой систему обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, описывающую движение судна в горизонтальной плоскости. 

Для составления математической модели используются системы ко-

ординат, представленные на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Системы координат 
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Связанная с судном система координат GXYZ с началом в центре масс 

(ЦМ), оси GX и GY находятся в горизонтальной плоскости, ось GX лежит 

в диаметральной плоскости (ДП) судна и направлена в нос, ось GY – на 

правый борт, GZ – вертикально вверх. Оси связанной системы координат 

совпадают с главными осями инерции судна. 

В неподвижной система координат 𝑂𝑎𝑋𝑎𝑌𝑎 ось 𝑂𝑎𝑋𝑎 направлена на се-

вер (совпадает с заданным направлением движения), ось 𝑂𝑎𝑌𝑎 – на восток. 

В качестве внешних возмущений обычно рассматривают аэродинами-

ческие силы и момент, обусловленные действием ветра (скорость ветра 

считается постоянной) на надводную часть корпуса. 

Движение судна определяется следующими кинематическими пара-

метрами: 

– проекции скорости возмущённого движения 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 на оси связанной 

с судном системы координат; 

– угол рыскания 𝜑 (угол между продольной осью модели и заданным 

в неподвижной системе координат направлением движения); 

– угловая скорость рыскания 𝜔 относительно вертикальной оси; 

– координаты траектории центра масс судна 𝑥𝑎𝑔,  𝑦𝑎𝑔 в неподвижной 

системе координат. 

В начальный момент времени (𝑡 = 0) судно движется вдоль оси GX 

со скоростью 𝑣0, угол дрейфа (угол между направлением скорости и осью 

GX) 𝛽 = 0, угол 𝜑 = 0 (судно находится на заданном курсе) и угловая ско-

рость рыскания 𝜔 = 0. 

При составлении математической модели маневрирования были при-

няты следующие допущения [2, 3, 5, 7]. 

1) Характер движения судна определяется действующими на него си-

лами и моментами, которые условно делятся на 2 категории: 

1.1) инерционные компоненты, вызванные инерцией массы корпуса 

судна и присоединённой массой воды – продольная сила 𝐹𝑥𝐼𝑁 и боковая сила 

𝐹𝑥𝐼𝑁 и момент 𝑀𝐼𝑁 относительно вертикальной оси, проходящей через ЦМ; 

1.2) неинерционные (вихревые, связанные с образованием волн при дви-

жении судна) компоненты, обусловленные вязкостью воды − 𝐹𝑥𝐻, 𝐹𝑦𝐻 и 𝑀𝐻. 

2) При расчёте инерционных компонент предполагается: 

2.1) оси связанной системы координат совпадают с главными осями 

инерции судна; 

2.2) судно симметрично относительно диаметральной плоскости (ДП); 

2.3) пренебрегаем асимметрией судна относительно поперечной вер-

тикальной плоскости (GYZ), проходящей через начало координат 

(𝑚26 = 0); 

2.4) присоединённые массы представлены в виде: 

2.4.1) присоединённая масса при движении в продольном направле-

нии 𝑚11 = 𝑘11 ∗ 𝑚; 



 

525 

2.4.2) присоединённая масса при движении в боковом направлении 

𝑚22 = 𝑘22 ∗ 𝑚; 

2.4.3) присоединённый момент инерции при вращении относительно 

вертикальной оси 𝑚66 = 𝑘66 ∗ 𝐼𝑧; 

2.4.4) коэффициенты присоединённых масс 𝑘11, 𝑘22, 𝑘66 постоянны и 

определяются исключительно формой корпуса (пренебрегаем влиянием 

свободной поверхности). 

При принятых допущениях инерционные силы и момент определя-

ются соотношениями: 

 𝐹𝑥𝐼𝑁 = −𝑚(1 + 𝑘11) ∗
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
+𝑚(1 + 𝑘22) ∗ 𝑣𝑦 ∗ 𝜔 + (𝑚26 ∗ 𝜔

2), (1) 

 𝐹𝑥𝐼𝑁 = −𝑚(1 + 𝑘22) ∗
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
−𝑚(1 + 𝑘11) ∗ 𝑣𝑥 ∗ 𝜔 − (𝑚26 ∗

𝑑𝜔

𝑑𝑡
), (2) 

 
𝑀𝐼𝑁 = −𝐼𝑧(1 + 𝑘66) ∗

𝑑𝜔

𝑑𝑡
−𝑚(𝑘22 − 𝑘11) ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝑣𝑦 −

−(𝑚26 ∗
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
+𝑚26 ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝜔).

 (3) 

Пренебрегаем асимметрией судна относительно поперечной верти-

кальной плоскости (GYZ), проходящей через начало координат (𝑚26 = 0): 

 𝐹𝑥𝐼𝑁 = −𝑚(1 + 𝑘11) ∗
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
+𝑚(1 + 𝑘22) ∗ 𝑣𝑦 ∗ 𝜔, (4) 

 𝐹𝑥𝐼𝑁 = −𝑚(1 + 𝑘22) ∗
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
−𝑚(1 + 𝑘11) ∗ 𝑣𝑥 ∗ 𝜔, (5) 

 𝑀𝐼𝑁 = −𝐼𝑧(1 + 𝑘66) ∗
𝑑𝜔

𝑑𝑡
−𝑚(𝑘22 − 𝑘11) ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝑣𝑦 . (6) 

3) Силы и моменты вихревой природы (гидродинамические силы 

𝐹𝑥𝐻,  𝐹𝑦𝐻 и момент 𝑀𝐻 относительно центра масс) являются функцией угла 

дрейфа 𝛽 и угловой скоростью 𝜔. 
Наиболее распространённый теоретический метод определения гид-

родинамических характеристик основан на циркуляционно-отрывной тео-

рии, разработанной К. К. Федяевским и Г. В. Соболевым [9]. 

Для рассматриваемого судна гидродинамические характеристики 

определяются по соотношениям (2), (3) и (5). Приведённые в справочни-

ках формулы для расчёта гидродинамических характеристик получены на 

основе анализа результатов серийных модельных испытаний в опытных 

бассейнах и содержат компоненты инерционных сил, обусловленных уг-

ловой скоростью 𝜔 (∆𝐹𝑥 = 𝑚 ∗ 𝑘22 ∗ 𝑣𝑦 ∗ 𝜔, ∆𝐹𝑦 = −𝑚 ∗ 𝑘11 ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝜔) и 

момента, связанного с наличием угла дрейфа 

(∆𝑀 = −𝑚(𝑘_22 − 𝑘_11) ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝑣𝑦), поэтому отдельными компонентами 

в уравнения движения указанные компоненты не входят. 

Гидродинамические силы подразделяются на позиционные и демп-

фирующие: 

 𝐹𝑥𝐻 = 𝐹𝑥𝛽 + 𝐹𝑥𝜔 , (7) 
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 𝐹𝑦𝐻 = 𝐹𝑦𝛽 + 𝐹𝑦𝜔, (8) 

 𝑀𝐻 = 𝑀𝛽 +𝑀𝜔, (9) 

1) позиционные компоненты 𝐹𝑥𝛽(𝛽), 𝐹𝑦𝛽(𝛽) и 𝑀𝛽(𝛽) возникают при 

движениях судна прямым курсом с углом дрейфа 𝛽; 

2) демпфирующие компоненты 𝐹𝑥𝜔(𝜔), 𝐹𝑦𝜔(𝜔) и 𝑀𝜔(𝜔)  обуслов-

лены вращением судна вокруг вертикальной оси с угловой скоростью 𝜔. 
При рассмотрении управляемого движения к перечисленным выше 

силам и моментам необходимо добавить силы и моменты, обусловленные 

перекладками органов управления (кормовыми рулями). С учетом приня-

тых допущениях система управляемого бокового движения судна примет 

вид (10) и (11): 

 𝑚 ∗ (1 + 𝑘11) ∗
𝑑м𝑥

𝑑𝑡
= 𝑚 ∗ 𝑣𝑦 ∗ 𝜔 + 𝐹𝑥𝛽 + 𝐹𝑥𝜔 + 𝐹𝑥𝛿 , (10) 

 𝑚 ∗ (1 + 𝑘22) ∗
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= −𝑚 ∗ 𝑣𝑥 ∗ 𝜔 + 𝐹𝑦𝛽 + 𝐹𝑦𝜔 + 𝐹𝑦𝛿 , (11) 

 𝐼𝑧 ∗ (1 + 𝑘66) ∗
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑀𝛽 +𝑀𝜔 +𝑀𝛿 . (12) 

при 𝑡 = 0, 𝑣𝑥 = 𝑣0, 𝑣𝑦 = 0, 𝜔 = 0. 

2. Линеаризация математической модели маневрирования 

2.1. Дополнение к математической модели движения водоизме-

щающего судна 

При решение различных задач (например, при проводке судна по за-

данной траектории 𝑦𝑎𝑔 = 𝑓(𝑥𝑎𝑔) или при движении с заданным курсом) 

система уравнений (10)−(12) дополняется следующими уравнениями, 

определяющие курс судна (13) и координаты траектории в неподвижной 

системе координат (14) и (15): 

 
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔, (13) 

 
𝑑𝑥𝑎𝑔

𝑑𝑡
= 𝑈𝑥 ∗ cos𝜑 − 𝑣𝑥 ∗ sin𝜑, (14) 

 
𝑑𝑦𝑎𝑔

𝑑𝑡
= 𝑣𝑦 ∗ cos𝜑 + 𝑣𝑥 ∗ sin𝜑. (15) 

2.2. Линеаризация модели движения морского плавательного объекта 

При линеаризации системы уравнений (10)−(12) полагаем: 𝛽, 𝜔 – ма-

лые первого порядка. Следовательно, 

 
𝑣𝑥 = 𝑣0 ∗ cos𝛽   𝑣0 ∗ (1 −

𝛽2

2
)𝑣0 + 0

2,

𝑣𝑦 = −𝑣0 ∗ sin 𝛽  −𝑣0 ∗ (𝛽 −
𝛽3

6
)− 𝑣0 ∗ 𝛽 + 0

3.
  

Рассмотрим порядок малости членов, входящих в уравнение (10): 

 𝑚 ∗ 𝑣𝑦 ∗ 𝜔 ≈ −𝑚 ∗ 𝑣0 ∗ 𝛽 ∗ 𝜔𝑧,  
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т. е. малая второго порядка  

Компоненты сил на корпусе 𝐹𝑥𝛽, 𝐹𝑥𝜔 – чётные функции 𝛽 и 𝜔, так как 

сопротивление корпуса при движении с углом дрейфа и угловой скоро-

стью должно быть больше, чем при движении на прямом курсе (𝛽 = 0, 

𝜔 = 0) независимо от направления движения. Компонента 𝐹𝑥𝛿  – четная 

функция угла перекладки руля. 

Таким образом, 𝐹𝑥𝛽, 𝐹𝑥𝜔, 𝐹𝑥𝛿   – малые второго порядка (~𝛽2, 𝜔2, 𝛿2), 

следовательно, 
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
 – тоже малая второго порядка. С точностью до малых 1 

порядка 
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 0. 

Рассмотрим уравнение (11): 

 𝑚 ∗ (1 + 𝑘22) ∗
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= −𝑣0 ∗ 𝑚 ∗ (1 + 𝑘22) ∗

𝑑𝛽

𝑑𝑡
,  

т. е. малая первого порядка. 

С точностью до малых первого порядка компонента 

 −𝑚 ∗ 𝑈𝑥 ∗ 𝜔 ≈≈ −𝑚 ∗ 𝑣0 ∗ 𝜔.  

Компоненты 𝐹𝑦𝛽, 𝐹𝑦𝜔 – нечётные функции 𝛽 и 𝜔 (должны содержать 

только нечётные степени параметров). Компонента 𝐹𝑦𝛿 – нечетная функ-

ция угла перекладки руля. 

С точностью до малых первого порядка: 

 𝐹𝑦𝛽 = 𝐶𝑦
𝛽
∗ 𝐺1 ∗ 𝛽 = 𝑑𝑦𝛽 ∗ 𝑣0

2 ∗ 𝛽, (16) 

 𝐹𝑦𝜔 = 𝐶𝑦
𝜔̅ ∗ 𝐺1 ∗ 𝜔̅ = 𝐶𝑦

𝜔̅ ∗ 𝐺1 ∗
𝐿

𝑣0
∗ 𝜔 = 𝑑𝑦𝜔 ∗ 𝑣0 ∗ 𝜔, (17) 

где 𝐶𝑦
𝛽

, 𝐶𝑦
𝜔̅  – производные коэффициента боковой силы по углу дрейфа 𝛽 

и безразмерной угловой скорости рыскания 𝜔̅ = 𝐿 𝑣0 ∗ 𝜔⁄ . В соответствии 

с принятой системой координат 𝐶𝑦
𝛽
> 0 производная 𝐶𝑦

𝜔̅ может быть как 

положительной, так и отрицательной величиной: 

 𝐺1 = 
𝜌∗𝑣0

2

2
∗ 𝐿 ∗ 𝑇, (18) 

где 𝐿, 𝑇 − длина по КВЛ, осадка на миделе соответственно; 

𝜌 = 1,025 т/м3 – удельная плотность морской воды. 

Пренебрегая влиянием на эффективность кормовых рулей парамет-

ров маневрирования, для расчета линеаризованной (с точностью до малых 

1 порядка) суммарной боковой силы 𝐹𝑦𝛿 на двух кормовых рулях исполь-

зуем соотношение [5]: 
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𝐹𝑦𝛿 = 2 ∗ 𝐶𝑦𝛿

𝛿 ∗ (𝑇𝐸1 +
𝜌∗𝑣0

2

2
∗ 𝐴𝑅1) ∗ 𝛿 =

= 2 ∗ 𝐶𝑦𝛿
𝛿 ∗

𝜌∗𝑣0
2

2
∗ 𝐴𝑏1(C𝑇e + 𝐴̅𝑅1) ∗ 𝛿 = 𝑑𝑦𝛿 ∗ 𝑣0

2 ∗ 𝛿,
 (19) 

где 𝐶𝑦𝛿
𝛿  – производная коэффициента боковой силы руля по углу перекладки 

(в соответствии с принятой системой координат 𝐶𝑦𝛿
𝛿 < 0); 𝑇𝐸1, 𝐴𝑅1 – тяга 

одного винта, соответствующая движению прямым курсом с заданной ско-

ростью и не переложенным рулём, и площадь одного руля соответственно; 

 C𝑇e =
𝑇𝐸1

𝜌∗𝑣0
2

2
∗
𝜋∗𝐷𝑏

2

4

   

является коэффициентом нагрузки винта по тяге; 

 𝐴𝑏1 =
𝜋∗𝐷𝑏

2

4
  

является площадью винта диска; 

 𝐴̅𝑅1 =
𝐴𝑅1

𝐴𝑏1
  

является относительной площадью руля (отнесённая к площади диска винта). 

Производная 𝐶𝑦𝛿
𝛿  в соответствии с [5] рассчитывается по формуле: 

 𝐶𝑦𝛿
𝛿 = −0,64 ∗

2𝜋

1+2 𝜆𝑅
⁄

∗ (1 − 𝑘𝑢), (20) 

где 𝜆𝑅 – удлинение руля. 

Коэффициент 𝑘𝑢 зависит от режима работы гребного винта (обобщён-

ного коэффициента нагрузки винта по упору 𝐶𝑃̅𝑒) и взаимного расположе-

ния руля и винта. 

Обобщённый коэффициент нагрузки винта по упору 𝐶𝑃̅𝑒 определя-

ется соотношением: 

 𝐶𝑃̅𝑒 =
1

√1+𝐶𝑃𝑒
, (21) 

где 𝐶𝑃𝑒 – традиционный коэффициент нагрузки винта по упору: 

 𝐶𝑃𝑒 =
𝑃𝐸1

𝜌∗𝑣0
2

2
∗
𝜋∗𝐷𝑏

2

4

 . (22) 

Преобразуем уравнение (12): 

 𝐼𝑧 ∗ (1 + 𝑘66) ∗
𝑑𝜔

𝑑𝑡
 ,  

т. е. малая первого порядка. 

Компоненты 𝑀𝛽, 𝑀𝜔 –нечётные функции 𝛽 и 𝜔 (должны содержать 

только нечётные степени параметров). Компонента 𝑀𝛿 – нечетная функция 𝛿. 
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С точностью до малых первого порядка: 

 𝑀𝛽 = 𝐶𝑚
𝛽
∗ 𝐺1 ∗ 𝐿 ∗ 𝛽 = 𝑑𝑚𝛽 ∗ 𝑣0

2 ∗ 𝛽, (23) 

 𝑀𝜔 = 𝐶𝑚
𝜔̅ ∗ 𝐺1 ∗ 𝐿 ∗ 𝜔̅ = 𝐶𝑦

𝜔̅ ∗
𝐿

𝑣0
∗ 𝐺1 ∗ 𝐿 ∗ 𝜔 = 𝑑𝑚𝜔 ∗ 𝑣0 ∗ 𝜔, (24) 

 𝑀𝛿 =  2 ∗ 𝑥̅𝑅 ∗ 𝐹𝑦𝛿 ∗ 𝐿 ∗ 𝛿 = 𝑑𝑚𝛿 ∗ 𝑣0
2 ∗ 𝛿, (25) 

где 𝐶𝑚
𝛽

, 𝐶𝑚
𝜔̅ – производные коэффициента момента рыскания по углу 

дрейфа 𝛽 и безразмерной угловой скорости рыскания 𝜔̅ = 𝐿 𝑣0 ∗ 𝜔⁄ . В со-

ответствии с принятой системой координат 𝐶𝑚
𝜔̅ < 0 производная 𝐶𝑚

𝛽
 может 

быть как положительной, так и отрицательной величиной (если 𝐶𝑚
𝛽

 < 0, то 

судно статистически устойчиво на курсе для большинства современных 

судов 𝐶𝑚
𝛽

 < 0);𝑥̅𝑅 = 
𝑥𝑅

𝐿⁄  – относительная абсцисса оси баллера руля, от-

читываемая от центра масс судна. 

Таким образом, линеаризованная система уравнений управляемого 

бокового движения имеет вид: 

 {
−𝑣0 ∗ 𝑚 ∗ (1 + 𝑘22) ∗

𝑑𝛽

𝑑𝑡
= −𝑚 ∗ 𝑣0 ∗ 𝜔 + 𝐹𝑦𝛽 + 𝐹𝑦𝜔 + 𝐹𝑦𝛿 ,

𝐼𝑧 ∗ (1 + 𝑘66) ∗
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑀𝛽 +𝑀𝜔 +𝑀𝛿 ,

 (26а) 

или (при наличии внешних возмущений 𝐹𝑦𝑉𝑁 , 𝑀𝑉𝑁) 

 {

𝑑𝛽

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑦𝛽 ∗ 𝛽 + 𝑎𝑦𝜔 ∗ 𝜔 = 𝑎𝑦𝛿 ∗ 𝛿 + 𝑎𝐹 ∗ 𝐹𝑦𝑉𝑁,

𝑑𝜔

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑚𝛽 ∗ 𝛽 + 𝑎𝑚𝜔 ∗ 𝜔 = 𝑎𝑚𝛿 ∗ 𝛿 + 𝑎𝑀 ∗ 𝑀𝑉𝑁 .

 (26б) 

В таблице 1 приведены обозначения, названия и единицы измерения 

в международной системе измерения (СИ) компонент, входящих в лине-

аризованные системы (26а) и (26б). 

Таблица 1 

Описание компонент, входящих в линеаризованную систему 

Обозначение Название Единица измерения 

𝜑 Угол рысканья радианы 

𝜔 Угловая скорость рысканья радианы/секунда 

𝛽 Угол дрейфа градусы 

𝛿 Угол перекладки руля градусы 
 

В зависимости от решаемой задачи системы (26а) и (26б) дополня-

ются уравнениями (13) или (14) и (15). 

Коэффициенты 𝑎𝑦𝛽, 𝑎𝑦𝜔, 𝑎𝑦𝛿, 𝑎𝑚𝛽, 𝑎𝑚𝜔, 𝑎𝑚𝛿 рассчитываются по фор-

мулам: 
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 𝑎𝑦𝛽 =
𝐶𝑦
𝛽
∗
𝜌
2⁄ ∗𝐿∗𝑇

𝑚∗(1+𝑘22)
∗ 𝑣0, (27) 

 𝑎𝑦𝜔 =
(𝐶𝑦

𝜔̅∗
𝜌
2⁄ ∗𝐿2∗𝑇−𝑚)

𝑚∗(1+𝑘22)
=

𝐶𝑦1
𝜔̅ ∗

𝜌
2⁄ ∗𝐿2∗𝑇

𝑚∗(1+𝑘22)
, (28) 

 𝑎𝑦𝛿 = −
2∗
𝜌
2⁄ ∗𝐴𝑏1∗(𝐶𝑇𝑒+𝐴̅𝑅1)∗𝐶𝑦

𝛿

𝑚∗(1+𝑘22)
∗ 𝑣0, (29) 

 𝑎𝑚𝛽 = −
𝐶𝑚
𝛽
∗
𝜌
2⁄ ∗𝐿2∗𝑇

𝐼𝑧∗(1+𝑘66)
∗ 𝑣0

2, (30) 

 𝑎𝑚𝜔 = −
𝐶𝑚
𝜔̅∗
𝜌
2⁄ ∗𝐿3∗𝑇

𝐼𝑧∗(1+𝑘66)
∗ 𝑣0, (31) 

 𝑎𝑚𝛿 =
2∗
𝜌
2⁄ ∗𝐴𝑏1∗(𝐶𝑇𝑒+𝐴̅𝑅1)∗𝑥̅𝑅∗𝐿∗𝐶𝑦

𝛿

𝐼𝑧∗(1+𝑘66)
∗ 𝑣0

2. (32) 

Коэффициенты 𝑎𝐹 , 𝑎𝑀  при внешних возмущениях рассчитываются 

по формулам: 

 𝑎𝐹 = −
1

𝑣0∗𝑚∗(1+𝑘22)
, (33) 

 𝑎𝑀 =
1

𝐼𝑧∗(1+𝑘66)
, (34) 

где 𝑚, 𝐼𝑧 – масса и момент инерции массы относительно вертикальной 

оси; 𝑘22, 𝑘66 – коэффициенты присоединённой массы (при движении 

вдоль оси GY) и присоединённого момента инерции (при вращении вокруг 

вертикальной оси). 

 𝐶𝑦1
𝜔̅ = (𝐶𝑦

𝜔̅ − 2 ∗
∇

𝐿2∗𝑇
)  

является суммарной (корпус и компонента центробежной силы) производ-

ной боковой силы по безразмерной угловой скорости 𝜔̅ (𝐶𝑦1
𝜔̅  < 0, т. к. |𝐶𝑦

𝜔̅| 

существенно меньше величины 2 ∗ ∇
𝐿2 ∗ 𝑇⁄ ). 

2.3. Параметры рассматриваемого судна 

Длина по КВЛ (конструктивную ватерлинию) 𝐿 = 90 м, ширина 

𝐵 = 16 м, осадка на миделе 𝑇 = 4,2 м, объёмное водоизмещение 

∇ = 3326,4 м3. 

Масса судна 𝑚 = 3409,56 т, момент инерции массы относительно 

вертикальной оси 𝐼𝑧 = 1,576 ∗ 106 тм2, коэффициенты присоединённых 

масс 𝑘11 = 0,029, 𝑘22 = 0,478, 𝑘66 = 0,376. 
Площадь и удлинение руля  𝐴𝑅1 = 4,8 м2, 𝜆𝑅 = 2,0, абсцисса оси бал-

лера 𝑥̅𝑅 = −0,472, удлинение 𝜆𝑅𝐷 = 1,69 и площадь 𝐴𝑅𝐷1 = 3,78 м2 части 

руля, расположенной в струе гребного винта. 

Диаметр гребного винта 𝐷𝑏 = 3,0 м. 
Коэффициент нагрузки винта по тяге 𝐶Те = 0,802, обобщенный коэф-

фициент нагрузки винта по упору 𝐶𝑃̅𝑒 = 0,711. 
Гидродинамические коэффициенты: 
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 𝐶𝑦
𝛽
= 0,400, 𝐶𝑦

𝜔̅ = 0,030, 𝐶𝑚
𝛽
= 0,09367, 𝐶𝑚

𝜔̅ = −0,110,  

 𝐶𝑦𝛿
𝛿 = −1,857, 𝐶𝑦1

𝜔̅ = −0,165.  

Значения коэффициентов линеаризованных уравнений бокового 

управляемого движения (23) и (24) для заданных скоростей хода приве-

дены в таблице 2. 

Таблица 2 

Результаты расчётов коэффициентов для различных значений скорости 𝒗𝟎 

𝑣0, узлы (м с⁄ ) 𝑎𝑦𝛽 𝑎𝑦𝜔 𝑎𝑦𝛿 𝑎𝑚𝛽 𝑎𝑚𝜔 𝑎𝑚𝛿 

8 (4,11) 0,0632 -0,5710 0,0163 -0,01273 0,3271 0,0066 

12 (6,17) 0,0949 -0,5728 0,0244 -0,0287 0,4911 0,0149 

15 (7,71) 0,1186 -0,5728 0,0305 -0,0448 0,6136 0,0232 
 

Коэффициенты 𝑎𝐹, 𝑎𝑀  при внешних возмущениях, рассчитываемые 

по формулам (33), (34): 

 𝑎𝐹 = −1,98 ∗ 10
−4 ∗

1

𝑣0
,  

 𝑎𝑀 = 4,611 ∗ 10
−7.  

Таким образом, линеаризованная система уравнений управляемого 

бокового движения для синтеза управления при стабилизации курса при 

𝑣0 = 8 узлов имеет вид: 

 

{
 
 

 
 
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔,

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −0,327 ∗ 𝜔 + 0,0127 ∗ 𝛽 + 0,0066 ∗ 𝛿,

𝑑𝛽

𝑑𝑡
= 0,573 ∗ 𝜔 − 0,0532 ∗ 𝛽 + 0,0163 ∗ 𝛿,

 (35) 

или (при наличии внешних возмущений 𝐹𝑦𝑉𝑁 , 𝑀𝑉𝑁) 

 

{
 
 

 
 
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔,

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −0,3271 ∗ 𝜔 + 0,0127 ∗ 𝛽 + 0,0066 ∗ 𝛿 + 4,611 ∗ 10−7𝑀𝑉𝑁,

𝑑𝛽

𝑑𝑡
= 0,5710 ∗ 𝜔 − 0,0632 ∗ 𝛽 + 0,0163 ∗ 𝛿 −

1,980∗10−4

4,11
𝐹𝑦𝑉𝑁.

 (36) 

Задача исследования переходных процессов формулируется как за-

дача Коши: найти решение системы при заданных начальных условиях и 

заданных входных воздействиях 𝑢(𝑡), которые могут иметь смысл управ-

лений или внешних возмущений: 

 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0,
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где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – матрицы с постоянными коэффициентами, имеющие сле-

дующие размерности:  𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝐷 ∈ 𝑅𝑚×𝑚; век-

торы 𝑢 ∈ 𝑅𝑚 – вход системы, 𝑦 ∈ 𝑅𝑚 – выход системы, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 – вектор 

состояний, 𝑥(0) – начальное состояние. 

Полученные матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 и вектора 𝑥 и 𝑢 системы (35): 

 𝐴 = (
0 1 0
0 −0,327 0,0127
0 0,573 −0,0532

) , 𝐵 = (
0

0,0066
0,0163

),  

 𝐶 = (
1 0 0
0 1 0

) ,   𝐷 = (
0
0
),  

 𝑥 = (𝜑 𝜔 𝛽)𝑇,   𝑢 = (𝛿 ).  

Полученные матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 и вектора 𝑥 и 𝑢 системы (36): 

𝐴 = (
0 1 0
0 −0,327 0,0127
0 0,573 −0,0532

) , 𝐵 = (
0 0 0

0,0066 0,0000004611 0
0,0163 0 −0,00004828

), 

𝐶 = (
1 0 0
0 1 0

) ,   𝐷 = (
0 0 0
0 0 0

), 

𝑥 = (𝜑 𝜔 𝛽)𝑇 ,   𝑢 = (𝛿 𝑀𝑉𝑁 𝐹𝑦𝑉𝑁 )𝑇 . 

Матрица управляемости системы (35): 

𝑆𝑦 = (
0 0,0066 −0,0019

0,0066 −0,0019 0,0007
0,0163 0,0027 −0,0013

). 

Ранг матрицы 𝑆𝑦 = 3 = 𝑛, следовательно, система управляема со-

гласно критерию Калмана. 

Заключение 

В работе проведён обзор существующих математических моделей 

движения, после чего была выведена нелинейная модель маневрирования 

морского подвижного объекта. Рассмотрены дополнения к полученной мо-

дели, выбор дополнительных уравнений определяется решаемой задачей. 

Далее была проведена линеаризация модели и приведены формулы для 

расчёта коэффициентов. В итоге была получена линейная модель движе-

ния водоизмещающего судна в векторно-матричной форме, которая может 

быть использована для синтеза систем управления в реальных задачах. 
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