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Аннотация 

 

Для повышения точности систем с программным управлением 

используются обратные связи. Рассмотрены вопросы эффективности и 

устойчивости построения замкнутых систем управления с обратными 

связями. 
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Введение 

 

В работах [1-5] показаны основные принципы построения машин с 

программным управлением. Рассмотрены проблемы реализуемости 

программного движения и программного управления. Выявлены источники 

динамических ошибок (влияние начальных условий, неадекватность 

динамической модели системы, реализуемость программного движения). 

Обсудим ещё две проблемы, с которыми приходится сталкиваться при 

mailto:gnpet@mail.ru
http://www.mmf.spbstu.ru/KAFEDRY/TMM/pic/petrov_b.jpg


95 

 

создании замкнутых систем управления с обратными связями: 

эффективность и устойчивость. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Схема замкнутой системы с программным управлением 

 

Методы 

 

Рассмотрим структурную схему системы с программным управлением 

(рис. 1) [6,7]. Здесь на выходе двигателя (на валу ротора) устанавливаются 

измерительные устройства (датчики), определяющие угол поворота и 

угловую скорость ротора и сравнивающие значения  q t  и  q t  с их 

программными значениями. Разности     П
q t q t    и    П

q t q t    

представляют собой ошибки по координате ротора и его угловой скорости. 

Сигналы   и   подаются на вход системы обратной связи (СОС), 

представляющий собой регулятор – устройство, формирующее сигнал u , 

складывающийся с сигналом программного управления  Пu t , подаваемым 

на вход двигателя. Закон управления, связывающий сигнал обратной связи 

u  с ошибками   и  , обычно выбирается в форме  
 

1u k k      ,     (1) 
 

где k и 1k  – положительные коэффициенты усиления по координате и по 

скорости. Из формулы (1) следует, что знак корректирующего сигнала u  

противоположен знакам ошибок, т. е. при Пq q , Пq q , корректирующий 

сигнал уменьшает входной параметр и тем самым уменьшает скорость 

двигателя, а следовательно, и величину ошибок. При Пq q , Пq q  

происходит увеличение скорости двигателя, что также приводит к 

уменьшению ошибок [8, 9]. Таким образом, формирование закона 

управления в соответствии с (1) направлено на уменьшение динамических 

ошибок, а, следовательно, на повышение точности отработки системой 

программного движения.  
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 Эффективность замкнутой системы управления  

 

Составим уравнение движения механической системы с линейной 

функцией положения 
 

ПJ q Q  ,      (2) 
 

где q  – угловое ускорение ротора двигателя, ПJ  – приведенный момент 

инерции, Q  – движущий момент. В связи с тем, что в системах с 

программным управлением возникают большие переменные инерционные 

силы, вызывающие значительные колебания движущего момента, при их 

исследовании должна использоваться динамическая характеристика 

двигателя. Полагаем, что используется двигатель постоянного тока с 

независимым возбуждением, принимаем эту характеристику в форме [10]: 

Q Q r u s q       ,     (3) 
 

где , ,r s  – параметры двигателя. 

Рассмотрим частный пример (рис.2) [11, 12]. На вход двигателя 

постоянного тока с независимым возбуждением подается знакопеременное 

входное напряжение  u t , вызывающее реверсивное движение ротора, 

которое с помощью зубчатой передачи и зубчато-реечного механизма 

преобразуется в возвратно-поступательное движение выходного звена – 

зубчатой рейки; таким образом, в этой схеме используется принцип 

программного управления. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. Схема системы с зубчато-реечным исполнительным механизмом 
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Пусть задан программный закон движения выходного звена  Пx t . Из 

кинематических соотношений легко определить программный закон 

изменения  Пq t : 

 
 П 12

П

3

x t i
q t

R


 .     (4) 

 

где 12i  – передаточное отношение зубчатой передачи; 3R  – радиус начальной 

окружности зубчатого колеса 3. 

Подставив Q  из (2) в (3), получим уравнение движения ротора двигателя 

в форме 
 

 П ПJ q J q s q r u t            (5) 
 

или, после деления на s , 

 M M

r
q q q u t

s
          .     (6) 

где П
M

J

s
   –механическая постоянная времени. 

Пусть в этой системе, движение которой описывается уравнением (6), 

введена обратная связь (1). Подставляя в (6) 

 

     П П 1u t u t u u t k k       ; Пq q   

и предполагая из [30], что П П

s
u q

r
 , получим 

 

      M П M П П П 1

r
q q q u t k k

s
              .   (7) 

 

После элементарных преобразований запишем уравнение для 

динамической ошибки: 
 

M M 1 M П M П1
r r

k k q q
s s

 
                     

 
. (8) 

 

Предположим теперь, что требуется осуществить периодическое 

возвратно-поступательное движение рабочего органа по закону 
 

 П sinx a t   ,     (9) 
 

где a  и   – заданная амплитуда и частота. Подставляя (9) в (4), находим 
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 12
П

3

sin
a i

q t
R


   .     (10) 

 

Определим динамическую ошибку при программном движении (10). 

Будем искать частное решение уравнения (8) в виде 

 
 

 

 

 

 

1 1

1 1

2
1 1

3
1 1

cos ,

sin ,

cos ,

sin .

t

t

t

t

      

      

       

       

                                    (11) 

 

Подставим (11) и (10) в (8): 

 
 

 
2 2

2 2 2 *
1 M M 1 1 11 cos

r r
k k t

s s

   
                     

   
 

 2 2 2 **
П0 M 11 cos ,q t                                    (12) 

 

где    12
П0

3

a i
q

R


 ; 

 
2

M
*

2 2

2 2 2
1 M M

cos

1

r
k

s

r r
k k

s s

  

 

   
             

   

; 

 

  **

2 2
cos

1

 
  

  
; 

 

 
2

1 M
*

2 2

2 2 2
1 M M

1

sin

1

r
k

s

r r
k k

s s

     

  

   
             

   

;   

 **

2 2

1
sin

1
  

  
. 
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Приравняв коэффициенты при косинусах, найдем выражение для 

амплитуды динамической ошибки: 

 
2 2 2

П0 M
1

2 2

2 2 2
1 M M

1

1

q

r r
k k

s s

     
 

   
             

   

.  (13) 

 

При отсутствии обратной связи, т. е. при 0k  , 1 0k  , амплитуда 

динамической ошибки определяется выражением 
 

 

2 2
0 П0 M
1

2
2 2 2

M M

1

1

q      
 

       

.                                (14) 

 

Эффективность введения обратной связи можно характеризовать 

коэффициентом эффективности, который равен отношению амплитуд 

ошибок в замкнутой и разомкнутой системах [13]. Разделив (13) на (14), 

получаем 

 

 
2

2 2 2
M М

1
Э 0 2 2

1 2 2 2
1 M M

1

1
r r

k k
s s

        
  

    
             

   

.            (15) 

 

Чем меньше коэффициент эффективности Э , тем более эффективным 

оказывается введение обратной связи. Первые слагаемые подкоренных 

выражений в числителе и знаменателе (15) удовлетворяют неравенству 
 

2 2
1 M M1 1

r
k

s
                                           (16) 

 

при любом 1k , если 2
M 1     ; если же 2

M 1     , то неравенство (16) 

выполняется при  
 

 2
1 M2 1

s
k

r
      .                                        (17) 

 

Вторые слагаемые удовлетворяют неравенству 
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2 2
M M

r
k

s
      ,                                        (18) 

 

если 

2
M2

s
k

r
   .     (19) 

 

Таким образом, при достаточно больших значениях k  и 1k , 

удовлетворяющих условиям (17) и (19), выполняются оба неравенства  – 

(16) и (18), а при этом модуль числителя в выражении (15) наверняка будет 

меньше модуля знаменателя, т. е. будет   выполняться  условие  

эффективности  управления ( Э 1  ).  Более того, при дальнейшем 

увеличении коэффициента усиления значение Э  будет монотонно 

убывать, стремясь к нулю; при этом будет стремиться к нулю амплитуда 

динамической ошибки по скорости. 

 

Условия устойчивости замкнутой системы. 

  

Казалось бы, увеличивая коэффициенты усиления системы обратной 

связи, можно обеспечить сколь угодно высокую точность выполнения 

программного движения. В действительности возможности повышения 

точности ограничены рядом причин, главная из которых – необходимость 

обеспечения устойчивости замкнутой системы. Для исследования 

устойчивости рассматриваемой системы обратимся к уравнению (8). Для 

асимптотической устойчивости системы необходимо и достаточно, чтобы 

характеристическое уравнение  
 

3 2
M M 11 0

r r
k k

s s

 
             

 
   (20) 

 

имело все корни с отрицательными вещественными частями [14]. Для этого 

все коэффициенты этого уравнения должны быть положительными, что 

выполняется, если 0k  , 1

s
k

r
  , а также должно выполняться условие 

Гурвица для уравнения третьей степени [15], которое в рассматриваемом 

случае принимает вид 

 

M M 11
r r

k k
s s

 
      

 
.     (21) 
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Обозначив 
r

k
s

  , 1

r
k

s
 , приводим условие (21) к виду 

 

1   . 

 

На рис. 3 представлены области устойчивости системы на плоскости 

параметров ,  ,  соответствующие различным величинам .  Чем больше 

постоянная времени двигателя ,  тем меньше область допустимых значений 

  и ,  а следовательно, и коэффициентов усиления k  и 1k . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Заключение 

 

Таким образом, увеличение коэффициентов усиления системы 

обратной связи может приводить к неустойчивости замкнутой системы. 

Отрицательная обратная связь, которая по принципу действия должна была 

бы вызывать уменьшение динамической ошибки, в действительности 

оказывается причиной ее неограниченного увеличения. Не описывая 

подробно все процессы, возникающие в замкнутой системе, отметим 

только, что по существу неустойчивость вызывается инерционностью 

двигателя, характеристикой которой является его постоянная времени .  

Эта инерционность приводит к смещению по фазе колебательного момента 

двигателя по отношению к той колебательной компоненте переходного 

процесса, которую он должен демпфировать. В результате момент 

двигателя, возбужденный сигналом обратной связи, вместо 

Рис. 3. Область устойчивости системы 

 

 

 

 

 

 

 

Область 

устойчивости 
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демпфирующего становится раскачивающим. Чем больше значение  , тем 

сильнее сказывается этот эффект.  

Следует отметить, что инерционностью обладают и другие элементы 

системы управления. Так, например, сигнал на входе регулятора u  связан 

с динамической ошибкой   более сложной зависимостью, чем та, что 

описана выражением (1). В первом приближении динамические процессы, 

происходящие в  регуляторе, описываются уравнением вида 

 

p 1u u k k         ,                                    (22) 

 

где p  – постоянная времени регулятора. Обычно «запаздывание» в 

регуляторе мало ( p M,    ), так что при малых коэффициентах усиления 

им можно пренебречь. Однако с увеличением значений k  и 1k  влияние 

малой постоянной p  на устойчивость системы становится существенным. 

Чем больше коэффициенты усиления цепи обратной связи, тем более 

точной должна быть динамическая модель системы. В частности, это 

относится к учету упругости звеньев механической системы, что становится 

необходимым в системах управления движением прецизионных машин, в 

которых программные движения должны выполняться с высокой 

точностью. 
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Abstract 

 

Feedbacks are used to improve the accuracy of program-controlled systems. 

The questions of efficiency and stability of construction of closed-loop control 

systems with feedbacks are considered. 
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