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Аннотация 

 

 

Одним из важных элементов современных мехатронных и 

робототехнических систем являются датчики [1, 2]. Большой интерес 

представляет вопрос проектирования малогабаритных датчиков угловых 

скоростей, которые широко применяются в различных областях 

промышленности [3, 4]. Среди огромного разнообразия датчиков угловых 

скоростей в последние годы всё большее внимание уделяется 

проектированию микромеханических гироскопов (ММГ). Основной 

проблемой ММГ является высокая зависимость качественных показателей 

от отклонений геометрических и физических параметров резонатора [5]. В 

работе рассмотрены вопросы определения расщепления собственных 

частот колебаний кольцевых резонаторов ММГ, вызванных малым 

отклонением радиуса срединной поверхности резонатора. В качестве 

результата работы предлагается энергетический метод вычисления 

собственных частот колебаний кольцевого резонатора, адаптированный к 

геометрическим отклонениям. По итогам расчета показано, что наибольшее 

расщепление собственной частоты вызывается 2 и 4 гармоники отклонения 

радиуса. 

Ключевые слова: кольцевой гироскоп, микромеханический гироскоп, 

кольцевой резонатор, расщепление собственных частот 
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Введение 

 

Гироскопы – класс устройств способных реагировать на изменение 

углов ориентации тела относительно инерциальной системы отсчета. 

Гироскопы нашли обширное применение в различных областях 

промышленности. Огромную роль гироскопы играют в системах наведения 

и навигации. На данный момент громоздкие гироскопы на базе гироскопов 

Фуко ушли в прошлое, а их место заняли миниатюрные лазерные, волокно-

оптические, электростатические, ядерные, микромеханические, 

твердотельные и другие виды гироскопов [3].  

Среди различных видов гироскопов стоит выделить твердотельные 

волновые гироскопы (ТВГ) и, базирующиеся на них, микромеханические 

гироскопы (ММГ). Данные гироскопы обладают рядом преимуществ, 

главным из которых является простота, ММГ состоят всего лишь из 4 

элементов (рис. 1): 1 – резонатор, 2 – крепления (ламели), 3 – система 

электродов позиционного возбуждения, 4 – система датчиков перемещения. 

ММГ относительно просты в изготовлении, резонатор и крепления как 

правило изготавливаются методом химического травления стекла или 

кремния, что позволяет автоматизировать процесс производства. В 

сравнении с аналогами ММГ также выделяются сравнительно небольшой 

ценой [6]. 

 

 
Рис. 1. Микромеханический гироскоп с кольцевым резонатором 

 

Однако, ММГ обладают также рядом недостатков в сравнении с 

аналогами и прежде всего лазерными гироскопами, работа прибора очень 

сильно чувствительна к различного рода дефектам (дефекты массы, 

геометрии, погрешность возбудителей колебаний [7, 8]), а также к эффектам 

демпфирования (газовое демпфирование, термоэластическое 

демпфирование, демпфирование Акхайзера, Анкерное демпфирование и др. 

[9]). Не смотря на большое количество проблем во многих работах 

высказывается мнение о том, что при должном анализе влияния различного 
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рода дефектов на работу устройства задача предсказания поведения 

устройства при дефектах и задача уменьшения влияния дефектов на работу 

является реальной, а как следствие мы можем получить устройство с 

высокой точностью работу соизмеримой с более дорогими аналогами [10]. 

Для повышения точности работы прибора проводят оценку его работу, а 

затем балансировку в соответствии с известными на данный момент 

моделями влияния дефектов на прибор. Существует множество работ, 

посвященных анализу влияния дефектов на работу ММГ, однако стоит 

отметить, что многие явления до сих пор является малоизученными и слабо 

предсказуемыми (до сих пор не существует достоверно подтвержденной 

математической модели, описывающей анкерное демпфирование), также не 

существует единого метода оценки влияния дефектов, как правило влияния 

дефектов оцениваются по отдельности без учета их взаимного влияния друг 

на друга, в связи с этим исследование вопросов о влияние различных 

дефектов и демпфирующих явлений на работу ММГ по сей день остается 

актуальной и крайне востребованной. 

 

Методы  

 

Итак, как уже было сказано в данной работе предлагается рассмотреть 

расщепление собственных частот, вызванной отклонениям геометрических 

параметров. В качестве математической модели, описывающей динамику 

кольцевого резонатора, была выбрана кольцевая модель, описанная в работе 

[11]. Расчетная схема модели представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Расчетная схема кольцевой модели 

 

Однако, данная модель требует определенной доработки. Для 

кольцевой модели можно задаться только одним видом геометрических 

дефектов – дефект радиуса. Представим функцию радиуса в виде: 

𝑅(𝜑) = 𝑅0 + 𝛥𝑅(𝜑), (1) 
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где 𝑅0 – радиуса срединной линии идеального резонатора (средний радиус 

неидеального резонатора), 𝛥𝑅(𝜑) – отклонение радиуса. 

Отклонение радиуса от среднего радиуса можно представить в виде 

ряда: 

𝛥𝑅(𝜑) = ∑ 𝑅𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜑)

𝑛

𝑚=1

, (2) 

где 𝑚 – номер гармоники дефекта радиуса, 𝑅𝑚 – амплитуда дефекта 

радиуса. 

Получим условие нерастяжимости некругового кольца и выражение 

для кривизны в соответствии с общей теорией оболочек [12]. Зададим 

геометрию некругового кольца в декартовой системе координат: 

{
𝑥(𝜑) = 𝑅(𝜑) cos(𝜑)

𝑦(𝜑) = 𝑅(𝜑) sin(𝜑)
 (3) 

Масштабный коэффициент (параметр Ламе) можно определить по 

формуле: 

𝐴 = √(
𝑑𝑥

𝑑𝜑
)
2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝜑
)
2

 (4) 

С учетом (3) выражение (4) принимает вид: 

𝐴 = √𝑅0
2 + 2𝑅0 + 2𝛥𝑅

2 + (
𝑑𝛥𝑅

𝑑𝜑
)
2

 (5) 

Орт касательной: 

𝑡̅ =
1

𝐴

𝑑𝑥

𝑑𝜑
𝑖̅ +

1

𝐴

𝑑𝑦

𝑑𝜑
𝑗 ̅ (6) 

Орт нормали: 

�̅� =
1

𝐴

𝑑𝑦

𝑑𝜑
𝑖̅ −

1

𝐴

𝑑𝑥

𝑑𝜑
𝑗 ̅ (7) 

Орт нормали и касательной связаны соотношением: 

�̅�𝜘 =
1

𝐴

𝑑𝑡̅

𝑑𝜑
 , (8) 

где 𝜘 – кривизна. 

Тогда кривизна будет определяться выражением: 

𝜘 = √(
𝑑

𝐴𝑑𝜑
(
𝑑𝑥

𝐴𝑑𝜑
))2 + (

𝑑

𝐴𝑑𝜑
(
𝑑𝑦

𝐴𝑑𝜑
))2 (9) 

С учетом линеаризации выражения (9) получим выражения для 

кривизны: 
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𝜘 =
1

𝑅0
3 [
𝑑𝑊

𝑑𝜑

𝑑𝛥𝑅

𝑑𝜑
− 𝑅0

d2𝑊

dφ2 
+ 2𝛥𝑅

d2𝑊

dφ2 
+ 

+𝑊(−𝑅0 + 2𝛥𝑅 + 2
d2𝛥𝑅

dφ2 
) − 𝑉 (

𝑑𝛥𝑅

𝑑𝜑
+
d3𝛥𝑅

dφ3 
)] (10) 

Запишем условие нерастяжимости некругового кольца [13]: 

𝜕𝑉

𝐴𝜕𝜑 
+
𝑊

𝑅 
= 0 (11) 

Путем подстановки выражений (1) и (5) в (11), а также последующей 

линеаризации получим, условие нерастяжимости некругового кольца в 

виде: 

𝜕𝑉

𝑅0𝜕𝜑 
+
𝑊

𝑅0
−
𝑊𝛥𝑅

𝑅0
2 −

𝛥𝑅

𝑅0
2

𝜕𝑉

𝜕𝜑 
−
𝑊

𝑅0
2

d2𝛥𝑅

dφ2 
= 0 (12) 

Выразим из (12) функцию перемещений 𝑊: 

𝑊 =
−𝑅0

𝜕𝑉
𝜕𝜑 

+ 𝛥𝑅
𝜕𝑉
𝜕𝜑 

𝑅0 − 𝛥𝑅 −
d2𝛥𝑅
dφ2 

 (13) 

Упростим (13) с учетом 𝛥𝑅 ≪ 𝑅0: 

 𝑊 = (−
𝜕𝑉

𝜕𝜑 
+
𝛥𝑅

𝑅0 

𝜕𝑉

𝜕𝜑 
) (1 −

𝛥𝑅

𝑅0 
−
1

𝑅0 

d2𝛥𝑅

dφ2 
) (14) 

Далее воспользуемся преобразованиями аналогичными работе []. 

Представим функция осевых перемещений 𝑉 в виде: 

𝑉(𝜑, 𝑡) = �̃�(𝜑)cos(𝑝𝑡), (15) 
где 𝑝 – собственная частот колебаний системы. 

Разложим составляющую, зависящую от 𝜑 в ряд Фурье: 

�̃�(𝜑) = �̃�0 +∑�̃�𝑖с cos(iφ) + �̃�𝑖𝑠 sin(iφ)

𝑘

𝑖=1

(16) 

Запишем вектор параметров: 

{𝑌} =

(

 
 
 
 
 

�̃�0
�̃�1с
�̃�1𝑠
…
 �̃�𝑘с
�̃�𝑘𝑠

)

 
 
 
 
 

 (17) 
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Кинетическая энергия колебаний кольцевого резонатора: 

𝑇 =
𝑆𝜌

2 
∫ 𝐴((

𝜕𝑉

𝜕𝑡 
)
2

+ (
𝜕𝑊

𝜕𝑡 
)
2

)𝑑𝜑

2𝜋

0

, (18) 

где 𝑆 – площадь поперечного сечения резонатора, 𝜌 – плотность материала 

резонатора. 

Потенциальная энергия упругих деформаций: 

𝑈 =
𝐼𝑥
2
∫ 𝐸𝐴𝜘2𝑑φ

2π

0

, (19) 

где 𝐼𝑥 – момент инерции поперечного сечения резонатора. 

Далее будем рассматривать амплитудные значения кинетической и 

потенциальной энергий, выразив их через вектор параметров (17): 

{
�̃� =

1

2 
𝑝2{𝑌}𝑇[𝑀]{𝑌}

�̃� =
1

2 
{𝑌}𝑇[𝐾]{𝑌}

, (20) 

где [𝑀] – матрица масс, [𝐾] – матрица жесткости. 

Определим элементы матриц масс и жесткости: 

{
 
 

 
 𝑀𝑖𝑗 =

𝑑2�̃�

𝑑𝑌𝑖𝑑𝑌𝑗  

1

𝑝2 

𝐾𝑖𝑗 =
𝑑2�̃�

𝑑𝑌𝑖𝑑𝑌𝑗  

(21) 

Тогда можно определить собственные частоты колебаний резонатора 

из условия экстремальности функционала полной энергии системы [14]: 

|[𝐾] − 𝑝2[𝑀]| = 0 (22) 

Используя замену λ = p2 приходим к задаче на собственные значения 

[15], решением которой являются пары минимальных и максимальных 

значений собственных частоты: 

|[𝐾] − λ[𝑀]| = 0 (23) 
Решениями уравнения (23) являются пары собственных частот, по 

которым можно определить искомое относительно расщепление 

собственных частот: 

𝜓 =
𝑝𝑚𝑎𝑥 − 𝑝𝑚𝑖𝑛

𝑝0
 , (24) 

где 𝑝0 – средняя собственная частота колебаний. 
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Результаты 

 

На основе, описанной методике была написана программа для расчета 

в среде MATlab. Программа была отлажена в соответствии с известным 

аналитическим решением [13] для идеального кольца. Аналогичное 

решение было получено энергетическим методом, первая ненулевая 

собственная частот колебаний кольцевого резонатора: 

𝑝 = √
36

 5

𝐸𝐼𝑥
𝜌𝑆𝑅4 

 (25) 

Далее были рассмотрены случаи наличия одной гармоники дефекта 

радиуса: 

𝛥𝑅(𝜑) = 𝑅𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜑) (26) 
Для расчета был выбран резонатор с параметрами, приведенными в 

таблице 1. 
Таблица 1. Параметры кольцевого резонатора  

Параметр Значение 

Радиус срединной окружности, мм 20 

Ширина поперечного сечения кольца, мм 0.5 

Высота поперечного сечения кольца, мм 3 

Плотность, кг/м3 2210 

Модуль Юнга, Па 7·1010 

Амплитуда гармоник дефектов плотности, кг/м3 22.1 

Амплитуда гармоник дефектов модуля упругости, Па 7·108 

Амплитуда гармоник дефектов радиуса, мм 0.2 

Расчет был проведен для гармоник дефекта радиуса 𝑚 = 1…10. Для 

всех гармоник, кроме 2 и 4 значение расщепление собственных частот 

оказалось пренебрежимо мало. Для четвертой гармоники дефекта 

плотности расщепление составило: 

𝜓4 = 3.125
𝑅4
𝑅0
 (27) 

Для второй гармоники дефекта плотности расщепление составило: 

𝜓2 = 0.051
𝑅4
𝑅0
 (28) 
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Также был проведен расчет для комбинации второй и четвертой 

гармоники дефекта плотности, расщепление составило: 

𝜓 = 3.077
𝑅4
𝑅0
 (29) 

 

Обсуждение 

 

Как мы видим из выражение (25) энергетический метод позволяет 

получить точное решение для собственных частот идеальной кольцевой 

модели. 

Выражение расщепления собственной частоты для четвертой 

гармоники (27) с небольшой погрешностью соответствует известному 

решению, приведенному в работе [16]. 

Выражение расщепления собственной частоты для второй гармоники 

(28) не соответствует известному решению, приведенному в работе [16]. 

Данное расхождение вероятно связано с существенным допущениями, 

принятыми в работе [16], поскольку решение [16] является полностью 

линеаризованным, что делает его более приближенным, чем описанное в 

данной работе, а также с учетом того, что в работе [11] доказана высокая 

точность энергетического метода при исследовании других видов дефектов. 

Однако, данное утверждение требует более глубокое изучение данного 

вопроса путем проверки решения альтернативными методами, например, 

методом конечных элементов [17, 18]. 

Выражение (29) позволяет предположить в первом приближении 

линейную зависимость между расщепления гармоник дефекта радиуса, т.е. 

возможность определения полного расщепления собственной частоты, как 

алгебраической суммы расщепления собственных частот от отдельных 

дефектов. Данное утверждение также требует дальнейшей проверки. 

 

Заключение  
 

Была описана модификация известного энергетического метода 

вычисления собственных частот колебаний кольцевого резонатора ММГ. В 

первом рассмотрении метод показал схождение с известным решением 

альтернативным методом и возможность применения для решения 

практических задач вычисления расщепления собственных частот 

колебаний, вызванных малым отклонением геометрии. 

Описанная математическая модель может быть использована для 

моделирования динамики неидеального резонатора и использована за 

основу для развития методов балансировки резонаторов по критерию 

уменьшения расщепления собственных частот, вызванных возмущением 

геометрии [19]. 
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Методы, описанные в представленной работе, могут апробированы для 

решения аналогичных задач в будущем, например, рассмотрения 

комбинаций различных видов дефектов энергетическим методом. 

В дальнейшем автором планируется более глубокое рассмотрение, 

описанного метода для решения комбинированных задач расчета 

расщепления собственных частот колебаний, вызванного ансамблем 

гармоники отклонений геометрических и физических параметров, а также 

решения этой задачи методом конечных элементов для проверки 

предложенного метода. 
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Abstract 

 

Sensors are one of the important elements of modern mechatronic and 

robotic systems [1]. Of great interest is the issue of designing small-sized angular 

velocity sensors, which are widely used in various fields of industry [2, 3]. Among 

the huge variety of angular velocity sensors, in recent years, more and more 

attention has been paid to the design of micromechanical gyroscopes (MMGs). 

The main problem of MMG is the high dependence of qualitative indicators on 

deviations of the geometric and physical parameters of the resonator [4]. The 

paper considers the issues of determining the splitting of the natural oscillation 

frequencies of MMG annular resonators caused by a small deviation of the radius 

of the median surface of the resonator. As a result of the work, an energy method 

is proposed for calculating the natural oscillation frequencies of an annular 

resonator, adapted to geometric deviations. Based on the calculation results, it is 

shown that the largest splitting of the natural frequency is caused by the 2 and 4 

harmonics of the radius deviation. 

Key words: ring gyroscope, micromechanical gyroscope, ring resonator, 

natural frequency splitting 
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