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Аннотация 

 

В работе рассмотрен новый подход к аналитическим условиям 

размещения корней замкнутой системы управления в желаемой области 

комплексной плоскости для достижения заданных характеристик качества 

её переходных процессов. В качестве желаемых показателей качества часто 

используются два параметра: колебательность системы и степень её 

устойчивости [1]. При таком подходе корни характеристического уравнения 

должны располагаться в открытой усеченной угловой области левой 

полуплоскости комплексной плоскости. В данной работе получены 

аналитические формулы для размещения корней замкнутой системы 

произвольного порядка внутри такой области. При этом рассмотрено два 

варианта постановки задачи. В первом варианте получены условия 
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локализации корней для фиксированного набора значений угла наклона 

верхней и нижней сторон области. Во втором варианте для области с 

произвольным углом наклона боковых сторон предлагается применить 

ограничение предельного значения отрицательных вещественных частей 

корней системы с дальнейшей аппроксимацией полученной замкнутой 

области. В результате формируется характеристический полином системы 

и производится расчёт ограничений, налагаемых на его коэффициенты. 

Важным преимуществом метода является его относительная простота, что 

существенно упрощает его практическое применение. 

Ключевые слова: корни и полюса характеристического полинома, 

модальное управление, робастное управление. 

 

Введение 

 

Проектирование линейных динамических систем управления с 

заданными показателями качества замкнутой системы требует решения 

задачи распределения корней характеристического полинома на 

комплексной плоскости [1-3]. Как известно, при отсутствии нулей в 

передаточной функции вид переходного процесса определяется полюсами 

передаточной функции замкнутой системы [4-5]. Если же в передаточной 

функции есть и нули, то необходимо предварительно отделить 

соответствующие корни для их компенсации [6-7] и далее рассматривать 

оставшийся полином пониженного порядка с учётом желаемого 

расположения оставшихся корней. Стандартными формами для 

обеспечения желаемого переходного процесса являются полином 

Баттерворта, в котором корни распределяются по полуокружности в левой 

части комплексной плоскости, и бином Ньютона, в котором корни 

расположены в точке пересечения полуокружности с действительной осью. 

При робастном управлении необходимо получать условия нахождения 

корней в областях, а не в фиксированных точках комплексной плоскости, 

так как корни могут изменять своё положение при изменении параметров 

системы [8-9]. Известны условия локализации корней в открытых областях 

с границами в виде прямых и кривых второго порядка, имеются 

предложения о применении кривых четвертого и выше порядков [10-11]. В 

[12] дано фундаментальное обобщение матричного уравнения Ляпунова о 

локализации спектра матрицы во многих областях комплексной плоскости. 

Развитие этого подхода на многосвязные области произвольной формы 

приведено в [13], в котором применяются кривые четвертого порядка -

овалы Кассини [14]. Проблема локализации корней актуальна для систем 

робастного управления [15–16] и управления мультиагентными системами. 

Для получения относительно простых выражений в данной статье применен 

подход из теории функций комплексных переменных – метод конформных 
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отображений [17-19]. Рассматривается метод размещения корней 

характеристического полинома в усечённой угловой области, определяемой 

желаемыми показателями качества замкнутой системы. Аналитические 

формулы позволяют определить положение корней замкнутой системы 

произвольного порядка для заданного набора значений угла наклона 

верхней и нижней сторон области. В результате формируется 

характеристический полином системы и рассчитываются ограничения на 

его коэффициенты. 

 

Методы  

 

Рассмотрим линейную управляемую динамическую систему с 𝑛-

мерным вектором состояния, с постоянной матрицей, зависящей от 

нескольких подлежащих выбору параметров: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥,   𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇 ,   𝐴 = ||𝑎𝑖𝑘||

1

𝑛
. (1) 

Расположение на комплексной плоскости ℂ спектра собственных 

значений матрицы 𝐴 определяет свойства управляемой системы. Будем 

рассматривать задачу обеспечения расположения спектра матрицы 𝐴 в 

пределах специальной области 𝐷 на комплексной плоскости ℂ. Данная 

область формируется путем пересечения двух геометрических фигур: 

 – бесконечной вертикальной полосы 𝐷1, шириной (𝜉 − 𝜂): 

 𝐷1 = {𝑠: Re(𝑠) ∈ (𝜉 − 𝜂)}, (2) 

– бесконечной угловой области 𝐷2 в виде сектора с заданным углом при 

вершине, равным 2𝜑: 
 𝐷2 = {𝑠: Arg(𝑠) ∈ (𝜋 − 𝜑, 𝜋 + 𝜑)}, (3) 

где 𝜂 – желаемая степень устойчивости динамической системы, 𝜉 – 

задаваемое ограничение на величину предельного удаления корней от 

мнимой оси в левую сторону комплексной плоскости 𝜉 ∈ (∞, 𝜂), φ – 

определяет желаемую колебательность 𝜇 системы: 𝑡𝑔𝜑 = 𝜇.  

Таким образом, будем искать условия нахождения спектра матрицы в 

области: 

 𝐷 = 𝐷1 ∩ 𝐷2. (4) 

Примечания: 

1. Угол φ области 𝐷2 обычно назначается близким к значению 

𝜋/4, либо меньшим, если требуется обеспечить более существенное 

затухание переходного процесса за период. 

2. Высоту трапеции (𝜉 − 𝜂) обычно назначают небольшой. 

Следует отметить, что задача в такой постановке считается сложной и 

не имеющей аналитического решения. 
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Для получения аналитического решения несколько модифицируем 

задачу. Приблизим угловую область 𝐷2 угловой областью 𝐷2
′ , у которой 

угол при вершине может принимать одно из возможных значений, заданных 

формулой φ =
π

2γ
, 𝛾 = 2,3,4 …, при этом вершину угла мы также можем 

переместить из начала координат 𝑂 на расстояние 𝜁 в новую точку 𝑂1, 

заданную из условия, что боковые стороны области 𝐷2′ мало отклонялись 

от боковых сторон исходной области 𝐷2. Будем рассматривать задачу о 

локализации спектра матрицы 𝐴 во внутренней области трапеции: 

 𝐷′ = 𝐷1 ∩ 𝐷2′. (5) 

Такая модификация исходной задачи допустима в рамках принятой 

точности приближения области 𝐷 областью 𝐷′. 
 

Решение задачи 

 

Выполним в характеристической матрице системы 𝑀 = (𝐸𝑠 − 𝐴) три 

замены переменных: 𝑠 = 𝑧1 − 𝜂, 𝑠 = −𝑧2 − 𝜉, 𝑠 = 𝑧4 + 𝜁. Получим: 

 𝑀 = 𝐸𝑧1 − 𝐴1 = −(𝐸𝑧2 − 𝐴2) = 𝐸𝑧4 − 𝐴4, (6) 

при: 

 𝐴1 = 𝐴 + 𝐸𝜂, 𝐴2 = −𝐴 − 𝐸𝜂, 𝐴4 = 𝐴 − 𝐸𝜁. (7) 

Тогда необходимое и достаточное условие локализации спектра 

матрицы 𝐴 в полосе 𝐷1 эквивалентно выполнению 2𝑛 условий гурвицевости 

матриц 𝐴1 и 𝐴2. 

Рассмотрим матрицу 𝐴3 = (−1)𝛾+1𝐴4
𝛾
 и степенное преобразование 

𝑧3 = (−1)𝛾+1𝑧4
𝛾
. По свойству функций от матрицы [20] собственные 

значения матриц 𝐴3 и 𝐴4 связаны соотношениями: 

 𝑧3𝑖 = (−1)𝛾+1𝑧4𝑖
𝛾

,  𝑖 = 1, … , 𝑛. (8) 

Преобразование отображает угол величиной 2𝜑 = 𝜋/𝛾 на плоскости 𝑧4 

в левую полуплоскость плоскости 𝑧3. При этом стороны и отрицательная 

полуось 𝑧4 = 𝑟 exp(𝜋 ± 𝜑)𝑗, 𝑧4 = −𝑟 отображаются соответственно в 

мнимые полуоси и отрицательную полуось. 

Тогда необходимым и достаточным условием локализации спектра 

матрицы 𝐴 в области 𝐷′ является выполнение условий Гурвица для матриц 

𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,2,3.  
Примечание: 

Для систем высокого порядка коэффициенты 𝑎𝑘
𝑖  трех 

характеристических многочленов det(𝐸𝜆 − 𝐴𝑖) можно получить методом 

Лаверье по рекуррентным формулам Фаддеева: 
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𝐴1
𝑖 = 𝐴𝑖 , 𝑎1

𝑖 = −𝑡𝑟 𝐴1
𝑖 , 

𝐴2
𝑖 = 𝐴𝑖(𝐴1

𝑖 + 𝑎1
𝑖 𝐸),   𝑎2

𝑖 = −
1

2
𝑡𝑟 𝐴2

𝑖 , 

 𝐴3
𝑖 = 𝐴𝑖(𝐴2

𝑖 + 𝑎2
𝑖 𝐸), 𝑎3

𝑖 = −
1

3
𝑡𝑟 𝐴3

𝑖  ,  (10) 

… 

𝐴𝑛
𝑖 = 𝐴𝑖(𝐴𝑛−1

𝑖 + 𝑎𝑛−1
𝑖 𝐸),   𝑎𝑛

𝑖 = −
1

𝑛
𝑡𝑟 𝐴𝑛

𝑖 . 

 

Пример 

 

Дана система управления с характеристическим многочленом: 

𝑃4(𝑠) = 𝑠4 + 𝑏1𝑠3 + 𝑏2𝑠2 + 𝑏3𝑠 + 𝑏4.                        (11) 

Коэффициенты уравнения подлежат выбору из условия, чтобы одна 

пара корней имела заданные значения: 

 𝑠3,4 = −1 ± 2𝑗. (12) 

Прочие же два корня располагались в области 𝐷′ с параметрами: 

 𝜂 = 1, 𝜑 =
𝜋

4
 , 𝜉 = +∞, 𝜁 = 0. (13) 

Разделим 𝑃4(𝑠) на квадратичный полином:  

 (𝑠 − 𝑠3)(𝑠 − 𝑠4) = 𝑠2 + 2𝑠 + 5. (14) 

Получим многочлен второй степени: 

 𝑃2(𝑠) = 𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎2, (15) 

где коэффициенты 𝑎1,2 будем считать подлежащими определению, при этом 

параметры 𝑏𝑖 исходного полинома находятся из соотношений: 

 𝑏1 = 𝑎1 + 2,   𝑏2 = 𝑎2 + 2𝑎1 + 5,   𝑏3 = 2𝑎2 + 5𝑎1, 𝑏4 = 5𝑎2. (16) 

Многочлену 𝑃2(𝑠) сопоставим сопровождающую матрицу 𝐴.  

 𝐴 = [
0 1

−𝑎2 −𝑎1
]. (17) 

По матрице 𝐴 получим матрицы 𝐴1,3: 

 𝐴1 = 𝐴1 = 𝐴 + 𝐸 = [
1 1

−𝑎2 1 − 𝑎1
] ; (18) 

 𝐴3 = −𝐴2 = [
𝑎2 𝑎1

−𝑎1𝑎2 𝑎2 − 𝑎1
2]. (19) 

Характеристические полиномы матриц 𝐴1,3 имеют вид: 

 𝑑𝑒𝑡(𝐸𝜆 − 𝐴1) = 𝜆2 + (𝑎1 − 2)𝜆 + (𝑎2 − 𝑎1 + 1) ; (20) 

 det(𝐸𝜆 − 𝐴3) = 𝜆2 + (𝑎1
2 − 2𝑎2)𝜆 + 𝑎2

2. (21) 

Коэффициенты характеристических полиномов:  
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 𝑝1
(1)

= 𝑎1 − 2, 𝑝2
(1)

= 𝑎2 − 𝑎1 + 1; (22) 

 𝑝1
(3)

= 𝑎1
2 − 2𝑎2, 𝑝2

(2)
= 𝑎2

2. (23) 

Условия Гурвица для многочленов второй степени сводятся к 

положительности всех коэффициентов многочленов 𝑝𝑘 > 0. Получаем 

ограничения на значения параметров: 

 𝑎1 > 2, 𝑎1 − 1 < 𝑎2 <
1

2
𝑎1

2. (24) 

 

Заключение  
 

Рассмотрена задача робастного расположения корней динамических 

систем в желаемой угловой области комплексной плоскости. Задаваемая 

область обеспечивает системе требуемые показатели качества переходных 

процессов. Для решения задачи было предложено изменение её постановки: 

ограничение предельного значения отрицательных вещественных частей 

корней системы и аппроксимация полученной замкнутой области. Это 

позволяет добиться требуемой точности расположения корней. В результате 

формируется характеристический полином системы и рассчитываются 

ограничения для его коэффициентов. Важным преимуществом метода 

является его относительная простота, что расширяет область его 

практического применения в сложных задачах [21-23]. 
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Abstract 

 

The paper considers a new approach to analytical conditions for placing the 

roots of a closed-loop control system in a desired region of a complex plane to 

achieve specified characteristics of the quality of its transient processes. Two 

parameters are often used as desired quality indicators: the oscillation of the 

system and the degree of its stability [1]. With this approach, the roots of the 

characteristic equation should be located in the open truncated angular region of 

the left half-plane of the complex plane. In this paper, analytical formulas are 

obtained for placing the roots of a closed system of arbitrary order inside such a 

domain. At the same time, two variants of the problem formulation are considered. 

In the first variant, the conditions for root localization are obtained for a fixed set 

of values of the angle of inclination of the upper and lower sides of the region. In 

the second variant, for an area with an arbitrary angle of inclination of the sides, 

it is proposed to apply a limitation of the limit value of the negative real parts of 

the roots of the system with a further approximation of the resulting closed area. 

As a result, the characteristic polynomial of the system is formed and the 

constraints imposed on its coefficients are calculated. An important advantage of 

the method is its relative simplicity, which greatly simplifies its practical 

application. 

Key words: roots and poles of a characteristic polynomial, modal control, 

robust control 
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