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Аннотация 

 

В работе исследуется возможность простого аналитического описания 

ударных спектров, воспроизводимых на стендах, допускающих 

максимальные импульсы ускорений до 2000 g в частотном диапазоне от 102 

до 104 Гц. Для выполнения динамических расчетов ударных стендов 

используются вычислительные программы, предназначенные для решения 

задач механики деформируемого твердого тела. В данной работе сделана 
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стол испытуемое изделие станина 

направляющие 

попытка учесть процессы, наиболее существенно влияющие на 

характеристики ударного спектра. Важным, но не учтенным здесь является 

воздействие отраженных волн от боковых граней. Работа посвящена 

отысканию простого алгоритма, позволяющего с не слишком большими 

ошибками быстро подбирать параметры стенда. В основу исследования 

положено моделирование приборного стола и станины как ступенчатого 

стержня. 

Ключевые слова: испытательный стенд, ударный спектр, 

двухступенчатый стержень, ударное ускорение, продольные колебания. 

Введение 

Анализ интенсивных ударных спектров показал, что при 

моделировании динамики стендов можно не учитывать медленные 

процессы, обусловленные работой амортизаторов и деформированием 

формирователей ударных импульсов. Ограничимся рассмотрением стендов 

со схемами, в которых стол с испытуемым изделием ударяет по станине 

через жесткую прокладку [5, 6, 8]. Амплитуды ускорений при ударе 

приборного стола о станину превосходят амплитуды при ударе бойка по 

столу [12], поэтому в качестве начального условия для расчетов можно 

принять движение стола как твердого тела с уже приобретенной скоростью 

вне зависимости от способа разгона. Из вышесказанного следует, что для 

описания интересующих нас динамических процессов с достаточной 

точностью можно рассмотреть продольные волны, возникающие в системе 

«приборный стол – станина».  

Математическая модель динамических процессов  

Рассмотрим  схему  ударного  стенда,  показанную на рис. 1, в момент,  

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Схема ударного стенда 

 

когда стол касается станины. При этом динамическая модель стенда может 

быть представима в виде единого твердого тела, состоящего из двух 
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однородных участков, характеризуемых основными параметрами 

приборного стола и станины. Продольную координату при этом удобно 

выбрать разрывной, состоящей из двух участков с противоположными 

направлениями отсчета.  Соединение стола со станиной будем полагать 

абсолютно жестким и невесомым. Предполагается отсутствие отскока стола 

от станины во время записи ударного спектра. На рис. 2 изображена 

соответствующая расчетная схема, на которой введены следующие 

обозначения: x – кусочно-линейная    координата    поперечных    сечений  

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема ударного стенда 

 

составного стержня, определенная на интервале [0; l1+l2]; l1 и l2 – длины 

приборного стола и станины; E и ρ – модуль нормальной упругости и 

плотность материала; F – площадь поперечного сечения стержня; нижние 

индексы 1 и 2 относятся к столу и станине, соответственно. Для описания 

продольных колебаний этой системы воспользуемся волновым уравнением  

 

 txu ,  = a2  txu ,  (1) 
 

[4] с граничными и начальными условиями 

 

           0000;0,;0,0
1221111121

;  lulululutllutu FEFE  
(2

) 

        
1

0,;00, lxxvxuxu    
(3

) 
 

В уравнении (1) и равенствах (2), (3) буквой Φ обозначена функция 

Хевисайда; v – начальная скорость стола; t – время; u – продольные 

перемещения поперечных сечений; ρ/Ea – скорость распространения 

волны; точкой и штрихом обозначены производные по времени t и 

координате x. Для решения волнового уравнения (1) применим метод Фурье, 

то есть представим его в виде суммы произведений гармонических функций 

с частотами свободных колебаний системы на соответствующие им формы  

     txtxu TX,   (4) 

стол 

станина 

EF

1 

EF

2 

0 
l1 x 

x l1 l1+l2 
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Подстановка частного решения (4) в уравнение (1) после разделения 

переменных дает следующие два равенства: 

 

.
X

X
,

T

T 222 kak 





 (5) 

 

Постоянная величина k имеет физический смысл частоты свободных 

колебаний системы. Запишем решения дифференциальных уравнений (5). 

 

 

     
.

sincosT

sincosX






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 (6) 

 

Собственные частоты k определятся из первого уравнения системы (6) после 

подстановки его в граничные условия (2). В каждый момент времени оба 

конца двухступенчатого стержня свободны от внешних сил, а в месте 

соединения происходит смена знака продольного перемещения сечения и 

растягивающего усилия. Таким образом, граничные условия (2) принимают 

следующий вид: 
 

           
1222111112112121

XXXX;0X;00X ; llllll FEFE   
(7

) 
 

Здесь приняты различные обозначения форм колебаний на двух участках X1 

и X2 с соответствующими множителями А1, В1 и А2, В2, так как в силу 

разрывности решения аналитические выражения получаются разными. 

Подставим первое уравнение системы (6) в (7). 

 
 

         
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 (8) 

 

Из первого уравнения (8) следует, что В1=0. Оставшиеся три уравнения 

перепишем в матричной форме. 
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(9

) 

Система однородных уравнений (9) позволяет найти коэффициенты форм 

свободных колебаний ha = A2/A1 и hb = B2/A1 после приравнивания нулю 

определителя матрицы и решения полученного частотного уравнения: 

            
            
            
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/sin/

2121112222
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Частотное уравнение (10) приводится к следующему виду 
 

   ,tg/tgμ
12

kTkT  (11) 
 

где     ./,/,///μ
122111222111

alTalTaFEaFE   Найдем коэффициенты 

форм из второго и третьего уравнений системы (8). 

      
      ,cos/sincos

,cos/coscos

2321

2321

kTTTkkThb

kTTTkkTha





 (12) 

где ./
213

alT   Следовательно, 

 

 
   

 
 

211

1

22

1

;,

;0

/sin/cos
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X
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akxhbakxha

akx

x














 (13) 

Постоянные интегрирования C и D во втором уравнении (6) определим из 

начальных условий (3). 
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Dkxxu
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 (14) 

 



295 

 

Умножим уравнения (14) на форму колебаний, соответствующую 

произвольной собственной частоте ks и проинтегрируем по всей длине 

двухступенчатого стержня с учетом (3). 
 

   

     
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В силу ортогональности собственных форм  

 

   


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
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s
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s

v
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ss

C

 (16) 

Таким образом, все множители Cs = 0. Для отыскания множителей Ds надо 

взять интегралы в (16) от функций (13). Из всего вышесказанного следует, 

что решение уравнения (1) представимо суммой слагаемых вида 
 

     .sinX, tkDtxu
n

x
nnn

  (17) 

 

Ударный спектр 
 

Ударным спектром называется максимальное по модулю ускорение 

одностепенного условного осциллятора без учета демпфирования за все 

время прохождения падающих и отраженных ударных волн [15]. Ударный 

спектр является функцией от частоты осциллятора и изображается в 

логарифмическом масштабе в единицах «g». Запишем уравнение движения 

одностепенного осциллятора с собственной частотой ω и абсолютной 

координатой y, установленного в середине приборного стола  

   .sin2/ωω
0 1

22






n nnn
tklXDyy  (18) 

Решим его с помощью интеграла Дюамеля при нулевых начальных 

условиях 

         .ττsinωτsin2/ω
0 0

1







n

t

nnn
dtklXDty  (19) 

После взятия интеграла получим выражение для абсолютного ускорения 

осциллятора 
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        .sinωsinω
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0 221
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
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
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n
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tkkt
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k
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Для определения ударного спектра 

    






 gty
t

S /maxlgω   (21) 

предположим, что длительность колебательного процесса больше 

максимального периода всех частот в функции (20). Тогда синусы можно 

приравнять единицам и записать оценку спектра сверху 

   
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
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 Частотное уравнение (11) в диапазоне параметров исследуемых 

конструкций ударных стендов имеет решения, отличающиеся от случая 

однородного стержня постоянного сечения,  

 
21

/π llankn   (23) 

не более чем на 10%. При этом коэффициенты форм (12) примут следующий 

вид: 

        
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 (24) 

После их определения можно получить выражения для постоянных Dn, взяв 

интегралы (15), и записать в окончательном виде ударный спектр 
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На рис. 3 сплошной линией изображена зависимость (25) при учтенных 

первых семи слагаемых, при следующих параметрах стенда:  a = 6400 м/с, v 

= 0,5 м/с,  l1 = 0,36 м,  l2 = 1,14 м.  Частота осциллятора ω (Гц) показана в 

логарифмическом масштабе [7]. Заметим, что учет одного первого 

слагаемого в выражении (25), причем только при ω ‹‹ k1 ≈ 2000 Гц дает удо- 
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Рис. 3. Ударный спектр 

 

влетворительную аппроксимацию ударного спектра в требуемом диапазоне 

частот от 102 до 104 Гц [4, 14]. На рис. 3 штриховой линией показан график 

S1(ω), а пунктирной – экспериментально полученный ударный спектр после 

стандартной математической обработки [1, 15]. 

 

Заключение 

 

В работе получено приближенное математическое выражение ударного 

спектра, формируемого на испытательных стендах в частотном диапазоне 

от 102 до 104 Гц. В основу исследования положена аналогия между 

динамическими процессами в ударных стендах и продольными 

колебаниями прямых ступенчатых стержней. Исследования, не вошедшие в 

работу, показали близость собственных частот рассматриваемых стендов 

частотам однородных стержней. На основе этого утверждения получены 

простые формулы для расчета перемещения точки крепления оборудования 

на приборном столе во время удара. Расчеты, показали возможность 

приближенного определения параметров испытательного оборудования для 

формирования требуемого ударного спектра на основе простой 

аналитической зависимости. 
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TWO-STAGE TEST BENCH MODEL FOR SHOCK SPECTRUM 

SHAPING 
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Abstract 

 

The paper investigates the possibility of a simple analytical description of 

impact spectra reproduced on stands allowing maximum acceleration pulses up to 

2000 g in the frequency range from 102 to 104 Hz. To perform dynamic 

calculations of shock stands, computational programs designed for solving 

problems of deformable solid mechanics are used. In this paper, an attempt is 

made to take into account the processes that most significantly affect the 

characteristics of the shock spectrum. An important, but not taken into account 

here, is the impact of reflected waves from side edges. The work is devoted to 

finding a simple algorithm that allows fast selection of stand parameters with not 

too large errors. The study is based on modeling of the instrument table and bed 

as a stepped rod. 

Keywords: test bench, impact spectrum, two-stage rod, impact acceleration, 

longitudinal vibrations. 
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