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Аннотация 

 

В работе рассмотрены вопросы проектирования сдвоенной волновой 

зубчатой передачи (СВЗП), изготовленной с применением аддитивных 

технологий. Передаточное отношение СВЗП равно 30, разница чисел 

зубьев гибкого и жесткого колес в первой ступени – 4. Вторая ступень 

передачи является зубчатой муфтой. Зубчатые колеса изготовлены из 

пластика PLA+. Рассмотрены методика расчета упругого взаимодействия 

элементов передачи и определение основных параметров. Результаты 

теоретических исследований показали, что одним из основных критериев 

работоспособности рассматриваемой передачи является величина момента 

сопротивления на выходном валу, при котором наступает интерференция 

https://e.mail.ru/compose?To=balasanyanvv@student.bmstu.ru


316 

 

зубьев. Приведены условия, которым должны удовлетворять основные 

параметры передачи. 

Ключевые слова: волновая зубчатая передача, гибкое колесо, жесткое 

колесо, интерференция зубьев, аддитивные технологии.  

 

Введение 

 

На кафедре «Теория механизмов и машин» МГТУ им. Н.Э. Баумана 

была спроектирована и изготовлена сдвоенная волновая зубчатая передача, 

в которой большинство деталей выполнены из полимеров на 3D принтере. 

В составе передачи из покупных компонентов оставлены подшипники и 

крепежные детали. 

На рис. 1, 2 представлены схема и фотография СВЗП. В первой 

ступени зубчатый венец гибкого колеса (ГК) зацепляется с неподвижным 

жестким колесом 5 (ЖК1). Разница чисел зубьев жесткого и гибкого колес 

здесь равна 4. Во второй ступени передачи зубчатый венец зацепляется с 

жестким колесом 6 (ЖК2), которое является выходным звеном. Вторая 

ступень представляет собой волновую зубчатую муфту, числа зубьев 

жесткого и гибкого колеса в которой равны. 

 

 
 Рис.1. Схема СВЗП: Рис.2. Сдвоенная волновая зубчатая  

1, 2 – деформирующие диски; 3 – входной вал;  передача (СВЗП) 

4 – гибкое колесо; 5, 6 – жесткие колеса 

Цель работы — разработка математической модели СВЗП, 

учитывающей пространственное упругое взаимодействие элементов 

передачи, и критериев определения основных параметров передачи. На 

основе предложенной математической модели проведение теоретических 

исследований влияния основных параметров на интерференцию зубьев в 

первой и второй ступенях передачи. 
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Методы  

 

При расчете упругого взаимодействия элементов передачи 

поверхностный контакт звеньев заменяется контактами в узловых точках. 

Ободы жестких колес 5, 6 считаются абсолютно твердыми телами. 

Упругие деформации зубьев жестких колес определяются методом 

конечных элементов, деформация гибкого колеса (ГК) 4 – методом 

прогонки по линейной теории тонких оболочек. В математической модели 

учитываются также смещения звеньев как жестких тел: диски 1,2 могут 

поступательно смещаться в плоскости движения, ГК – поступательно 

смещаться и поворачиваться в указанной плоскости, жесткое колесо 

второй ступени – только поворачиваться вокруг оси вращения z. 

Поступательное смещение жесткого колеса не учитывается. 

На рис. 3 представлена расчетная схема, в которой введены 

следующие обозначения: 
(1)

R , (2)
R  – векторы узловых сил взаимодействия 

ГК с дисками; (3)
R , (4)

R  – векторы узловых сил взаимодействия ГК c 1ЖК  
по рабочим и нерабочим боковым поверхностям зубьев; (5)

R , (6)
R  – 

векторы узловых сил взаимодействия ГК c 2ЖК  по нерабочим и рабочим 

боковым поверхностям зубьев. 

 

а 
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Рис. 3. Расчетная схема взаимодействия элементов СВЗП: а – осевое сечение ГК; 

б – поперечные сечения ГК; в – поперечные сечения зубьев ГК 

Система разрешающих уравнений имеет вид  
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 (1) (2) (3) (4) (5) (6), , , , ,
T

T T T T T TΔ Δ Δ Δ Δ Δ Δ  – вектор зазоров в узловых точках;
 

 1 2 2( ) ( ) ( )( ), , ,
T

d d bT T g T TU U U U U – вектор смещений звеньев как жестких тел; 

1 2( ) ( )
,

d d
U U  – векторы смещений дисков 1 и 2;

 
2( )( ) ,

bg
U U  – векторы смещений 

гибкого колеса и жесткого колеса второй ступени;

 (1) (2)diag , , , , , , ,Λ Λ Λ 0 0 0 0 0 0  – диагональная блочная матрица, элементами 

которой являются податливости пружин модели Винклера, учитывающей 

взаимодействие дисков с ГК; D – блочная матрица узловых 

податливостей; G  – блочная матрица, учитывающая смещение упругих 

звеньев как жестких тел; W  – смещения узловых точек деформирующих 

дисков; 0Δ   начальные зазоры в односторонних связях; 

 1 1 2 2diag , , , ,0,0,0,0F F F Fk k k kK  – вектор радиальных податливостей 

подшипников деформирующих дисков; M  – вектор внешних нагрузок; 

BM   – момент сопротивления на выходном валу. 

Система (1) решается следующим образом: 

1) задаются первые приближения начальных зазоров 0Δ , смещения 

узловых точек W  деформирующих дисков, радиальных податливостей 

подшипников податливостей подшипников деформирующих дисков 

1 2,  F Fk k , момент сопротивления BM ; 

2) методом введения восстанавливающих сил определяются реакции 

 R  и зазоры Δ  в односторонних связях, вектор смещения элементов 

передачи как жестких тел U ; 

3) уточняются значения начальных зазоров 0Δ , смещений узловых 

точек дисков W , радиальных податливостей подшипников 1 1,F Fk k . 

4) вычисления повторяются с первого пункта до достижения заданной 

точности расчета. 

Работоспособность и эффективность предложенных расчетной схемы 

и метода расчета подтверждаются многолетним опытом расчета 

аналогичных задач. 

Основные размеры передачи: числа зубьев жестких колес 

1 2124,   120b bz z  ; число зубьев ГК 120gz  ; модуль m=1,25 мм; толщина 

ГК под зубчатым венцом 1 1,2   ммh  ; длина ГК L=71 мм; ширина 

зубчатого венца ГК wb =56 мм; внутренний диаметр ГК 149,22  ммD  ; 

ширина первого диска (1) – 33 мм; ширина второго диска (2) – 27 мм; 

ширина жестких колес – 27 мм. Гибкое и жесткое колеса изготовлены из 

полимера PLA+, модуль упругости которого E=1973 Мпа.   

Параметры исходного контура: * 1,  20,  0.25ah c    . 

В результате расчетных исследований подбираются следующие 

параметры: 
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 
1 2,  ,  g b bx x x  – коэффициенты смещения гибкого колеса 4 и жестких 

колес 5, 6; 

 *

d dh h m  – коэффициент глубины захода зубьев в первой и второй 

ступенях передачи; 

 0w  – максимальная деформация гибкого колеса; 

 dR  – радиус деформирующих дисков; 

 1 2,  ,  b b ge e e  – коэффициенты ширины впадин жестких зубчатых колес 

первой и второй ступеней; 

 ge  – коэффициент ширины впадины гибкого колеса. 

При проведении расчетных исследований выбирались такие значения 

указанных параметров, при которых интерференция зубьев в первой или 

второй ступени наступает при наибольшем значении момента 

сопротивления, и выполняются следующие условия: 

1) толщины зубьев по окружности вершин гибкого и жесткого колес 

больше 0,4m , где m  – модуль зацепления; 

2) радиальные зазоры в зубчатых зацеплениях больше 0.2m ; 

3) боковые зазоры в зубчатых зацеплениях при нулевой нагрузке 

равны нулю; 

4) в зубчатых зацеплениях отсутствует интерференция первого рода, 

при которой взаимодействие зубьев происходит на переходной 

поверхности; 

5) в зубчатых зацеплениях отсутствует интерференция второго рода, 

при которой на входе в зацепление зубья взаимодействуют поверхностями 

вершин; 

6) угол обхвата дисками гибкого колеса γ=60 80 . 

Последнее условие используется для определения радиуса 

деформирующих дисков dR . Угол обхвата γ  определяется путем расчета 

упругого взаимодействия элементов ненагруженной передачи. Для 

рассматриваемой передачи получено значение 69  ммdR  . 

 

Результаты 

 

На рис. 4 показано влияние коэффициента смещения ГК на значение 

момента сопротивления СМ  , при котором наступает интерференция зубьев 

в первой (кривая 1) и второй (кривая 2) ступенях, и максимальная 

деформация 0 2,48 ммw  . Коэффициенты смещения жестких колес 

определялись из условия равенства нулю боковых зазоров при нулевой 

нагрузке, коэффициент глубины захода  зубьев *

dh  принимался 

максимально возможным. Расчетные исследования показали, что 
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максимальное значение коэффициента * 1,4dh  . Из полученных вариантов 

выбирались варианты с минимально возможными значениями 

коэффициентов ширины впадин. На графике видно, что для увеличения 

момента 
СМ   необходимо увеличивать коэффициент смещения гибкого 

колеса.  

 
Рис. 4. Зависимость момента сопротивления, при котором наступает 

интерференция зубьев, от коэффициента смещения ГК ( 0 2,48 ммw  ): 

1 – первая ступень; 2 – вторая ступень 

 

Расчетные исследования показали, что максимальное значение 

коэффициента смещения ГК 
max

gx  уменьшается с ростом глубины захода 

зубьев (рис.5).  

 

 
Рис. 5. Зависимость максимального значения коэффициента смещения ГК от 

коэффициента глубины захода зубьев 

Увеличение глубины захода зубьев (рис. 6) приводит к увеличению 

значений моментов сопротивления, при которых наступает интерференция 

зубьев в первой и второй ступенях. При определении этой зависимости 

коэффициент смещения ГК принимался равным максимальному значению 
max

g gx x  по заранее полученному графику (см. рис.5). 
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Рис. 6. Зависимость момента сопротивления, при котором наступает 

интерференция зубьев, от коэффициента глубины захода зубьев ( 0 2,48 ммw  ): 

1 – первая ступень; 2 – вторая ступень 

Приведенные на рис. 4, 6 зависимости позволяют предложить 

последовательность определения значений основных параметров передачи, 

обеспечивающих максимальное значение момента сопротивления СМ  , при 

котором наступает интерференция зубьев. 

1. На первом этапе выбираются варианты параметров передачи, в 

которых коэффициент глубины захода зубьев *

dh  имеет максимальное 

значение. 

2. На втором этапе из полученных вариантов выбирают параметры, в 

которых коэффициент смещения гибкого колеса 
gx  имеет максимальное 

значение. 

По предложенной последовательности был определен момент 

сопротивления СМ   при различных значениях максимальной деформации 

гибкого колеса 0w  (рис. 7). Из рисунка видно, что с увеличением 

максимальной деформации ГК 0w  момент сопротивления, при котором 

наступает интерференция зубьев, увеличивается в первой ступени и 

уменьшается во второй ступени. Следовательно, в точке пересечения 

кривых 1 и 2 (см. рис. 7) момент сопротивления, при котором наступает 

интерференция зубьев в первой или второй ступенях, принимает 

максимальное значение. Для рассматриваемой передачи в точке 

пересечения кривых 1 и 2 получено значение 0 2,48 ммw  . 
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Рис. 7. Зависимость момента сопротивления, при котором наступает 

интерференция зубьев, от величины максимальной деформации ГК 0w : 

1 – первая ступень; 2 – вторая ступень 

Обсуждение 

 

В работе рассматривается актуальная проблема удешевления 

производства волновых редукторов путем их изготовления с применением 

аддитивных технологий. Исследуется возможность создания 

двухступенчатого волнового редуктора с коротким гибким колесом и 

небольшим передаточным отношением 30u  , в котором зубчатые колеса 

выполнены из пластика PLA+. 

 

Заключение  
 

1. Если зубчатые колеса сдвоенной волновой зубчатой передачи с 

коротким гибким колесом изготовлены из пластика PLA+, то одним из 

основных показателей работоспособности такой передачи является 

значение момента сопротивления 
CM   на выходном валу, при котором 

наступает интерференция зубьев. 

2. Для получения максимального значения 
CM   рассматриваемой 

двухступенчатой волновой зубчатой передачи необходимо:  

 принимать максимально возможные значения коэффициента захода 

зубьев *

dh  и коэффициента смещения гибкого колеса gx ;  

 принимать значение максимальной деформации ГК 0w  из условия 

равенства моментов сопротивления на выходном валу, при которых 

наступает интерференция зубьев в первой и второй ступенях. 
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DETERMINATION OF THE MAIN PARAMETERS OF THE DUAL 
HARMONIC DRIVE 

 

Bauman Moscow State Technical University, Russia 

 

Abstract 

 

The paper considers the issues of designing a dual wave gear transmission 

(BWG) manufactured using additive technologies. The gear ratio of the gearshift 

is 30, the difference in the number of teeth of the flexible and rigid wheels in the 

first stage is 4. The second stage of the transmission is a gear clutch. The gears 

are also made of PLA+ plastic. A method for calculating the elastic interaction 

of transmission elements and determining the main transmission parameters is 

considered. The results showed that one of the main criteria for the operability 

of the transmission in question is the magnitude of the moment of resistance on 

the output shaft, at which interference of the teeth occurs. The main conditions 

that must be satisfied by the main transmission parameters are considered. 

Key words: harmonic drive, flexible gear, rigid gear, tooth interference, 

additive technologies. 
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