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ПАРАМЕТРОВ В ТОЧКАХ МНОГОПАРНОГО КОНТАКТА САТЕЛЛИТА С 

ЦЕВОЧНЫМ КОЛЕСОМ ПРИ ЗАДАННЫХ КОНСТРУКТИВНЫХ 

ПАРАМЕТРАХ ПЛАНЕТАРНО-ЦЕВОЧНОГО РЕДУКТОРА 

 

Аннотация 

В работе представлена методика расчета и создания математической модели 

геометрии зацепления сателлита с цевочным колесом планетарно-цевочного 

редуктора, а также силовых параметров в точках многопарного контакта в 

программном продукте MathCad. Данная работа систематизирует сведения о 

различных конфигурациях планетарно-цевочных редукторов и предоставляет 

готовую математическую модель для аналитического и численного исследования 

трибологических параметров контакта сателлита с цевочным колесом планетарно-

цевочного редуктора. 

Ключевые слова: планетарно-цевочный редуктор, мощность сил трения, 
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Введение 

Ввиду развития машиностроения и создания более совершенных средств 

производства и моделирования, усовершенствование механических передач 

становится одной из важных задач. Для создания более долговечных и 

износостойких планетарно-цевочных редукторов требуется анализ как с 

материаловедческой, так и с конструктивной стороны, которая более подробно 

рассмотрена в данной статье. Ввиду того, что анализ геометрии профилей рабочих 

органов планетарно-цевочного редуктора является одной из ключевых задач анализа 

всего механизма, требуется создание математической модели, которая позволит 

проводить аналитические либо численные вычисления с высокой точности, с 

большой производительностью варьируя требуемые геометрические параметры 

редуктора. Создание подобной математической модели так же позволяет проводить 

более детальные исследования (на базе математической модели). В частности, 

исследование силовых параметров в точках многопарного контакта, с целью 

дальнейшей оптимизации профиля по параметрам мощности и работы сил трения. 

 

Методы и материалы 

Для достижения поставленной цели применен программный комплект 

MathCad, на основе которого разработана математическая модель, позволяющая 

производить расчеты как аналитическим, так и численным методами. 

 

Результаты и обсуждение 

Было выведено уравнение рабочего профиля сателлита (эквидистанта 

укороченной эпициклоиды) и представлено в параметрическом виде (1) [1-6]: 
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𝑥𝑘(𝜑𝑖) = 𝑒 ∙ (
𝑧2

𝜆
∙ sin(𝜑𝑖) − sin(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)) − 𝑟𝑐 ∙ |sin(𝑓𝑖(𝜑𝑖))| ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛(sin(𝜑𝑖) − 𝜆

∙ sin(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)), 

𝑦𝑘(𝜑𝑖) = 𝑒 ∙ (
𝑧2

𝜆
∙ cos(𝜑𝑖) − cos(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)) − 𝑟𝑐 ∙ |cos(𝑓𝑖(𝜑𝑖))| ∙

∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛(cos(𝜑𝑖) − 𝜆 ∙ cos(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)), 

𝑓𝑖(𝜑𝑖) = 𝑎𝑡𝑎𝑛 (
sin(𝜑𝑖) − 𝜆 ∙ sin(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)

cos(𝜑𝑖) − 𝜆 ∙ cos(𝑧2 ∙ 𝜑𝑖)
), 

𝜆 =
𝑒 ∙ 𝑧1

𝑅
, 

(1) 

где φi — массив угла поворота производящей окружности 

относительно центра направляющей окружности, где 

i – номер элемента в массиве, φ = 0 ... π; 

z2 — число цевок; 

λ — коэффициент укорочения эпициклоиды; 

R — радиус центроиды сателлита; 

rc — радиус цевок; 

e — эксцентриситет; 

Для описания профиля сателлита в декартовых координатах, создается два 

массива точек, вычисленных при значениях угла поворота φi от 0 до π с шагом 

0,0001. Данный шаг был подобран экспериментальным методом: он обеспечивает 

высокую точность вычислений, благодаря чему в некоторых формулах не требуется 

аппроксимация или сглаживание и, во-вторых, создает массив, который компьютер 

способен обработать за доли секунды, что ускоряет расчеты [7]. 

Зная координаты центров цевок и их геометрические размеры, 

продифференцировав уравнение нормали, получаем коэффициент наклона прямой 

плеча нормали kn. Через этот коэффициент получаем уравнение плеча нормали из 

центра цевочного колеса nck (2): 

𝑛𝑐𝑘(𝑥) = −
1

𝑘𝑛
∙ 𝑥 , (2) 

А так же из центра сателлита ncs (3): 

𝑛𝑐𝑠(𝑥) = −
1

𝑘𝑛
∙ (𝑥 − 𝑒). (3) 

Для определения длины плеч необходимо найти точки пересечения nck, ncs и 

нормали к профилю сателлита. Эта операция осуществляется по следующему 

алгоритму [8-10, 13]: 

1. Аппроксимация массивов точек, которые задают прямые, точку 

пересечения которых требуется найти; 

2. Вычитание одного массива из другого; 

3. При помощи функции перебора определяется индекс точки, в которой 

массив разности поменял знак (проверка на изменение знака не производится, 

поскольку в реалиях данной задачи, прямые точно имеют точку пересечения); 

4. По индексу точки ищется абсолютная координата в массиве нормали к 

профилю. 

Отличительной особенностью планетарно-цевочного редуктора является то, 

что при разности количества зубьев сателлита и числа цевок, равной единице, все 

зубья сателлита находятся в контакте с цевками (с учетом допущений, оговоренных 

в начале работы) [14]. 



130 

Однако стоит отметить, что при вращении сателлита работает (передает и 

воспринимает силу) только половина цевок, находящихся по одну сторону от 

диаметра окружности, проходящего через полюс зацепления. При дальнейших 

расчетах примем, что нагрузку воспринимает половина цевок. 

Для компенсации несимметричности воздействия сил в зацеплении обычно 

ставят два сателлита с нечетным числом зубьев, находящихся в противофазе. 

Благодаря этому нагрузка распределяется между двумя шестернями, при том силы 

действуют симметрично на соответствующие половины сателлитов. 

Принимая во внимание схему действия сил в зацеплении цевок и сателлита 

панетарно-цевочного редуктора (рис.1), была получена формула нормальной силы в 

точке контакта i-той цевки (4). 

 
Рисунок 1 – Схема действия сил при повороте цевочного колеса: no2i – нормаль от 

центра сателлита, no1i – нормаль от центра окружности цевок 
 

𝐹𝑖(𝜑𝑖, 𝜌)  = (1 +
1

𝑢
) ∙

𝑀2

𝑒 ∙ 𝑧1
∙

sin(𝛽(𝜑𝑖))

∑ sin (𝛽(𝜑𝑖𝑗, 𝜌))
2

𝑗

 (4) 

Момент силы в зацеплении с i-той цевкой (5): 

𝑀𝑖(𝜑𝑖, 𝜌)  = (1 +
1

𝑢
) ∙ 𝑀2 ∙

(sin(𝛽(𝜑𝑖)))
2

∑ sin (𝛽(𝜑𝑖𝑗, 𝜌))
2

𝑗

 (5) 

 

Заключение 

Разработанная и представленная в данной работе математическая модель 

геометрии зацепления и силовых параметров в точках многопарного контакта 

сателлита с цевочным колесом при заданных конструктивных параметрах 

планетарно-цевочного редуктора предоставляет возможность аналитического и 

численного исследования трибологических параметров контакта сателлита с 

цевочным колесом с целью дальнейшей оптимизации параметров зацепления по 

требуемым критериям. 
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DETERMINATION OF THE GEARING GEOMETRY AND POWER 

PARAMETERS AT THE POINTS OF MULTI-PAIR CONTACT OF THE SATELLITE 

WITH THE PINWHEEL UNDER THE SPECIFIED DESIGN PARAMETERS OF THE 

PLANETARY PIN GEAR 

 

Abstract  

The paper presents a method for calculating and creating a mathematical model of the 

geometry of the engagement of a satellite with a planetary gear wheel, as well as power parameters 

at the points of multi-pair contact in the MathCad software product. This work systematizes 

information about various configurations of planetary gearboxes and provides a ready-made 

mathematical model for the analytical and numerical study of the tribological parameters of the 

contact of the satellite with the pinwheel of the planetary gear. 

Keywords: planetary gear box, the power of friction forces, the work of friction forces, 

pinwheel, satellite.  




