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МАТЕМАТИчЕСКАЯ МОДЕЛь ФЛУКТУАцИОННых ПОМЕх  
НА ОСНОВЕ ВЕйВЛЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Предложена новая модель белого шума на основе вейвлетного преобра-
зования. данная модель является более адекватной при решении некоторых 
радиофизических задач, например задач об отражении электромагнитных волн 
от ионосферы. Помимо этого, показано, что с точки зрения вероятностного 
описания траекторий случайного процесса при помощи функционала плот-
ности вероятностей, предложенного и.Н. Амиантовым, вейвлетная реализация 
данного случайного процесса более вероятна. При получении модели были 
использованы свойства вейвлетов, а также известные теоремы математическо-
го анализа и теории вероятности (теорема о среднем значении, центральная 
предельная теорема ляпунова). В результате была получена теорема о разложе-
нии рассматриваемого случайного процесса по вейвлетному базису. В работе 
показано, что полученные результаты согласуются  с соответствующими ре-
зультатами В.А. котельникова. 

белый ШУМ, флУктУАциоННые ПоМехи, ВейВлетНое ПреобрАзоВАНие.

Нормальные флуктуационные помехи, 
согласно  работам В.А. котельникова [1],  
характеризуются тем, что состоят из боль-
шого количества импульсов, следующих 
друг за другом  через случайные промежут-
ки времени, причем такие импульсы могут 
накладываться друг на друга. 

В работе [1] и в ряде других публикаций 
(см., например, [2 – 4]) аналитическое за-
дание помех представлено в виде разложе-
ния по тригонометрическому базису. одна-
ко в некоторых задачах радиофизики такая 
модель, которая характеризуется дискрет-
ным спектром, не всегда является адекват-
ной. так например, в задачах об отраже-
нии радиоволн  в нижней (турбулентной) 
ионосфере целесообразно рассматривать 
флуктуации со сплошным спектром.

Возьмем за основу вероятностное опи-
сание возможных траекторий стационарных 
случайных процессов при помощи функци-

онала плотности вероятностей F(x(t)), впер-
вые предложенное  в работе [5]. В случае 
равномерного спектра мощности процесса 
и при фиксированной ширине его полосы 
указанный функционал имеет вид
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где x(t) – траектории, зависящие от вре-
мени t; h – величина, зависящая от ранга 
дробления промежутка, на котором рассма-
триваются траектории (она одинакова для 
всех траекторий при стремлении ранга дро-
бления к нулю); N – высота спектра мощ-
ности; T – рассматриваемый временной 
интервал.

Нетрудно убедиться, что при указан-
ных условиях, когда функционал выражен 
формулой (1), вейвлетная реализация про-
цесса более вероятна, чем синусоидальная. 

(1)
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Это следует из того, что для синусоидаль-
ной функции x(t)  интеграл в выражении 
(1) расходится с ростом значения T, а для 
вейвлета он конечен.

С целью развития результатов, полу-
ченных в монографии [1], в нашем иссле-
довании получено аналитическое задание 
помехи, представляющей собой суперпози-
цию элементарных случайных процессов в 
виде разложения по вейвлетному базису. В 
качестве нового результата данной работы 
предлагается доказательство теоремы о раз-
ложении стационарного случайного про-
цесса по вейвлетному базису. 

для дальнейшего изложения целесоо-
бразно перейти от размерных величин t, 
T (имеют размерность времени) к безраз-
мерным, поделив их, например, на t0 = 1 c; 
для этих величин далее будут использованы 
прежние обозначения, а именно t, T.

Теорема. Пусть на промежутке [–T/2, 
T/2] помеха W(t) задана суперпозицией «эле-
ментарных» случайных процессов ( ) :kF t

1

( ) ( )
N

k
k

W t F t
=
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и выполняются условия: 
1)

 
( )kF t

 
– некоррелированные случайные 

процессы;
2)

 
N – количество импульсов, попавших в 

промежуток [–T/2, T/2], – случайная вели-
чина, причем N >>1; 

3)
 
энергия процесса
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∫

остается неизменной в каждой реализации 
случайного процесса.

Тогда с точки зрения сходимости в 
среднем квадратичном справедливо разло- 
жение:
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где Cψ  – константа нормировки [4], рав-
ная
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и зависящая от выбранного материнского вейв-
лета; случайные величины , ,, (0,1)i j i j Nθ χ ∈ , 

,k kq q+ −  – соответственно площади положи-
тельных и отрицательных подграфиков реа-
лизаций ( ).kF t

доказ а т ельс тво . будем использовать 
общепринятое для вейвлетов обозначение 
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[7]  и рассматривать вейвлеты , ( )i j tΨ  и 

0 ,( )tΨ  удовлетворяющие следующим усло-
виям при :T → ∞  
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запишем коэффициенты ( , )W i j  разло-
жения ( )W t  по этим вейвлетам [6]:
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реализация ( )kF t  есть, вообще говоря, 
знакопеременная функция с произвольным 
числом нулей (на своем носителе), которую 
можно представить в виде кортежей поло-
жительных и отрицательных всплесков, так 
что справедливы выражения
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рассмотрим положительные всплески и 
применим к первому интегралу (5) извест-

(2)

(3)

(4)

(5)
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ную из математического анализа теорему о 
среднем значении:
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оценим модуль корреляционного мо-

мента R случайных величин kq +  и , ki j t
 

Ψ  
 

 

c использованием неравенства коши – бу-
няковского – Шварца:
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заметим, что при T → ∞
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Полагая, что дисперсия kq +  конечна, 
имеем:

при T → ∞  2 0,R →

что доказывает некоррелированность вели-

чин kq +  и , .ki j t
 

Ψ  
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далее применим для случайных вели-
чин kC +  центральную предельную теорему 
А.М. ляпунова:
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Найдем математическое ожидание 

( )kM C +  как математическое ожидание про-
изведения некоррелированных случайных 
величин:
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С учетом свойства (3) интеграл в правой 
части равенства (8) равен нулю, следова-
тельно, ( ) 0.kM C + =

теперь определим дисперсию ( ) :kD C +
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С учетом выше  доказанной некоррели-
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Перепишем последнее выражение, ис-

пользуя свойство (4):
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из формулы (7) с учетом равенств (8) и 
(9) находим:
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Проделав аналогичные преобразования 

для случайных величин ,kC −  получим сле-
дующее:
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Перепишем (5) в соответствии с (10) и 
(11):
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формула (12) определяет коэффициенты 
разложения процесса W(t) по вейвлетному 
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базису. Восстанавливая W(t) по найденным 
коэффициентам W(i, j) [7], получаем (2). 

теорема доказана.
разложение (2) является каноническим 

разложением белого шума по вейвлетному 
базису, то есть представляет собой сумму 
произведений случайных величин на детер-
минированные функции времени. В дан-
ном случае это вейвлетные функции.

В работе и.Н. Амиантова [5], в частно-
сти, доказано утверждение, что при равно-
мерном спектре стационарного случайного 
процесса функционал плотности вероятно-
сти имеет вид (1). если проанализировать 
вывод формулы (1) в работе [5], прочитав 
его в обратном порядке, то можно заме-
тить следующее: из условия постоянства 
энергии процесса за большой промежуток 
времени и некоррелированности элементов 
корреляционной матрицы [5] получается 
равномерный спектр. При этом важно, что 
матрица составлена для сечений случай-
ного процесса [5], взятых в моменты вре-
мени, согласованные с теоремой отсчетов 
котельникова.

При решении практических задач (мо-
делирование случайных процессов на 
компьютере) целесообразно применять те 
вейвлеты, которые хорошо локализованы 
как по времени, так и по частоте. такие 

вейвлеты рассмотрены в работах [6, 7] и 
других. В качестве материнских вейвлетов 
при разложения вещественных случайных 
процессов можно использовать, например, 
вещественную часть вейвлета Морле:

21
4 2

0 0cos) ,( ( )
t

t et
− −

Ψ = π ω

где ω0  – параметр, либо вещественную 
часть вейвлета Пауля: 
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где m  – параметр.
заметим также, что если рассматривать 

помехи того же типа, что рассматривал 
В.А. котельников в работе [1], то разло-
жение (2) можно записать следующим об-
разом:
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, ,
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1
( ) (( ) ) ( ).
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k i j i j
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W t M q t
TC
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=ψ

= ⋅ θ Ψ∑ ∑∑

формула (13) аналогична полученной  
В.А. котельниковым [1], но отличается от 
нее базисом: вместо тригонометрического 
в формуле (13) стоит вейвлетный, а также 
наличием двойного суммирования, кото-
рое можно заменить (с учетом известных в 
математике свойств счетных множеств) на 
суммирование по одному индексу. 

(13)
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Lobanov I.D., Denisov A.V. A MATHEMATICAL MODEL OF THE FLUCTUATION 
NOISE BASED ON THE WAVELET TRANSFORM.

A new model of white noise on the basis of the wavelet transform has been put forward. This model is 
more adequate for solving some radiophysical tasks such as the problem of electromagnetic waves reflection 
from the ionosphere. Moreover, it was shown that in terms of probabilistic description of the random-process 
trajectories, the wavelet implementation of this random process is more likely (using the probability density 
functional offered by I.N. Amiantov).  The wavelet properties and the famous theorems of mathematical 
analysis and theory of chances were used to develop our model: the mean value theorem and Lyapunov’s 
central limit theorem.  Our study resulted in a theorem on random-process expansion in terms of wavelet 
basis. It was also shown that the obtained results were in agreement with those of V.A. Kotelnikov.
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