
МЕХАНИКА

116

DOI: 10.5862/JPM.242.13

УДК 532.5.013.4.536.25+519.6

А.Н. Шарифулин1, А.Н. Полудницин2

1 Пермский национальный исследовательский политехнический университет  
2 Пермский государственный национальный исследовательский университет

ЧИСЛЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЦ СУЩЕСТВОВАНИЯ  
АНОМАЛЬНОГО КОНВЕКТИВНОГО ТЕЧЕНИЯ  

В НАКЛОНЯЕМОМ прямоугольном ЦИЛИНДРЕ 

Статья посвящена изучению бифуркаций стационарных режимов конвек-
ции в замкнутом, подогреваемом снизу и наклоняемом цилиндре квадратного 
сечения, заполненном воздухом для случаев теплоизолированных и идеально 
теплопроводящих боковых стенок. Методом сеток получены поля температуры 
и скорости для отклонения от горизонтального положения до тридцати гра-
дусов в интервале чисел Рэлея до 20-кратного превышения его критического 
значения. Установлено, что предельный угол существования аномального тече-
ния в полости с теплоизолированными стенками примерно в три раза превы-
шает таковой для случая теплопроводящих стенок. В случае теплопроводящих 
стенок максимальный угол существования аномального течения достигает 7,7° 
при превышении критического значения числа Рэлея в 3,3 раза.

тепловая конвекция, наклон полости, аномальное течение, числен-
ное моделирование.

Введение

Тепловая конвекция воздуха в замкну-
тых наклоняемых прямоугольных полостях 
представляют интерес в связи с тем, что по-
добные емкости являются элементами боль-
шого количества технических устройств. Их 
ориентация может плавно или ступенчато 
меняться, при этом в газе, заполняющем 
объем, конвективные течения могут пре-
терпевать скачкообразные изменения [1].

Для моделирования влияния наклона 
на режимы конвекции в замкнутой пря-
моугольной полости часто используется 
куб. Конвективные течения воздуха в кубе 
при малых и умеренных числах Рэлея (Ra) 
имеют форму одноваловых течений, т. е. 
вихрей с горизонтальной осью. Частицы 
жидкости в них движутся по круговым 
траекториям, в плоскостях, перпендику-
лярных оси вихря. Такое течение вблизи 

центрального вертикального сечения куба 
можно считать квазидвумерным [2]. Это 
обстоятельство позволяет надеяться, что 
численное исследование плоских течений 
воздуха, т. е. бесконечно вытянутых гори-
зонтальных вихрей, в абстрактных беско-
нечных цилиндрах поможет в понимании 
наблюдаемых закономерностей бифурка-
ций стационарных режимов конвекции в 
лабораторных экспериментах с кубической 
полостью. Первое численное исследование 
влияния наклона (поворота вокруг оси бес-
конечного цилиндра квадратного сечения) 
на перенос тепла между противоположны-
ми изотермическими гранями (две других 
грани полагались теплоизолированными), 
проведено В.И. Полежаевым [3]. Показано, 
что максимум теплового потока достигается 
в промежуточной области угла наклона –  
между подогревом снизу и сбоку.
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го цилиндра квадратного сечения (рис. 1). 
Введем декартову систему координат (x, y, 
z), ось y которой совпадает с ребром цилин-
дра и направлена от нас. Единичный век-
тор n расположен в плоскости xz, указывает 
направление вверх и связан с ускорением 
свободного падения соотношением g = –gn. 
Угол наклона квадратного цилиндра ,α  от-
считывается по часовой стрелке от оси z до 
n. Диапазон изменения угла α  в расчетах со-
ставляет 30 30 ,− ° ≤ α ≤ °  причем при 0α = °  
сторона цилиндра, совпадающая с осью x, 
горизонтальна и реализуется условие подо-
грева строго снизу. На рис. 1 в сечении ква-
драта, среднем по высоте, отмечены точки A 
и B, между которыми рассчитывается пере-
пад температуры для сопоставления расче-
тов с измерениями термопарой в лаборатор-
ном эксперименте [6].

Стенки полости предполагаются твер-
дыми. Верхняя и нижняя плоскости  
z = 0, d –������������������������������� изотермические и поддерживают-
ся при постоянном перепаде температуры 

,Θ  причем плоскость z = 0 более нагрета. В 
расчетах используются две модели полости, 
в которых боковые стенки x = 0, d пред-
полагаются либо теплопроводящими (и на 
них задается линейное распределение тем-
пературы (1 / )),T z d= Θ −  либо теплоизо-
лированными (тогда равенство 0T x∂ ∂ =  

Первые сведения о бифуркации кон-
вективного течения воздуха в кубической 
полости, подогреваемой снизу, вызванной 
наклоном, были опубликованы в экспери-
ментальной работе [4], где рассматривались 
лишь малые углы наклона, от положения, 
соответствующего подогреву только строго 
снизу.   

Поясним, что наклон при малых значе-
ниях числа Ra приводит к формированию 
вихря, с направлением циркуляции, со-
впадающим с направлением угла наклона 
полости (если рассматривать угол наклона 
как поворот полости от нулевого значения 
угла). Это вихрь с нормальной циркуляцией, 
и если полость привести в горизонтальное 
положение, он прекратит свое вращение. 
Однако при числах Рэлея, превышающих 
их критическое значение (Raс), возмож-
но, наряду с таким нормальным вихрем, и 
существование вихря с обратным направ-
лением циркуляции. Такие течения было 
предложено называть аномальными [5]. В 
таком аномальном вихре направления цир-
куляции воздуха и угла наклона полости 
противоположны, следовательно, теплый 
воздух движется вдоль наклонной поверх-
ности вниз. Аномальные вихри существуют 
в некотором диапазоне углов наклона, ве-
личина которого зависит от интенсивности 
конвективного течения. Экспериментально 
границы существования аномального кон-
вективного течения в кубе были определе-
ны в работе [6].

Цель настоящей работы – построить 
бифуркационную кривую, отражающую 
зависимость величины критического угла 
наклона для существования аномального 
вихря от интенсивности конвективного те-
чения.

В качестве основы построения необ-
ходимо использовать численное решение 
полных уравнений тепловой конвекции 
воздуха (в приближении Буссинеска) для 
различных углов наклона квадратной по-
лости и различных значений надкритично-
сти.

Постановка задачи 

Пусть жидкость заполняет полость,  име-
ющую форму бесконечного горизонтально-

Рис. 1. Геометрия задачи о свободной тепловой 
конвекции в горизонтальном цилиндре  

квадратного сечения.  
В среднем сечении, отмеченном пунктиром,  
расположены точки A и B, между которыми  

рассчитывается перепад температуры dT. Эти точки 
находятся на расстоянии d/4 от стенок  

(см. пояснения в тексте)
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нейным распределением температуры име-
ли вид:

при 0,1 1 .x T z= = −

В случае теплоизолированных боковых 
стенок задавалось условие отсутствия те-
плового потока:

при 0,1 0.
T

x
x

∂
= =

∂
Граничные условия для функции тока 

были одинаковыми в обоих случаях. Стен-
ки полости полагались непроницаемыми 
и твердыми. Из условия непротекания че-
рез них и прилипания получаем граничные 
условия для функций тока:

при 0,1 0;z
z

∂ψ
= ψ = =

∂

при 0,1 0.x
x
∂ψ

= ψ = =
∂

Методика решения задачи и расчетов

Решение задачи, заданной уравнения-
ми и условиями (2) – (11), мы находи-
ли  конечно-разностным методом. Число 
Прандтля полагалось равным ��������������Pr������������ = 0,7. Рас-
четы проводились на равномерной квадрат-
ной сетке:

, ,

0,1,..., ; 0,1,..., ;
i kx i h z k h

i N k N

= ⋅ = ⋅

= =

где 1h N=  – шаг сетки. Все вычисления 
проведены для 40.N = .

Использовалась явная схема с централь-
ными разностями для пространственных 
производных [7]. Для аппроксимации за-
вихренности на границах использовалась 
формула Тома. Величина шага по времени 

t∆  контролировалась и выбиралась доста-
точно малой, для того чтобы выполнялось 
условие Куранта. 

Опишем процедуру получения решения 
для заданных значений числа Грасгофа Gr 
и угла наклона .α .

Шаг 1. Задаем начальные условия для 
температуры, функции тока и завихренно-
сти во всех узлах сетки на первом времен-
ном слое, т. е. для момента времени t = 0:

0
, 1 ,i k kT z= −

(9)

(8)

(10)

(11)

отмечает отсутствие потока тепла через 
поверхность). Коэффициент линейного 
расширения жидкости ,β  кинематическая 
вязкость ν  и температуропроводность χ  
постоянны. 

Предполагается, что жидкость несжима-
емая и справедливо приближение Буссине-
ска. Скорость v, давление р и температура Т 
определяются уравнениями непрерывности, 
Навье – Стокса и баланса тепла. Обозначим 
величины расстояния, температуры, функ-
ции тока и времени соответственно d, ,Θ  ψ, 
t, коэффициент кинематической вязкости 
ν  и 2 .d ν  Будем искать плоские решения 
задачи. В этом случае векторные поля за-
вихренности и функции тока будут иметь 
отличными от нуля только y-компоненты:

φ (0, , 0),= ϕ ψ (0, , 0).= ψ  (1)

Тогда уравнения тепловой  конвекции в 
безразмерной форме запишутся в следую-
щем виде [7, 8]:

2 2

2 2

 gr sin cos ;

t x z z x x z

T T
z x

∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ − = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ + α − α ∂ ∂ 
2 2

2 2
0;

x z
∂ ψ ∂ ψ

+ + ϕ =
∂ ∂

2 2

2 2

1
.

Pr
T T T T T
t x z z x x z

 ∂ ∂ψ ∂ ∂ψ ∂ ∂ ∂
+ − = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

Безразмерные критерии подобия, а 
именно число Грасгофа �����������������Gr���������������, число Прандт-
ля Pr, число Релея Ra имеют вид:

3

2
gr ,Pr ,Ra gr Pr .

g dβΘ ν
= = = ⋅

χν

Скорость течения связана с полем функ-
ции тока ( , ) :x zψ

, 0, .
z x

∂ψ ∂ψ = − ∂ ∂ 
v

Граничные условия для температуры на 
нижней и верхней изотермических стенках 
запишутся в следующем виде:

при 0,1 1, 0.z T= =

Граничные условия для температуры в 
случае проводящих боковых стенок с ли-

(4)

(5)

(2)

(1)

(3)

(6)

(7)
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чения критического числа Грасгофа состав-
ляла экстраполяция линейной зависимости 
квадрата функции тока от чисел Грасгофа в 
сторону меньших значений. Так были по-
лучены критические числа Грасгофа для 
теплопроводящих стенок (Grc = 7156) и те-
плоизолированных (Grc = 3643).  

Известно, что для случая теплопрово-
дящих боковых стенок критическое число 
Релея составляет Rac = 5012 [9], а соответ-
ствующее ему критическое число Грасгофа 
при ��������������������������������������Pr������������������������������������ = 0,7 равно 7160. Для полости с те-
плоизолированными стенками критическое 
число Грасгофа равно 3693 [10, 11]. Таким 
образом, в результате проверочных вычис-
лений выяснилось, что полученные в рас-
четах критические числа Грасгофа отлича-
ются от определенных методами линейной 
теории устойчивости менее чем на 1,5 %, 
что свидетельствует об удовлетворительной 
точности использованного численного ме-
тода.

Поскольку разным граничным услови-
ям соответствуют различные критические 
числа Грасгофа, использовали понятие над-
критичности; оно выражалось отношением 
r = Gr / Grc.

Представляло несомненный интерес 
изучить поведение валового конвективного 
течения в нормальном и аномальном режи-
мах, которые определяются углом наклона 
полости. Течение, сохраняющее свою цир-
куляцию при переходе угла наклона поло-
сти через нулевое значение, принято на-
зывать аномальным [5]. Интенсивность и 
направление циркуляции плоского валового 
течения в стационарном режиме однознач-
но описывается экстремальным значением 
функции тока (gr, )cψ α  в центре полости, 
т. е. фазовое пространство системы одно-
мерно. Возникновение тепловой конвекции 
при нулевом угле 0α =  происходит мягким 
образом в результате вилочной бифурка-
ции на плоскости (gr)cψ  при критическом 
числе Грасгофа Grc. Однако даже незначи-
тельный наклон (порядка 0,01 градуса [12]) 
приводит к появлению конвекции при лю-
бых, сколь угодно малых значениях числа 
Грасгофа.

Расчеты показали, что валовое конвек-
тивное течение, возникшее при угле на-

0
, 0,i kψ =

0
, 0.i kϕ =

Задаем значение номера временного 
слоя n = 0. 

Шаг 2. Считая nT  и nϕ  известными, из 
конечно-разностных аналогов уравнений 
(2) и (4) находим значения этих функций 
на временном слое n + 1 во внутренних 
узлах сетки. Для случая теплоизолирован-
ных стенок граничное значение темпера-
туры заменяем значением температуры в 
прилегающем внутреннем узле.

Шаг 3. Решая уравнение Пуассона (3) 
по вычисленным значениям 1,n+ϕ  получаем 
итерационным методом 1n+ψ  во внутренних 
узлах сетки.

Шаг 4. Используя новые значения функ-
ции тока в приграничных узлах, определя-
ем по формулам Тома граничные значения 
завихренности на новом шаге по времени.

Шаги 2 – 4 повторяются до получения 
установившихся значений T и .ψ  Значения 
указанных сеточных функций вместе с фи-
зическими и численными параметрами для 
заданного значения числа Грасгофа Gr и 
угла наклона α  сохраняются во внешней 
памяти. При переходе к следующему зна-
чению угла наклона α  шаг 1 опускался, и в 
качестве начального состояния использова-
лось ранее полученное состояние.

Целью расчетов было получение бифур-
кационных кривых ( )dT α  и ( ).cψ α  Здесь  

cψ  – максимальное значение функции 
тока, dT  – перепад температуры между 
точками A  и B  (см. рис. 1). В расчетах 
угол наклона последовательно с перемен-
ным шагом 1–10  ∆α = °  изменялся от на-
чального значения 30α = − °  до конечного 

30α = + °  и обратно.

Результаты расчетов и их обсуждение

До выполнения основных расчетов, в 
соответствии с приведенной выше методи-
кой, проводилась проверка используемой 
модели и разностного метода. Для этого 
рассчитывали критические числа Грасгофа 
при подогреве строго снизу ( 0 )α = °  и за-
тем сравнивали их с общепринятыми зна-
чениями, полученными методами линейной 
теории устойчивости. Основу способа полу-
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клона полости, отличном от нуля, и фик-
сированном числе Грасгофа, меньшем или 
равном критическому (r ≤ 1), плавно меня-
ет свое направление на обратное при пере-
ходе угла наклона полости α  через нулевое 
значение (сплошная линия на рис. 2). Если 
же число Грасгофа превышает критическое 

значение (r > 1), валовое конвективное те-
чение сохраняет направление движения 
при переходе величины угла наклона поло-
сти через нулевое значение, становясь при 
этом аномальным. Это течение сохраняется 
до некоторого критического угла ,cα  после 
достижения которого оно резко меняет свое 

Рис. 2. Зависимости функции тока ψc в центре полости от угла ее наклона α для случая теплопро-
водящих стенок при различных значениях надкритичности r : 1,0 (кривая 1), 1,3 (2), 1,7 (3), 2,5 (4).  

Крестиками (квадратиками) отмечены диаграммы, полученные при изменении угла α от –30 до +30°  
(от +30 до –30°) (cм. пояснения в тексте)

Рис. 3. Зависимости перепада температуры dT между точками A и B от угла наклона полости α  
для случая теплопроводящих стенок при различных значениях надкритичности r  

(символы и номера кривых те же, что на рис. 2) 
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направление на обратное и превращается в 
нормальное течение. Описанное поведение 
иллюстрируют бифуркационные диаграм-
мы ( ),cψ α  полученные расчетами для четы-
рех значений r (см. рис. 2).

Кривые 1 – 4 на рис. 2 соответствует 
различным значениям надкритичности. 
Символы в виде крестиков соответству-
ют последовательному изменению накло-
на полости от отрицательных углов к по-
ложительным, а в виде квадратиков – от 
положительных к отрицательным. Бифур-
кационные диаграммы указывают на суще-
ствование аномального течения, которое, 

однако, переходит в нормальное при дости-
жении углом наклона критического значе-
ния αс. С увеличением значения надкритич-
ности область существования аномального 
течения увеличивается. Как видно из рис. 2,  
для каждого α из интервала c c−α < α < α  
существует два устойчивых состояния, ко-
торые различаются направлением циркуля-
ции, т. е. знаком .cψ

Экспериментальные исследования 
конвекции в полостях с теплопроводящи-
ми стенками включают, как правило, из-
мерения с помощью  термопар [1, 4, 6]. 
Данные от дифференциальных термопар, 

Рис. 4. Эволюция поля температуры (a, c, e) и структуры течения (b, d, f ) для случая  
теплопроводящих стенок при изменении угла наклона α от +30° до –30°; r = 2,5. Цифры 
означают углы наклона α. Границы полос семи изотерм на рис. (a, c, e) соответствуют  
четырнадцати значениям температуры: (2 1) 28,jT j= − , а границы линий тока (b, d, f )  

соответствуют (2 1) 28,j c jψ = ψ ⋅ −  где 1,2, ..., 14j =

а)

b)

c)

d)

e)

f )
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установленных в определенных местах по-
лости, позволяют судить о структуре кон-
вективного течения. В упомянутых работах 
спаи термопар располагались в точках A и 
B (см. рис. 1). Значения безразмерной раз-
ности температур dT с такой виртуальной 
термопары представлены на рис. 3 в виде 
зависимостей от угла наклона полости для 
четырех значений надкритичности r. Вид-
но, что скачкообразные изменения dT и cψ  
для одинаковых значений надкритичности 
r происходят при одних и тех же углах на-
клона (см. рис. 2).

Эволюция полей температуры и линий 
тока при изменении угла наклона полости 
α  от +30° до –30° для r = 2,5 представлена 
на рис. 4. В диапазоне изменений угла α  
от +30° до 0°, когда течение является нор-
мальным, происходит плавное уменьше-
ние интенсивности течения (см. кривую 4 
на рис. 2). После перехода через нулевое 
значение угла α  продолжается уменьшение 
интенсивности течения с сохранением его 
структуры. При приближении угла к кри-
тическому значению 7,8сα = − °  ускоряет-
ся падение интенсивности центрального 
вихря сψ  и увеличиваются угловые вихри 
с закруткой, противоположной основному 
вихрю. 

Процесс перехода осуществляется сле-
дующим образом. Один из угловых вихрей 
обгоняет в росте второй угловой вихрь, 
который затем исчезает. Далее растущий 
угловой вихрь, который имеет нормальное 
направление вращения при установленном 
угле наклона, вытесняет аномальный вихрь. 
Изображения функции тока и изотерм для 
критического угла наклона –7,8° представ-
лены для двух моментов времени. Первый 
соответствует моменту смены структуры 
течения, а второй – завершению процес-
са перехода. Следующие изображения от-
носятся к эволюции нормального вихря до 
угла наклона полости 30 .сα = − °  Изменение 
угла наклона в обратном направлении при-
водит к получению критического угла в 
диапазоне положительных углов со значе-
нием, равным 7,8 .сα = + °

Результаты расчетов, проведенных с 
двумя случаями граничных условий для 
температуры, представлены в виде бифур-

кационных кривых (рис. 5). Данная кривая 
для случая теплопроводящих стенок (кри-
вая 1) имеет ярко выраженный максимум 

7,7сα = °  при r = 3,3. Эти значения близки 
к полученным при расчетах бифуркацион-
ной кривой в цилиндре кругового сечения 
с теплопроводящими стенками [13, 14], но 
все же отличаются от них. Бифуркацион-
ная кривая для теплоизолированных стенок 
соответствует результатам работ [15, 16]. 
Расчет в работе [15] проводился методом 
Петрова – Галёркина, в котором исполь-
зовалось до семидесяти базисных функций. 
В качестве таких функций применялись 
полиномы Чебышева. Отдельные точки 
бифуркационных кривых для трех чисел 
Прандтля получены в статье [16] и для слу-
чая воздуха согласуются с результатами ра-
боты [15]. Наши расчеты на сравнительно 
грубой сетке позволили получить хорошее 
согласие с результатами, представленными 
в работе [15], что позволяет судить о досто-
верности полученных результатов.

Заключение

В настоящей работе проведено числен-
ное исследование аномального течения в 

Рис. 5. Зависимости критического угла  
от значений надкритичности для случая  

теплопроводящих стенок (кривая 1)  
и теплоизолированных (кривая 2)
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цилиндре квадратного сечения, и в резуль-
тате получены бифуркационные кривые 
для случаев теплоизолированных и тепло-
проводящих стенок.

Установлено, что предельный угол 
существования аномального течения в 
случае теплоизолированных стенок при-
мерно в три раза превышает таковой для 
теплопроводящих стенок. Таким образом, 
в случае теплопроводящих стенок переход 
от аномального течения к нормальному 
происходит при меньшем угле наклона 
полости и меньшем значении надкритич-
ности.

Бифуркационные диаграммы функции 
тока и перепада температуры от угла на-
клона полости показывают одинаковые 
значения критического угла наклона, при 
котором происходит смена направления 

конвективного валового течения для одно-
го и того же значения надкритичности. Это 
дает основания для использования резуль-
татов измерений термопарами в экспери-
ментах по изучению аномального конвек-
тивного валового течения при определении 
критического угла наклона полости (угол, 
при котором происходит смена направле-
ния течения). 

Из расчетов следует, что изменение на-
правления вращения происходит в резуль-
тате интенсивного роста одного из диа-
гональных нормальных вихрей, который 
подавляет и вытесняет аномальный кон-
вективный вал.

Работа выполнена при финансовой под-
держке внутриуниверситетского гранта Перм-
ского национального исследовательского поли-
технического университета.
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Sharifulin A.N., Poludnitsin A.N. THE BORDERS OF EXISTENCE OF ANOMALOUS 
CONVECTION FLOW IN THE INCLINED SQUARE CYLINDER: NUMERICAL 
DETERMINATION.  

The article is devoted to the study of bifurcations of stationary convection regimes in a closed, heated 
from below and tilted square cylinder filled with air for cases of heat-insulated and perfectly heat-conducting 
sidewalls. The temperature and velocity fields were obtained using grid method for inclinations from a 
horizontal position up to 30 degrees in the range of Rayleigh numbers up to 20-fold excess of its critical value. 
The limit angle of anomalous-flow existence in the cylinder with the heat-insulated walls was established to 
be about 3 times greater than that in the cylinder with the heat-conducting ones. In the case of the heat-
conducting walls the maximum angle of the anomalous-flow existence reached 7.7 degrees at a 3.3-fold 
excess of the critical value of Rayleigh number.

thermal convection, inclination of the cavity, ANOMALOUS flow, numerical simulation.
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