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Прочность и деформативность балочных изгибаемых 
элементов с внешним листовым армированием 

Durability and deformability of braced bending elements  
with external sheet reinforcement 

 
Ассистент В.Н. Медведев  
д-р техн. наук, профессор С.Д. Семенюк, 
Белорусско-Российский университет, г. 
Могилев, Республика Беларусь 
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Аннотация. Экономическая эффективность сталебетонной конструкции КНЭСК 
(композитный несущий элемент строительных конструкций) достигается за счет многоцелевого 
использования упрочняющего элемента, который обеспечивает надежное сцепление стального 
опорного листа с бетоном, воспринимает поперечное усилие по прочности наклонных сечений, 
обеспечивает жесткость на стадии подачи бетонной смеси, воспринимает растягивающие и 
сжимающие усилия по прочности сечений, нормальных к продольной оси элемента. Уточнены 
методики расчета прочности сечений, нормальных (упругопластическая модель) и наклонных 
(деформационная модель) к продольной оси элемента, за счет учета работы упрочняющего 
элемента. Предложены зависимости по определению изгибной жесткости с различным 
положением волны упрочняющего элемента. Обоснованы геометрические размеры элементов 
сварного каркаса сталебетонного изгибаемого элемента типа КНЭСК. Предложены регрессионные 
зависимости по их определению для разных схем закрепления. Разработана методика проведения 
экспериментальных исследований балочных изгибаемых элементов типа КНЭСК. Получены 
данные о несущей способности, характере предельного состояния, напряженно-деформируемом 
состоянии исследуемых образцов. Полученные данные могут быть использованы при 
проектировании подобного рода конструкций. 

Abstract. Economic efficiency of the CBEBS (composite bearing element of building structures) 
construction is achieved through the multipurpose usage of a strengthening element, which provides 
reliable adhesion between a steel supporting sheet and concrete, sustains a lateral load along durability 
of oblique sections, provides inflexibility during concrete mix feeding, sustains stretching and 
compressing forces along the durability sections to longitudinal axes of the element. At the expense of 
the strengthening element performance, the authors specified calculation methods for durability of normal 
(elastoplastic model) and oblique sections to longitudinal axes of the element (deformative model). There 
were offered dependencies to define bending rigidity with a different location of the wave of the 
strengthening element. There were validated geometrical sizes of the welded framework of the CBEBS 
reinforced concrete bending element. Besides, the authors came up with regression dependencies to 
define geometrical sizes for different fastening schemes. The paper presents a developed method to 
carry out experimental research on the CBEBS braced bending element. We have obtained data about 
bearing capacity, nature of the limiting state, the stress – strain state of the examined samples. The data 
that have been obtained can be used to design similar constructions. 

Введение 
Вопрос использования стального листа в комплексе с железобетонным элементом в 

строительной практике возник тогда, когда появилась необходимость создать конструкции для 
зданий и сооружений, которые бы играли роль гидроизоляции. В то время толщина стального 
листа как элемента изоляции принималась конструктивно и не учитывалась при расчете несущей 
способности конструкций.  
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Сталебетонные конструкции применяются в специальном, промышленном и гражданском 
строительстве [1–12], в мостостроении, в машиностроении [13] и других областях строительства. 
Наиболее распространенными и хорошо исследованными конструкциями с внешним 
армированием являются трубобетонные [12, 14, 15], в которых, благодаря преобразованию 
одноосного напряженного состояния в трехосное, обеспечивается повышение прочности 
бетонного ядра и несущей конструкции в целом. 

Medvedev V.N., Semenuk S.D. Prochost i deformativnost balochnyh izgibaemyh elementov s vneshnim listovym 
armirovaniem [Durability and deformability of braced bending elements with external sheet reinforcement]. 
Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 3. Pp. 3–15. (rus) doi: 10.5862/MCE.63.1. 

Конструкции с листовой арматурой [16–19] незаменимы при необходимости металлической 
гидроизоляции в сооружениях объектов транспортного строительства, атомной энергетики. С их 
использованием строятся различные подземные сооружения: фундаменты под оборудование, 
тоннели, резервуары, опускные колодцы, подводные и плавучие сооружения, перекрытия с 
профилированной листовой и ортотропной арматурой, сооружения АЭС. Большой интерес 
вызывают сталебетонные конструкции с внешним полосовым армированием, применяемые в виде 
ригелей, подкрановых балок [20]. При этом используются конструкции с одиночным и двойным 
армированием полосами, в том числе предварительно напряженные [20]. 

Обзор литературы 
В настоящее время имеется значительное количество работ, посвященных 

экспериментальным и теоретическим исследованиям прочности сталебетонных конструкций       
[1–10].  

В 40-х и 50-х годах сталебетонные конструкции рассчитывались в предположении упругой̆ 
работы стали и бетона, основанной̆ на гипотезе плоских сечений и пропорциональности 
напряжений деформациям. Следующим этапом развития методов расчета сталежелезобетонных 
изгибаемых конструкций был метод предельного равновесия, предполагающий̆ достижение всем 
сечением стального и железобетонного элементов сталежелезобетонной конструкции расчетных 
сопротивлений стали и бетона, а также основанный на гипотезе плоских сечений. Данный метод 
нашел свое широкое применение при расчете рассматриваемых конструкций и рассмотрен в 
работах авторов А.П. ̆Васильева, А.А. Гвоздева [21–22]. 

К первым экспериментальным исследованиям сталебетонных конструкций можно отнести 
исследования Маккея, в которых исследовались стальные балки, помещенные в бетон, а также 
работы Кауфи, по результатам которых были предложены расчетные методики. Из современных 
работ можно отметить работы по изучению сталежелезобетонных балок, проводимые в 
Иллинойском университете, Сибирском автодорожном институте. Кроме того, необходимо 
отметить экспериментальные работы по изучению пространственных сталежелезобетонных 
балок, проведенные в ЦНИИАСе [23] и МАДИ Н.Н. Стрелетским и Г.Н. Соловьевым [24, 25]. 

 
Рисунок 1. Общий вид сталебетонной конструкции с использованием упрочняющего 

элемента: 1 – стальной опорный лист; 2 – фасонная арматура (упрочняющий элемент);  
3 – продольная стержневая арматура; 4 – поперечная стержневая арматура; 5 – бетон 
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Исследуемая конструкция (рис. 1), представляет собой сталебетонную балочную плиту, 
объединяющую стальной опорный лист, бетонный слой, упрочняющий элемент, установленный в 
продольном направлении, продольную и поперечную стержневую арматуру. Сущность этой 
конструкции состоит в том, что совместная работа бетона с опорным листом осуществляется за 
счет упрочняющего элемента (рис. 1, поз. 2), который выполнен из стального листа и 
приваривается к нижнему опорному листу (рис. 1, поз. 1). Кроме осуществления сцепления 
стального листа с бетоном, упрочняющий элемент улучшает работу конструкции, повышая 
несущую способность по прочности нормальных и наклонных сечений. При смещении волн 
упрочняющего элемента друг относительно друга на расстояние, равное половине длины волны, 
стальной сварной каркас повышает жесткость как на стадии подачи бетона омоноличивания    
(рис. 1, поз. 5), так и после набора прочности бетона.  

Медведев В.Н., Семенюк С.Д. Прочность и деформативность балочных изгибаемых элементов с внешним 
листовым армированием // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). С. 3–15. 

Основные преимущества предлагаемой конструкции: 

• снижение трудоемкости и стоимости изготовления за счет использования стального 
листа в качестве опалубки; 

• повышенное сцепление металлической и бетонной составляющих; 
• высокая несущая способность конструкций; 
• повышение срока эксплуатации (в 1.5 раза). 

Областью применения рассматриваемых конструкций является: 

• мостостроение (возведение пролетных строений мостов); 
• реконструкция (при замене плит междуэтажного перекрытия и покрытия); 
• новое строительство (возведение балок железобетонного каркаса и плит перекрытия); 
• строительство объектов, имеющих повышенные требования к несущей способности, 

экологичности, герметичности и сейсмостойкости (строительство АЭС, ГЭС и т.д.). 

Для оценки напряженно-деформированного состояния предлагаемой конструкции были 
проведены численные исследования с использованием метода конечных элементов в 
программном комплексе ANSYS [26–28].  

Численные исследования проводились с использованием теории планирования эксперимента 
(рис. 2). На основе результатов исследований были построены регрессионные зависимости, 
описывающие влияние факторов варьирования на функцию отклика. 

В качестве плана вычислительного эксперимента был принят дробнофакторный план 
второго порядка [29] в нормированных значениях. Полиномиальная модель, описывающая 
зависимость функции отклика от значений факторов варьирования, имеет следующий вид: 

𝑌 = 𝑎0 + 𝑎1 ∙ 𝑋12 + 𝑎2 ∙ 𝑋22 + 𝑎2 ∙ 𝑋32 + 𝑎4 ∙ 𝑋42 + 𝑎5 ∙ 𝑋1 + 𝑎6 ∙ 𝑋2 + 𝑎7 ∙ 𝑋3 + 𝑎8 ∙ 𝑋4 (1) 

где ai – подлежащие определению коэффициенты. 

 
Рисунок 2. Расчетная схема композитного несущего элемента с внешним листовым 

армированием при изгибе с двусторонним шарнирным опиранием  
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а) 

Medvedev V.N., Semenuk S.D. Prochost i deformativnost balochnyh izgibaemyh elementov s vneshnim listovym 
armirovaniem [Durability and deformability of braced bending elements with external sheet reinforcement]. 
Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 3. Pp. 3–15. (rus) doi: 10.5862/MCE.63.1. 

 
б) 

 

 

 
Рисунок 3. Значения функции отклика от факторов варьирования при шарнирном опирании 

и равномерно распределенной нагрузке: а) для вертикального прогиба Y1(мм); б) для 
эквивалентных напряжений Y1(МПа) 

В качестве факторов варьирования были приняты следующие:  

Х1 – толщина листа упрочняющего элемента, мм;  
Х2 – шаг волн вдоль оси элемента, мм;  
Х3 – высота поперечного сечения упрочняющего элемента, мм;  
Х4 – толщина опорного листа, мм. 

В качестве функций отклика были приняты прочностно-жесткостные и массовые 
характеристики КНЭСК (Композитный несущий элемент строительных конструкций): 
Y1 – максимальный вертикальный прогиб (мм); Y2 – максимальные эквивалентные напряжения в 
арматуре (МПа); Y3 – масса металлической составляющей (кг). 

Проверку значимости коэффициентов в полученных уравнениях регрессии осуществляли с 
помощью критического значения распределения Стьюдента [30]. Проверку адекватности 
полученных уравнений регрессии проводили по критерию Фишера. 

Из полученных данных удалось установить (рис. 3), что на уровень напряжений и 
максимальные прогибы в стальном каркасе наибольшее влияние оказал фактор Х4, однако этот же 
фактор оказывает наибольшее влияние и на массу исследуемой конструкции. Для схемы 
закрепления с жестким опиранием конструкции, кроме отмеченного фактора Х4), на уровень 
напряжений оказывает влияние также высота упрочняющего элемента (Х3). Об остальных 
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факторах варьирования можно говорить, что степень их влияния на функции отклика невелика. 
Однако при проектировании исследуемой конструкции необходимо определить, какая из 
качественных характеристик (жесткость или масса) является более важной.  

Медведев В.Н., Семенюк С.Д. Прочность и деформативность балочных изгибаемых элементов с внешним 
листовым армированием // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). С. 3–15. 

Найдено предельное значение шага волн упрочняющего элемента вдоль оси элемента, при 
значениях ниже которого уровень напряжений не изменяется, а при большем начинает 
увеличиваться. Так, для жесткой схемы закрепления шаг Х3 равен 0.357 м. 

На основе результатов исследований были получены регрессионные зависимости, 
позволившие обоснованно и в соответствии с предъявляемыми к конструкции требованиями 
производить выбор конструктивных параметров металлической составляющей.  

Численными исследованиями для балок серий БК-1 и БК-3, кроме зон появления 
нормальных и наклонных трещин, были определены зоны внутреннего, местного разрушения 
бетона вследствие перераспределения усилий от упрочняющего элемента (зона I, рис. 4), а также 
в результате нарушения сцепления бетона с упрочняющим элементом. Характер предельного 
состояния конечноэлементной модели показал, что для предотвращения деструктивных 
процессов в зоне контакта упрочняющего элемента с бетоном, а также для более надежной 
анкеровки необходимо устанавливать дополнительные анкерующие элементы (поперечные 
стержни).  

а) 

 
 б) 

 
 

Рисунок 4. Разрушение балок при численном моделировании и сравнение с 
экспериментальными данными: а) балка БК-1; б) балка БК-2 
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Рисунок 5. Эпюра эквивалентных напряжений в стальном опорном листе для балки БК-1, 
БК-1а 

Выявлено снижение напряжений и деформаций в зонах сварных соединений (рис. 5) 
стального опорного листа с упрочняющим элементом. Это связано с увеличением поперечного 
сечения, а также с повышением жесткости стального опорного листа за счет включения в работу 
упрочняющих элементов. 

Таким образом, эпюра эквивалентных напряжений стального листа имеет волнообразную 
форму с минимумами в местах сварных соединений и максимумами в пролетах между ними. В 
связи с этим при проектировании данного вида конструкций целесообразно увеличивать длину 
контакта между опорным листом и упрочняющим элементом в зонах максимального изгибающего 
момента. 

 

Рисунок 6. Характерные сечения в зоне чистого изгиба 

При проектировании изгибаемых сталебетонных балочных элементов с упрочняющим 
элементом рекомендуется устанавливать упрочняющий элемент таким образом, чтобы он 
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находился максимально близко к внешней растянутой грани сечения (рис. 6, сечение I–I). Это 
позволит воспринимать дополнительный изгибающий момент. При этом характеристики сварного 
шва (длина, катет и пр.) принимаются по расчету. 

Медведев В.Н., Семенюк С.Д. Прочность и деформативность балочных изгибаемых элементов с внешним 
листовым армированием // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). С. 3–15. 

По результатам численных исследований были подготовлены и проведены натурные 
испытания балочных изгибаемых элементов с внешним листовым армированием. В ходе 
испытаний было изготовлено и испытано три серии образцов, включающих в себя 18 балок. 
Тестовая серия состояла из 8 балок с использованием традиционных анкерных упоров из 
стержневой арматуры. Вторая и третья серия включали в себя 10 опытных балок с 
использованием упрочняющего элемента (рис. 7). 

Геометрические размеры опытных образцов выбирались по результатам численных 
исследований, описанных выше. Это позволило при минимальном количестве опытов получить 
наиболее полную картину о прочности, деформативности и характере предельного состояния 
исследуемых конструкций. Опалубочные размеры опытных элементов составляли 1,4х0,15х0,1 м. 

Испытания железобетонных балок производились по схеме четырехточечного изгиба на 
прессе «ГМС-50». Схемы расположения измерительных приборов и приложения нагрузок 
приведены на рисунке 7. 

Как показали экспериментальные исследования, характер образования и развития 
нормальных трещин в зоне чистого изгиба экспериментальных образцов зависит от положения 
упрочняющего элемента. Образование трещин и значительное их раскрытие главным образом 
происходило в сечении с положением волны упрочняющего элемента вверху. Удалось получить 
среднее значение расстояния между трещинами lcrc. Для балок серии БК-3 и БК-3а максимальное и 
минимальное значения lcrc составили 276 и 135 мм, средневзвешенное значение составило 
180.4 мм. Для балок серии БК-1 и БК-1а максимальное и минимальное значения lcrc составили 269 
и 133 мм, средневзвешенное значение составило 170.5 мм.  

 
Рисунок 7. Схема расположения тензорезисторов и других измерительных приборов на 

бетоне опытных образцов 

Экспериментально полученные графики «момент – кривизна» для сечений с положением 
волны упрочняющего элемента внизу (рис. 8) показывают, что жесткость рассматриваемого 
сечения остается неизменной вплоть до разрушения образца (B=const).  

На основании полученных данных об особенностях работы бетона и стали в нормальном 
сечении элемента сделан вывод о перераспределении внутренних усилий в бетоне, а также о 
неравномерном перераспределении деформаций вдоль оси элемента. Этот факт может быть 
объяснен волнообразной формой упрочняющего элемента. 

Несущая способность экспериментальных сталебетонных балок с использованием 
упрочняющего элемента оказалась на 30 % больше, чем несущая способность тестовых образцов 
с традиционными анкерными упорами, выполненными из стержневой арматуры.  

Характерным для экспериментальных образцов серии БК-2 является разрушение всех         
4 балок по наклонным сечениям, причем наклонная трещина пересекала упрочняющий элемент 
под углом 60 °…90 °. Угол наклона трещины менялся по мере ее развития. 
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а) 

          
б) 

 

Рисунок 8. Зависимость «момент – кривизна»: а) для балок БК-3; б) для балок БК-2 
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На основе экспериментальных данных и данных численных исследований предлагаются 
уточненные методики для расчета прочности сечений, нормальных (упругопластическая 
модель [31]) и наклонных (деформационная модель [32]) к продольной оси элемента. 

Медведев В.Н., Семенюк С.Д. Прочность и деформативность балочных изгибаемых элементов с внешним 
листовым армированием // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). С. 3–15. 

Предложены зависимости по определению изгибной жесткости с различным положением 
волны упрочняющего элемента. Выполнен анализ напряженно-деформированного состояния 
балочных изгибаемых элементов с внешним листовым армированием на основании данных 
численных исследований и их сравнение с экспериментальными данными. 

При расчете прочности сечений, нормальных к продольной оси элемента, по 
упругопластической модели (2) в расчет вводятся прочностные и деформативные характеристики 
бетона и стали, зависящие от предельной сжимаемости и дефомативности (λ – коэффициент 
пластичности). 

 

𝑀𝑠𝑑 ≤ 𝑀𝑟𝑑 = 0,5 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥[(1 + 𝜆)𝑑 − 0,33𝑥(1 + 𝜆 + 𝜆2)] + 𝑓𝑐𝑢 ∙ 𝐴𝑠′ (𝑑 − 𝑐′), (2) 

 
где (см. рис. 9) Msd – расчетный изгибающий момент, вызванный действием внешней нагрузки;   
Mrd – прочность сечения при изгибе; b – ширина расчетного сечения; λ – коэффициент 
пластичности; d – рабочая высота элемента; с’ – защитный слой бетона для сжатой арматуры;    
А’s – площадь сжатой арматуры;  fsu – нормальные напряжения в сжатой арматуре. 

При расчете конструкций с внешним листовым армированием предлагается вводить в 
расчет уточненную рабочую высоту элемента d, мм (3): 

 

𝑑 = ℎ − 𝑦’с, (3)  

 
где h, мм – высота сечения элемента; y’c , мм – положение центра тяжести составного сечения

 

стального каркаса (рис. 9), равное: 
 

𝑦𝑐′ =
∑𝑆0−0
∑𝐴 , (4) 

 
где Σ S0-0 – сумма статических моментов относительно оси 0–0; ΣA – сумма площадей поперечного 
сечения стальной сварной составляющей. 

Расчет сталебетонных элементов с упрочняющим элементом на действие поперечной силы 
для обеспечения прочности по наклонной трещине автором предлагается определять по 
деформационной модели с учетом Asy (5): 

 

𝑉𝑅𝑑 = 𝑓𝑦𝑑2 ∙ 𝐴𝑠𝑦 + 1,5∙𝜂𝑐2∙𝑓𝑐𝑡𝑑∙𝑏𝑤∙𝑑2

𝑙𝑖𝑛𝑐
, (5) 

 
где Vrd – расчетная поперечная сила, воспринимаемая элементом; fyd2 – расчетное сопротивление 
стали упрочняющего элемента при разрыве; fctd – расчетное сопротивление бетона растяжению; 
bw  – расчетная ширина балки при расчетах на действие перерезывающих сил; linc – проекция 
наклонной трещины на продольную ось элемента; ηс2 – коэффициент, учитывающий влияние вида 
бетона, принимается для бетона: тяжелого – 2.0, мелкозернистого – 1.7, легкого при марке по 
средней плотности D1900 и более – 1.9; Asy,– вводимая в расчет проекция поперечного сечения 
упрочняющего элемента на ось наклонной трещины (рис. 10): 
 

𝐴𝑠𝑦  =  𝐴𝑛/𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝜃) (6) 
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б) 

 

Рисунок 9. К расчету прочности нормальных сечений: а) усилия в сечении, нормальном к 
продольной оси элемента, для сечения I-I;  

б) расчетные сечения балочного изгибаемого элемента 

 

Рисунок 10. К определению рабочей площади упрочняющего элемента в наклонном 
сечении 

Величина прогиба исследуемой конструкции определяется согласно формуле: 

𝑎 = ∫ 𝑀(𝑥) 𝑀𝑠𝑑(𝑥)
𝐵𝑠𝑡

𝑙
0 𝑑𝑥 , (7) 

где M(x) – уравнение изгибающих моментов в балке от действия единичной силы, приложенной по 
направлению искомого перемещения в сечении х; 
Msd(x) – уравнение изгибающих моментов в сечении х; 
Bst – изгибная жесткость исследуемого элемента нагрузки, Н∙м2, определяемая по (8): 

𝐵𝑠𝑡 = 𝐵𝑠 + 𝐵𝑐 , (8) 

где Bs – жесткость, обеспечиваемая стальным каркасом, Н∙м2; 
Bc – жесткость, обеспечиваемая бетоном, Н∙м2. 
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При этом Bs предлагается определять по формулам: (9) – для сечения I-I; (10) – для сечения 
II –II (рис. 9). 

Медведев В.Н., Семенюк С.Д. Прочность и деформативность балочных изгибаемых элементов с внешним 
листовым армированием // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). С. 3–15. 

𝐵𝑠𝐼−𝐼 = 𝐸𝑠𝐼𝑠𝐼−𝐼 = 𝐸𝑠 ��𝑡 ∙ 𝑏 + 𝑡1 ∙ ℎ𝑦� ∙ �ℎ − �𝑥 + 𝑦𝑐
′ ��

2
�, (9) 

𝐵𝑠𝐼𝐼−𝐼𝐼 = 𝐸𝑠𝐼𝑠 = 𝐸𝑠 ��𝑡 ∙ 𝑏 ∙ (ℎ − �𝑥 +
𝑡

2
�

2
) + 𝑡1 ∙ ℎ𝑦 ∙ (𝑥 − (ℎ − ℎ𝑡 −

ℎ𝑦

2
)�

2

�. (10) 

где Es – модуль упругости стали; t, t1, hy, ht, h, b, x – геометрические характеристики поперечного 
сечения стальной сварной составляющей, указанные на рисунке 9. 

В результате анализа напряженно-деформируемого состояния конечноэлементной модели 
исследуемой конструкции удалось установить ряд особенностей, обусловленных характером 
геометрии упрочняющего элемента, а также расположением его в объеме образцов.  

Заключение 
В результате проделанной работы были достигнуты следующие результаты. 

1. Впервые проведены численные исследования напряженно-деформируемого состояния 
балочных конструкций, использующих упрочняющий элемент в качестве анкера. Основными 
результатами проведенных исследований являются: 

• научно обоснованные конструктивные параметры стального каркаса как на стадии 
восприятия нагрузки от веса свежеуложенного бетона, так и после набора прочности 
бетоном, включающие количество и размещение в плане упрочняющих элементов; 

• регрессионные зависимости (получены впервые) для различных схем закрепления 
конструкции, позволяющие обоснованно и в соответствии с предъявляемыми к 
конструкции требованиями производить выбор оптимальных конструктивных параметров 
металлической составляющей; 

• данные об особенностях напряженно-деформируемого состояния балочных изгибаемых 
элементов в зоне контакта упрочняющего элемента с бетоном. 

2. Впервые получены результаты экспериментальных исследований сопротивления 
балочных сталебетонных элементов с различными геометрическими размерами упрочняющего 
элемента, касающиеся: 

• характера напряженно-деформированного состояния опытных образцов на различных 
этапах нагружения, включая картины трещинообразования и разрушения; 

• экспериментального определения жесткостных характеристик балочных изгибаемых 
элементов с внешним листовым армированием при различном положении волны 
упрочняющего элемента. 

3. На основе экспериментальных данных и данных численных исследований разработана 
модель сопротивления балочных изгибаемых элементов с использованием диаграмм 
деформирования для материалов, условия совместности деформаций и равновесия для 
критических сечений (прочность нормальных и наклонных сечений, прочность контакта стального 
листа с бетоном). Предложены зависимости по определению изгибной жесткости с различным 
положением волны упрочняющего элемента.  
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Аннотация. В статье рассмотрены результаты численного моделирования 
пространственного напряженно-деформированного состояния (НДС) плотины высотой 100 м с 
железобетонным экраном. Показано, что при расположении плотины в ущелье любой формы 
железобетонный экран сжат в направлении от борта к борту, а в направлении вдоль откоса может 
испытывать растяжение. Образование в экране растягивающих напряжений вызвано 
возникновением растягивающих усилий при смещениях каменной насыпи, а также изгибными 
деформациями. Изгиб экрана делает наиболее вероятным образование растяжения на низовой 
грани. Во всех вариантах створа происходит раскрытие периметрального шва.  Большое влияние 
на формирование НДС экрана оказывает последовательность возведения и загружения плотины. 
При возведении плотины в две очереди НДС экрана оказывается более благоприятным, чем при 
возведении в одну очередь: прогибы экрана, растягивающие и изгибающие усилия в нем 
становятся меньше, а уровень сжатия в направлении и от борта к борту растет. Однако при 
возведении в две очереди верхняя часть экрана первой очереди будет испытывать 
неблагоприятные изгибные деформации из-за неравномерности протекания осадок каменной 
насыпи.  По указанным причинам сверхвысокие каменно-насыпные плотины с железобетонным 
экраном (высотой 150 м и более) могут иметь крайне неблагоприятное НДС. По результатам 
численного моделирования увеличение высоты плотины в 2 раза привело к росту перемещений в 
3.5 раза, а напряжений в экране – в 2 раза. В экранах сверхвысоких плотин могут возникать 
значительные растягивающие и сжимающие напряжения, которые могут вызвать нарушение 
прочности бетона. Сверхвысокие плотины должны возводиться в несколько очередей, чтобы 
улучшить надежность работы их железобетонного экрана. 

Abstract. The article deals with the results of numerical modeling of the 3D stress-strain state 
(SSS) of a 100 m high dam with reinforced concrete face. It is shown that at the location of the dam in a 
gorge of any shape, the reinforced concrete face is compressed in the direction from one side to the 
other and in the direction along the slope it may have tensile stresses. The formation of tensile stresses 
in the face is caused by the emergence of tensile forces at the displacement of rockfill as well as by 
bending deformations. The face bend contributes to the most probable formation of tension on the 
downstream face. In all site alternatives the perimetral joint opens. Construction sequence and dam 
loading have a great effect on the face SSS formation. During the dam construction in 2 stages the face 
SSS turns to be more favorable than when the dam is constructed in 1 stage: face deflections, tensile 
and bending forces in it decrease, but the level of compression from one side to the other increases. 
However, during the  dam construction in 2 stages the first-stage face upper part will suffer unfavorable 
bending deformations caused by non–uniform settlements of the rockfill. Due to the aforementioned 
reasons, very high rockfill dams with a reinforced concrete face (150 m and higher) may have extremely 
unfavorable SSS. By the results of numerical modeling, twice as much increase in the dam height led to 
3.5 times as much the growth of displacements and twice as much the growth of stresses in the face. In 
the faces of very high dams there may appear considerable tensile and compressive stresses, which may 
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cause concrete structural failure. Very high dams should be constructed in several stages in order to 
improve reliability of reinforced concrete face performance. 

Саинов М.П. Влияние формы створа на напряженное состояние железобетонного экрана каменно-насыпной 
плотины // Инженерно-строительный журнал. 2016. №3(63). С. 16–39. 

Введение. Постановка задачи. 
Каменные плотины с железобетонным экраном в настоящее время весьма 

распространенный тип грунтовых плотин, хотя большинство из них построено в странах Латинской 
Америки и Китае. 7 подобных плотин имеют высоту более 200 м. Большинство высоких плотин с 
железобетонным экраном построены в относительно узких створах [1–2], и их напряженно-
деформированное состояние (НДС) формируется в пространственных условиях. 

При проектировании подобных плотин обычно считают, что железобетонный экран 
находится в состоянии двухосного сжатия, а арматуру устанавливают для восприятия 
температурно-усадочных деформаций. Однако численные исследования, ранее проведенные 
нами [3–5], показали, что это не так: экран может находиться в неблагоприятном НДС. В 
направлении вдоль откоса экран может испытывать растягивающие усилия; в направлении от 
борта к борту – существенные сжимающие напряжения. Некоторыми другими авторами получены 
похожие результаты. 

Возможность формирования неблагоприятного характера НДС железобетонного экрана 
подтверждает опыт эксплуатации некоторых плотин, в железобетонном экране которых 
образовывались трещины. Трещинообразование наблюдалось в экранах плотин Shuibuya 
(высотой 233 м), Aguamilpa (187 м), Tianshengqiao 1 (178 м), Barra Grande (185 м), Campos Novos 
(202 м), Mohale (145 м) [1, 2, 6–11]. На разных плотинах трещины были ориентированы по-разному. 
Горизонтальные трещины возникли в экранах плотин Shuibuya, Aguamilpa; по мнению 
исследователей [6], эти трещины являются следствием растягивающих усилий в экране. 
Вертикальные трещины наблюдались в экранах плотин Tianshengqiao 1, Barra Grande и Mohale 
[7,10]. В них происходило разрушение защитного слоя над арматурой, что характерно для 
разрушения при нарушении прочности бетона на сжатие. Отмечены также случаи, когда причиной 
образования трещин в железобетонном экране был сложный характер его деформирования, 
являющийся следствием сложных топографических условий [6]. В железобетонном экране 
плотины Campos Novos образовалась целая система трещин, вертикальных, горизонтальных и 
наклонных [11] (рис. 1). Очевидно, что не последнюю роль в образовании этих трещин сыграло 
взаимодействие плотины со скальным каньоном. 

а) 

 
б) 

 
Рисунок 1. Расположение трещин в железобетонном экране плотины Campos Novos, 

образовавшихся после первого наполнения водохранилища: 
а) схема; красными линиями обозначены трещины; б) фото  
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В связи с вышесказанным становится важным оценить НДС железобетонного экрана в 
условиях пространственной работы в скальном ущелье. В последнее время появился ряд 
исследований, посвященных этой теме [12–17]. В данной статье рассматриваются результаты 
наших численных исследований, начало которым было положено в [4–5]. В нашем исследовании 
ставится цель выявить степень влияния на НДС экрана таких факторов как форма ущелья, в 
котором построена плотина, высота плотины и последовательность возведения плотины. 

Sainov M.P. Vliyanie formy stvora na napryazhennoe sostoyanie zhelezobetonnogo ekrana kamenno-nasypnoy 
plotiny [Impact of dam site configuration on 3D stress-strain state of concrete faced rockfill dam]. Magazine of Civil 
Engineering. 2016. No. 3. Pp. 16–39. doi: 10.5862/MCE.63.2 (rus) 

Принципы численного моделирования 
В качестве объекта исследования была выбрана абстрактная плотина высотой 100 м из 

горной массы с заложением откосов 1.4. Она была принята однородной, зонирование камня в теле 
упорной призмы не учитывалось. Толщина железобетонного экрана принята переменной –  
от 0.5 м на гребне до 1 м у подошвы. От скального основания экран отрезан периметральным 
швом, расположенным перпендикулярно к верховой грани. Экран разрезался вертикальными 
швами на секции шириной 12 м. 

Исследования проводились методом конечных элементов (МКЭ) по вычислительной 
программе Nds-N, составленной М.П. Саиновым [18]. Для моделирования поведения швов в 
экране и взаимодействия железобетонного экрана с окружающими грунтами использовались 
контактные конечные элементы. В расчетах учитывалась нелинейность деформирования грунтов 
(по модели проф. Л.Н. Рассказова [19], [20]), а также поведения контактов (по модели  
Кулона–Мора). 

Параметры деформируемости каменной насыпи были выбраны такими, чтобы в плоской 
задаче ее максимальные строительные осадки составили 54 см, что вписывается в результаты 
натурных наблюдений за рядом плотин [21]. Если принимать модель линейного деформирования 
камня, то данная осадка может быть получена при модуле деформации E≈ 60 МПа. Модуль 
деформации бетона экрана был принят равным 29000 МПа. 

Сетка МКЭ для поперечного сечения, в котором плотина имеет максимальную высоту, 
показана на рисунке 2. Для моделирования железобетонного экрана и прилегающих к нему зон 
использовались конечные элементы с квадратичной аппроксимацией перемещений, так как наши 
предварительные исследования показали, что только такой подход может обеспечить получение 
приемлемых результатов. При использовании элементов низкого порядка распределение 
напряжений в тонкостенной конструкции экрана получается не гладким, а со скачками на границах 
конечных элементов. Квазилинейные конечные элементы использовались только для 
моделирования каменной насыпи. В сетку МКЭ был включен неглубокий блок скального основания 
плотины. 

 
Рисунок 2. Сетка МКЭ плотины в поперечном сечении: 

1 – упорная призма; 2 – железобетонный экран; 3 – подэкрановая зона; 4 – скальное 
основание; 5 – защитная призма 

 При расчетах учитывалась последовательность возведения и загружения плотины. Была 
принята схема поэтапности, предусматривающая наполнение водохранилища до НПУ 97 м и 
возведения железобетонного экрана только после возведения плотины на полный профиль.  

Влияние формы створа выявлялось путем сравнения НДС между несколькими расчетными 
вариантами геометрии речной долины. Во всех вариантах форма ущелья принималась 
трапецеидальной. Варианты различались наклоном бортов и шириной руслового участка плотины. 
Заложение бортового склона принималось равным 0.5, 1 или 2, ширина русловой части – 12, 48 
или 108 м. Всего было получено 9 вариантов конфигурации створа. Варианты обозначены 

∇
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двойной нумерацией. Цифра указывает на уклон борта, а буква кодирует ширину русла. 
Параметры створов указаны в таблице 1. Там же указаны количественные параметры сеток МКЭ 
для различных вариантов конфигурации створов.  

Саинов М.П. Влияние формы створа на напряженное состояние железобетонного экрана каменно-насыпной 
плотины // Инженерно-строительный журнал. 2016. №3(63). С. 16–39. 

Таблица 1. Параметры вариантов створов и сеток МКЭ (плотина высотой 100 м) 

вариант 
Параметры створа Параметры сетки МКЭ 

ширина русловой 
части, м 

заложение 
склона бортов 

длина по 
гребню, м 

конечных 
элементов 

угловых 
узлов 

степеней 
свободы 

1a 216 2 610 4629 + 1444 6870 38070 
1b 96 2 490 3219 + 1024 4855 26690 
1c 24 2 418 2373 + 772 3646 19862 
2a 216 1 511 4125 + 1274 6091 33726 

2b (№0) 96 1 391 2715 + 854 4076 22346 
2c 24 1 319 1869 + 602 2867 15516 
3a 216 0,5 389 4629 + 1284 6603 36017 
3b 96 0,5 293 3501 + 948 4991 26914 
3c 24 0,5 221 2655 + 696 3782 20085 

Примечание: Отдельно указано количество элементов сплошной среды и контактных элементов 

Анализ результатов численного моделирования НДС плотины 
высотой 100 м при ее возведении и загружении в одну очередь 

Сначала рассмотрим НДС среднего варианта №2b, который будем называть вариант №0. 
В этом варианте ширина русловой части створа составляет 96 м, а уклон скальных бортов – 11. 
Соответственно, коэффициент створа составляет 3.9, это достаточно широкий створ. 

Расчетами для варианта №0 получено, что максимальные строительные осадки плотины 
составляют 52.9 см, они наблюдаются примерно в геометрическом центре плотины, на оси створа. 
Максимальные горизонтальные смещения плотины в створе составили 13.6 см. 

Железобетонный экран, следуя за деформациями каменной насыпи, испытывает изгиб в 
двух направлениях (вдоль и поперек откоса). Максимальный прогиб (29.3 см) наблюдается в 
центре экрана (рис. 3а), а прогибы по контуру экрана существенно меньше. Контурные прогибы 
являются следствием сдвиговых смещений в периметральном шве в направлении поперек откоса. 
Максимальный краевой прогиб экрана (54 мм) наблюдается на участке скального борта плотины, а 
в русловой части он не превышает 28 мм (рис. 4б). 

 
Рисунок 3. Прогибы железобетонного экрана в варианте № 0 (возведение без очередей) 

Деформации экрана сопровождаются раскрытием периметрального шва (рис. 4а). 
Максимальное раскрытие шва на русловом участке составило 51 мм, на бортовом – 45 мм. Кроме 
того, происходят сдвиговые перемещения вдоль контура периметрального шва, в плоскости 
экрана (рис. 4в). На русловом участке смещения направлены в сторону русла, а на бортовом – в 
основном от подошвы к гребню. На наклонном участке примыкания к борту они достигают 32 мм. 

1 Поскольку створ принимался симметричным, то моделировалась только левобережная половина плотины. 
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Рисунок 4. Перемещения в периметральном шве экрана варианта №0: 
а) раскрытия; б) контурные прогибы; в) продольные смещения. 

Закрашенные эпюры соответствуют схеме возведения плотины в 2 очереди, 
незакрашенные – схеме возведения без очередей 

Описанная схема деформирования экрана приводит к появлению в экране как сжимающих, 
так и растягивающих напряжений. При этом на низовой грани экрана уровень растяжения больше 
чем на верховой, а сжатия, наоборот, меньше. Это связано с изгибом плиты экрана. 

В направлении, близком к направлению вдоль откоса, в экране чаще всего действуют либо 
максимальные главные напряжения σ1 (рис. 5), либо промежуточные главные напряжения σ2   
(рис. 6). В нижней части экран испытывает растягивающие напряжения σ1 в направлении вдоль 
откоса, а сжимающие напряжения σ2 соответствуют гидростатическому давлению и направлены 
поперек плоскости экрана. Верхняя часть экрана имеет другое напряженное состояние, в ней 
экран сжат во всех направлениях. В направлении вдоль откоса действуют напряжения σ2, а 
напряжения σ1 соответствуют гидростатическому давлению верхнего бьефа. 

Опасность представляют растягивающие напряжения σ1 в нижней части экрана. На 
верховой грани зона растягивающих напряжений σ1 ориентирована горизонтально, то есть 
вероятно появление горизонтальных трещин. Однако зона растяжения невелика по площади, а 
максимальное значение σ1 не превышает 1.3 МПа (рис. 5а). Такое напряжение может быть 
воспринято продольной арматурой экрана. 

На низовой грани экрана проявление растяжения более значительно – область 
растягивающих напряжений σ1 занимает всю нижнюю часть экрана. Она расположена широкой 
полосой вдоль периметрального шва. Появление в этой зоне растягивающих напряжений вызвано 
изгибом экрана в области примыкания к скальному основанию. Эта зона растяжения образуется 
как на русловом, так и на бортовом участках, но на бортовом участке растягивающие напряжения 
σ1 все же несколько меньше по величине. Это связано с тем, что там экран имеет большую 
свободу в перемещениях и за счет повышенных краевых прогибов он способен уменьшить 
изгибные деформации. Максимальные значения растягивающих напряжений σ1 наблюдаются на 
границе бортового и руслового участков, где они достигают 5.6 МПа (рис. 5б). Такое значение 
много больше нормативной прочности железобетона на растяжение и может привести к 
образованию в экране трещин. Эти трещины будут ориентированы вдоль примыкания к скале.  

) 
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Рисунок 5. Максимальные главные напряжения σ1 в железобетонном экране варианта №0 
(возведение без очередей) 

 
Рисунок 6. Промежуточные главные напряжения σ2 в железобетонном экране варианта №0 

(возведение без очередей) 

В направлении от борта к борту экран практически по всей площади сжат минимальными 
главными напряжениями σ3. Сжимающие минимальные главные напряжения σ3 на верховой грани 
достигают 6.9 МПа (рис.7а), а на низовой – 5.7 МПа (рис. 7б). Область наибольшего сжатия по σ3 
располагается в центре экрана, а также в зоне сопряжения руслового и бортового участков 
плотины. Сжатие экрана в направлении от борта к борту говорит о том, что с точки зрения 
восприятия статических нагрузок необходимость устройства в экране вертикальных швов 
отсутствует. Хотя, как показывают натурные наблюдения за плотиной Num Ngun2, возможны 
неравномерности деформаций [22], и тогда швы могут сыграть положительную роль. 

 
Рисунок 7. Минимальные главные напряжения σ3 в железобетонном экрана варианта №0 

(возведение без очередей) 

Состояние вертикальных швов на момент окончания заполнения водохранилища показано 
на рисунке 8. Вертикальные межсекционные швы раскрываются только в крайних бортовых 
секциях, где уровень сжатия минимален (рис. 8). Раскрытия швов очень малы и составляют доли 
миллиметра. Красным выделены раскрытые швы, розовым – сомкнутые швы, ранее 
раскрывавшиеся, зеленым – сомкнутые швы без сдвиговых нарушений, желтым – сомкнутые швы 
со сдвиговыми нарушениями. 
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Рисунок 8. Состояние межсекционных швов в экране варианта №0 (возведение без 
очередей) 

Далее исследовалось НДС экрана для других вариантов конфигурации створа. 

На рисунках 9–16 представлены результаты расчета НДС только для вариантов № 1а, 1c, 
3a, 3c как наиболее отличающихся друг от друга и от варианта №0. 

Во всех вариантах максимальные прогибы экран получает на русловом участке, на 
бортовом участке они существенно уменьшаются (рис. 9). 

Анализ (табл. 2) показывает, что во всех широких (варианты 1a, 1b, 2a, 3a) створах прогибы 
экрана примерно одинаковы – 29…30 см. В узких створах максимальный прогиб экрана 
уменьшается. Минимальное значение прогиба (22.6 см) экран имеет в варианте 3с, в котором 
скальное ущелье самое узкое. По сравнению с прогибом в варианте №0 данный прогиб меньше 
на 23 %. 

Во всех вариантах контурные прогибы не равны 0 практически на всем протяжении 
периметрального шва (рис. 10). Характерно, что максимальные прогибы наблюдаются на 
бортовом участке плотины и составляют около 50 мм. В русловой части прогибы не превышают 
30 мм, при этом сужение русловой части створа очень мало уменьшает величины контурных 
прогибов. Таким образом, конфигурация створа мало влияет на величины контурных прогибов 
экрана. 

Таблица 2. Максимальные перемещения (см) экрана и плотины различных 
вариантов створа (возведение плотины высотой 100 м без очередей) 

вариант 
экран ось плотины 

ux uy uz un ux uy 
1a 23.1 21.0 2.7 30.5 16.1 53.6 
1b 22.3 21.4 2.4 30.4 14.3 53.0 
1c 19.0 18.8 1.9 26.3 11.6 47.6 
2a 23.0 21.1 2.9 30.5 16.0 53.6 

2b (№0) 21.3 20.8 2.4 29.3 13.6 52.9 
2c 17.1 17.4 1.7 24.1 10.3 45.3 
3a 22.9 21.5 3.1 30.8 15.4 54.1 
3b 20.9 21.1 2.4 29.3 12.7 52.8 
3c 15.5 16.7 1.5 22.6 8.4 40.3 
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Таблица 3. Контурные перемещения экрана (мм) для различных вариантов створа 
(возведение плотины высотой 100 м без очередей) 

Саинов М.П. Влияние формы створа на напряженное состояние железобетонного экрана каменно-насыпной 
плотины // Инженерно-строительный журнал. 2016. №3(63). С. 16–39. 

вариант 
продольные раскрытие прогиб 

русло борт русло борт русло борт 
1a 11 28 63 55 30 51 
1b 6 30 55 51 29 50 
1c 2 28 44 43 27 48 
2a 12 31 62 51 30 56 

2b (№0) 6 32 51 45 28 54 
2c 2 27 37 34 26 50 
3a 10 35 59 46 29 53 
3b 5 33 47 38 27 52 
3c 2 25 30 25 24 50 

 

 
Рисунок 9. Прогибы железобетонного экрана в створах разной конфигурации (возведение 

без очередей) 

 
Рисунок 10. Контурные прогибы (мм) железобетонного экрана в периметральном шве для 

створов разной конфигурации (плотина высотой 100 м). Условные обозначения см. на 
рисунке 4 

Во всех вариантах периметральный шов практически полностью раскрыт (рис. 11), даже в 
самом узком створе. Но величины раскрытий зависят от конфигурации скального ущелья. В узких 
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створах и в створах с крутыми бортами раскрытие меньше. В самом узком створе (вариант 3c) 
раскрытие составляет 30 мм, что более чем в два раза больше (63 мм), чем в самом широком 
створе (вариант 1а). 

Sainov M.P. Vliyanie formy stvora na napryazhennoe sostoyanie zhelezobetonnogo ekrana kamenno-nasypnoy 
plotiny [Impact of dam site configuration on 3D stress-strain state of concrete faced rockfill dam]. Magazine of Civil 
Engineering. 2016. No. 3. Pp. 16–39. doi: 10.5862/MCE.63.2 (rus) 

Продольные смещения происходят в основном внизу бортового участка экрана. Они 
достигают 25…30 мм (рис. 12). 

 
Рисунок 11. Раскрытия периметрального шва (мм) в створах разной конфигурации (плотина 

высотой 100 м). Условные обозначения см. на рисунке 4 
 

 
Рисунок 12. Продольные смещения экрана в периметральном шве (мм) в створах разной 

конфигурации (плотина высотой 100 м). Условные обозначения см. на рисунке 4 

Таким образом, во всех вариантах экрана качественно картина деформаций не отличается. 
Соответственно, схожа во всех вариантах и картина распределения напряжений (рис. 13–16). 

Анализ напряженного состояния экрана в широких створах показал, что оно качественно 
аналогично рассмотренному ранее в варианте №0, хотя происходит некоторое расширение зоны 
растяжения σ1 (рис. 13а, 13в, 14а, 14в) и сокращение зоны сжимающих напряжений σ3 грани  
(рис. 15 а,в). Изменяются и величины максимальных значений напряжений. В варианте №1 
увеличение σ1 произошло до 6.5 МПа, (рис. 13а), а уменьшение сжимающих напряжений σ3 – 
до 3.8 МПа (рис. 14а). 

В узком створе происходит наоборот: область растягивающих напряжений σ1 сокращается, а 
сжимающие напряжения σ3 интенсифицируются. Например, в варианте №3с растяжения на 
верховой грани практически не наблюдается (рис. 13г). Но максимальное напряжение σ1 на 
низовой грани увеличилось до 7.5 МПа (рис. 14г). Максимальное сжимающее главное напряжение 
σ3 в варианте 3с на низовой грани достигло 6.3 МПа (рис. 16г), а на верховой – 8.7 МПа (рис. 15г). 
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Рисунок 13. Максимальные главные напряжения σ1 на верховой грани железобетонного 
экрана для створов разной конфигурации (возведение без очередей) 

 

 
Рисунок 14. Максимальные главные напряжения σ1 на низовой грани железобетонного 

экрана для створов разной конфигурации (возведение без очередей) 

 
Рисунок 15. Минимальные главные напряжения σ3 на верховой грани железобетонного 

экрана для створов разной конфигурации (возведение без очередей) 
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Рисунок 16. Минимальные главные напряжения σ3 на низовой грани железобетонного 
экрана для створов разной конфигурации (возведение без очередей) 

Область раскрытия межсекционных швов во всех вариантах располагается только в крайних 
секциях (рис. 17).  

 
Рисунок 17. Состояние межсекционных швов на верховой грани экрана для створов разной 

конфигурации (возведение без очередей). Условные обозначения см. на рисунке 8 

Анализ результатов численного моделирования НДС плотины 
высотой 100 м при схеме ее возведения в 2 очереди 

Рассмотренная ранее схема возведения высокой плотины сразу на всю высоту является 
идеализированной, не осуществляемой на практике. Обычно экран устраивают параллельно с 
отсыпкой тела плотины, но с некоторым отставанием. При этом еще до завершения отсыпки 
возможно и наполнение водохранилища до некоторой промежуточной отметки. Поэтому 
рассмотрим, как влияет очередность возведения плотины на условия формирования НДС ее 
железобетонного экрана. 

Для этого были проведены расчеты для схемы возведения плотины в две очереди. Высота 
первой очереди плотины была принята равной 62.5 м, то есть более 60 % от общей высоты 
плотины. Схема строительства в две очереди предусматривала, что сначала будет отсыпана 
первая очередь плотины, устроен ее железобетонный экран и защитная призма, затем произойдет 
частичное заполнение водохранилища, и лишь затем будут проводиться работы по отсыпке 
второй очереди плотины. На второй очереди строительства сначала будет отсыпано тело 
каменной насыпи, затем уложен железобетонный экран и в завершение водохранилище 
наполнится до НПУ 95 м. 

Результаты расчетов НДС представлены на рисунках 18–22, а также 10–12. 

26



Инженерно-строительный журнал, №3, 2016 МОДЕЛИ 
 

Анализ результатов, полученных для варианта №0, показывает, что изменение 
последовательности возведения и загружения плотины существенно сказалось на условиях 
работы железобетонного экрана и его НДС. При возведении плотины сразу на всю высоту 
железобетонный экран участвует в восприятии деформаций плотины только от гидростатического 
давления водохранилища – нагрузки от собственного веса грунтовой плотины на него не 
передаются. При возведении плотины в две очереди экран вынужден испытывать деформации 
каменной насыпи не только от гидростатического давления, но и от веса плотины второй очереди. 

Саинов М.П. Влияние формы створа на напряженное состояние железобетонного экрана каменно-насыпной 
плотины // Инженерно-строительный журнал. 2016. №3(63). С. 16–39. 

При восприятии веса второй очереди насыпь первой очереди получает небольшие 
дополнительные осадки, а также смещается в сторону верхнего бьефа на 2…4 см. За счет этого 
при наполнении водохранилища уменьшаются окончательные горизонтальные смещения плотины 
в сторону верхнего бьефа, возникающие при наполнении водохранилища. Уменьшение 
горизонтальных смещений благоприятно сказывается на НДС экрана. На большей части площади 
экрана его прогибы уменьшаются на величину до 2 см (рис. 18). Однако максимальный прогиб 
экрана возрос с 29.3 см до 34.6 см. Такой прогиб экран получает на гребне плотины первой 
очереди (рис. 18). Это связано с неравномерными осадками каменной насыпи первой очереди под 
действием веса плотины второй очереди. В этой зоне экран испытывает сильный изгиб в сторону 
нижнего бьефа. 

 
Рисунок 18. Прогибы железобетонного экрана в варианте №0 (возведение в две очереди) 

Изменение схемы деформирования привело к изменению и напряженного состояния экрана. 
Качественно общая картина распределения напряжений в экране осталась прежней: экран 
сживается в направлении от борта к борту, а растягивающие напряжения в направлении вдоль 
экрана наблюдаются в нижней части экрана. Различия состоят в следующем. 

Во-первых, появилось различие между напряженным состоянием экрана первой и и второй 
очередей. В экране второй очереди общий уровень напряжений меньше, чем в экране первой 
очереди, т.к. нагрузки, воспринимаемые экраном первой очереди, возросли, а второй очереди – 
упали. На границе между экраном первой и второй очереди разница в напряженном состоянии 
становится хорошо заметна. Например, зона максимумов сжимающих напряжений σ3 
переместилась из центра экрана к гребню плотины первой очереди (рис.19) – туда же, куда 
переместилась зона максимальных прогибов (рис. 18).  

 
Рисунок 19. Максимальные главные напряжения σ1 в железобетонном экрана варианта №0 

для створов разной конфигурации (возведение плотины в две очереди) 

Во-вторых, экран первой очереди стал испытывать дополнительное сжатие под действием 
веса плотины второй очереди. Появление продольного сжимающего усилия привело к тому, что 
область растягивающих напряжений σ1 в направлении вдоль экрана уменьшилась. На верховой 
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грани, в нижней части экрана зона растяжения по σ1 исчезла полностью (рис. 19а). В направлении 
вдоль экрана на большей части верховой грани экрана действуют сжимающие напряжения σ2. На 
низовой грани растягивающие напряжения σ1 также уменьшились. Их максимальное значение 
уменьшилось с 5.6 МПа до 4.8 МПа (рис. 19б). Таким образом, по напряжениям σ1 напряженное 
состояние экране стало в целом более благоприятным. 

Sainov M.P. Vliyanie formy stvora na napryazhennoe sostoyanie zhelezobetonnogo ekrana kamenno-nasypnoy 
plotiny [Impact of dam site configuration on 3D stress-strain state of concrete faced rockfill dam]. Magazine of Civil 
Engineering. 2016. No. 3. Pp. 16–39. doi: 10.5862/MCE.63.2 (rus) 

Дополнительные осадки и смещения, которые стал испытывать экран первой очереди, 
привели и к росту сжатия в направлении от борта к борту по напряжениям σ3. Общий уровень 
сжатия возрос. Максимальное значение σ3 в верхней части экрана первой очереди составило     
6.9 МПа на верховой грани (рис. 20а), что больше, чем при возведении плотины в одну очередь 
(6.0 МПа, рис. 7а). 

В-третьих, в напряженном состоянии экрана проявились особенности деформирования 
плотины при ее двухочередном возведении. Как видно на рис. 18, верхняя часть экрана первой 
очереди испытывает повышенные прогибы. Следствием этих повышенных прогибов являются 
местные изгибные деформации верхней части экрана первой очереди. Изгиб вызвал появление в 
верхней части экрана растягивающих напряжений σ1 на верховой грани экрана (до 1.4 МПа,  
 рис. 19а) и увеличение сжимающих напряжений σ3 на низовой грани экрана до 7.5 МПа (рис. 20б). 
Это говорит о том, что при возведении плотины в несколько очередей траектории напряжений σ1 и 
σ3 становятся более сложными и не отклоняются от направлений вдоль откоса и от борта к борту. 

 
Рисунок 20. Максимальные главные напряжения σ1 в железобетонном экрана варианта №0 

для створов разной конфигурации (возведение плотины в две очереди) 

Все описанные выше особенности НДС железобетонного экрана плотины, возведенной вдве 
очереди, характерны и для других вариантов конфигурации створа. 

На рисунке 21 и в таблице 3 представлена информация о прогибах железобетонного экрана. 
В широких створах прогибы экрана при двухочередном возведении увеличились по сравнению 
прогибами в случае возведения без очередей примерно на 20 %, а в узком створе (вариант 3с) – 
на 10 %. Для всех вариантов характерно локальное увеличение прогибов экрана в верхней части 
первой очереди. 

Таблица 4. Максимальные перемещения (см) экрана и плотины для различных 
вариантов конфигурации створа (возведение плотины в две очереди) 

вариант 
экран ось плотины 

ux uy uz un ux uy 
1a 25.1 28.0 3.0 37.3 16.5 52.7 
1b 23.1 26.6 2.5 35.1 14.2 52.0 
1c 19.3 22.8 1.9 29.8 11.5 46.5 
2a 24.7 27.7 3.2 36.9 16.4 52.7 

2b (№0) 22.6 26.4 2.6 34.6 13.6 51.8 
2c 17.9 21.6 1.8 28.0 10.5 44.7 
3a 24.6 28.0 3.5 37.1 16.0 53.1 
3b 21.8 25.9 2.6 33.8 12.8 51.5 
3c 15.6 19.4 1.5 24.9 8.6 42.8 
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Рисунок 21. Прогибы железобетонного экрана в створах разной конфигурации 
(плотина высотой 100 м, возведение в две очереди) 

На рисунках 10–12 показаны перемещения экрана в периметральном шве для различных 
вариантов конфигурации створа, а в таблице 4 указаны их максимальные величины. 

Во всех вариантах при переходе на схему возведения в две очереди произошло 
существенное уменьшение раскрытий периметрального шва (рис. 11). Максимальные раскрытия 
на русловом участке уменьшились на 33…39 %, а на бортовом – на 13…33 %. При этом 
уменьшение прогибов более интенсивно проявлялось в узких створах. 

Контурные прогибы экрана (рис. 10) также уменьшились незначительно. На бортовом 
участке максимальные значения контурных прогибов уменьшились на 8…19 %, а на русловом – 
лишь на 2…8 %. 

Большое влияние последовательность возведения плотины оказала на величины смещений 
экрана вдоль контура периметрального шва. Их максимальные величины на бортовом участке 
снизились на 34…50 % (рис. 12) по сравнению со схемой строительства в одну очередь. 

Таблица 5. Контурные перемещения экрана (мм) для различных вариантов 
конфигурации створа (возведение плотины в две очереди) 

вариант 
продольные раскрытие прогиб 

русло борт русло борт русло борт 
1a 10 14 42 41 25 48 
1b 5 18 35 36 24 46 
1c 2 17 27 29 23 45 
2a 10 19 41 41 25 53 

2b (№0) 5 19 33 34 23 51 
2c 2 16 23 25 23 49 
3a 8 23 39 40 24 52 
3b 4 21 30 30 22 50 
3c 2 15 19 20 22 46 
 

На рисунках 22–24 показано распределение в экранах разной конфигурации главных 
напряжений σ1 и σ3. Во всех вариантах при переходе на схему возведения в две очереди НДС 
экрана претерпело изменения, аналогичные описанным ранее для варианта №0. Но ни в одном из 
вариантов уровень растягивающих напряжений σ1 на низовой грани не упал до безопасного 
уровня. 
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Рисунок 22. Максимальные главные напряжения σ1 на верховой грани железобетонного 
экрана для створов разной конфигурации (возведение в 2 очереди). Шкала 

напряжений [МПа] – на рисунке 18 
 

 
 

Рисунок 23. Максимальные главные напряжения σ1 на низовой грани железобетонного 
экрана для створов разной конфигурации (возведение в 2 очереди). Шкала 

напряжений [МПа] – на рисунке 18 

 
Рисунок 24. Минимальные главные напряжения σ3 на верховой грани железобетонного 

экрана для створов разной конфигурации (возведение в две очереди)  

30



Инженерно-строительный журнал, №3, 2016 МОДЕЛИ 
 

 

Саинов М.П. Влияние формы створа на напряженное состояние железобетонного экрана каменно-насыпной 
плотины // Инженерно-строительный журнал. 2016. №3(63). С. 16–39. 

Рисунок 25. Минимальные главные напряжения σ3 на низовой грани железобетонного 
экрана для створов разной конфигурации (возведение в две очереди) 

Анализ влияния высоты плотины на формирование НДС плотины с 
железобетонным экраном 

Для оценки НДС сверхвысоких плотин были выполнены исследования для плотины высотой 
200 м. Для удобства сравнения рассматривалась плотина, все геометрические параметры которой 
и вмещающего ее ущелья ровно в 2 раза больше, чем у ранее рассмотренной плотины высотой 
100 м. Соответственно, толщина железобетонного экрана плотины составила 1 м на гребне 
плотины и 2 м у подошвы.  

При расчетах рассматривалось схема возведения плотины в две очереди. Высота плотины 
первой очереди составила 125 м. 

Учитывая тот факт, что плотины высотой 200 м и более построены в ущельях с 
коэффициентом створа менее 4, на рисунках показаны результаты НДС только для вариантов 
№1с, 2b, 3a, 3c. 

Результаты моделирования НДС плотины высотой 200 м представлены на рисунках 26–33. 
Их анализ показывает, что сверхвысокие плотины испытывают большие перемещения и 
напряжения. Например, в варианте №0 максимальные строительные осадки uy на оси плотины 
составили 182 см, а максимальные горизонтальные смещения ux – 46 см. Сравнивая их с 
перемещениями плотины высотой 100 м, можно увидеть, что увеличение высоты плотины в 2 раза 
привело к увеличению осадок в 3.5 раза, смещений – в 3.4 раза. 

Примерно во столько же раз увеличились и перемещения железобетонного экрана. В 
варианте №0 максимальный прогиб железобетонного экрана составил 119 см. Информация о 
перемещениях плотины и экрана для всех расчетных вариантах показана на рисунке 26 и в 
таблице 5. 

Примерно в 3.5 раза увеличились и перемещения экрана в периметральном шве (рис. 27–
29, табл. 8). В варианте №0 раскрытие шва на русловом участке достигло 110 мм. Это раскрытие 
очень велико, оно не может быть воспринято уплотнением шва. В реально построенных 
сверхвысоких плотинах таких раскрытий не наблюдалось [1, 2]. Однако следует иметь в виду, что 
рассмотренная нами схема последовательности возведения не характерна для сверхвысоких 
плотин. Такие плотины возводятся не в две очереди, а более сложным образом. При этом 
плотины первой очереди имеют не обжатый, а распластанный профиль. Рассматриваемая задача 
имеет методический характер, ее цель – выявить, как высота плотины влияет на НДС 
железобетонного экрана. 
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Рисунок 26. Прогибы железобетонного экрана плотины высотой 200 м 
Таблица 6. Максимальные перемещения (см) экрана и плотины для различных 

вариантов конфигурации створа (плотина высотой 200 м) 

вариант 
экран ось плотины 

ux uy uz un ux uy 
1a 86.3 96.6 10.6 128.8 53.6 187 
1b 80.2 94.1 9.0 123.2 47.8 183 
1c 64.6 75.9 6.3 99.3 40.3 165 
2a 85.2 97.1 11.4 128.5 54.7 185 

2b (№0) 77.3 91.3 9.1 119.2 46.0 182 
2c 61.8 75.3 6.5 97.2 35.4 159 
3a 83.6 96.8 12.0 127.3 53.0 185 
3b 74.6 89.8 9.2 111.5 43.1 181 
3c 54.4 68.4 5.5 87.3 29.0 146 

Таблица 7. Контурные перемещения экрана (мм) для различных вариантов 
конфигурации створа (плотина высотой 200 м) 

вариант 
продольные раскрытие прогиб 

русло борт русло борт русло борт 
1a 37 57 144 146 82 162 
1b 20 61 118 126 79 157 
1c 6 58 95 101 76 150 
2a 38 65 138 143 82 182 

2b (№0) 19 67 110 118 77 171 
2c 6 56 80 87 76 163 
3a 30 80 128 139 79 176 
3b 15 73 101 111 74 166 
3c 6 51 65 69 69 159 
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Рисунок 27. Раскрытия периметрального шва (мм) в створах разной конфигурации (плотина 
высотой 200 м) 

 
Рисунок 28 Контурные прогибы (мм) железобетонного экрана в периметральном шве для 

створов разной конфигурации (плотина высотой 200 м) 

 
Рисунок 29. Подвижки железобетонного экрана в периметральном шве для створов разной 

конфигурации (плотина высотой 100 м) 
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Полученное напряженное состояние железобетонного экрана для различных вариантов 
створов показано на рисунках 30–33 в виде распределения в экране главных напряжений σ1 и σ3. 
Для напряженного состояния экрана сверхвысокой плотины высотой 200 м характерны те же 
особенности, что и для плотины высотой 100 м – возникновение растягивающих напряжений σ1 в 
направлении вдоль откоса и сжатие в направлении от борта к борту (по напряжениям σ3). 

Sainov M.P. Vliyanie formy stvora na napryazhennoe sostoyanie zhelezobetonnogo ekrana kamenno-nasypnoy 
plotiny [Impact of dam site configuration on 3D stress-strain state of concrete faced rockfill dam]. Magazine of Civil 
Engineering. 2016. No. 3. Pp. 16–39. doi: 10.5862/MCE.63.2 (rus) 

Обращает на себя внимание тот факт, что при тех значительных перемещениях, которые 
испытывает экран, на напорной грани экрана не возникло растягивающих напряжений (рис. 30), 
превышающих расчетную прочность бетона на растяжение. 

Зона значительных растягивающих напряжений σ1 наблюдается на низовой грани экрана, в 
области его примыкания к основанию, особенно на бортовом участке (рис. 31). Значения 
напряжений очень велики: на значительной площади они не превышают 6 МПа, а имеются зоны с 
напряжениями свыше 8 МПа. Такие растягивающие напряжения возникают как в широких, так и в 
узких створах. Конечно, такие растягивающие напряжения многократно превышают прочность 
бетона на растяжение и не смогут быть восприняты арматурой, трещинообразование неминуемо. 
Это говорит о том, что для обеспечения надежности железобетонного экрана в сверхвысоких 
плотинах необходимо сгладить изгибные деформации нижней части экрана, в зоне его 
примыкания к основанию. 

Уровень сжимающих напряжений σ3 в сверхвысокой плотине также очень высок. Их 
максимум наблюдается в центре экрана, в верхней части первой очереди. В варианте №0 в этой 
зоне значения σ3 достигают 15.1 МПа на низовой грани (рис. 33а) и 14.4 МПа на верховой грани 
(рис. 32а). Эти напряжения примерно в 2 раза выше, чем в плотине высотой 100 м. Получен 
практический вывод: увеличение высоты плотины в 2 раза привело к увеличению ее перемещений 
в 3.5 раза, но напряжений – лишь в 2 раза. 

Самые большие сжимающие напряжения σ3 в железобетонном экране получены в самом 
узком створе – в варианте №3с. На верховой грани они достигают 17.1 МПа (рис. 32г), а на 
низовой грани – 15.6 МПа (рис. 33г). При этом зона максимального сжатия по σ3 наблюдается 
практически по всей высоте оси симметрии железобетонного экрана. 

Полученные сжимающие напряжения σ3 в железобетонном экране (15…17 МПа) очень 
велики. Они сопоставимы с прочностью на сжатие бетона даже высоких классов. Учитывая, что 
железобетонный экран представляет собой тонкостенную конструкцию, разрушение экрана от 
сжатия представляется весьма вероятным. Это согласуется с данными натурных наблюдений за 
построенными сверхвысокими плотинами, в экране которых образовались вертикальные трещины 
от сжатия с разрушением защитного слоя арматуры. 

По этой причине строительство плотин высотой более 300 м в настоящий момент 
невозможно.  

 
Рисунок 30. Максимальные главные напряжения σ1 на верховой грани железобетонного 

экрана плотины высотой 200 м для створов разной конфигурации 
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Рисунок 31. Максимальные главные напряжения σ1 на низовой грани железобетонного 

экрана плотины высотой 200 м для створов разной конфигурации 
 

 
 

Рисунок 32. Минимальные главные напряжения σ3 на верховой грани железобетонного 
экрана плотины высотой 200 м для створов разной конфигурации   
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Рисунок 33. Минимальные главные напряжения σ3 на низовой грани железобетонного 
экрана плотины высотой 200 м для створов разной конфигурации 

Выводы 
1. Численное моделирование пространственной работы каменно-насыпной плотины с 

железобетонным экраном в различных по форме и размерах скальных ущельях показало, что 
геометрия створа вносит мало качественных изменений в НДС экрана, но влияет на его 
количественные показатели. По нашему мнению, наибольшее влияние на формирование НДС 
железобетонного экрана имеет качество уплотнения каменной насыпи, так как оно определяет 
величины и характер его деформаций. Для принятой модели деформируемости каменной насыпи 
во всех рассмотренных вариантах в интервале высот плотины от 100 до 200 м НДС экрана имеет 
одинаковые особенности: 

• экран испытывает изгиб в двух плоскостях, а также растягивающие усилия в направлении 
вдоль откоса; 

• в результате растягивающих усилий периметральный шов в большинстве сечений 
раскрывается, что позволяет в некоторой степени компенсировать эти усилия; 

• в периметральном шве происходят также сдвиговые перемещения как в виде контурных 
прогибов, так и в виде перемещений вдоль контура шва; 

• на большей части площади экран находится в состоянии двухосного продольного сжатия, 
однако возможно и образование в экране растягивающих напряжений в тех зонах, где он 
испытывает интенсивные или сложные изгибные деформации, наиболее вероятны 
растягивающие напряжения в направлении вдоль откоса; 

• наибольший изгиб испытывает экран в зоне примыкания к скальном основанию, этот 
изгиб вызывает появление на низовой грани экрана растягивающих напряжений (σ1), зона 
растяжения располагается широкой полосой параллельно контуру периметрального шва; 

• в направлении от борта к борту экран в основном сжат (по σ3) за исключением самых 
дальних от русла бортовых секций. 

Различие между вариантами конфигурации створа и высоты плотины заключается только в 
величинах, характеризующих эти проявления НДС. 

2. Ширина русловой части створа имеет более значимое влияние на НДС железобетонного 
экрана, чем наклон скальных бортов. У плотины, расположенной в узком створе, осадки и 
смещения плотины меньше, чем у плотины, расположенной в широком створе. При этом ширина 
створа в большей степени влияет именно на смещения, а не на осадки. Это благоприятно 
сказывается на НДС экрана. В широких створах в нижней части экрана возможно образование 
горизонтальных трещин в результате растягивающих напряжений. С уменьшением ширины створа 
НДС экрана улучшается следующие характеристики: 
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• уменьшаются раскрытия и смещения в периметральном шве; 
• экран переходит в состояние двухосного сжатия, уменьшается риск образования 

горизонтальных трещин. 

Однако для плотин, расположенных в узких створах, характерно увеличение в экране 
сжимающих напряжений в направлении от борта к борту, что может привести к нарушению 
прочности бетона на сжатие и образованию вертикальных трещин. 

3. Большое значение для формирования НДС железобетонного экрана имеет 
последовательность возведения плотины – наличие очередей строительства и очертания 
профиля плотины первой очереди. При строительстве плотины в несколько очередей НДС 
железобетонного экрана улучшается. Это происходит за счет уменьшения горизонтальных 
смещений в сторону нижнего бьефа и дополнительного сжатия экрана от осадок каменной насыпи 
под весом последующих очередей строительства. Для правильного прогнозирования надежности 
работы экрана расчеты НДС экрана необходимо вести только с учетом последовательности 
возведения и загружения плотины.  

При возведении плотины в несколько очередей следует учитывать, что на границе очередей 
экран может испытывать неблагоприятные локальные изгибные деформации из-за 
неравномерности протекания осадок каменной насыпи.  Рекомендуется верхнюю часть экрана 
каждой очереди возводить только после завершения отсыпки следующей очереди, с устройством 
шва (рис. 34). 

 
Рисунок 34. Схема сопряжения железобетонного экрана первой и второй очередей 
строительства: 1 – экран первой очереди строительства; 2 – экран второй очереди 

строительства; 3 – подэкранная зона; 4 – упорные призмы плотины 

4. Наибольшую опасность для надежной работы экрана представляют изгибные 
деформации в зоне примыкания к скальному основанию, так как вследствие появления 
растягивающих напряжений они могут вызвать трещинообразование в экране. Поэтому 
необходимо предусматривать конструктивные меры по сглаживанию изгибных деформаций путем 
обеспечения большей свободы деформаций в узле примыкания к скальному основанию. Этого 
можно добиться укладкой в нижней части подэкранной зоны более податливого грунта 
(негрунтового материала). Является целесообразным и устройство шва параллельно 
периметральному. 

5. Наибольшей опасности образования трещин подвергаются экраны сверхвысоких плотин 
(высотой от 150 м и выше). В них трещины могут возникнуть как от растягивающих, так и от 
сжимающих напряжений. По нашим исследованиям, увеличение высоты плотины в 2 раза 
сопровождается увеличением напряжений в экране также примерно в 2 раза. 

Чтобы избежать трещинообразования, необходимо минимизировать деформации экрана, 
особенно в направлении из бьефа в бьеф. Для этого требуется очень качественное уплотнение 
грунтов тела плотины с целью снизить их деформируемость. Еще один путь уменьшения 
деформаций экрана – это регулирование его НДС путем выбора соответствующей 
последовательности ее загружения. Необходимо, чтобы смещения экрана в сторону нижнего 
бьефа от гидростатического давления были частично компенсированы смещениями в сторону 
верхнего бьефа от бокового расширения каменной насыпи под собственным весом. Из этого 
следует, что сверхвысокие плотины с железобетонным экраном должны возводиться в несколько 
очередей. 

6. Полученные нами результаты численного моделирования не могут рассматриваться как 
исчерпывающие, применимые для прогноза НДС любой плотины. В реальных условиях НДС 
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плотины и железобетонного экрана может быть совсем другим, так как оно определяется 
множеством факторов, разброс величин которых может быть очень значительным. 

Sainov M.P. Vliyanie formy stvora na napryazhennoe sostoyanie zhelezobetonnogo ekrana kamenno-nasypnoy 
plotiny [Impact of dam site configuration on 3D stress-strain state of concrete faced rockfill dam]. Magazine of Civil 
Engineering. 2016. No. 3. Pp. 16–39. doi: 10.5862/MCE.63.2 (rus) 

Первый, наиболее значимый фактор – это деформируемость каменной наброски и ее 
зонирование в теле плотины. Камень деформируется нелинейно, и его свойства сильно 
изменяются в зависимости от степени уплотнения. Опыт показывает, что осадки каменно-
насыпных построенных плотин одинаковой высоты изменяются в очень широких пределах [21]. В 
теле плотины камень зонируется, и его деформируемость может различаться в 2 раза, например, 
как в плотине Num Ngun 2 (Лаос) [23]. Кроме того, возможны и локальные деформации экрана, 
связанные с анизотропией деформативных свойств или просадками каменной наброски. 
Соответственно, НДС экрана может изменяться очень существенно в зависимости от 
деформируемости каменной насыпи. 

Второй фактор – это схема последовательности возведения и загружения плотины. Третий 
фактор – это геометрия железобетонного экрана. Реальные плотины возводятся обычно в 
несимметричных створах сложной формы.  
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Аннотация. С учетом экспериментальных данных по продольным и нормальным к стенке 
турбулентным пульсациям скорости и коэффициента корреляции между ними получено 
выражение для турбулентной и вязкой составляющих трения в пристенной зоне течения. На 
основе уточненного значения вязкой компоненты трения получена толщина слоя вязкого течения, 
которая оказалась зависящей от коэффициента гидравлического сопротивления  . Рассмотрено 
нестационарное течение в зоне влияния вязких напряжений на основе модифицированной модели 
Эйнштейна и Ли, в которую введена изменяющаяся скорость на верхней границе вязкого слоя. С 
учетом этого условия получено решение динамического уравнения в виде профиля скорости, 
зависящего от времени и расстояния от твердой границы потока. Данное распределение 
скоростей  справедливо для буферной зоны, в которой осуществляется переход от слоя вязкого 
течения к слою постоянного турбулентного напряжения. Для профилей скорости в  слое 
постоянного турбулентного напряжения уточнены параметр Кармана и вторая константа 
турбулентности на основании данных измерений, выполненных в гладком канале с помощью 
лазерного измерителя скорости. Предложена модель перемежающегося течения в буферной зоне, 
согласно которой в разные моменты времени вязкое течение разрушается и заменяется 
турбулентным течением с логарифмическим распределением скоростей. Для расчета скорости 
течения в буферной зоне предложено использовать коэффициент перемежаемости, который 
учитывает время существования турбулентного течения, отнесенного к общему времени 
реализации процесса. Анализ показал, что коэффициент перемежаемости изменяется с 
расстоянием от твердой границы и количественно близок к интегралу вероятности. 
Распределение скоростей, полученное на основе предложенных подходов, подтверждается 
данными измерений ряда авторов. 

Abstract. Taking into consideration the experimental data on the longitudinal and the normal to the 
wall velocity fluctuations and the correlation coefficient between the fluctuations, the turbulent and 
viscous friction components near the wall were determined. Based on the adjusted value of the 
components of viscous friction there was obtained thickness of the viscous flow, depending on the drag 
coefficient. The unsteady flow in the viscous sublayer based on Einstein and Lee's model modified by 
introducing the changing velocity at the upper boundary of the viscous sublayer was considered. The 
solution to the dynamic equation in the form of the velocity profile, depending on time and distance from 
the wall was obtained. This velocity profile may be used for the buffer region, in which a viscous flow is 
transformed into a turbulent one. Von-Karman's parameter and the profile constant were determined on 
the basis of LDA measurements in the smooth channel. According to the intermittent flow model for the 
buffer region, a viscous flow is destroyed and replaced with a turbulent flow with a logarithmic velocity 
profile. To determine velocity distribution in the buffer region it is proposed to use a gamma intermittency 
factor, allowing for time of the turbulent flow, divided by the total time of the process. The analysis shows 
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that the intermittency factor varies with the distance from the wall, and it is quantitatively similar to the 
error integral. The obtained velocitу distribution has been confirmed by many authors' measurements. 

Рылова И.А. Уточнение характеристик турбулентного пристеночного течения в гладком канале с учетом 
нестационарности вязкого подслоя // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). C. 40–52. 

Введение 
Уточненное распределение скоростей в пристенной зоне потока необходимо при решении 

задач прогнозирования кавитационной эрозии водосбросных сооружений [1, 2], турбинного и 
насосного оборудования, при обтекании потоком местных сопротивлений [3]. Характеристики 
течения в пристенной зоне потока также играют важную роль при расчете теплового баланса 
зданий и сооружений [4], решении задач тепломассопереноса в атомной и тепловой энергетике [5], 
ракетной и авиационной технике, при рассмотрении вопросов взвешивания и транспорта наносов 
в каналах и реках [6–8]. Последние исследования показали, что в пристенной зоне потока вязкий 
подслой нарастает во времени, разрушается и сменяется турбулентным течением [9–20]. 
Объектом исследования являются турбулентные течения в широких открытых каналах и 
пограничных слоях без градиента давления. 

Обычно при рассмотрении распределения скоростей в непосредственной близости от 
твердой границы считается, что течение определяется действием сил вязкого трения. Эта область 
потока называется вязким подслоем, безразмерная толщина которого имеет порядок 

)5,115(* ÷=
ν

zu
. Для расчета распределения скоростей в этой зоне обычно используется закон 

внутреннего трения Ньютона [21], на основе которого получается линейное распределение 
скоростей в вязком подслое: 

ν
zu

u
u *

*
= , (1)  

где u  – местная скорость в точке z ; 

z  – расстояние от дна канала или стенки трубы; 

ν  – кинематическая вязкость; 

ρ
τou =*  – динамическая скорость, 

где ρ  – плотность жидкости; 

2
*0 uconst ρτ ==  – полное трение на стенке. 

Как отмечалось выше, течение в вязком подслое является нестационарным [9–20]: в 
отдельные периоды времени течение вблизи твердой границы имеет чисто вязкий характер – в 
другие в той же точке наблюдения течение жидкости приобретает турбулентный характер. Эти 
особенности течения влияют на процесс переноса количества движения и импульса силы трения в 
пределах подслоя и буферной зоны. Попытки расчета течения в нестационарном вязком подслое 
при отличающихся граничных условиях были предприняты рядом авторов [9, 11, 14]. Первая 
попытка расчета нестационарного течения в вязком подслое была предпринята Х. Эйнштейном и 
Х. Ли [9] в предположении нарастания толщины вязкого подслоя в течение некоторого времени с 
последующим мгновенным разрушением вязкого подслоя и возникновением турбулентного 
течения в момент разрушения подслоя. Для расчета вязкого течения использовано уравнение 
Навье – Стокса, записанное для плоского равномерного течения [22], которое для условия 
горизонтального дна приводится к виду: 

2

2

z
u

t
u x

∂
∂

=
∂

∂
ν  , (2)  

где t  – время нарастания вязкого подслоя; 

xu  – продольная составляющая скорости. 

Это уравнение имеет вид уравнения теплопроводности, стандартное решение которого 
записывается в виде интеграла вероятности (интеграл ошибок): 
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 , (3)  

где предел интегрирования  H имеет вид 
t

zH
ν⋅

=
2

; 

( ) dnexerf
x

n∫ −=
0

22
π

 – интеграл вероятности (интеграл ошибок); 

n  – аргумент подынтегральной функции; 

constu =0  – скорость за пределами вязкого подслоя. 

Полученное упрощенное уравнение (2) не содержит факторов, инициирующих движение, 
поскольку согласно граничным условиям в начальный момент времени 0=t  движение уже 
существует и его скорость во всех точках z  равна 0u . Таким образом, уравнение (3) описывает 
изменение скорости течения на различном расстоянии z  от стенки, в различные моменты 
времени t . Учитывая сделанные упрощающие допущения, решение (3) следует считать 
приближенным. 

Интегрирование уравнения (2) с учетом изменения скорости 0u  на внешней границе вязкого 
подслоя с ростом его толщины приобретает значительные математические трудности. В работе 
[11] получено решение упрощенного уравнения (2) методом интегральных преобразований 
Лапласа, при котором период роста вязкого подслоя разбивался на малые интервалы, в пределах 
которых скорость 0u  можно было считать постоянной, но изменяющейся от интервала к 
интервалу. Это позволяло использовать для каждого интервала времени полученное решение в 
виде: 
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1335lg75,5

νν
 , (4)  

где ct  – период роста вязкого подслоя; 

0t  – доля ct , в пределах которой скорость 0u  на внешней границе считается мало изменяющейся 
и определяется по стандартному логарифмическому профилю [23], при толщине вязкого подслоя

viz , соответствующей рассматриваемому времени it0 . 

Попытка усовершенствования модели Эйнштейна и Ли была предпринята в работе Ю.В. 
Брянской [14], в которой рассмотрено перемежающееся вязко-турбулентное течение в каждой 
точке по толщине вязкого подслоя. Скорость на верхней границе вязкого подслоя считалась 
изменяющейся и определялась по стандартному логарифмическому профилю: 

C
v
zu

u
u

t

+=






 *

*

ln1
κ

 , (5)  

где u  – осредненная по времени скорость турбулентного течения в точке потока. 
Выражение (5) получено при const=τ  с использованием ряда недостаточно 

обоснованных гипотез, при этом средние значения κ и С , определенные И. Никурадзе опытным 
путем для потоков в гладких границах, оказались равными 4,0=κ и 5,5=С . Однако более 
поздние исследования обнаружили непостоянство этих параметров [24–26], что требует их 
дальнейшего изучения. 
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В работе [14] определение коэффициента гидравлического сопротивления 

Рылова И.А. Уточнение характеристик турбулентного пристеночного течения в гладком канале с учетом 
нестационарности вязкого подслоя // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). C. 40–52. 

λ  с 
использованием полученного профиля (4) для зоны переходного сопротивления обнаружили 
расхождения с экспериментальными данными по λ . Для устранения этого расхождения возникла 
необходимость введения дополнительно времени действия турбулентного течения, которое 
частично заменяет вязкое течение в рассматриваемой точке. 

Результаты, полученные различными авторами [9, 11, 14],основываются на недостаточно 
обоснованных допущениях и ограниченных экспериментальных данных, что требует дальнейших 
аналитических и экспериментальных исследований пристенного турбулентного течения в широких 
каналах и пограничных слоях, которые обладают качественной схожестью. 

Исследования и анализ 
Распределение скоростей (1) при вязком течении у стенки является приближенным в связи с 

тем, что касательные напряжения линейно изменяются по глубине потока. С учетом этого можно 
записать динамическое уравнение в следующем виде: 

dz
du

h
zu µρ =− )1(2

*  , (6)  

где h  – глубина потока; 

ρνµ =  – динамическая вязкость. 

Разделяя переменные и интегрируя выражение (6), получаем более точное линейно-
параболическое распределение скоростей в вязком подслое: 







 −=

h
zzu

u
u

2
11*

* ν
 (7)  

Полученное выражение (7) показывает, что в пристенном слое при 1,0≈
h
z

 учет изменения 

полного напряжения трения дает поправку в скорости вязкого течения, не выходящую за пределы 
5 %. 

Многочисленные измерения [27–31] показывают, что в слоях потока практически вплоть до 
самой стенки обнаруживается пульсационное движение жидкости как в продольном, так и в 
вертикальном направлении по нормали к стенке. Это указывает на действие в потоке механизма 
обмена количеством движения, имеющего в отдельные моменты времени турбулентную природу 
вплоть до самой стенки. Таким образом, устоявшееся мнение о том, что вязкое трение вблизи 
твердой границы потока соответствует полному напряжению трения, является неточным. 

Для определения доли вязкой компоненты трения выделим из суммарного трения 
турбулентную составляющую трения tτ , для расчета которой используем известное выражение 
для коэффициента взаимной корреляции между пульсациями продольной и вертикальной 

компонент вектора скорости
2'2'

''

zx

zx
xz

uu

uu
R

⋅

⋅
= . 

Числитель этого выражения согласно Лоренцу [32] связан с турбулентным трением 
следующим соотношением: 

''
zxt uu ⋅⋅= ρτ  (8)  

Знаменатель этого выражения представляет собой произведение стандартов 
(среднеквадратичных величин) продольной и вертикальной пульсаций скорости. С учетом этого 
можно записать: 

2'2'
zxxz

t uuR ⋅⋅=ρ
τ

 (8)  
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Стандарты продольной и вертикальной пульсационных составляющих скорости были 
найдены аппроксимацией данных многочисленных измерений [31] в пристеночной зоне, 
приведенных на рисунке 1. 
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Рисунок 1. Распределение стандартов продольных 
*u
xσ

 и вертикальных 
*u
zσ

 пульсаций 

скорости  вблизи стенки, нормированных динамической скоростью, по данным измерений 
[31] в пограничном слое на пластине и в каналах 

Аппроксимационные зависимости для продольной и поперечной пульсаций скорости для 

1005,5 * ≤≤
v
zu

 подобраны методом наименьших квадратов в виде: 
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   (11)  

Данные измерений показывают, что коэффициент корреляции xzR  в пристенной зоне 
течения изменяется слабо и близок к 0.4 [31]. Согласно некоторым измерениям имеется 
тенденция к уменьшению xzR  с приближением к стенке, однако учет этого требует специального 

исследования; в настоящей работе коэффициент xzR  принимался равным 0.4. 

С учетом найденной таким образом турбулентной компоненты касательного напряжения 
вязкая составляющая полного трения записывается в виде: 
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 (12)  

С использованием выражения (12) вязкая составляющая трения в непосредственной 

близости к границе 1005,5 * ≤≤
v
zu

 в периоды вязкого течения представлена на рисунке 2. 

 
Рисунок 2. Распределение вязкой составляющей трения вблизи твердой границы потока 

Расчетные данные (см. рис. 2) показывают, что вязкие напряжения трения остаются 

заметными до 90* ≈
v
zu

. Полученные данные были аппроксимированы следующей более простой 

зависимостью: 
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Приравнивая vτ  из (13) к вязкому напряжению Ньютона [21], запишем:  
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h
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Интегрируя выражение (14), получаем профиль скорости в зоне влияния вязких напряжений, 
найденных с учетом изменения полного касательного напряжения по глубине потока: 
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 (15)  

Расчетные распределения скоростей в вязком пристеночном течении при различных 
коэффициентах гидравлического сопротивления представлены на рисунке 3. 
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Рисунок 3. Профили скорости (1), (7) и (15) при коэффициентах гидродинамического 
сопротивления 0.015 и 0.04 

Сопоставление полученного «вязкого» профиля (15) с известным линейным (1), а также 
линейно-параболическим распределением скоростей (7) показывает, что в периоды вязкого 
течения, рассчитанные скорости (15) заметно меньше тех, которые определяются как по 
линейному, так и по линейно-параболическому профилю скорости. 

Полученные выражения для вязкой компоненты трения позволяют также определить 

безразмерную толщину слоя 
ν

1* plu
, в котором проявляется действие вязкой компоненты трения 

(при  1plz →  вязкая составляющая напряжения 0→vτ ). Величина 
ν

1* plu
, найденная из условия 

0=vτ , приводится к виду: 

1035,11* −=
λν

plu
 (16)  

Полученное выражение показывает, что безразмерная толщина слоя, в пределах которого 
проявляется действие вязких напряжений, зависит от коэффициента гидравлического 
сопротивления, и в диапазоне реальных значений λ  от 0.015 до 0.04 (в котором обычно работают 

гладкие водоводы) изменяется 
ν

1* plu
 от 35 до 90, что близко к безразмерной толщине буферной 

зоны [33]. 

Учитывая определенную сложность использования полученного ранее решения (4) для 
буферной зоны предлагается феноменологическая модель перемежающегося течения, согласно 

которой в каждой точке 
v
zu*  этой зоны развивающееся вязкое течение сменяется течением 

турбулентным. Вводится понятие коэффициента перемежаемости γ  как отношение времени 
действия турбулентного течения  к общему времени цикла развития и разрушения вязкого 
подслоя.  

С учетом этого скорость течения в буферной зоне можно представить как осредненную 
величину вязкого и турбулентного течений с учетом времени их действия: 
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vu
u










*
 – вязкая составляющая профиля скорости, определенная по зависимости (15); 

tu
u










*

 – турбулентная составляющая профиля скорости, полученная по стандартному 

логарифмическому профилю с реальными значениями параметра Кармана κ и С ; 

Т
tt=γ  – коэффициент перемежаемости, характеризующий суммарное время существования 

турбулентного течения tt отнесенное к периоду наблюдения Т . 

Согласно предлагаемой модели перемежающегося течения скорость течения в любой точке 
буферной зоны находится осреднением двух состояний вязкого и турбулентного с учетом времени 
(вероятности) их действия. С приближением к стенке время (вероятность) вязкого состояния 
возрастает, с удалением от стенки возрастает вероятность (время) турбулентного состояния 
течения.  

Перемежающееся вязко-турбулентное течение в пределах буферной зоны 

распространяется на максимальное расстояние от стенки, равное v
lu p1*

. Если считать 

перемежающийся процесс изменения скорости в буферной зоне Гауссовским, максимальное 
расстояние принимается равным утроенному стандарту: 

σ31* =
v
lu p

 (18)  

Очевидно, что с увеличением расстояния от стенки вклад в профиль скорости вязкой 
составляющей уменьшается и второе слагаемое в выражении (17) приближается к единице. 
Сравнивая решение (3) с полученным выражением (17) вблизи верхней границы буферной зоны 

γ⋅= tuu  при tuu =0 , находим, что ( )2)( хФxerf =≈γ , связанный с интегралом 

вероятности Гаусса )(хФ , который табулирован [34]: 

dteхФ
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∫
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=
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2

2

2
2)(
π

 , (19)  

где t – текущее значение аргумента х ; 
х  – предел интегрирования для рассматриваемой точки, который определялся как: 

σ/*

v
zux =  (20)  

Для Гауссовского процесса значение 0)( =хФ  при 0=х  и 1)( ≈хФ  при 3=х . 

В моменты разрушения вязкого течения массы жидкости из вышележащих слоев, 
движущихся турбулентно, могут проникать вплоть до твердой границы [19–20], при этом скорость 

этих масс 
tu

u









*
, входящая в выражение (17), может быть найдена по логарифмическому 

профилю Л. Прандтля [35]. 
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Основные результаты и обсуждение 
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Как отмечалось выше, параметры κ и С  логарифмического профиля скорости (5) не 
являются постоянными. Для их анализа использовались опытные данные разных авторов, а также 
измерения профилей скорости, выполненные с использованием ЛДИС (лазерный доплеровский 
измеритель скорости) в прямоугольном безнапорном гладком канале НИУ МГСУ шириной 31 см 
при различных уклонах ( )007,000046,0 ÷=i  и наполнениях ( 6,73,1 ÷=h см) в диапазоне чисел 

Рейнольдса )48500020500(4Re ÷=
⋅⋅

=
v

hV
. Измерения показали, что параметры κ и С  

непостоянны и обнаруживают зависимость от коэффициента гидравлического сопротивления λ . 

 
Рисунок 4. График изменения параметра Кармана κ  в зависимости от коэффициента 

гидравлического сопротивления λ  по экспериментальным данным НИУ МГСУ, [19], [27], 
[36–40] в гладких каналах и пограничных слоях 

 
Рисунок 5. График изменения параметра С  в зависимости от коэффициента 

гидравлического сопротивления λ  по экспериментальным данным НИУ МГСУ и [27], [36–
38] в гладких каналах 

На основе экспериментальных данных получены следующие аппроксимационные 
зависимости для κ и С  при турбулентном течении в гладких широких каналах: 

206,01
+=

λκ
 (21)  

11
−=

λ
C  (22)  

Использование полученных данных по распределению скоростей в непосредственной 
близости от стенки и логарифмического профиля скорости за пределами буферной зоны, а также 
доказанной адекватности между коэффициентом перемежаемости γ и интегралом вероятности 
позволили рассчитать распределение скоростей в буферной зоне для различных значений 

коэффициента сопротивления λ . 

Проверочные расчеты производились для условий опытов Лауфера [36], Конт-Белло [27], 
Хабахпашевой [41] и измерений, выполненных в гладком канале МГСУ. Порядок расчета для 
гладких каналов был следующим. 

48



Инженерно-строительный журнал, №3, 2016 МОДЕЛИ 
 

При известных размерах поперечного сечения канала в зоне стабилизированного течения 

по измеренному профилю скорости определялась средняя профильная скорость течения 

Рылова И.А. Уточнение характеристик турбулентного пристеночного течения в гладком канале с учетом 
нестационарности вязкого подслоя // Инженерно-строительный журнал. 2016. № 3(63). C. 40–52. 

V . 

Динамическая скорость *u  находилась по линейной части измеренного профиля в 
непосредственной близости от дна. По известному соотношению между динамической и средней 

скоростью находился коэффициент гидравлического сопротивления λ .  Динамическое число 

Рейнольдса, записанное в виде v
hu*

, использовалось для пересчета безразмерного 

соотношения v
zu*

 в координату h
z

 там, где это было необходимо. Верхняя граница буферной 

зоны  v
lu p1*

 определялось по зависимости (16). Для обрабатываемых данных значения κ  и С  

принимались равными опытным значениям, найденным по измерениям в пределах слоя 
Прандтля, толщина которого оказалась близкой к толщине вытеснения пограничного слоя [42]: 

λ
λ

35,11
35,12

+
=

h
lp

 (23)  

Коэффициент перемежаемости определялся по предложенной методике через интеграл 
вероятности (19), аргумент которого х  принимался равным (20), при этом предполагалось, что 

v
lu p1*

3
1

=σ . Значение скорости в пределах буферной зоны находилось по зависимости (17) с 

использованием профилей (5) и (15) и найденного значения )(хФ=γ  для каждого значения x .  

Результаты сравнения расчетных и опытных данных для буферной зоны течения приведены 
на рисунке 6. 

Сопоставление результатов расчета по разработанной методике как в слое вязкого течения, 
так и в буферной зоне обнаруживают хорошую сходимость расчетных данных с результатами 
измерений автора и других авторитетных исследователей. 

 
Рисунок 6. Сопоставление экспериментальных данных, выполненных в гладком канале 

НИУ МГСУ, а также [27], [36], [41] с расчетными данными по зависимости (17) 
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Заключение 

Rylova I.A. Utochnenie harakteristik turbulentnogo pristenochnogo techeniya v gladkom kanale s uchetom 
nestacionarnosti vyazkogo podsloya [Detailed characteristics of the near-wall flow containing unsteady viscous 
sublayer in smooth channel]. Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 3. Pp. 40–52. doi: 10.5862/MCE.63.3 (rus) 

1.  По данным разных авторов получены аппроксимационные зависимости, описывающие 
изменения стандартов продольных и вертикальных пульсаций скорости в пристенной зоне 
широких гладких каналов, нормированные динамической скоростью. 

2. С использованием выражения для коэффициента взаимной корреляции продольной и 
вертикальной компоненты пульсационной скорости и найденных аппроксимаций для стандартов 

2'
xu  и 2'

zu  получены турбулентная и вязкая составляющие трения в пристеночной зоне 
течения.  

3. Определена толщина слоя, в пределах которого вязкая составляющая трения отлична 
от нуля.  

4. Обработкой данных выполненных измерений определены значения параметров κ и 
С  для профилей скорости в гладких каналах. 

5. Разработана модель перемежающегося течения и методика расчета распределения 
скоростей в буферной зоне с учетом уточненного профиля скорости в периоды вязкого течения и 

реальных значений κ и С  в логарифмическом профиле скорости, использование которой дает 
результаты расчета, согласующиеся с данными измерений в гладких каналах.  
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Abstract. Recently, buildings and structures erected in Russia and abroad have to comply with 
stringent economic requirements. Buildings should not only be reliable and safe, have a beautiful 
architectural design, but also meet the criteria of rationality and energy efficiency. In practice, this usually 
means the need for additional comparative analysis in order to determine the optimal solution to the 
engineering task. Usually such an analysis is time-consuming and requires huge computational efforts. In 
this regard, surrogate modeling can be an effective tool for solving such problems. This article provides a 
brief description of surrogate models and the basic techniques of their construction, describes the 
construction process of a surrogate model to calculate initial rotational stiffness of welded RHS joints 
made of high strength steel (HSS). 

Аннотация. В последнее время сильно возросли экономические требования, 
предъявляемые к зданиям и сооружениям, возводимым в России и за границей. Здания должны 
быть не только надежными и безопасными, иметь красивый внешний вид, но также удовлетворять 
критериям рациональности и энергоэффективности. На практике это означает необходимость 
дополнительного сравнительного анализа для определения оптимального решения инженерной 
задачи. Обычно такой анализ трудоемок и требует огромных вычислительных затрат. В связи с 
этим суррогатное моделирование может быть эффективным инструментом для решения таких 
проблем. В данной статье приводится краткое описание суррогатных моделей и основных методов 
их построения, описывается процесс строительства суррогатной модели для расчета начальной 
жесткости вращения сварных соединений квадратного полого профиля из высокопрочной стали. 

Introduction 
Tubular structures with welded joints are used in a wide range of structural applications. The most 

typical application is tubular truss. The structural analysis model is frequently constructed using beam 
finite elements, and the braces are connected to the chords using hinges. Actually, a welded joint does 
not behave as a hinge when it is loaded by a moment. The joint has resistance against the moment, but 
in the joint area deformations may occur both at the brace and at the chord, so the stiffness against the 
moment has to be taken into account in the global analysis of the structure. In [1] only the moment 
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resistance is given for the joint where the angle between the brace and the chord is 90 degrees. In [2] 
there is the equation, which can be used to calculate the initial rotational stiffness for the same case, 
angle 90 degrees. 
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When aiming to economic and environmental friendly design stiffness of the joints must be taken 
into account. This is especially true when using high strength steel in structures, because then buckling at 
the ultimate limit state and deflections and vibrations in the serviceability limit state are often critical. 
Besides, the impact of the installation process and operation of the construction on its strength properties 
should be considered [3–8]. In [9] and [10] it has been shown that the rotational stiffness of the welded 
tubular joint is the main parameter when considering buckling of members of tubular trusses.  

In the design it is possible to define the rotational stiffness for the joint using comprehensive finite 
element analysis (FEA). In practice, this is impossible, especially when performing optimization of 
structures when the structural analysis must be done thousands of times. In order to avoid 
computationally heavy calculations, surrogate models (or meta models) have been developed. The 
surrogate model is the basis of a new direction in the simulation engineering. It is a mathematical method 
of drawing up a model based on the test results and/or computational experiments carried out with a 
variety of objects of the class in question [11]. Surrogate models have been used widely in aerospace 
[12–16], civil engineering [17]. Methods of using surrogate models for optimizing steel structures are 
described in [19–27]. The optimum design of steel frames is presented using semi-rigid joints and 
surrogate models [18]. This article shows construction of the surrogate model in the case of initial 
rotational stiffness of welded tubular structures. 

This article describes the construction process of a surrogate model for calculating initial rotational 
stiffness of welded RHS joints made of high strength steel (HSS). Only joints with butt welds are 
considered. This assumption was made to simplify the surrogate and finite element modeling. The effect 
of fillet welds is considered in [28]. 

Theoretical background 
Surrogate model construction 

In the surrogate model construction, we replace the computationally expensive function f(x) with 
a sum of two other functions, where (x) is the vector of the variables [16]), which has the same dimension 
of input and output parameters as the original function [29, 30]: 

( ) ( ) ( )xxsxf ε+= , (1) 

where s(x) is the surrogate model at the point x and ε(x) is the difference between the two.  

The idea is to use the function s(x) during calculations or optimization instead of the function f(x). 
The function s(x) is chosen so that it should be cheap to evaluate, and hereby the computation time can 
be reduced considerably. 

We can start with a quadratic regression model: 
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or with linear regression (βij = 0) or with the constant, only β0 ≠ 0. If this gives good results (see later 
criteria), we can add to the regression a predictor Z(x) (stochastic process) and end up to Kriging. 

Kriging is the most popular method for creating surrogate models. In [31-48] it was made well-
known in the context of modeling, and optimization of deterministic functions, respectively.  

The Kriging models consist of two components. The first component is some simple model that 
captures the trend in the data, and the second component measures deviation between the simple model 
and the true function. An example of the surrogate model ( )xf using Kriging with one variable x with n 
sample points is: 
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, (3) 

where the zero order regression is used and the predicted value ( )xf  is given scaled to [0;1].  

The real values f(x) can be calculated from the normalized data ( )xf . In the construction of Z(x) we 
need a correlation function between points. Define R as the matrix R of stochastic-process correlations 
between the sample points xi and xj: 

( ) njixxRR jiij ,...,1,,,,, == θ  (4) 

and let )(xr be a vector of correlation between sample points and untried points x: 

( ) ( )[ ]Tn xxRxxRxr ,,...,,)( 1 θθ=  (5) 

The mostly preferred correlation function is the Gaussian correlation: 
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where θk are unknown correlation parameters, k = 1,…, m; 
m is the number of design variables; 

k
i

x  and k
j

x are the components of samples xi and xj. 

After this the surrogate model can be defined, see e.g. [16]. 

The article [29] indicates the main problems which arise in the construction of surrogate models 
and their optimization. For instance, the task of reducing the dimension [49], the task of building a 
multidimensional nonlinear approximating dependencies problem of clustering and classifying data. 

The surrogate model can be used with data of both low and high accuracy. These data of low 
accuracy can be obtained by the analytical method and the data of high accuracy - during the "field" 
test [50]. 

The obtained approximate dependence is necessary not only to predict the result, but also to 
determine the accuracy of the calculation [51]. One of the basic principles to ensure greater accuracy of 
calculations in constructing the surrogate model is the removal of a set of superfluous or redundant 
parameters [52]. In particular, the task of reducing the dimension [53] not only greatly simplifies the 
calculations, but also allows the surrogate model to meet the required conditions [54]. In addition, the 
method of reducing the dimension of predicates (of explanatory parameters) is practiced [55]. 

For certain areas, where it is necessary to build a model, which gives the most accurate 
information, it is necessary to build several approximating dependencies. Thus, the final approximation 
procedure will include a classifier that determines which private approximator needs to be taken for the 
given input variable [30]. 

Some special cases of surrogate model construction are also considered in [56–61].  

Surrogate model validation 
The validation process uses a new sample size approximately equal to one third of the sample size 

used to build the surrogate model [62]. The validation process consists of comparing the results of the 
surrogate model with those of the real response. This is a specific problem which depends on the 
accuracy required of the fitted model. If this accuracy is too low, the surrogate model must be modified by 
the introduction of more sample points or by the modification of the surrogate model variables. 

The validation process consists of testing a new set of sample points, but excluding the original 
sample point set. The accuracy of the surrogate model can be checked using R2 value [18]. No single 
rule exists that specifies a minimum R2 value which guarantees a good fitting surrogate model. In [18] 
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only the surrogate models with R2 values larger than 0.85 are considered. We realized that R2 was not 
proper in our case; all our models had R2 ≥ 0.95, so we had to refuse to consider it. 
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For validation we applied the relative error, Eq. (0.1). Usually, the optimization procedure for 
tubular trusses requires no more than 10% average relative error, so it is accepted as our main criterion. 

FEM

SURRFEM

C
CC

Error
−

=  (7) 

Design of Experiment 
The method for determining the sample points to carry out an analysis is called the Design of 

Experiments (DOE). The location of the sample points is very important for generating an accurate 
surrogate model. It consists of a compromise between the usage of a reasonable number of sample 
points to build an accurate model. Several DOE methods are described in [63–65]. The Latin Hypercube 
Sampling (LHS) proposed by [63] is the most popular space filling sampling technique. In this research 
engineering justification is used to define the sample points.  

Variables 
At the first step of sampling the list of variables should be determined. Every Y joint can be 

described completely by the following variables (Fig. 1): chord dimensions b0, t0; brace dimensions b1, t1; 
angle φ between the brace and the chord; material properties fy0, fy1.  

 
Figure 1. Dimensions of Y joint 

The number of variables has a strong effect on the process of surrogate modeling: the lesser the 
number of variables is, the easier it is to create a reasonable surrogate model, so it was reasonable to 
reduce the number of variables. 

First of all, we realized that the influence of t1 on rotational stiffness was rather weak and excluded 
it from the surrogate modeling. Besides, in this research we considered joints with only butt welds. In the 
case of butt welds material properties have no effect on the initial rotational stiffness of joints, so we also 
excluded fy0 and fy1 from the list of variables. 

We also replaced b1 with its relative analogy β=b1/b0 so that this variable had similar values for all 
chords. It should be noted that due to low values of β, compared to other variables, it was important to 
input β with at least four characters after the decimal point to avoid the loss of precision. 

After all, we presented the function of the initial rotational stiffness as a function of four variables:  

0 0( , , , )C f b t β φ=  (8) 

Sampling 
At the next step sample points should be determined. The sample points should be defined so that:  

• they cover the whole range of our interest;  
• they meet requirements of building codes 
• the failure of the brace is not critical.  
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We considered cold-formed tubes with discrete sizes followed those of Ruukki. Only square 
sections (SHS) were considered. Our goal was to predict typical practical cases with the chord sizes b0 
between 100x100x4 and 300x300x12.5. We considered HSS up to S700 and this also limited the range 
of cross-sections. 
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In this research the Eurocodes were used for joints [1] and extension for steel grades up to 
S700 [66]. The main requirement restricted the range of sections: 0.25 ≤ β ≤ 0.85. 

The ratio b1/t1 was limited by b1/t1 ≤ 35 and to cross-section class 1 or 2. The ratio b0/t0 was limited 
by 10 ≤ b0/t0 ≤ 35 and, moreover, to the cross-section class 1 or 2.  

The angle φ between the brace and the chord is due to welding in the range of 30 degrees ≤ φ ≤ 
90 degrees. 

Moreover, we chose the sample points in such a way that for every variable there were 3 different 
values (minimum, middle and maximum), while others remained constant. Exceptions were made only for 
cases with the maximum t0 and β, because they had complicated modeling in Abaqus. For those cases 
only two values (minimum and middle) of t0were considered. 

Fig. 2 presents the distribution of sample points in respect to chord dimensions. Black crosses are 
the possible sections of Ruukki catalogue; blue points are the chosen sample points. Eurocode limits are 
marked with green lines. Similarly, Fig. 3 presents the relative distributions of sample points in respect to 
brace dimensions. 

 

Figure 2. Sample points: b0-t0 
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Figure 3. Sample points: β-b0 

As a whole, we chose 285 sample points. To calculate the values of their initial rotational stiffness, 
the comprehensive FEA was exploited. 

Finite element analysis 
To calculate values of rotational stiffness in sample points, we conducted the Finite Element 

Analysis (FEA) in Abaqus. The model was made using C3D8 brick elements. All sections were modeled 
with round corners, according to [67]. Two-layered mesh was created with solid hexahedral elements, 
being refined near the joints, as shown in Fig. 4. The butt welds were modeled as “no weld” by using TIE 
constraints (Fig. 4). 

 

  

Figure 4. FE model for Y-joint 
The material does not influence the stiffness of joints with butt welds, so we applied the elastic 

material with the modulus of elasticity 210 GPa and Poisson’s ratio 0.3. 

The analyses were force controlled, and the load step was calculated with “Static, General” 
procedure. The joint rotation C was calculated from FEA by extracting the frame behavior from the FEA 
results, as given in [68].  

The FEA models were validated with the tests of LUT [69] in [68]. The verification was done in 
three steps [70]: moment load in two opposite directions, use of shell elements instead of brick ones and 
varying the type of brick elements from 8 to 20 nodes. The proposed FEA model seemed to work well 
and was used for surrogate modeling. 

Finally, the list of sample points is presented in Table 1. 
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Table 1. Sample points 
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b0 β t1 t0 C [kNm/rad] t0 C [kNm/rad] t0 C [kNm/rad] 
100 0.400 4 4 55 27 23 6 174 85 72 10 1082 406 345 
100 0.600 4 4 215 86 68 6 634 262 211 10 4007 1229 1013 
100 0.800 4 4 1135 442 343 6 2847 1107 891       
110 0.364 4 4 44 23 20 5 83 43 37 6 140 72 62 
110 0.545 4 4 150 63 50 5 272 116 94 6 450 193 158 
110 0.818 4 4 1457 568 439 5 2349 948 751 6 3536 1389 1117 
120 0.333 4 5 70 37 33 7.1 203 106 92 10 638 291 253 
120 0.583 4 5 364 150 121 7.1 1009 422 345 10 3197 1155 953 
120 0.833 5 5 2923 1170 923 7.1 6637 2532 2047       
140 0.286 4 5 53 30 27 7.1 152 85 76 10 453 231 205 
140 0.571 5 5 353 143 117 7.1 944 399 328 10 2646 1075 891 
140 0.786 5 5 2097 794 618 7.1 4846 1954 1569       
150 0.267 4 6 81 47 42 8.8 262 146 130 12.5 1004 433 382 
150 0.533 5 6 448 191 158 8.8 1372 593 494 12.5 5046 1897 1586 
150 0.800 6 6 3785 1471 1149 8.8 9697 3742 3034       
160 0.250 4 6 73 44 39 8.8 236 135 122 12.5 862 397 353 
160 0.563 5 6 559 232 190 8.8 1677 714 590 12.5 5884 2242 1866 
160 0.750 6 6 2493 943 735 8.8 6531 2617 2111       
180 0.278 4 7.1 148 85 76 8.8 280 158 141 12.5 946 467 415 
180 0.556 6 7.1 896 378 309 8.8 1617 693 571 12.5 5165 2134 1774 
180 0.833 7.1 7.1 8286 3312 2600 8.8 13374 5401 4322       
200 0.250 4 7.1 123 74 66 8.8 233 138 124 12.5 750 402 360 
200 0.550 5 7.1 869 367 295 8.8 1566 673 546 12.5 4910 2040 1672 
200 0.800 7.1 7.1 6690 2589 2020 8.8 10763 4362 3457       
220 0.273 4 8 203 118 105 10 395 226 203 12.5 840 454 405 
220 0.545 7.1 8 1157 490 402 10 2131 922 762 12.5 4347 1899 1580 
220 0.818 7.1 8 11157 4415 3474 10 18372 7443 5944       
250 0.280 4 8.8 285 164 146 10 416 237 212 12.5 859 472 422 
250 0.560 7.1 8.8 1718 721 589 10 2429 1034 848 12.5 4815 2094 1731 
250 0.800 7.1 8.8 12549 4943 3876 10 16880 6768 5384       
260 0.269 4 8.8 267 155 139 10 389 226 203 12.5 798 448 402 
260 0.538 7.1 8.8 1496 639 524 10 2118 916 755 12.5 4175 1842 1527 
260 0.846 8.8 8.8 20765 8271 6441 10 26909 10941 8628       
300 0.267 5 10 390 227 205 12.5 774 445 401       
300 0.533 8 10 2136 908 747 12.5 4114 1795 1486       
300 0.833 10 10 27313 10664 8367 12.5 45620 18624 14858         

Surrogate model construction 
Attempt I 

Today there are a number of methods for surrogate modeling. We started the construction of the 
surrogate model with a linear regression, but the error term R2 was rather low. Next we exploited Kriging, 
as a surrogate model type to approximate deterministic noise-free data. Firstly, we used the DACE 
toolbox for Matlab [71] with zero, linear and second order regression [72] but we did not manage to 
construct a reasonable model. For our next surrogate modeling we exploited the ooDACE toolbox for 
Matlab (hereinafter – ooDACE) [73–74] and those results are reported in the article.  
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We constructed surrogate models of two types: single model (one model for all sample points) and 
multi-model (with an independent model for every b0). The idea of implementing the second approach 
was that the variable b0 is discrete, getting its values from the Ruukki catalogue, with no intermediate 
values among them. Both types gave rather close results to each other and were used for our final 
model. It is worth saying that the multi-model requires much less computational time than a single model 
approach. 
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Our first validation gave us the following results: R2 = 0.8876, average error about 56% and 
maximum error 678 %. To explore the behavior of the model in detail, we plotted the graphs with 
rotational stiffness in respect to the different variables. Graphical validation demonstrated that the model 
behaved very unpredictably (Figs. 5–7).  

 
Figure 5. C-φ response 

 
Figure 6. C-t0 response 
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Figure 7. C-β response 

Pseudo points 
During the validation of our model we came to conclusion that we needed more sample points to 

make it work properly. Calculating new sample points in Abaqus represented a complicated task and 
required time, so we decided to implement new points by other means. 

To improve the behavior of the model, we decided to add certain boundary conditions for the 
model. It is obvious that for the angle close to 90 degrees (87…89 degrees) the C-φ curve must have a 
zero slope ( very close to a horizontal line), see Fig 8. Analytically this means that the partial derivative 
dC/dφ must equal to zero. Practically, to apply this boundary condition to a discrete function, we added 
some sample points for 95 and 100 degrees angles with the same stiffness value as for 90 degrees. To 
add the boundary conditions for low angles, we extrapolated stiffness for 20 and 25 degrees using the 4th 
order polynomial regression. Moreover, we decided to add the points between the existed sample ones. 
Graphically it is shown in Fig. 8 (for C-φ response).  

We called these additional points that were determined not by Abaqus, but by other means, as 
“pseudo” points. 

 
Figure 8. Pseudo points 
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After applying pseudo points, we managed to improve the C-φ graph (Fig. 9). 
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Figure 9. Improved C-φ curve. 

To improve the behavior of the surrogate model in respect to other variables (t0 and β), we 
introduced additional pseudo points using the idea that for zero values of these variables stiffness 
responses got zero values as well. Pseudo points were also added for two thicknesses (one between the 
lowest and the middle and one between the middle and the highest) and three betas (one between the 
lowest and the middle and two between the middle and the highest). 

Overall, we added 1869 pseudo points (both extrapolated and interpolated), resulting with 285 
sample points the total number of 2154 points. The whole range of pseudo points is presented in Table 2 
(for 100 mm chord only). 

Table 2. Pseudo points 

№ b0 [mm] t0 [mm] β φ [deg] C [kNm/rad] 
Pseudo φ int 100 4 0.40 45 36 
Pseudo φ int 100 4 0.40 75 24 
Pseudo φ ext 100 4 0.40 20 75 
Pseudo φ ext 100 4 0.40 25 64 
Pseudo φ ext 100 4 0.40 95 23 
Pseudo φ ext 100 4 0.40 100 23 
Pseudo φ int 100 6 0.40 45 113 
Pseudo φ int 100 6 0.40 75 74 
Pseudo φ ext 100 6 0.40 20 239 
Pseudo φ ext 100 6 0.40 25 203 
Pseudo φ ext 100 6 0.40 95 72 
Pseudo φ ext 100 6 0.40 100 72 
Pseudo φ int 100 10 0.40 45 602 
Pseudo φ int 100 10 0.40 75 352 
Pseudo φ ext 100 10 0.40 20 1654 
Pseudo φ ext 100 10 0.40 25 1338 
Pseudo φ ext 100 10 0.40 95 345 
Pseudo φ ext 100 10 0.40 100 345 
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№ b0 [mm] t0 [mm] β φ [deg] C [kNm/rad] 
Pseudo φ int 100 4 0.60 45 128 
Pseudo φ int 100 4 0.60 75 71 
Pseudo φ ext 100 4 0.60 20 310 
Pseudo φ ext 100 4 0.60 25 258 
Pseudo φ ext 100 4 0.60 95 68 
Pseudo φ ext 100 4 0.60 100 68 
Pseudo φ int 100 6 0.60 45 381 
Pseudo φ int 100 6 0.60 75 219 
Pseudo φ ext 100 6 0.60 20 911 
Pseudo φ ext 100 6 0.60 25 759 
Pseudo φ ext 100 6 0.60 95 211 
Pseudo φ ext 100 6 0.60 100 211 
Pseudo φ int 100 10 0.60 45 2010 
Pseudo φ int 100 10 0.60 75 1030 
Pseudo φ ext 100 10 0.60 20 6435 
Pseudo φ ext 100 10 0.60 25 5087 
Pseudo φ ext 100 10 0.60 95 1013 
Pseudo φ ext 100 10 0.60 100 1013 
Pseudo φ int 100 4 0.80 45 669 
Pseudo φ int 100 4 0.80 75 359 
Pseudo φ ext 100 4 0.80 20 1637 
Pseudo φ ext 100 4 0.80 25 1364 
Pseudo φ ext 100 4 0.80 95 343 
Pseudo φ ext 100 4 0.80 100 343 
Pseudo φ int 100 6 0.80 45 1653 
Pseudo φ int 100 6 0.80 75 922 
Pseudo φ ext 100 6 0.80 20 4184 
Pseudo φ ext 100 6 0.80 25 3451 
Pseudo φ ext 100 6 0.80 95 891 
Pseudo φ ext 100 6 0.80 100 891 
Pseudo t0 int 100 5 0.40 30 100 
Pseudo t0 int 100 8 0.40 30 466 
Pseudo t0 ext 100 0 0.40 30 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.40 30 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.40 30 2225 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.40 30 2622 
Pseudo t0 int 100 5 0.60 30 374 
Pseudo t0 int 100 8 0.60 30 1694 
Pseudo t0 ext 100 0 0.60 30 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.60 30 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.60 30 8418 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.60 30 9969 
Pseudo t0 int 100 5 0.80 30 1896 
Pseudo t0 int 100 8 0.80 30 5324 
Pseudo t0 ext 100 0 0.80 30 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.80 30 0 
Pseudo t0 ext 100 10 0.80 30 8564 
Pseudo t0 ext 100 12 0.80 30 12570 
Pseudo t0 ext 

 
100 
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0.80 

 
30 
 

13691 
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№ b0 [mm] t0 [mm] β φ [deg] C [kNm/rad] 
Pseudo t0 int 100 5 0.40 60 50 
Pseudo t0 int 100 8 0.40 60 201 
Pseudo t0 ext 100 0 0.40 60 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.40 60 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.40 60 736 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.40 60 843 
Pseudo t0 int 100 5 0.60 60 157 
Pseudo t0 int 100 8 0.60 60 612 
Pseudo t0 ext 100 0 0.60 60 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.60 60 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.60 60 2225 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.60 60 2548 
Pseudo t0 int 100 5 0.80 60 738 
Pseudo t0 int 100 8 0.80 60 2068 
Pseudo t0 ext 100 0 0.80 60 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.80 60 0 
Pseudo t0 ext 100 10 0.80 60 3325 
Pseudo t0 ext 100 12 0.80 60 4878 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.80 60 5312 
Pseudo t0 int 100 5 0.40 90 43 
Pseudo t0 int 100 8 0.40 90 172 
Pseudo t0 ext 100 0 0.40 90 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.40 90 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.40 90 622 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.40 90 712 
Pseudo t0 int 100 5 0.60 90 126 
Pseudo t0 int 100 8 0.60 90 501 
Pseudo t0 ext 100 0 0.60 90 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.60 90 0 
Pseudo t0 ext 100 12 0.60 90 1842 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.60 90 2112 
Pseudo t0 int 100 5 0.80 90 586 
Pseudo t0 int 100 8 0.80 90 1690 
Pseudo t0 ext 100 0 0.80 90 0 
Pseudo t0 ext 100 0.1 0.80 90 0 
Pseudo t0 ext 100 10 0.80 90 2740 
Pseudo t0 ext 100 12 0.80 90 4041 
Pseudo t0 ext 100 12.5 0.80 90 4406 
Pseudo β int 100 4 0.50 30 89 
Pseudo β int 100 4 0.70 30 524 
Pseudo β ext 100 4 0.00 30 0 
Pseudo β ext 100 4 0.01 30 0 
Pseudo β ext 100 4 0.90 30 2194 
Pseudo β ext 100 4 0.95 30 2945 
Pseudo β int 100 6 0.50 30 293 
Pseudo β int 100 6 0.70 30 1397 
Pseudo β ext 100 6 0.00 30 0 
Pseudo β ext 100 6 0.01 30 0 
Pseudo β ext 100 6 0.90 30 5308 
Pseudo β ext 100 6 0.95 30 7035 
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№ b0 [mm] t0 [mm] β φ [deg] C [kNm/rad] 
Pseudo β int 100 10 0.50 30 2303 
Pseudo β int 100 10 0.70 30 6136 
Pseudo β ext 100 10 0.00 30 0 
Pseudo β ext 100 10 0.01 30 0 
Pseudo β ext 100 10 0.90 30 11102 
Pseudo β ext 100 10 0.95 30 12334 
Pseudo β int 100 4 0.50 60 39 
Pseudo β int 100 4 0.70 60 205 
Pseudo β ext 100 4 0.00 60 0 
Pseudo β ext 100 4 0.01 60 0 
Pseudo β ext 100 4 0.90 60 859 
Pseudo β ext 100 4 0.95 60 1156 
Pseudo β int 100 6 0.50 60 132 
Pseudo β int 100 6 0.70 60 552 
Pseudo β ext 100 6 0.00 60 0 
Pseudo β ext 100 6 0.01 60 0 
Pseudo β ext 100 6 0.90 60 2054 
Pseudo β ext 100 6 0.95 60 2721 
Pseudo β int 100 10 0.50 60 716 
Pseudo β int 100 10 0.70 60 2053 
Pseudo β ext 100 10 0.00 60 0 
Pseudo β ext 100 10 0.01 60 0 
Pseudo β ext 100 10 0.90 60 5207 
Pseudo β ext 100 10 0.95 60 6437 
Pseudo β int 100 4 0.50 90 32 
Pseudo β int 100 4 0.70 90 160 
Pseudo β ext 100 4 0.00 90 0 
Pseudo β ext 100 4 0.01 90 0 
Pseudo β ext 100 4 0.90 90 666 
Pseudo β ext 100 4 0.95 90 897 
Pseudo β int 100 6 0.50 90 109 
Pseudo β int 100 6 0.70 90 444 
Pseudo β ext 100 6 0.00 90 0 
Pseudo β ext 100 6 0.01 90 0 
Pseudo β ext 100 6 0.90 90 1659 
Pseudo β ext 100 6 0.95 90 2201 
Pseudo β int 100 10 0.50 90 596 
Pseudo β int 100 10 0.70 90 1688 
Pseudo β ext 100 10 0.00 90 0 
Pseudo β ext 100 10 0.01 90 0 
Pseudo β ext 100 10 0.90 90 4312 
Pseudo β ext 100 10 0.95 90 5344 

 

Attempt II 
Using pseudo points for φ, t0 and β, we managed to construct a new surrogate model with the 

following parameters: R2 = 0.9645, average error 8% and maximum error 28 %,16 points with errors 
higher than 10% (red points). The same results were observed using a multi-model approach. The 
graphical validation (Figs. 10, 11) showed that the model behaved properly but its accuracy should be 
significantly improved. 
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Figure 10. C-φ response 
 
 

 
Figure 11. C-t0 and C-β responses 

 

3D plots in Fig. 12–14 illustrate how the model behaves in respect to several variables 
simulteneously. 
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Figure 12. C-(φ+β) response 
 

 
Figure 13. C-(t0+β) response 
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Figure 14. C-(t0+φ) response 

Accuracy improvements 
Analyzing the validation points, we came to conclusion that all inaccurate cases were related to the 

points for which β was predicted (only β or together with other variables). As it was mentioned before, 
when choosing sample points for every case we calculated three betas: minimum (0.25…0.4), middle 
(0.5…0.55) and maximum (0.8…0.85), let call them β1, β2 and β3 respectively. We have noticed that for 
the points with β1 < β < β2 the predicted values were lower, whereas for the points with β2 < β < β3 the 
opposite trend was observed. Graphically it is shown in Fig. 15.  

 
Figure 15. Differences in C-β curves before (left) and after (right) improvements 

As it can be seen from the graph, the curve predicted in Excel using three sample points (blue line) 
did not suit accurately the actual curve obtained by using additional points (red line). This discrepancy led 
to inaccurate values of pseudo points used later in surrogate modeling and, eventually, caused 
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observed for all cases. 
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To tackle this discrepancy, we modified beta curves by changing pseudo points. It was done 
manually and had no scientific basis, but it allowed us to receive more accurate curves (Fig. 15).  

Having improved β curves, we constructed a new surrogate model. Validation of the models 
showed that this time the number of red points decreased twice (from 16 to 8), the average error reduced 
a little (from 8% to 7%). However, for some points extremely high errors were observed (up to 
75 %).Validation for a multi-model approach brought slightly different results: 11 red points, 6 % average 
error and 28 % maximum. 

We also noticed a similar difference in C-φ curves. For the points with φ = 45° the stiffness values 
were about 6% higher, whereas for the points with φ = 745° they were 2% lower. This trend repeated 
also for the multi-model approach.  

To tackle this discrepancy, we applied the same technique as before for β curves and constructed 
a new surrogate model. We did not manage to receive a working surrogate for the single-model 
approach, although we did it for the multi-model. The results were rather questionable, although this 
model predicted the best results for 110 mm chords among the models created before. 

Despite the fact that none of improved models met the required criteria of accuracy, they proved 
that it was possible to modify the model by changing the pseudo points and all these models were used 
to construct the complex surrogate model. 

Final model 
For that moment we had 5 surrogate models: 

• Two without any improvements (single model and multi-model); 
• Two with improved betas (single model and multi-model); 
• A multi-model with improved betas and angles. 

None of them had satisfactory results. However, their performance was different for various 
chords. It seemed logical to create a complex model which contained a surrogate model for every chord, 
which suited it best. Solving this task, every chord was analyzed separately to choose a surrogate model 
with the best performance. The analysis is given in 0. Here number 1 relates to a model without any 
improvements, number 2 to the model with improved betas and number 3 to the model with improved 
betas and angles, SM relates to single model, MM to a multi model. 

Table 3. Complex model 
b0 [mm] 1SM 1MM 2SM 2MM 3MM 

100  x    
110     x 
120   x   
140   x   
150     x 
160    x  
180   x   
200 x     
220   x   
250    x  
260   x   
300   x   

 

All the models were collected combined in the final model. Its validation is presented in 0. The 
average error was 4%, maximum 16%.  
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Chord Brace FEM Surrogate model  Chord Brace FEM Surrogate model 
b0 t0 β φ C C Error [%]   b0 t0 β φ C C Error [%] 

100 8 0.800 79 1838 1735 5.6  180 10 0.389 59 405 391 3.4 
100 6 0.400 42 115 122 6.2  180 12.5 0.667 33 8504 9029 6.2 
100 10 0.400 80 349 348 0.4  180 10 0.500 40 1085 1096 1.1 
100 8 0.500 89 300 285 5.0  180 10 0.611 60 1415 1470 3.9 
110 5 0.364 34 71 72 1.4  200 8.8 0.250 69 130 129 1.0 
110 6 0.364 55 76 75 1.2  200 12.5 0.400 62 855 811 5.1 
110 6 0.364 50 82 81 0.9  200 8 0.300 57 138 131 4.8 
110 5 0.818 88 746 748 0.3  200 7.1 0.600 66 448 518 15.5 
120 5.6 0.583 80 170 171 0.8  220 8.8 0.545 71 569 547 3.9 
120 7.1 0.750 83 1098 1111 1.2  220 12.5 0.455 58 1195 1247 4.4 
120 8.8 0.833 42 6030 6726 11.6  220 10 0.409 37 703 819 16.4 
120 7.1 0.500 39 399 387 3.0  220 8 0.727 62 1757 1974 12.4 
140 7.1 0.357 90 106 113 6.5  250 12.5 0.720 60 6397 6163 3.7 
140 6 0.786 89 977 1017 4.1  250 10 0.600 90 1073 1086 1.2 
140 7.1 0.500 40 393 400 1.7  250 12.5 0.600 87 2199 2170 1.3 
140 6 0.500 30 349 366 4.8  250 8.8 0.280 72 151 151 0.2 
150 7.1 0.533 47 405 400 1.2  260 10 0.846 79 8820 8802 0.2 
150 7.1 0.800 89 1643 1783 8.5  260 12.5 0.577 67 2135 2115 0.9 
150 6 0.400 71 84 77 8.0  260 12.5 0.308 73 498 522 4.8 
150 7.1 0.267 39 104 105 0.9  260 12.5 0.692 51 6208 6222 0.2 
160 8.8 0.750 86 1946 2102 8.0  300 12.5 0.833 33 39163 40996 4.7 
160 10 0.313 76 244 243 0.3  300 12.5 0.467 56 1290 1396 8.2 
160 8.8 0.500 85 416 438 5.3  300 12.5 0.833 85 14946 14908 0.3 
160 8.8 0.438 81 303 321 6.0  300 12.5 0.600 86 2247 2338 4.1 

This is the best surrogate model we managed to construct. Since it met the requirements of 
accuracy introduced above, we accepted the model to optimize the procedure. The detailed description of 
the surrogate modeling process is provided in [75]. The model is available for free download at [76]. 

Alternative methods 
We also tried alternative approaches for constructing the surrogate model. 

First a linear regression model [77] using existing Matlab tools was tried. It was found out that the 
results were not satisfactory. Therefore, the model was restricted to considering only the nearest 
sampling space to every validation point. It presents a validation point as: 
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Then the chosen points were sorted by their normalized distances from the validation point: 
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where x1, x2, x3, x4 relate to b0, t0, β and φ respectively. 
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Then 6 nearest points were taken to form the local linear model. Exploiting this procedure, we 
managed to construct a model with the following results: R2 = 0.9552, average error 21 % and maximum 
error 115 %. 

We tried also an approach using the Matlab toolbox called Polyfitn. It constructs a polynomial 
regression model using traditional linear least squares techniques. Using this toolbox, we managed to 
construct a model with the following results: R2 = 0.9552, average error 37 % and maximum error 454 %.  

We couldt be satisfied with none of these models and had to reject both. 

Conclusions 
1. There exists no analytical method to calculate the initial rotational stiffness for welded tubular Y 

joints for different angles φ. Surrogate modeling based on the comprehensive FEA might be a reasonable 
solution to this task. The developed model can be utilized to optimize  tubular frames and trusses, as it 
avoids resorting to time-consuming FE analyses. 

2. In this article the Kriging method, realized in ooDACE toolbox for Matlab, was exploited for 
surrogate modeling. It was shown that the original number of 285 sample points was not enough to 
construct a physically reasonable surrogate model. To make the model behave properly, the additional 
sample (pseudo) points were applied without exploiting the comprehensive FEA. Besides, utilizing Latin 
Hypercube Sampling (LHS), instead of engineering justification, could avoid the problem of sampling. 

3. Interpolated pseudo points can cause a considerable loss of accuracy which can be avoided 
through several iterations. Main attention should be paid to C-β curves, as the variable β plays a 
dominating role in the surrogate model behavior.  

4. The idea of a multi-model approach might be very effective in surrogate modeling in case some 
of the variables are of discrete type. In this article the final surrogate model was constructed from several 
others which had the best performance for every chord width. 

5. The surrogate model is constructed for Y joints with butt welds loaded by an in-plane bending 
moment. However, its application might be expanded to consider other joints and loadings by taking into 
account the effect of fillet welds, the effect of axial forces, the effect of residual stresses, etc. Moreover, 
the similar model can be constructed for other types of joints (N, K, KT joints) which are widely used in 
tubular trusses. 
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Abstract. The article considers the model of the administrative decision based on synthesis It 
allows knowing the results of task implementation in advance. With this model it is possible to create 
conditions for a guaranteed solution to the task. The authors have built a schematic diagram for obtaining 
a management decision. The article shows how to form the concept of maintaining the social system 
based on feedback, following  the integrity conservation law. The authors provide the technique that links 
three basic components (situation, situation monitoring, problem solving) in the process of taking an 
adequate decision in the construction area. The indicator for the impact of the successfully implemented 
industrial task on the task implementation has been calculated. 

Аннотация. В статье разрабатывается модель управленческого решения на основе синтеза, 
что позволяет заранее знать результаты выполнения задач. На основе такой модели становится 
возможным гарантированное выполнение задачи. Построена структурная схема получения 
управленческого решения. Показано, как с применением закона сохранения целостности 
формируется концепция поддержания функционирования социальной системы на основе 
обратной связи. Приведена методика, увязывающая три базовых компонента – обстановка; 
мониторинг обстановки; работа по устранению проблем – при принятии адекватного решения в 
строительстве. Выполнен расчет влияния показателя успешного выполнения производственного 
задания на вероятность выполнения задания. 

Introduction 
The formation of management functions is one of the most difficult issues in construction. As U.R. 

Ashbee notes, “The natural criterion of management efficiency is the degree of correspondence of 
managing impacts on the states of a management object in every cycle of management. There is a 
deviation of the state of the management object from the required state in real-life management” [1]. 

The construction process is managed on the basis of the manager’s decision. The literature on the 
issues of forming an administrative decision suggests only the results that are aimed at the formation of 
mathematical methods to validate the decision, rather than the mathematical model of the administrative 
decision [2, 3]. 

The works [4–7] are devoted to the problem with the definition of the most important indicator, 
according to which one can determine reliability of a construction company (a contractor). Actually, the 
researchers concluded that the lowest price is not a central indicator that must be used when selecting a 
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contractor. The main criterion for the reliability of the contractor is to provide the required standard of 
work within the time limits set and within the approved budget [4]. In [5] the method of multicriteria 
analysis to select a contractor and evaluate tender bids, based on the utility theory, is considered. The 
process of analytic hierarchy with many criteria is considered in [6]. Some authors believe that success of 
the project depends on the price, time, cost and quality of work, while others believe that it is something 
more complex. In [7] the system for measuring success of construction projects is developed. 

Burlov V.G., Grobitski A.M., Grobitskaya A.M. Сonstruction management in terms of indicator of the successfully 
fulfilled production task. Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 3. Pp. 77–91. doi: 10.5862/MCE.63.5 

Any activity is based on a person’s decision and in well-known publications the methods of 
justification are used [8–12]. In solving management tasks one can use necessary and sufficient 
conditions. The necessary conditions are the ones under which it is assumed that the process satisfies 
certain properties. This approach is valid only when the process exists by definition. However, a 
necessary condition does not guarantee us activity goal achievement. In [8] the authors present the 
building process in the framework of a Markov process of a "birth and death" type, followed by probability 
distribution calculation. The process of searching for optimal management decisions is discussed in [9]. 
We find an algorithm for developing a model of managing a construction company, using logical and 
analytical methods of the quantitative analysis. 

The author of [10] concludes that implementing the concept of sustainable development for socio-
economic systems is primarily connected with the strengthening of public administration and the creation 
of new centers for producing innovations. The authors in [11] offer to present the model construction in 
the form of two kinds of knowledge: formal and heuristic. In [12] an innovative technology of managing 
socio-economic systems of different hierarchical levels, based on a synergistic approach, allowing for the 
use of methods of nonlinear modeling and advanced software for computers, is offered. 

There are two approaches to the development of the system: an approach based on analysis and 
synthesis. The one based on synthesis implies the knowledge of the law, but the other based on analysis 
does not guarantee the desired result. According to the papers presented in the review there can only be 
a general analysis without detailed recommendations. However, [13] presented the approach to the 
development of a mathematical model for a management decision. 

Methods 
Difficulties of any process are incompliance of the received results with the demanded ones which 

is grounded in contradictory conclusions. To exclude contradictory conclusions, the axiomatic method is 
used [13]. 

The axiomatic method presupposes the existence of the following components: 

• basic assumptions and statements that are usually expressed in some basic principles; 
• basic notions, key words, axioms, rules of inference, theorems; 
• basic principles should characterize the core of the process under work. 

There are three components included in the activity: a person (his consciousness), the outside 
world (the object) and universal connection. Accordingly, these three components are reflected in the 
following three principles: 

• First – this is the principle of three-component knowledge. 

Component A. Abstract representation (A condition of the existence of a process. It answers the 
question “What?”). 

Component B. Abstract-specific representation (Cause-consequence relationships. (Methods). It 
answers the question “Why?”). 

Component C. Specific representation (Technologies. Algorithms. It answers the question “How?”). 

• Second – this is the principle of the world’s integrity. It is realized by the integrity conservation 
law referring to an object. 

This is a stable objective recurring connection of the object properties with the ones of its 
purposeful functioning. It is manifested in the mutual transformation of the object properties and the 
properties of its functioning for a fixed purpose [13]. 

• Third – this is the principle of the world’s knowability. It is realized by three methods of 
scientific knowledge: decomposition, abstraction, aggregation. Knowledge is reduced to the 
establishment of laws. This is the essence of the aggregate (aggregation). But this is possible only 
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through decomposition and abstraction. The reverse process is carried out while realizing. From 
the "aggregate" – a law, a specific object is created through abstraction and decomposition. 

Бурлов В.Г., Гробицкий А.М., Гробицкая А.М. Управление строительным производством с учетом 
показателя успешного выполнения производственного задания // Инженерно-строительный журнал. 
2016. № 3(63). С. 77–91. 

To solve a task, it is necessary to understand what the model of a correctly built system should be. 
This model will meet the demands of a particular situation. 

To describe the given model, one should understand what is meant by the notion “model”. 

A model is a description or representation of an object corresponding to the given object and 
allowing obtaining necessary characteristics of this object [13]. The model should have the following key 
features: 

• it is in objective accordance with the object (system) being perceived (learnt); 
• it substitutes the given object (system) in some particular relation; 
• it gives some information about this object, resulting from the research of the model and the 

corresponding rules of transmission “model – object” (prototype) [14]. 

The problem of correlation between a model and a modeled process is a topical problem in the 
course of modeling. The adequacy of a model can be estimated by comparing it with the standard or 
experiment results. 

There exist two approaches to the system engineering – analysis and synthesis [15]. 

While analyzing (solving the problem of choice) there is a set of physical elements and it is 
required to predict the possible result of the system functioning (some output characteristics). That is, it is 
necessary to form one variant of the system, another and so on. Having analyzed the result of functioning 
each of them, the variant that meets the conditions to the fullest is chosen. 

With synthesis there is a set of output characteristics of the projected system and it is required to 
define the quantitative and qualitative makeup of the system. 

That is, with analysis a task is solved “from the beginning” and the result is analyzed, whereas with 
synthesis a task is solved “from the end”, from the desired result, and the system with the required output 
characteristics is formed. 

The methods of decomposition, abstraction (mathematical interpretation) and aggregation take a 
central place in system modeling (Fig. 1) [16, 17]. 

 
Figure 1. The schematic structure of taking a management decision 
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Decomposition is a scientific method in which the research of a system (model) is totally replaced 
with the research of its separate subsystems (sub-models), done allowing for their mutual influence on 
one another, and, if possible, the full reflection of integral qualities of the system [16, 17]. 

Burlov V.G., Grobitski A.M., Grobitskaya A.M. Сonstruction management in terms of indicator of the successfully 
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Aggregation is a scientific method in which the multitude of elements (subsystems) of a model 
(system) is replaced with the elements called aggregates, which the aggregated model is built upon. This 
model has a substantially smaller number of dimensions than the original one, but it reflects well enough 
the qualities of the system in its essence [16, 17]. 

In the building process a manager encounters external challenges that need to be detected and 
neutralized. Problems arise with a certain average frequency: 

• Problems occur with the frequency equal to PMt∆  – the average development time of the 
problem (Fig 2a). 

• To neutralize the problem, the manager must be due to identify it, and the problem should be 
identified until the next one arises. The problems are identified with the frequency equal to 

PItΔ  – the average identification time of the problem (Fig. 2b). 
• After identifying the manager starts neutralizing a problem with the help of resources. 

Problems are neutralized with the frequency equal to PNt∆  – the average neutralization time 
of the problem (Fig. 2c). 

 
Figure 2. Diagram of problems: 

a) the rate of problem occurrence; b) the time of problem identification; c) the time of problem 
neutralization 

At present schemes, based on the analysis approach, are used, i.e. a launched process with input 
and output (Fig. 3). In the scheme like that, disturbances are not taken into account. Thus, if disturbances 
affecting the process are not taken into account, the process breaks down. In order to avoid such a 
course of events, the authors have formed the concept of maintaining a social system based on feedback 
led by a manager (Fig. 4). 

An approach based on the analysis of the model, as mentioned above, does not allow an adequate 
response to changing situations. Because of this, the deadlines of construction are often not met. An 
approach based on the synthesis of the model, which the authors suggest, allows forming a process with 
predetermined properties, hereby this guarantees achievement of the management objective. The model 
based on synthesis allows a significant reduction of time expenditures due to the fact that the objective 
feedback has been built [18]. 
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Figure 3. The concept of the social system based on the analysis approach 

 

 
Figure 4. The concepts of maintaining the social system functioning based on feedback 

 

Applying the integrity conservation law, the concept of maintaining the social system functioning 
based on feedback is formed (Fig. 4) [13, 19]. 

Figure 5 is a scheme of the gnoseological meaning for the object integrity conservation law. This 
representation of a substantiated sufficiently objective development of the system’s image and modes of 
application allows considering it as a certain set of ordered elements located "beneath the surface of the 
cone." The cone generators “are described” by the law of the system’s integrity conservation and define 
directions of specifying the synthesis [20]. 

 
Figure 5. Scheme of the gnoseological meaning for the object integrity conservation law 
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The first level describes the abstract level of representation of the theory, which includes: basic 
concepts of the theory; basic dependencies of achieving a result by the system; basic logical rules of 
deployment of the theory. 
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The second level characterizes the abstract and specific level of representation of the theory's 
main concepts, which include (conditions of the required changes of the system’s state, or conditions of 
the transition from one state to another on these sets): methods for validating the system’s model; 
methods for validating the use of the system; methods for estimating the efficiency of the system’s use. 

The third level characterizes the particular level of representing the basic concepts of the theory, 
which include (the technology of required changes of the system’s states, the conditions for transition 
implementation); possibilities of the system (economic, social, technical); system’s operations (types, 
methods and forms); mechanisms of balancing the capabilities and system’s operations in order to 
achieve the desired performance. 

General Approach 
The integrity conservation law allows creating an adequate model of the process control, 

depending on varying socio-economic conditions, based on establishing a formal analytical dependence 
( )PNPIPM t,t,tP ∆∆∆= f  between the three basic components where PMtΔ  is the average time of  

problem occurrence; PItΔ  is the average time of problem identification; PNtΔ  is the average time of 

problem neutralization of a; P  is an efficiency indicator for  implementing administrative decisions [13]. 

The state referring to achieving a goal by the object of management is the main component in 
solving practical management problems. In real life conditions the manager can find himself in two 
situations: 

• he is not ready for a particular situation; 
• he is not ready to solve a problem in the management process, which will require additional 

time resources from him. 

Taking into account these two basic situations in the model, it is necessary to distinguish four basic 
states: 

The first state is the one when the management object is at the beginning of the process under 
consideration. 

The second state is the one that characterizes the achievement of a management goal by the 
process (object). 

In the management process there can occur standard situations that are characterized by proven 
schemes, and emergency situations characterized by a problem that arises in management (a situation in 
which your possibilities are not adequate to the current situation and you have to look for resources to 
solve a problem). Accordingly, there appears the third basic state of the system (process) characterized 
by the fact of the problem’s manifestation – state 3 [13]. 

When the object (process) of management is in state 3, there appears the necessity of identifying 
the given problem. Naturally, the manager spends some time PItΔ  on the problem’s identification. This 
stage stipulates readiness for involving additional resources to solve the problem. Consequently, during 
the solution analysis the managed system moves into state 4 where the manager understands what 
resources, and how, should be used to achieve the management goal. In this state there appear two 
variants of the management process development: 

• the manager can solve the problem but it takes time, therefore he moves from state 4 into state 
2, where the problem is solved. 

There are two possible variants of the situation development in state 2: 

• while solving the problem, the manager spends unacceptably too much time, which is equal to 
failing the target task in the management process. This is characterized by moving from state 2 
into state 1; 

• the time spent on the problem’s solution is in acceptable limits, when the manager solves the 
management target task. 
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The situation of the system’s moving back into the initial state characterizes the manager’s talent to 

tackle a great number of problems. The frequency of transition from state 1 into state 2 
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( )+ζ  is equal to 

the value inverse to the average execution time of the target task, where ( )-ζ  characterizes the degree of 
readiness of the organization to solve the target management tasks and the frequency characterizes the 
average number of the execution plan failure. The authors believe that the status of a construction 
organization is an indicator of successful implementation of production tasks [13]. 

The frequency of moving from state 4 into state 2 is the value 







=

PN
2 Δt

1ν , PNt∆  is the average 

time of problem neutralization. The level of competence to solve unknown tasks depends on the 
correlation . 

This logic of reasoning allows constructing the following graph (Fig. 6) [21]. 

 
Figure 6. The state graph 

 

The main assumptions and presumptions [13]: 

• The information-management system (IMS) – the production management system – is under 
consideration. 

• Time intervals between the moments of detecting the facts of problem manifestation are 
random values. 

• The detected facts form a stream in time that is closely approximated to a Poisson arrival. 

• The time for processing the data on a desired feature is a random value. 

• The processes within the system data on the features are shared between the allocated forces 
and means, solving the corresponding target tasks in the production control. 

• The instance is considered where the stay period the desired features (facts) in the sphere of 
production management system is extremely limited and comparable to the time that is 
necessary for them to be detected, as well as for data processing and adequate action taking 
according to these features. 

• The system under discussion is meant to evaluate the potential opportunities of the production 
management system, depending on the situation. 

• The manager is always prepared to solve this class of problems. 

• The foundation of the status of a construction organization is an indicator of the successful 
implementation of production tasks. 

Main Correlations 
While developing a management solution, different models are reviewed. Dynamic models are of 

particular interest. The paper [22] does not reveal the problem of dynamic models to the full,extent, that is 
why it is necessary to make the Kolmogorov equation. 

2ν
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Against this background, the Kolmogorov differential equation system can be used [23, 24]: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )tλtPtPtλ
dt

tdP n

1j
ijij

n

1j
ji

i ⋅⋅−⋅= ∑∑
==

 , (1)  

where n0,1,2,...,i =  

To make the Kolmogorov differential equation for the function ( )tPi , n1,...,i = , the derivative 

( )
dt

tdPi  of the function ( ) ( )( )tSPtP ii = , , must be written in the left part of this equation, while in 

the right part of the equation there must be the product – ( )tPλ i

n

1j
ij ⋅














∑
=

 of the sum ∑
=

n

1j
ijλ  of transition 

probability densities ijλ  with the arrows coming out of the state iS , by the probability ( )tPi  of this state 

signed “minus”, plus the sum ( )∑
=

⋅
n

1j
jji tPλ  of the products ( )tPλ jji ⋅  of the transition probability 

densities ijλ , corresponding to the arrows coming into the state iS , by the probabilities of the states 

, where these arrows come out from. Herein the transition probability densities ijλ , corresponding 

to the arrows absent on the graph, are equal to zero [23]. 

Final probabilities of states can be obtained by solving the system of linear algebraic equations that 
result from the Kolmogorov differential equations if derivatives are equal to zero and the probability 
functions of the states  in the right parts of equations are changed correspondingly into 

the unknown final probabilities n1 P,...,P . To find the exact value n1 P,...,P , the normalizing condition 

1P...PP n10 =+++  is added to the equations. 

Let us make the system of the Kolmogorov equations for the state graph in figure 6: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

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


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







⋅−⋅=
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dt
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dt
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2
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1
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 (2)  

Then the final probabilities can be obtained by solving the system of linear algebraic equations: 

( )













+++=
⋅−⋅=

⋅+⋅−⋅=

⋅+⋅+−=
−+

−+

.PPPP1
,PνPλ0

,PνPζPζ0

,0

4321

311

4221

21 PζPλζ

 (3)  

The system solution is as follows: 

( )iP t

( )jP t

( ) ( )1 nP t ,...,P t
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(4) 

The probability that the problem will be identified and neutralized by the management system is 
determined by the following correlation: 

.
ζνννζνζννζννζνλζνλζνλννλ

νζνζννννλP
2131212132121

312121
2 −−−+−−−

++

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅
⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

=

 

(5) 

The concept of maintaining the social system functioning based on feedback suggested by the 
authors (Fig. 4) and the mathematical model of an administrative decision make it possible to coordinate 
two processes: 1 - the monitoring process; 2 - the process of solving a problem. As a result of this 
coordination, the risk of failing a task by a construction organization is reduced. In addition, this technique 
makes it possible to assess the status of the construction organization. Let us consider an example. 

Results and Discussion 
Let us consider a single-purpose network graph of constructing a secondary school for 300 

students as a process (Fig. 7) [25, 26, 27, 28]. 

 
Figure 7. A single-purpose network graph of constructing a secondary school for 300 students 

In every working process there appear problems (disturbances) that need to be promptly solved. 
Let us give the number of problems that may arise in this example: 
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• Structure erection (event 1-2, 2-3) – 15 problems. 
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• Roofing (event 3-4) – 4 problems. 
• Wire installation and assembling switchboards (event 2-10) – 6 problems. 
• Installation of plumbing flow pipes (event 2-16) – 4 problems. 
• Finishing work (event 4-7, 7-14, 14-21) – 6 problems. 
• Dismantling the plug (event 4-5) – 2 problems. 
• Installation and adjustment of elevators (event 4-15) – 8 problems. 
• Vertical layout (event 5-6) – 5 problems. 
• Installation of small forms (event 6-8) – 3 problems. 
• Road construction works (event 6-9) – 10 problems. 
• Greening (event 8-11, 9-13) – 5 problems. 
• Outdoor electrical works (event 6-12) – 6 problems. 
• Devices (event 6-17, 17-19) – 1 problem. 

Let us divide the graph into time intervals so that the beginning of an interval - this is the end or the 
beginning of an event and all events that fall within this interval should be considered as a single period 
of time with the definite number of problems (Fig. 8). 

 
Figure 8. Breakdown of the network graph into intervals 

As a result of the breakdown 16 intervals are formed. Each interval has its duration. The total 
duration of the construction according to a network graph makes up 81T =  days. We assume that in 
every job there appears a maximum number of problems at each interval. One working day is 8 hours (in 
further calculations let us convert days into hours, i.e 81T =  days 648=  hours.). Let us summarize in 
(Table 1) the results of breaking down the network graph. 

Table 1. Results of the breakdown of the network graph allowing for the number of 
problems 

Days 12 24 4 5 5 1 10 2 2 2 3 1 2 1 1 6 

Hours 96 192 32 40 4 8 80 16 16 16 24 8 16 8 8 48 
Number of 

problems,pcs. 15 25 14 26 29 29 43 37 32 29 26 19 19 18 11 6 

 
In managing the building process three processes are considered regardless of the situation: 

• The process of forming problems. 
• The process of identifying problems. 
• The process of problem solving. 

In the construction process network diagrams are used. As a mathematical model of the 
administrative decision is lacking, network diagrams are impossible to join, they are joined at the verbal 

86



Инженерно-строительный журнал, №3, 2016 МЕТОДЫ 
 

level. This joining leads to the breakdown of a plan, and the “mathematical apparatus” suggested by the 
authors allowed building a mathematical model of the administrative decision and to link three most 
important processes in the organization of building on this basis. Due to this mathematical model a 
guarantee to achieve the implementation of the plan is provided. 
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Let us draw the network diagram of problem identification (Fig. 9) and the network of problem 
neutralization (Fig. 10). 

 
Figure 9. The network diagram of identifying a problem by the construction manager 

 

 
Figure 10. The network diagram of problem neutralization by the construction manager 

 
For the graph in Figure 6 let us make up a system of algebraic equations of Kolmogorov. The 

system of Kolmogorov equations (2) for the graph of states in Figure 6: 
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where λ  is the frequency of problem manifestation; 

1ν  – the frequency of the analysis of factors influencing the neutralization of a problem; 

1ν  – the frequency of activities aimed to neutralize a problem; 

+ζ  – the frequency of performance of the task plan; 

−ζ  – the frequency of the average number of the failed plan execution. 

The solution of the system with algebraic equations of Kolmogorov (2) is the expression (4). 

The probability that the problem will be identified and neutralized by the management system is 
defined by the correlation (5). 

The efficiency indicator of the model of the management process, depending on the varying socio-
economic environment, will serve the analytical dependence: 

( )−+= ζ,ζ,ν,νλ,P 212 f  , (6)  
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where 

Burlov V.G., Grobitski A.M., Grobitskaya A.M. Сonstruction management in terms of indicator of the successfully 
fulfilled production task. Magazine of Civil Engineering. 2016. No. 3. Pp. 77–91. doi: 10.5862/MCE.63.5 

λ  – is the value 







=

PMΔt
1λ , where PMΔt  – is the average development time of a problem; 

1ν  – is the value 







=

PI
1 Δt

1ν , where PIΔt  – is the average identification time of a problem; 

2ν  – is the value 







=

PN
2 Δt

1ν , where PNΔt  – is the average neutralization time of a problem; 

+ζ  – is the value 





=+

T
1ζ , where T  – is the duration of solving a task; 

−ζ  – the frequency of failure of the implementation of the plan task; 

2P  is the indicator of efficiency from the implementation of management decisions. 

According to the example, we have: 

648T =  h.; 24NP =  – the average number of problems; 
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Let us assume the conditions:  

;
8

ΔtΔt PM
PI =  1<

Δt
ΔtΔt

PM

PNPI +
. 

Let us substitute all the values in expression (5) and find the probability of solving the task 2P  

taking into account the frequency ( )−ζ , which characterizes the average amount of failure in the plan 
execution, which underlies the status of a construction organization and shows success of the 
implementation of production tasks. 

If 
50
1ζ =− , then 5.0P2 = . 

If 
100

1ζ =− , then 667.0P2 = . 

If 
150

1ζ =− , then 75.0P2 = . 

If 
200
1ζ =− , then 8.0P2 = . 
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If 
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250
1ζ =− , then 833.0P2 = . 

If 
300

1ζ =− , then 857.0P2 = . 

Calculations show that with increasing amounts of successfully implemented production tasks, the 
probability 2P  increases, and consequently the status of the organization increases (Fig. 11). 

 
Figure 11. The graph showing the dependence of probability 2P (probability of task solving)  

on frequency −ζ (indicator of the status for a construction company) 

Conclusions 
1. The analysis showed that there are no mathematical models of management solutions in the 

known publications. 

2. In the production process a manager has to deal with three processes: the process of forming  
a problem (certain inconsistencies), the process of identifying a problem (recognition of the situation) and 
the process of neutralizing a problem (implementing the solution). 

3. Network diagrams of the construction industry are added up and verbally agreed on, because 
of the lacking mathematical model for a management solution. This methodological approach leads to the 
breakdown of the plan. 

4. The mathematical tool suggested by the authors allowed constructing a mathematical model 
of the management solution, and hereby linking three most important processes in the construction 
organization. This mathematical model guarantees the implementation of the plan.. 

5. The methodological possibilities of the developed approach are confirmed by the numerical 
experiment. The example showed the dependence of the probability of the manufacturing task 
implementation – 2P  on the frequency of breaking down the plan of implementing a production task by 

the organization under consideration −ζ . Therefore, a frequency like that should be viewed as a 
fundamental indicator of the status for a construction company. This indicator shows reliability and 
accuracy of performing the obligations by a construction company while constructing an object. 
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