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ДВИжЕНИЕ ЗАРЯжЕННОй ЧАСТИцЫ В ПОЛЕ  
ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННОй эЛЕКТРОМАГНИТНОй ВОЛНЫ  

И ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе проведен анализ задачи о движении заряженной частицы во внеш-
нем поле частотно-модулированной электромагнитной волны и в постоянном 
магнитном поле и представлены точные решения соответствующих уравнений. 
указанная задача важна при исследовании взаимодействия лазерных импуль-
сов большой интенсивности с твердыми мишенями, а также в связи с практи-
ческой разработкой многочастотных лазеров и развитием техники модуляции 
лазерного излучения. Получены формулы для средней кинетической энергии 
релятивистской частицы в зависимости от начальных условий, амплитуды 
электромагнитной волны, интенсивности волны и ее параметра поляризации. 
исследованы различные случаи начальных условий движения заряженной ча-
стицы и поляризации волны. Полученные результаты могут использоваться в 
исследованиях  высокотемпературной плазмы, образующейся на поверхности 
мишени, и при поисках новых режимов взаимодействия лазер-плазма. 

ПлоСкая ЭлекТромагНиТНая ВолНа, заряЖеННая ЧаСТиЦа, улЬТракороТ-
кий лазерНЫй имПулЬС. 

Введение

метод лазерного индуцированного 
ускорения заряженных частиц вызвал зна-
чительный интерес к пионерской работе 
Т. Таджима и Дж. Даусона [1] среди иссле-
дователей всего мира. В настоящее время 
представляется актуальной задача ускоре-
ния заряженных частиц плазмы ультра-
короткими лазерными импульсами боль-
шой интенсивности [2 – 5]. С развитием 
лазерных технологий стало возможным 
получение тераваттных и петаваттных ла-
зерных импульсов [6 –10], которые можно 
использовать для исследования взаимо-
действия сильных остросфокусированных 
световых импульсов с заряженными ча-
стицами в плазме. развитие таких физико-
технических областей, как физика плаз-
мы, астрофизика, мощная релятивистская 
СВЧ-электроника, ускорительная техника 
создают предпосылки для изучения взаи-
модействия заряженных частиц с частотно-
модулированными электромагнитными 

волнами. особая роль в таких взаимодей-
ствиях принадлежит релятивистским за-
ряженным частицам в сильных электро-
магнитных полях. знание энергетических 
характеристик заряженной частицы в поле 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны необходимо в связи с практиче-
ской разработкой многочастотных лазеров 
и развитием техники модуляции лазерного 
излучения. 

В настоящей работе рассматривается ди-
намика электрона в интенсивном частотно-
модулированном электромагнитном поле 
эллиптической поляризации при наличии 
постоянного однородного магнитного поля. 
изучение особенностей взаимодействия за-
ряженных частиц со сверхкороткими ла-
зерными импульсами фемтосекундной дли-
тельности и с излучениями интенсивностью 
до 1022 Вт/см2 является одним из основных 
направлений лазерной физики в настоящее 
время.

задача о движении заряженной частицы 
в поле плоской частотно-модулированной 
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электромагнитной волны была сформули-
рована и решена для случая линейной и 
круговой поляризации в работе [11]. одна-
ко авторы  не провели усреднения скорости, 
импульса, кинетической энергии части-
цы по периоду колебаний в поле плоской 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны при наличии постоянного одно-
родного магнитного поля, что представляет 
несомненный научный и практический ин-
терес. 

Цель настоящей работы – анализ дви-
жения частицы во внешнем поле про-
извольно поляризованной частотно-
модулированной электромагнитной 
волны большой интенсивности при нали-
чии внешнего постоянного однородного 
магнитного поля. В частности, необходим 
также вывод формул для средней кинети-
ческой энергии частицы, усредненной по 
периоду ее колебаний. 

Постановка задачи

уравнение движения заряженной части-
цы с массой m и зарядом q в высокочастот-
ном лазерном электромагнитном поле при 
наличии постоянного однородного магнит-
ного поля H0 имеет следующий вид [9]:

[ ],
d q

q
dt c Σ= + ×
p

E V H

где p – импульс заряженной частицы; E – 
напряженность электрического лазерного 
поля излучения; 0 Σ = +H H H  – напряжен-
ность суммарного магнитного поля, вклю-
чающего однородное постоянное магнит-
ное поле и магнитную составляющую поля 
лазерного излучения; q – заряд частицы.

уравнение (1) дополняется начальными 
условиями для скорости и координат ча-
стицы:

0(0) ,=V V  0(0) .=r r

импульс частицы и ее скорость связаны 
следующим равенством [9]:
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В данной работе полагается, что фаза 
несущей электромагнитной волны модули-
рована по гармоническому закону:

sin( ),′ϕ = µ ω ξ + ψ

где / ′µ = ∆ω ω  – индекс модуляции, рав-
ный отношению девиации частоты ∆ω  к 
частоте модулирующей волны ;′ω  ψ  – по-
стоянная фаза;

/ .t z cξ = −

Будем считать, что плоская частотно-
модулированная электромагнитная волна 
распространяется вдоль оси z, а напряжен-
ность 0 0H=H k  постоянного однородного 
магнитного поля также направлена по оси 
z (k – орт оси z). В этом случае компо-
ненты векторов электрического (E) и маг-
нитного (H) полей для плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
определяются выражениями [11]:
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ξ + α






+

+ µ
= =

где ω  – частота несущей волны; α  – по-
стоянная фаза; оси x и y совпадают с на-
правлением полуосей эллипса поляри-
зации волны bx и by, причем bx ≥  by ≥  0;  
f = ± 1 – параметр поляризации, причем 
верхний знак для Ey соответствует правой 
поляризации, а нижний – левой [14, 15]. 

если использовать преобразование яко-
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би – ангера, то реальная часть выражений 
(6) принимает вид 

( ) cos ,

( ) cos ,

0,

x y x n n
n
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Φ
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где ( )nJ µ  функция Бесселя n-го порядка; 

( ) .n n n′Φ = ω + ω ξ + α + ψ

как видно из формул (7), спектр 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны симметричен по частоте:

n n ′ω = ω + ω

и при этом не ограничен. однако при n µ  
функции Бесселя становятся пренебрежимо 
малыми, и поэтому ширину спектра можно 
ограничить. Практическая ширина спектра 
определяется из выражения 

2( 1) ,′∆ω = µ + ω

т. е. в разложениях (7) индекс n можно 
менять в пределах от –N до N, где число 

1.N ≈ µ +  Так, при 1,µ   1,N =  шири-
на спектра 2 ′∆ω = ω  совпадает с шириной 
спектра амплитудно-модулированной элек-
тромагнитной волны [11], т. е. частотно-
модулированная электромагнитная волна 
в этом случае переходит в амплитудно-
модулированную. При значении 1,µ   
N = µ  ширина спектра равна удвоенному 
значению девиации частоты:

2 .n∆ω = ∆ω

Решение уравнения движения заряда

решение уравнений (1) и (4) с E и H из 
выражений (7) имеет вид
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где 0 /с qHω = γ  – циклотронная частота.
Постоянные ,xχ  yχ  и γ  в уравнениях 

(9) с учетом формул (3) и (7) определяются 
начальной фазой волны 
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Преобразуя систему дифференциальных 
уравнений (9), получаем следующий вид 
уравнений:
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решение дифференциальных уравнений 
второго порядка (11) ищем в виде суммы 
решений однородного уравнения и част-
ного решения неоднородного уравнения с 
учетом начальных условий. Для координат 
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x и y получаем следующее решения:
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где / ;k c= ω  n – порядок функции Бессе-
ля;

;c ctΦ = ω  2 2 2( ) (/ ( 1 ).)n cn J nη= µ + − ωΖ ω

используя (8) и (12), получаем выраже-
ния для компонент xp  и yp  импульса ча-
стицы:
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из формул (3) и (4) находим z-компоненту 
импульса частицы:
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где ( ) ;k B Bn n′Φ = ω + ω ξ + α + ψ  Bn  – порядок 
функции Бесселя. 
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С помощью формул (3) и (4) найдем вы-
ражение для энергии частицы:

(1 ).с gε = γ +

используя выражения (5), (13) и (15), 
получаем параметрическое представление 
скорости частицы по параметру :ξ
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из уравнений (11) и выражения (18) 
следует, что движение частицы во внешнем 
поле частотно-модулированной электро-
магнитной волны при наличии постоянно-
го однородного магнитного поля, направ-
ленного вдоль оси z, представляет собой 
суперпозицию движения с некоторой по-
стоянной скоростью Vz и колебательного 
движения с частотой 

(1 ) / (1 ),n hω = ω + η +

отличной от частоты поля ,ω  частоты мо-
дуляции ′ω  и циклотронной частоты .cω  

Тогда, интегрируя равенство (15), полу-
чаем уравнение движения вдоль оси z:

( ) ( ) ( ),zz t z V t t t= + + θ + η
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причем θ(t), η(t) – периодические функции 
с периодами 

2 / ,n nT = π ω

  2 / .с cT = π ω

В формуле (20)

.
1z

ch
V

h
=

+


из выражений (19) следует, что g явля-
ется также суммой 2 1N +  периодических 
функций, с периодами nT  и .cT  Период 

nT  осцилляции частицы в поле плоской 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны и период cT  осцилляции части-
цы в магнитном поле определяются фор-
мулами

( ) ( ),n tt TΦ + = Φ  ( ) ( ),c c c tt TΦ + = Φ

из которых, при учете выражений (6), (19) 
и уравнения (20), следует, что 

2 (1 ) (1 )
(1 ) (

;
1 )n

h h
T T

n n
π + +

= =
ω + η + η

  

2
.c

c

T
π

=
ω



Таким образом, движение частицы пред-
ставляет собой суперпозицию нескольких 
гармонических колебаний с разными пе-
риодами: nT  и .cT  когда частота модуляции 

′ω  равна нулю, получаем периоды осцилля-
ции частицы, выражения для которых были 
получены в работе [13].

движение частицы, усредненное  
по периоду колебаний

В этом разделе мы приведем результаты 
усреднения импульса p и энергии ε  части-
цы по периодам ее колебаний (23) в поле 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны и постоянном однородном маг-
нитном поле. 

Далее вместо переменной времени t вве-
дем новые переменные: n′Φ  – полная фаза 
n-го гармонического колебания, c′Φ  – пол-
ная фаза циклотронного колебания; 

;

1
(1 ) 1 /

1
(1

( )

( )

;

( .)

)

;  

n n

n

z

n

c
c c

c

t

d
dt

n V c

g
d

n

d
t dt

t

′ ′Φ = Φ
′Φ′ = =

ω + η −

+ ′= Φ
ω + η

′Φ′ ′ ′Φ = Φ =
ω

Так как движение частицы представляет 
собой суперпозицию гармонических коле-
баний с частотами nω  и ,cω  усреднение бу-
дет производиться по формуле

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(18)



Радиофизика

169

( )( )

( )( )

1 1
( ) ( )

1
,

(

2

1 )

c

c

tt

t t

n c

n

f t f t

g

T

d d
n

ΦΦ

Φ Φ

′= ×

+ ′ ′×
+ η

π

Φ Φ
ω

∫ ∫






где ( )f t ′  – произвольная функция.
усредняя компоненты (18) скорости ча-

стицы, получаем:

0;xV =  0;yV =  .
1z

ch
V

h
=

+
как и следовало ожидать, скорость ча-

стицы zV  в выражениях (26) соответствует 
величине ,zV  даваемой формулой (22).

из формул (26) следует что, средние по-
перечные компоненты импульса частицы 
равны нулю. Для среднего значения про-
дольной составляющей импульса частицы 
получаем выражение
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Средняя энергия ε  частицы определя-

ется формулой
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из этой формулы, с учетом выражения 
(14), видно, что ε  зависит от интенсивно-
сти волны, ее начальной фазы и поляри-
зации, частоты несущей волны ,ω  частоты 
модуляции ,′ω  циклотронной частоты cω  и 
начальной скорости частицы. 

случай произвольной поляризации волны 
при отсутствии у частицы начальной  

скорости

В этом разделе рассмотрим случай, ког-
да частица в начальный момент времени 
покоилась 0( 0)=V  и находилась в точке 

0(0, 0, ).z  
из формулы (13) выразим постоянные 

,xχ  ,yχ  ,γ  учитывая, что 0 0(0) (1 ) ,n n n kz nΦ = Φ = − + η + α + ψ
0 0(0) (1 ) ,n n n kz nΦ = Φ = − + η + α + ψ  0(0) 0 :с cΦ = Φ =
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Для волны с произвольной поляризаци-
ей имеем следующее равенство[14]:

2 2 2 2,x yb b b± = ρ

где ρ  – параметр эллиптичности ( 1ρ = ±  
соответствует линейной поляризации, 

1 / 2ρ = ±  – круговой, в остальных случа-
ях (0 1)≤ ρ ≤

 
– эллиптической). 

из выражения (17) получаем значение h 
в начальный момент времени: 
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Пусть

,сω = δω

где δ  – отношение частот сω  и ,ω  причем
   [0;1) (1; ).δ∈ ∪ +∞  

Поскольку в данной задаче рассматри-
вается ускорение заряженной частицы в 
высокочастотном лазерном поле при нали-
чии постоянного однородного магнитного 
поля, но без учета радиационного трения 
частицы, энергия частицы должна стано-
виться бесконечно большой вследствие 
того, что при 1δ =  выполняется условие 
циклотронного авторезонанса. однако 
бесконечно большое значение энергии не-
возможно в реальных условиях, поэтому 
указанный случай исключается из рассмо-
трения. 

Подставляя соотношение (32) в выраже-
ние (31), получаем, что

2 2
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ω π

при этом 2 2 / 4I c b= ρ π  – интенсивность 
эллиптически поляризованной электро-
магнитной волны, 2 /cλ = π ω  – длина  
волны.

Подставляя выражения (29) – (34) в 
формулу (28), получаем среднюю энергию 
первоначально покоящейся частицы в вол-
не эллиптической поляризации:
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как видно из этого выражения, средняя 
энергия частицы зависит от начальных фаз, 
амплитуды, интенсивности и поляризации 
электромагнитной волны, от частот не-
сущей волны, модуляции и циклотронной 
частоты. 

усредненная дополнительно по на-
чальной фазе 0,nΦ  энергия ε  заряжен-
ной частицы в поле плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
и постоянном однородном магнитном поле 
определяется выражением
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где 
2( ) 4,n n n n nJ Z Z TΜ = σ µ + σ + 
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Полученные формулы (28), (29), (33), 
(35) и (36) для средней кинетической 
энергии частицы содержат явную зави-
симость от начальной скорости частицы, 
амплитуды электромагнитной волны, ин-
декса частотной модуляции, частот несу-
щей волны и модуляции, циклотронной 
частоты, интенсивности и ее поляризации. 
Следовательно, они позволяют сделать 
практические вычисления. когда 1,µ    
N = 1, формулы (28), (29), (33), (35) и (36) 
принимают вид, который был получен в  
работе [13].

Заключение

В работе приведено точное аналитиче-
ское решение уравнений движения заря-
женной частицы во внешнем поле частотно-
модулированной электромагнитной волны 
и постоянном однородном магнитном поле. 
Приведена формула зависимости скорости 
заряженной частицы от интенсивности 
плоской частотно-модулированной элек-
тромагнитной волны произвольной поля-
ризации. указанная скорость зависит от 
амплитуды и параметра поляризации элек-
тромагнитной волны, несущей частоты, ча-
стоты модуляции и циклотронной частоты. 

В частотно-модулированной электромаг-
нитной волне (7) поля E и H являются пе-
риодическими и их среднее значение равно 
нулю. можно было бы предположить, что 
частотно-модулированная электромагнит-
ная волна и постоянное однородное магнит-
ное поле оказывают знакопеременное воз-
действие на заряженную частицу и среднее 
отклонение, вызванное этим воздействием 
на частицу, тоже равно нулю. однако это 
предположение оказывается неверным. 
В частности, в поле плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
частица совершает систематический дрейф 
по направлению распространения электро-

магнитного поля. Это подтверждено ана-
литическим расчетом компонент скорости 
и импульса, а также средней кинетической 
энергии частицы. 

При увеличении интенсивности поля, 
согласно формуле (23), частота колеба-
тельного движения частицы, частота мо-
дуляции и циклотронная частота стремят-
ся к нулю. Показано, что усредненное по 
периодам колебаний nT  и cT  перемещение 
частицы представляет собой суперпозицию 
движения с постоянной скоростью и коле-
бательного движения с несущей частотой, 
циклотронной частотой и n-го колебатель-
ного движения с частотой .nω  При отсут-
ствии частотной модуляции все формулы 
переходят в соответствующие формулы, 
которые представлены в работе [13]. ре-
шения получены в явной зависимости от 
начальных данных, амплитуды электро-
магнитной волны, частоты несущей вол-
ны, частоты модуляции, циклотронной 
частоты, интенсивности волны и ее по-
ляризационного параметра, что позволяет 
применять полученные решения в практи-
ческих расчетах. 

Практическая значимость проведен-
ного исследования заключается в том, что 
полученные результаты можно исполь-
зовать для разработки устройств реляти-
вистской электроники. кроме того, они 
могут представлять интерес для астро-
физических исследований. Приведенные 
результаты также могут использоваться 
для интерпретации экспериментов с плаз-
мой, помещенной во внешнее частотно-
модулированное электромагнитное поле, 
когда имеется однородное магнитное 
поле.

работа выполнена при финансовой под-
держке государственного задания министерства 
образования и науки российской федерации 
(проект № 1269).
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of the corresponding equations have been presented. This problem is of great importance to study the 
interaction of high-intensity laser pulses with solid targets and to develop practically multifrequency lasers 
and the laser-modulation emission technology. The formulae for the mean kinetic energy of a relativistic 
charged particle as a function of initial conditions, electromagnetic wave amplitude, wave intensity and its 
polarization parameter were obtained. The different cases of initial conditions of a charged particle motion 
and of a wave polarization were investigated. The obtained results can be put to use when studying the high-
temperature plasma formed on the surface of the target and when searching for new modes of laser-plasma 
interaction. 

PLANE ELECTROMAGNETIC WAVE, CHARGED PARTICLE, uLTRASHORT LASER PuLSE.
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