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КВАЗИПоЛИНоМИАЛьНыЕ ТрЕхМЕрНыЕ эЛЕКТрИЧЕСКИЕ  
И МАГНИТНыЕ ПоТЕНЦИАЛы, оДНороДНыЕ По эйЛЕру

Электрические и магнитные поля, однородные по Эйлеру, являются удоб-
ным инструментом для разработки электронно-  и ионнооптических систем. 
Принцип подобия траекторий в таких полях, который впервые применил 
Ю.к. голиков, позволяет более осмысленно и целенаправленно синтезировать 
спектрографические корпускулярно-оптические системы при использовании по-
лей, принадлежащих этому классу. Данная работа посвящена рассмотрению трех-
мерных гармонических функций, однородных по Эйлеру, которые могут быть 
представлены в виде полинома конечной степени по одной из переменных.

оДНоРоДНая По ЭйЛеРу фуНкЦИя, ПРИНЦИП ПоДобИя тРаектоРИй, оПтИка 
заРяжеННых ЧаСтИЦ.

Введение

Электростатическое поле является од-
нородным по Эйлеру, если напряженность 
электрического поля E(x,y,z) как функция 
пространственных координат удовлетворя-
ет тождеству 

1( , , ) ( , , ),kx y z x y z−λ λ λ ≡ λE E

где k – порядок однородности, в области, 
в которой происходит движение заряжен-
ных частиц, при всех коэффициентах λ > 0  
[1, 2]. 

магнитостатическое поле является од-
нородным по Эйлеру, если индукция маг-
нитного поля B(x, y, z) как функция про-
странственных координат удовлетворяет 
тождеству

1( , , ) ( , , )kx y z x y z−λ λ λ ≡ λB B

в области, в которой происходит движение 

заряженных частиц, при всех λ > 0. 
При k ≠ 0 скалярный потенциал, опи-

сывающий соответствующее электрическое 
или магнитное поле, является функцией, 
однородной по Эйлеру, с порядком одно-
родности, равным k. В случае полей, од-
нородных по Эйлеру с нулевым порядком 
однородности, скалярный потенциал есть 
функция, также однородная по Эйлеру с 
нулевым порядком, с точностью до адди-
тивной логарифмической добавки вида 

2 2 2
0 ln( ).U z x y z+ + +

однородные по Эйлеру электростатиче-
ские и магнитные поля являются полезным 
инструментом для синтеза корпускулярно-
оптических систем с априорно гарантиро-
ванными полезными свойствами [3 – 6].  
В частности, на базе этих полей можно 
сконструировать спектрографические си-
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стемы с идеальными характеристиками  
[7 – 12], поскольку выполняется принцип 
подобия траекторий. 

Для нашего исследования выберем 
электрические поля, обладающие плоско-
стью симметрии z = 0, т. е. электрический 
потенциал 

( , , ) ( , , )U x y z U x y z− ≡

– суть симметричная функция от коорди-
наты z. В этом случае нормальная компо-
нента напряженности электрического поля 
в плоскости симметрии обращается в нуль: 

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0.z zE x y U x y z z == − ∂ ∂ =

магнитные поля в нашем рассмотрении 
будут антисимметричными, и скалярный 
магнитный потенциал 

( , , ) ( , , )x y z x y zΦ − ≡ −Φ

– суть антисимметричная функция от коор-
динаты z, так что Φ(x, y, 0) ≡ 0, а тангенци-0, а тангенци-
альные компоненты индукции магнитного 
поля в плоскости симметрии обращаются 
в нуль: 

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0,x zB x y x y z x == − ∂Φ ∂ =

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0.y zB x y x y z y == − ∂Φ ∂ =

В этой работе рассмотрены трехмерные 
гармонические потенциалы, однородные 
по Эйлеру, представленные в виде полино-
мов конечной степени относительно одной 
из декартовых координат. аналитическая 
теория этих потенциалов, названных нами 
квазиполиномиальными, дается в последо-
вательном и замкнутом виде и обсуждается 
впервые.

общая формула для планарных  
потенциалов, однородных по Эйлеру  

(частный случай)

Потенциалы полей в электронной опти-
ке обычно строятся как решение тех или 
иных краевых задач для решения уравне-
ния Лапласа. В случае планарных электри-
ческих полей U(x,y) решается двумерное 
уравнение вида

0.xx yyU U+ =

если использовать общую теорию ана-
литических функций комплексного пере-

менного, теснейшим образом связанную 
с уравнением Лапласа, то решение можно 
получить без сложных выкладок. 

Для описания двумерных Лапласовых 
полей в электростатике обычно вводят ана-
литическую функцию комплексного пере-
менного – комплексный потенциал следу-
ющего вида [13]:

( ) ( , ) ( , ),x y iU x y x iyΩ ω = Φ + ω = + ,

где Φ и U – сопряженные функции, связан-
ные системой коши – Римана, а именно

,x y y xU UΦ = Φ = −

и

0, 0.U∆Φ = ∆ =

функции Φ и U – суть решения уравне-
ния Лапласа; линии U = const (эквипотен-const (эквипотен- (эквипотен-
циали) и Φ = const (силовые линии поля) 
вместе образуют на плоскости ортогональ-
ную сетку. функция U(x,y) – обычный 
скалярный потенциал, вводимый в элек-
тродинамике, через который вектор напря-
женности поля выражается формулой

grad ( , ).U x y= −E

С помощью системы (2) и комплексно-
го дифференцирования по ω вектор поля в 
комплексной форме запишется в виде

1 2( , ) ( , ) ,
d

E E x y iE x y i
d
Ω = + =  ω 

где черта означает комплексное сопряже-
ние.

теперь построим потенциалы нужных 
нам двумерных спектрографических сред 
(потенциалы являются однородными функ-
циями по Эйлеру). Рассмотрим функцию 

( )Ω ω  вида

1 2, .kc c c icΩ = ω = +

Полагая

2 2

,

, arctg ,

ix iy re

y
r x y

x

γω = + =

= + γ =

получим

1 2

1 2

1 2

( ) (cos sin )

( cos sin )

 ( sin cos ),

k

k

k

c ic r k i k

iU r c k c k

ir c k c k

Ω = + γ + γ =

= Φ + = γ − γ +

+ γ + γ

(1)

(2)

(2а)
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1 2

1 2

1 2

( ) (cos sin )

( cos sin )

 ( sin cos ),

k

k

k

c ic r k i k

iU r c k c k

ir c k c k

Ω = + γ + γ =

= Φ + = γ − γ +

+ γ + γ

и, следовательно, 

1 2( sin cos ).kU r c k c k= γ + γ

Выражение (3) дает нам наиболее об-
щий вид двумерной, однородной по Эйлеру 
гармонической функции. Для дальнейшего 
нашего исследования выберем две формы: 
симметричную и антисимметричную. Пер-
вая – это структура вида 

2 2
0( , ) ( ) cos arctg ,k

C

y
U x y U x y k

x
  = +   

  

причем полагаем, что 2 0 1, 0.c U c= =  Вто-
рая, антисимметричная, имеет вид 

2 2
0( , ) ( ) sin arctg ,k

S

y
U x y U x y k

x
  = +   

  

и полагаем 1 0 2, 0.c U c= =
В роли двумерных зеркал для электро-

статического энергоанализатора, работаю-
щего в режиме спектрографа, электриче-
ские потенциалы вида (2) исследовались 
в работах [4, 9, 14, 15] для случая, когда 
потенциал не зависит от координаты z, а 
основное движение заряженных частиц 
происходит в плоскости OXY.

Квазиполиномиальные поля (общий случай)

Рассмотрим класс полей с трехмерными 
однородными потенциалами, на базе кото-
рых можно построить спектрографические 
электрические и магнитные системы. гене-
рировать новые потенциальные структуры 
будем по следующей схеме. 

Построим трехмерные потенциалы в виде 
полинома конечной степени 2n или 2n – 1 
одной из декартовых координат (например, 
y) с коэффициентами, которые являются 
однородными функциями соответствующе-
го порядка от двух других координат: x и z. 
основная задача состоит в том, чтобы най-
ти вид этих функций-коэффициентов, по-
лагая, что их аналитическая форма должна 
быть либо симметричной, как выражение 
(4), либо антисимметричной, как (5). ука-
занные потенциалы распадаются на два не-
пересекающихся семейства: полиномы по 
четным степеням и полиномы по нечетным 
степеням:

2
0, 2, 2

2
2 , 2

1
( , , ) ( , ) ( , )

2 !
1

... ( , ),
(2 ) !

k k

n
n k n

U x y z U x z y U x z

y U x z
n

−

−

= − +

±



1, 1

3
3, 3

2 1
2 1, 2 1

( , , ) ( , )

1
( , )

3 !
1

... ( , ).
(2 1) !

m

m

n
n m n

U x y z yU x z

y U x z

y U x z
n

−

−

+
+ − −

= −

− +

±
+



В качестве небольшого отступления от 
основной канвы изложения отметим следу-
ющее. Прямой подстановкой в трехмерное 
уравнение Лапласа легко проверить, что 
каждый из двух полиномов по отдельности 
тоже будет гармонической функцией, если 
гармоническую функцию (она представляет 
собой полином конечной степени от коор-
динаты y) разбить на сумму двух полиномов 
по четным и по нечетным степеням y. Этот 
результат следует из того, что те рекуррент-
ные соотношения для множителей при раз-
личных степенях y, которые должны быть 
выполнены, чтобы полином в целом был 
гармонической функцией, не пересекаются 
для четных и для нечетных степеней y.

Далее, если в качестве функций 

, ( , )j k jU x z−  или , ( , )j m jU x z−  выбираем сим-
метричные функции аргумента z с порядком 
однородности k – j или m – j соответствен-
но, то в результате построения получаем ва-
риант электрического потенциала. если же 
функции антисимметричные, то получаем 
конфигурацию магнитного потенциала. 

фактически можно вести решение по 
двум независимым направлениям. 

Сначала рассмотрим разложение (6) по 
четным степеням для симметричного по-
тенциала, используя четную функцию в ка-
честве базовой. 

Подставим разложение (6) в трехмерное 
уравнение Лапласа

0xx yy zzU U U+ + =

и сгруппируем вместе члены при одинако-
вых степенях y. 

В силу равенства нулю всего выраже-
ния, коэффициенты при разных степенях y 
должны обнуляться; тогда получаем цепоч-

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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ку следующих равенств: 
2 2

0, 0,
2, 22 2

,k k
k

U U
U

x z −

∂ ∂
+ =

∂ ∂
2 2

2, 2 2, 2
4, 42 2

,k k
k

U U
U

x z
− −

−

∂ ∂
+ =

∂ ∂

...............................................,

2 2
2 2, 2 2 2 2, 2 2

2 , 22 2
,n k n n k n

n k n

U U
U

x z
− − + − − +

−

∂ ∂
+ =

∂ ∂
2 2

2 , 2 2 , 2

2 2
0.n k n n k nU U

x z
− −∂ ∂

+ =
∂ ∂

В качестве генерирующей функции 
возьмем однородную по Эйлеру гармони-
ческую функцию со степенью однородно-
сти p = k – 2n, и это будет коэффициент 
при старшей степени y2n: 

2 , 0( , ) cos .p
n pU x z U r p= γ

После этого множитель 2 2, 2( , )n pU x z− +  
при степени y2n–2 можно найти, решив урав-
нение  Пуассона с правой частью 2 , ( , )n pU x z  
и условием быть симметричной по коорди-
нате z. как легко проверить, такая функция 
будет иметь вид

2
2 2, 2 1 0

2
1

( , ) cos

 cos( 2) ,

p
n p

p

U x z cU r p

U r p

+
− −

+

= γ +

+ + γ

где U1 – свободная константа, а c1 под-
бирается так, чтобы результат удовлетво-
рял уравнению Пуассона с функцией вида 

0 cospU r pγ  в правой части. множитель 

2 2, 4( , )n pU x z− +

при степени y2n–2 (8) получится уже в виде 
4

2 2, 4 1

4 4
2 2

( , ) cos

 cos( 2) cos( 4) ,

p
n p

p p

U x z d r p

d r p U r p

+
− −

+ +

= γ +

+ + γ + + γ

где U1 будет свободной константой. 
константа d2 подбирается так, чтобы 

обеспечить совпадение с членом 
2

1 cos( 2)pU r p+ + γ

в правой части уравнения Пуассона, а кон-
станта d1 – с членом 

2
1 0 cospcU r p+ γ

в правой части уравнения Пуассона. 

описанная процедура продолжается, 
пока цепочка рекуррентных вычислений не 
замкнется на первом члене разложения (8). 
формулы для нечетных степеней y  и для 
антисимметричных потенциалов конструи-
руются аналогичным образом. 

Свободные константы U1, U2, …, как 
легко видеть, соответствуют однородным 
по Эйлеру потенциалам меньшей степени. 
Эти константы, за исключением старшего 
коэффициента U0, можно без ограничения 
общности положить равными нулю. В ито-
ге конструируем набор линейно независи-
мых базисных функций с последовательно 
возрастающими степенями полиномов.    

Далее приведены выражения для одно-
родных по Эйлеру симметричных и анти-
симметричных потенциалов, которые могут 
служить спектрографическими средами; за-
метим, что порядок однородности k не обя-
зан быть целым числом. 

Потенциалы, симметричные по z и с чет-z и с чет- и с чет-
ными степенями y:

0 ( , , ) cos ;kU x y z k r+ = γ ⋅

2 2
2 ( , , ) cos( 2) ;

2( 1)

k
k r

U x y z k y r
k

+ − 
= − γ ⋅ − − 

4

2 2
4 4

( , , ) cos( 4)

3 3
;

( 3) 4( 3)( 2)

k k
k

U x y z k

y r r
y r

k k k

+

−
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

4 4
6 6

6

2 2

15
( , , ) cos( 6)

2( 5)

45 15
;

4( 5)( 4) 8( 5)( 4)( 3)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r r
k k k k k

−
+ −

−


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

6 6
8 8

8

4 4 2 2

14
( , , ) cos( 8)

( 7)

105 105
2( 7)( 6) 2( 7)( 6)( 5)

105
… .

16( 7)( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

r
k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
− − − − −


+ − − − − 

Потенциалы, симметричные по z и с не-z и с не- и с не-
четными степенями y:

1 ( , , ) cos( 1) ;kU x y z k yr+ = − γ ⋅

(8)

(9)



Физическая электроника

75

1
3 3

3

3
( , , ) cos( 3) ;

2( 2)

k
k yr

U x y z k y r
k

−
+ − 

= − γ ⋅ − − 

5

3 3 1
5 5

( , , ) cos( 5)

5 15
;

( 4) 4( 4)( 3)

k k
k

U x y z k

y r yr
y r

k k k

+

− −
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

5 5
7 7

7

3 3 1

21
( , , ) cos( 7)

2( 6)

105 105
;

4( 6)( 5) 8( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r yr
k k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

7 7
9 9

9

5 5 3 3

18
( , , ) cos( 9)

( 8)

189 315
2( 8)( 7) 2( 8)( 7)( 6)

945
... .

16( 8)( 7)( 6)( 5)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

yr
k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
− − − − −


+ − − − − 

Потенциалы, антисимметричные по z  
и с четными степенями y:

0 ( , , ) sin ;kU x y z k r− = γ ⋅

2 2
2 ( , , ) sin( 2) ;

2( 1)

k
k r

U x y z k y r
k

− − 
= − γ ⋅ − − 

4

2 2
4 4

( , , ) sin( 4)

3 3
;

( 3) 4( 3)( 2)

k k
k

U x y z k

y r r
y r

k k k

−

−
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

4 4
6 6

6

2 2

15
( , , ) sin( 6)

2( 5)

45 15
;

4( 5)( 4) 8( 5)( 4)( 3)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r r
k k k k k

−
− −

−


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

6 6
8 8

8

4 4 2 2

14
( , , ) sin( 8)

( 7)

105 105
2( 7)( 6) 2( 7)( 6)( 5)

105
… .

16( 7)( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

r
k k k k

−
− −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
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На рис. 1 – 4 представлены эквипотен-
циальные поверхности полей из списка, 
представленного формулами (9) – (12). 

Cимметричность или антисимметрич-имметричность или антисимметрич-
ность функции по соответствующей коор-
динате полностью эквивалентны разложе-
нию потенциала в ряд только по четным 
или только по нечетным степеням коорди-
наты. Поэтому при синтезе корпускулярно-
оптических систем нужного типа можно 
использовать выражения (9) – (12) в «раз-
вернутом» варианте, когда координаты y и 
z меняются местами. однако главной пло-
скостью, в которой происходит основное 
движение частиц, по-прежнему остается 
плоскость OXY. такие развернутые конфи-
гурации двумерных электростатических и 
магнитостатических зеркал применитель-
но к задаче синтеза электронных спек-
трографов с идеальными характеристика-
ми рассматривались, например, в работах  
[4, 7 – 10].

Заключение

В работе рассмотрен новый класс по-
тенциалов для электрических и магнитных 
полей, которые можно использовать для 
создания спектрографических систем. ука-
занные потенциалы записываются в ана-

(10)

(11)

(12)
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Рис. 1. графическое представление эквипотенциальных поверхностей полей  
для потенциала  U4

+ (x,y,z) при k = 10/3 (а) и k = 1/3 (b) (см. формулу (9))

Рис. 2. графическое представление эквипотен-
циальных поверхностей полей для потенциала  

U3
+ (x,y,z) при k = 7/3 (см. формулу (10))

Рис. 3. графическое представление эквипотен-
циальных поверхностей полей для потенциала  

U2
– (x,y,z) при k = 5/3 (см. формулу (11))

Рис. 4. графическое представление эквипотенциальных поверхностей полей  
для потенциала  U3

– (x,y,z) при k = 11/3 (а) и k = 1/6 (b) (см. формулу (12))

а) b)

а) b)
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литическом виде как полиномы конечной 
степени по одной из декартовых координат, 
в то время как коэффициенты полинома 
представляют собой функции двух остав-
шихся координат и не обязательно имеют 
полиномиальный вид, поэтому полученные 
аналитические представления потенциалов 
названы квазиполиномами. 

коэффициенты квазиполинома были 
найдены в соответствии со следующими 
требованиями:

во-первых, потенциал есть гармониче-
ская функция, т. е. аналитическое выраже-
ние удовлетворяло трехмерному уравнению 
Лапласа;

во-вторых, потенциал есть однородная 
по Эйлеру функция с заданным порядком 
однородности. 

В работе показано, что вычисление ко-
эффициентов квазиполинома сводится к це-
почке двумерных уравнений Пуассона, где 
неизвестной функцией является текущий 
коэффициент, а в правой части находится 
коэффициент квазиполинома предыдущей 
степени. Полученная цепочка рекуррент-
ных уравнений оказывается разрешимой в 
однородных функциях и при этом коррек-
тно замыкается на самом младшем коэф-
фициенте квазиполинома. 

Следует отметить, что процедура гене-
рации квазиполинома в некотором смысле 
является обратной к процедуре разложе-
ния гармонической функции в ряд тей-
лора в окрестности плоскости симметрии 
или антисимметрии по заданному ее по-
ведению вдоль плоскости симметрии или 
антисимметрии [1, 2]. так, здесь для коэф-
фициентов разложения в ряд тейлора мы 
начинаем с самого младшего полиноми-
ального коэффициента и постепенно про-
двигаемся рекуррентным образом к по-
линомиальным коэффициентам все более 
старшего порядка. При этом процедура, 
вообще говоря, оказывается бесконечной, 
если только поведение функции вдоль 

плоскости симметрии (антисимметрии) 
сама по себе не оказывается полиномом от 
двух переменных. В отличие от этого про-
цесса, конструирование квазиполиномов 
начинается с самого старшего коэффи-
циента и постепенно продвигается рекур-
рентным образом к полиномиальным ко-
эффициентам все более низшего порядка, 
обрываясь на самом младшем члене через 
конечное число шагов. отличается указан-
ная процедура и от метода использования 
производящей функции применительно к 
ортогональным полиномам общего вида, 
например формула Родрига для полино-
мов Эрмита, Лагерра, Лежандра, Чебыше-
ва, якоби, гегенбауэра, Сонина и др. (см. 
монографию [16]).

квазиполиномиальные гармонические 
функции могут конструироваться по та-
кой же в точности схеме и без привязки к 
условию однородности по Эйлеру у резуль-
тирующего выражения. Получаемые при 
этом аналитические выражения, естествен-
но, будут более общего вида, чем приво-
димые здесь формулы. Этот случай здесь не 
рассматривается, хотя, по всей видимости, 
он также приводит к любопытным новым 
классам потенциалов электрических и маг-
нитных полей, допускающих представление 
в виде аналитических формул. 

Посвящение

авторы посвящают эту статью памя-
ти нашего общего учителя и наставника 
Юрия константиновича голикова, созда-
теля и бессменного руководителя лабора-
тории корпускулярной оптики кафедры 
физической электроники Ленинградского 
политехнического института (ныне Санкт-
Петербургский политехнический универси-
тет Петра Великого). его вклад в идеологию 
синтеза спектрографических и отклоняю-
щих электронно- и ионнооптических си-
стем с помощью полей, однородных по Эй-
леру, является определяющим. 
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systems of charge particle optics. The similarity principle for the charged particle trajectories in these fields 
was applied by yu.K. Golikov for the first time to create spectrographic charge particle optical systems in 
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paper studies the Laplace potentials homogeneous in Euler’s sense. The coefficients of the polynomials are 
functions of the two rest coordinates; they are presented not by the polynomial but ought to be the functions 
harmonic and homogeneous in Euler’s sense.  we have solved a finite chain of Poisson equations starting 
from the highest coefficients. By means of the proposed procedure we obtained new classes of potentials 
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