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О квазиполиномиальных трЕхмерных потенциалах  
электрических и магнитных полей

Спектрографические электронно- и ионно-оптические структуры в значи-
тельной мере расширяют возможности современного энерго- и масс-анализа. 
Электрические и магнитные поля, потенциалы которых выражаются однородны-
ми по Эйлеру функциями, являются эффективным инструментом для разработ-
ки новых спектроаналитических систем с заранее заданными функциональными 
характеристиками. В работе формулируются и обсуждаются методы построения 
трехмерных гармонических структур, однородных по Эйлеру, которые могут 
быть представлены в виде полинома конечной степени по одной из переменных. 
Использованные строго математические подходы значительно расширяют класс 
квазиполиномиальных потенциалов, обогащая практику современного приборо-
строения новыми спектроаналитическими конфигурациями.

Однородные по Эйлеру функции, принцип подобия траекторий, форму-
ла Томсона, устойчивость движения.

Введение

Данная статья продолжает исследова-
ния спектрографических корпускулярно-
оптических структур, на базе которых мож-
но создавать эффективные приборы как с 
электрическим, так и с магнитным поля-
ми. Потенциальные структуры этих полей 
должны обладать одним важным свой-
ством: быть однородными по Эйлеру [1, 2]. 
По нашему мнению, это свойство является 
основным условием для конструирования 
электрических и магнитных спектрографов 
с рекордными рабочими характеристиками: 
разрешением, чувствительностью, пропу-
сканием, светосилой, дисперсией и други-
ми, при компактности и малогабаритности 
полезадающих электродных конфигураций.

Свойство однородности выражается в 
следующей аналитической форме. Одно-
родность по Эйлеру n-ой кратности для не-
прерывной функции с тремя аргументами, 
которой является потенциал U(x, y, z), опре-
деляется функциональным тождеством

( , , ) ( , , ),kU x y z U x y zλ λ λ = λ
где k – произвольное вещественное число. 

Если функция U(x, y, z) дифференциру-
ема, то ее можно охарактеризовать диффе-
ренциальным уравнением первого порядка 
вида

( , , ).
U U U
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Наличие подобных траекторий заряжен-
ных частиц в полях с такой потенциаль-
ной структурой, как следствие указанного 
свойства, позволяет конструировать ана-
лизаторы с многоканальным способом ре-
гистрации частиц по параметру – энергии 
(электрические спектрографы) или массе 
(магнитные спектрографы). За последние 
десять лет в рамках единой идеологии соз-
дания спектрографических приборов пред-
ложен целый ряд аналитических методов 
[3 – 8], на основе которых построены раз-
личные классы полей, изучены свойства 
отдельных представителей этих классов  
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и предложены конкретные схемы спектро-
графов для различных приложений энерго- 
и масс-анализа [9 – 14]. 

Впервые в нашей работе [15] предложе-
на аналитическая теория трехмерных гар-
монических потенциалов, однородных по 
Эйлеру, которые представляются в виде 
полиномов конечной степени относитель-
но одной из декартовых координат. Эти 
потенциалы названы нами квазиполино-
миальными. В настоящей работе нашли 
отражение методы и подходы, которые 
позволяют обогатить новыми структурами 
класс квазиполиноминальных потенциалов 
с идеальными электронно-оптическими ха-
рактеристиками.

Натуральные порядки однородности  
(специальный случай)

В упомянутой выше работе [15] предло-
жен новый алгоритм для синтеза трехмерных 
потенциальных структур с целью создания 
эффективных электрических и магнитных 
спектрографов на их основе. Эту методи-
ку можно применять для синтеза потенци-
альных структур с однородными по Эйле-
ру функциями с произвольным порядком 
однородности k. Однако получить структу-
ры с однородными по Эйлеру функциями 
с целочисленным порядком однородности  
k  по этому алгоритму не удается. На одном 
из этапов данного алгоритма синтеза сле-
дует изменить утверждение о выбираемом 
частном решении. Поэтому ниже приведем 
поэтапное выполнение процедуры нахож-
дения искомых трехмерных потенциальных 
структур.

Первый этап. Строим трехмерный по-
тенциал в виде полинома конечной степени 
2n или 2n – 1 по координате y с коэффи-
циентами, которые являются однородными 
функциями соответствующего порядка от 
двух других координат: x и z. Здесь возмож-
но построение потенциала как в четной, 
так и в нечетной форме. Они распадаются 
на два непересекающихся семейства:
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Второй этап. Подстановка желаемого 
разложения (3) или (4) в трехмерное урав-
нение Лапласа

0xx yy zzU U U+ + =

и группировка членов при одинаковых 
степенях y  приводит к тому, что уравне-
ние распадается на цепочку равенств, по 
форме представляющих собой уравнения 
Пуассона для соответствующих функций-
коэффициентов. Исключением является 
равенство, отвечающее коэффициенту при 
старшей степени полинома. В результате 
получаем набор равенств для разложения 
(3): 
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а также другого разложения, дающего не-
четный полином (4):
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Третий этап. Решаем уравнение Лапласа, 
последнее в данной цепочке, и в качестве 

(3)

(4)

(5)
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генерирующей функции берем однородную 
по Эйлеру гармоническую функцию со сте-
пенью однородности p = k – 2n (в случае  
построения четного полинома)  или  
s = m – 2n – 1 (для нечетного полинома): 

2 , 0( , ) ( ) p
n pU x z с r= γ

или

2 1, 0( , ) ( ) ,sn sU x z с r+ = γ

где 2 2 ,r x z= +  arctg( / );z xγ =  c0(γ) – не-
известная функция, четная или нечетная 
по аргументу γ (вместо 0 cospc r pγ  либо 

0 sinsc r sγ , т. е. вместо тех функций, кото-
рые мы использовали в работе [15] ).

Четвертый и последующие этапы. Далее 
находим все оставшиеся множители 

2 , ( , )n j p jU x z− + 2 1,( ( , ))n j s jU x z− + +

при меньших степенях y, решая последова-
тельно соответствующие уравнения  Пуас-
сона с правой частью, найденной на пред-
ыдущем этапе и отвечающей условию быть 
симметричной или антисимметричной по 
координате z. 

Заметим, что неопределенные функции-
коэффициенты мы будем искать как част-
ное решение, представленное в следующей 
форме: 

( ) .p j
jc r −γ

Эта форма имеет самый общий вид для 
функции двух переменных, однородных по 
Эйлеру с соответствующим порядком одно-
родности. 

Описанная процедура продолжается, 
пока цепочка рекуррентных вычислений не 
замкнется на первом члене разложения (3) 
или (4).

Кроме того, возможны варианты, когда 
множитель при старшей степени y оказы-
вается гармонической функцией с нулевым 
порядком однородности и, следовательно, 
будет задаваться формулами 

0( , ) constU x z U= =

или

0 0( , ) arctg
z

U x z U U
x

 = = γ 
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как это было в случае с произвольным 
значением порядка однородности k или m 
[15].

Окончательный результат представлен 
далее (записаны только те случаи, которые 
принципиально отличаются от общих фор-
мул, приведенных в статье [15]).

Потенциалы, симметричные по ����������z��������� и с чет-
ными степенями y
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Потенциалы, симметричные по ���������z�������� и с не-
четными степенями y
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Потенциалы, антисимметричные по z  
и с четными степенями y
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Потенциалы, антисимметричные по z  
и с нечетными степенями y
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Полученный набор потенциалов, одно-
родных по Эйлеру с целочисленными зна-
чениями порядка однородности k, является 
дополнением к семейству квазиполиноми-
альных трехмерных потенциалов, однород-
ных с любыми другими порядками однород-

(9)

(10)

(11)
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ности [15]. Но класс квазиполиномиальных 
трехмерных структур, представленных в 
аналитической форме, можно расширить за 
счет применения преобразований, которые 
сохраняют, прежде всего, гармоничность 
функций и однородность по Эйлеру; при 
этом порядок однородности может отли-
чаться от данного изначально.

Вращение, масштабирование  
и параллельный перенос системы координат

Как известно, уравнение Лапласа сохра-
няет свою форму при масштабировании, 
повороте и смещении системы декартовых 
координат. Кроме того, масштабирование 
и вращение сохраняют свойство однород-
ности функции. Поэтому, делая замену 
переменных типа трехмерного вращения 
общего вида [16], можно из имеющихся 
аналитических выражений для однородных 
гармонических потенциалов получить, во-
обще говоря, новые аналитические выра-
жения для однородных гармонических по-
тенциалов. Впрочем, вращение в плоскости 
xz, как легко понять, приведет лишь к ли-
нейной комбинации уже имеющихся сим-
метричных и несимметричных квазиполи-
номов.

Когда порядок однородности будет 
целым числом, а квазиполином –  обыч-
ным гармоническим полиномом, принци-
пиально новых аналитических выражений 
для трехмерных потенциалов этим спосо-
бом получить не удастся, так как все по-
лучаемые выражения (за исключением 
перестановок координатных осей) будут 
линейными комбинациями с постоянными 
коэффициентами от уже имеющихся поли-
номиальных выражений. Однако в случае, 
когда порядки однородности не являются 
целыми числами или когда квазиполином 
не является гармоническим полиномом, с 
помощью этого способа можно получить 
достаточно интересные новые аналитиче-
ские выражения для трехмерных потенциа-
лов электрических и магнитных полей. 

Также перспективной в этом плане вы-
глядит возможность использовать линейные 
комбинации с постоянными коэффициен-
тами, составленные из однородных гармо-
нических функций, которые генерируются 

с помощью независимых вращений систе-
мы координат.  Здесь следует отметить, что 
для чистых квазиполиномов подобная ли-
нейная комбинация снова окажется уже из-
вестным нам квазиполиномом.

Формула Томсона (лорда Кельвина)

В трактате [17] показано, что если 
( , , )U x y z  – произвольная гармоническая 

функция, то функция

*
2 2 2

1
( , , ) , , ,

x y z
U x y z U

 
=  ρ ρ ρ ρ 

где 2 2 2 ,x y zρ = + +  тоже будет гармони-
ческой. 

Замена переменных 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,
x y

x y
x y z x y z

z
z

x y z

→ →
+ + + +

→
+ +

представляет собой инверсию в шаре и со-
храняет однородность и гармоничность 
функции. Указанное преобразование может 
использоваться при синтезе электронно- и 
ионнооптических систем, что продемон-
стрировано в работах [3, 4]. 

Факт сохранения гармоничности трех-
мерной функции *( , , )U x y z  можно прове-
рить прямой подстановкой формулы (12) в 
трехмерное уравнение Лапласа (5). Кроме 
того, стоит отметить, что формула (12) не 
является единственной формулой такого 
типа. Так, добавив к инверсии преобразо-
вание трехмерного поворота относитель-
но начала координат, в общем виде допу-
скающее параметризацию с помощью трех 
независимых параметров [16], получим 
формулу вида (12), в которой числители у 
аргументов функции U  будут линейными 
комбинациями переменных , ,x y z  с посто-
янными коэффициентами.

Отличительным свойством форму-
лы Томсона является такое, что если  

( , , )U x y z  – однородная по Эйлеру функ-
ция с порядком однородности k, то факт 
однородности функции сохраняется, и при 
этом функция *( , , )U x y z  будет однородной 
по Эйлеру функцией с порядком однород-
ности ( 1)k− −  [3]. Повторно примененное 

(13)

(12)
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преобразование (12) осуществляет обратный 
переход от функции *( , , )U x y z  к функции 

( , , ),U x y z  возвращая порядок однородно-
сти к прежнему значению: 

( 1) ( 1) 1 .k k k k→ − − → − − − − =

Продемонстрируем последнее утверж-
дение.

Преобразование (12) порождает новую 
гармоническую, однородную по Эйлеру 
функцию *( , , ).U x y z

Поскольку функция ( , , )U x y z  – одно-
родная по Эйлеру k-ой кратности, то вви-
ду выполнения тождества (1), эту функцию 
представим в виде

2 2 2 2

1
, , ( , , ).

k

x y z
U U x y z

 
= ρ ρ ρ ρ 

Тогда новая функция *( , , )U x y z  запи-
шется как

*
2 1

1
( , , ) ( , , ),

k
U x y z U x y z−=

ρ

что гарантирует однородность такой функ-
ции с порядком однородности (–k – 1). 
Здесь  учитывается тот факт, что сама функ-
ция ( , , )U x y z  есть однородная по Эйлеру 
k-ой кратности (подробности можно найти 
в первом томе монографии [17] в Приложе-
нии к главе 1, посвящeнном сферическим 
гармоникам).

Легко проверить, что преобразование 
(12) сохраняет свойство четности или не-
четности потенциальной функции как по 
переменной z, так и по переменной y. Тем 
самым, если взять за основу квазиполино-
миальные потенциалы (8) – (11) и (9) – (12) 
из работы [15], с показателем однородно-
сти, равным k*= –k – 1, то с помощью фор-
мулы Томсона (12) можно сконструировать 
в аналитической форме новые потенциалы 
с нужным типом симметрии, выраженные 
однородными по Эйлеру функциями с нуж-
ным показателем однородности k.

На рис. 1 – 3 даны эквипотенциальные 
поверхности полей с потенциалами, пред-
ставленные в аналитической форме форму-
лами (9) – (16), и полей с измененными 
потенциалами; к ним применялось преоб-
разование по формуле Томсона (12). 

Если мы возьмем потенциальную, одно-

родную по Эйлеру структуру с порядком 
однородности k = 3 U5

+ (x, y, z) (9), то, при-
менив преобразование (12), получим кон-
фигурацию следующего вида:

5 2 2 2 7

5
3 2

2

2

1
( , , )

( )

15
5 cos 2

4

15
sin 2 ,

2

V x y z
x y z

y
y yr

r

yr

+ = ×
+ +

 
× + − γ − 

 
− γ γ

порядок однородности которой k = –4.
Применение преобразования Томсона 

(12), к антисимметричному по z потенциа-
лу U2

– (x, y, z), выраженному однородной по 
Эйлеру функцией (10) кратности k = 2, по-
родит структуру, также антисимметричную 
V2

–(x, y, z), порядок однородности которой 
k = –3: 

2 2

2 2 2 2 5

/ 2
( , , ) .

( )

y r
V x y z

x y z

− −
= γ

+ +

Потенциал, выражаемый однородной 
по Эйлеру функцией (k = –2) вида

1 2 2 2 3
( , , ) ,

( )

y
V x y z

x y z

− = γ
+ +

есть результат, полученный из потенциаль-
ной структуры U1

– (x, y, z), который пред-
ставляет собой квазиполином с нечетны-
ми степенями y и антисимметричной по z 
функцией (11), преобразованием (12).

Управление устойчивостью движения  
в электростатических  

квазиполиномиальных полях

Квазиполиномы заданной степени, 
представленные в списках (8) – (11) и  
(9) – (12) из работы [15], не являются уни-
кальными. Легко понять, что прибавив с 
квазиполиному степени n  и порядка одно-
родности k  произвольную линейную ком-
бинацию с постоянными коэффициента-
ми, составленную из полиномов меньшей 
степени, мы снова получим квазиполино-
миальный потенциал того же самого типа. 
Имеющуюся степень свободы можно ис-
пользовать для того, чтобы оптимизировать 
свойства корпускулярно-оптической систе-

(14)

(15)

(16)
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Рис. 1. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U5

+ (x, y, z) (a) и V5
+(x, y, z) (b) (см. формулы (9) и (14) соответственно)

Рис. 2. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U2

– (x, y, z) (а)  и V2
–(x, y, z) (b) (см. формулы (10) и (15) соответственно)

Рис. 3. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U1

– (x, y, z) (а) и V1
–(x, y, z)  (b) (см. формулы (11) и (16) соответственно)

a) b)

a) b)

a) b)
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мы. Одним из важных критериев оптимиза-
ции является устойчивость траекторий за-
ряженных частиц по отношению к малым 
отклонениям от средней плоскости [18]. 
Если использовать достаточный критерий 
устойчивости, полученный в работе [18], 
то можно быстро определить, с какими ве-
совыми коэффициентами нужно добавить 
квазиполиномы меньшей степени (либо до-
полнительные однородные функции иного 
вида), чтобы исправить локальную неустой-
чивость траекторий. Рассмотрим несколько 
примеров.

Сам критерий формулируется следую-
щим образом. Если движение заряженных 
частиц рассматривается в поле с плоско-
стью симметрии  z = 0, то их движение 
вблизи этой плоскости будет устойчивым, 
когда выполняется следующее условие:

0
0.xx yy z

U U
=

+ <

Пример 1. Построим поле U (x, y, z) как 
комбинацию двух других полей, потенциа-
лы которых являются однородными одного 
порядка k = 2: один U2

+(x, y, z) и другой 
U4

+(x, y, z) (см. формулу (8)). Итак, 

2 4

4
2 2 2 2

2

2

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 3
cos 2 3

2 4

3
sin 2 ,

2

U x y z U x y z hU x y z

y
y r h y r

r

r

+ += + =

  
= − + γ + − −  

 
− γ γ

где h – коэффициент перемешивания. 
Для того чтобы удовлетворить критерию 

устойчивости (17), следует взять h < 0. Это 
будет справедливо во всем пространстве. 
На рис. 4 представлены эквипотенциаль-
ные поверхности этого поля. Поверхности 
имеют довольно сложную конусовидную 
форму, однако ось y является местом смы-
кания эквипотенциальных поверхностей, 
что порождает возникновение сил, дей-
ствующих на частицы вблизи плоскости  
z = 0, заставляя их возвращаться к исхо-
дной плоскости.

Пример 2. Возьмем комбинацию потен-
циалов U2

+(x, y, z) и U4
+(x, y, z) (см. форму-

лу (8)) с различными порядками однород-
ности:

2 4

2 2 4 2 2 4

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 3
3 .

2 8

U x y z U x y z hU x y z

y r h y y r r

+ += + =

 = − + − +  

Картина эквипотенциалей дана на  
рис. 5. При h < 0 критерий устойчивости 
выполняется, но не во всем пространстве, 
а только ограниченно, при y > x/2 или  
y < –x/2.

(17)

(18)

Рис. 4. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (18)

(19)

Рис. 5. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (19)
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Пример 3. Построим поле U (x, y, z) как 
комбинацию двух других полей с одно-
родными потенциалами разной кратности 
– U3

+(x, y, z) (k = 3) и U3
+(x, y, z) (k = 2), 

согласно формуле (9):

3 3

3 2

3 2

( , , ) ( , , ) ( , , )

3
2

3
cos 3 sin .

U x y z U x y z hU x y z

y yr

y yr
h yr

r

+ += + =

= − +

 −
+ γ − γ γ 

 

Картина эквипотенциалей дана на  
рис. 6. Устойчивость траекторий заряжен-
ных частиц также выполняется, но в огра-
ниченном пространстве.

Заключение

Мы рассмотрели квазиполиномиальные 
трехмерные потенциальные структуры для 
электрических и магнитных полей, которые 
могут быть выражены в аналитическом виде. 
Потенциалы строятся на основе однород-
ных по Эйлеру функций и представляют со-
бой полиномы конечной степени. Алгоритм 
синтеза таких потенциалов распространен 
на случай однородных по Эйлеру функций 
с целыми значениями порядка однородно-
сти; в этом варианте процесс рекуррентного 
вычисления коэффициентов квазиполинома 
имеет дополнительную специфику, отсут-
ствующую у однородных квазиполиномов 
общего вида, что было предметом рассмо-
трения предыдущей работы [15].

Кроме того, класс квазиполиномиаль-
ных трехмерных потенциалов может быть 

расширен за счет новых структур, полу-
ченных преобразованиями системы коор-
динат – масштабированием, вращением и 
параллельным переносом, сохраняющими 
гармоничность функций и их однородность 
по Эйлеру. Все использованные методы и 
подходы порождают однородные потенциа-
лы с порядком однородности k > 0. Приме-
нение преобразования на основе формулы 
Томсона дополняет рассматриваемый класс 
потенциальными структурами, являющи-
мися однородными по Эйлеру с порядками 
однородности k < 0. 

(20)

Рис. 6. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (20)
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Spectrographic electron and ion optical structures markedly raise the possibilities of modern energy and 
mass analysis. Electric and magnetic fields which potentials are expressed by functions homogeneous in 
Euler’s sense are the effective instrumentation that is used for creating new spectrographic analytical devices 
with the determined working characteristics. This paper puts forward and discusses some methods for building 
3D harmonic and homogeneous in Euler’s sense structures representable as the polynomials of finite degree 
with respect to one of variables. These strictly mathematical approaches provide a possibility of expanding 
significantly a class of quasi-polynomial potentials and of enriching modern analytical instrumentation by 
new spectrographic electrical and magnetic configurations.

functions Homogeneous in Euler’s sense, similarity principle, Thomson formula, stability 
of motion.
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