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ОСОБЕННОСТИ РАСЩЕПЛЕНИЯ ЧАСТОТНОГО СПЕКТРА  
ВОЛНОВОГО ТВЕРДОТЕЛьНОГО ГИРОСКОПА  

НА ПРИМЕРЕ ИЗОЛИРОВАННОГО НЕСОВЕРШЕННОГО КОЛьЦА
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На примере более простой расчетной модели кольцевого резонатора волно-
вого твердотельного гироскопа представлены результаты расчета динамических 
характеристик геометрически несовершенного кольца, деформирующегося в 
своей плоскости. Показано, что определенные несовершенства формы приво-
дят к расщеплению изгибного частотного спектра таких колец, при этом рас-
стройка спектра частот может возникать в случаях, отличных от представлений 
современной теории.
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THE SPLITTING FEATURES OF A FREQUENCY SPECTRUM  
OF A GYROSCOPE BASED ON ELASTIC WAVES IN SOLIDS:   

AN ISOLATED IMPERFECT RING AS AN EXAMPLE
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 The calculation results on dynamic characteristics of a geometrically imperfect 
ring turning out of shape in its plane have been exemplified by a simpler computational 
model for a ring resonator of a gyroscope based on elastic waves in solids. The 
specific malconformations were shown to be responsible for a splitting of the flexural 
frequency spectrum of such rings. In so doing the spectral mismatch may appear in 
cases different from the ideas of modern theory. The splitting of the flexural frequency 
spectrum was established to occur not only in the cases when the number of formative 
waves being equal to that of malconformation waves of the ring (as it is commonly 
believed at present) but in the cases when the number of formative waves being two, 
three, four and so on times more than that of malconformation waves.      
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Введение

В настоящее время одним из приори-
тетных направлений развития космической 
техники, систем глобальной спутниковой 
навигации GPS и GLONASS является усо-GPS и GLONASS является усо- и GLONASS является усо-GLONASS является усо- является усо-
вершенствование существующих и созда-
ние новых систем навигации и управления 
движением объектов [1 – 4]. Важный для 
практики интерес представляют волновые 
твердотельные гироскопы (ВТГ), на основе 
которых строятся инерциальные приборы. 
Чувствительным элементом ВТГ служит 
тонкий упругий осесимметричный коль-
цевой резонатор, совершающий изгибные 
колебания по основной форме [4 – 7]. По-
грешность таких приборов обусловлена не-
совершенством технологии их промышлен-
ного изготовления [8 – 15]. К недостаткам 
этих устройств относятся расщепление ча-
стот изгибных колебаний, нежелательные 
специфические особенности при колеба-
ниях колец [12 – 14], биения и дрейф вол-
новой картины динамических деформаций 
резонатора [15].

В научной литературе встречаются рабо-
ты, посвященные изучению динамического 
поведения тонких колец. Однако результа-
ты этих исследований на сегодняшний день 
не всегда согласуются с экспериментальны-
ми данными.

Так например, в работах [16 – 19] по-
казано, что расщепление изгибного частот-
ного спектра оболочек и колец имеет ме-
сто только в том случае, когда число волн 
окружных динамических деформаций равно 
числу волн несовершенств формы оболоч-
ки (кольца), которые совпадают с формой 
ожидаемого динамического прогиба или 
повторяют ее.

Однако в работах [20, 21] данный вы-
вод поставлен под сомнение, где в каче-
стве примера рассмотрена более простая 
(предельная) задача колебаний бесконечно 
длинной круговой цилиндрической обо-
лочки – кольца, находящегося в условиях 
плоской деформации. В этих работах пока-
зано, что расщепление изгибного частотно-

го спектра происходит не только в случае, 
когда число волн окружных динамических 
деформаций равно числу волн несовер-
шенств формы кольца (как это принято 
считать в настоящее время), но и когда 
число формообразующих волн вдвое мень-
ше числа волн несовершенств формы.

Настоящая работа посвящена числен-
ному исследованию расщепляемых зон из-
гибного частотного спектра геометрически 
несовершенного изолированного кольца. 
Результаты и выводы работ [20, 21] уточне-
ны и дополнены новыми сведениями. 

Динамические характеристики  
несовершенных колец

В программном комплексе MSC “Nas-MSC “Nas- “Nas-Nas-
tran” смоделирована и решена задача коле-” смоделирована и решена задача коле-
баний изолированного кольца со следую-
щими параметрами:    

ширина a = 0,005 м;
толщина h = 0,005 м;
радиус R = 1 м (R/h = 200); 
модуль Юнга E = 2∙1011 Па; 
массовая плотность ρ = 7800 кг/м3; 
коэффициент Пуассона μ = 0,3. 
При моделировании кольца использова-

ны одномерные конечные элементы (КЭ), 
работающие на растяжение, сжатие, кру-
чение, поперечный сдвиг и изгиб. Количе-
ство конечных элементов было подобрано 
таким образом, чтобы обеспечить высокую 
точность расчета. Такой точности соответ-
ствует сетка с 1257 конечными элементами 
(табл. 1). 

Точность аналитических решений  
[13, 17] ограничена теми же пределами, что 
и точность исходных уравнений теории по-
логих оболочек, которые приводят к удо-
влетворительным результатам при n2 >> 1 
(это условие  практически всегда выполня-
ется для оболочек конечной длины).

Для более точной оценки низшей часто-
ты спектра необходимо использовать другие 
теории и методы их решения [1, 4, 12 и др.].

Оценка сходимости расчетов оценива-
лась по основной частоте спектра колеба-
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ний идеального кольца. Результаты этой 
оценки представлены на рис. 1.

Как и в работах [16 – 21], будем рас-
сматривать кольцо, совершающее малые 
изгибные колебания в своей плоскости и 
имеющее начальные отклонения w0(y) от 
идеальной круговой формы, изменяющие-
ся по закону: 

0 0 0 0( ) sin( ),w y ha y= β + j

где a0– безразмерная амплитуда, y – кру-
говая координата, 0j  – начальный угол, 

0 0n Rβ =  ( 0n  – число волн окружных не-

совершенств формы, R – радиус кольца) 
(рис. 2).  

Пусть кольцо имеет по окружности во-
семь волн начальных несовершенств, n0 = 8.  
В табл. 2 представлены значения расще-
пленных собственных частот колебаний 
несовершенного кольца при различных 
значениях n – числа окружных волн дина-
мических деформаций.

Анализ данных табл. 2 приводит к за-
ключению, что расщепление изгибного 
частотного спектра происходит не толь-
ко в случаях, когда число волн окружных 

Рис. 1. Оценка сходимости расчетов собственной частоты колебаний 
идеального кольца методом конечных элементов для значения n = 2 

(основная частота спектра, см. табл. 1)

Таблица  1

Сравнение расчетных данных для частот, полученных методом конечных элементов,  
с результатами аналитического решения

Количество
окружных

волн n

Собственная частота колебаний идеального кольца fn, Гц

Результат расчета МКЭ Аналитическое 
решение 
[13,17]

0,05*)

126
0,03
209

0,02
314

0,01
628

0,005
1257

2 3,123 3,122 3,121 3,121 3,121 3,871
3 8,832 8,829 8,829 8,828 8,828 9,623
4 16,935 16,93 16,928 16,927 16,927 17,31
5 27,387 27,378 27,375 27,373 27,373 27,72
6 40,177 40,162 40,158 40,154 40,154 40,64
7 55,292 55,275 55,27 55,265 55,265 55,81
8 72,738 72,716 72,708 72,702 72,702 73,42

*) Верхнее число относится к размеру конечного элемента, нижнее – к их количеству. 

(1)
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динамических деформаций равно числу 
волн несовершенств формы кольца, т. е. 
когда n = n0 (в рассматриваемом примере  
n = n0 = 8), как это принято считать на 
основе данных работ [16 – 19], но и в том 
случае, когда число формообразующих волн 
вдвое меньше числа волн несовершенств 

формы  n = n0/2  = 4, что подтверждает вы-
воды работ [20, 21]. При этом во втором 
случае  расстройка частотного спектра со-
ставляет 0,59%, что практически на сорок 
процентов больше, чем в известном случае 
n = n0 ,  где расщепление спектра частот со-
ставляет 0,41 %.

Стоит отметить, что в работе [22] ис-
следовалось динамическое поведение изо-
лированного кольца переменной толщины, 
смоделированного трехмерными конечны-
ми элементами. Результаты этой работы 
аналогичны результатам работ [20, 21], по-
лученным для кольца с отклонениями от 
идеальной круговой формы вида (1).

Из полученных данных (см. табл. 2), 
видно, что расщепление изгибного частот-
ного спектра имеет место и на частотах 
высших осцилляций, однако расстройка 
спектра в этих местах менее существенна, 
чем в случаях n = n0 и n = n0/2. Так, в зоне  

Рис. 2. Схематическое изображение  
рассматриваемых несовершенств кольца  
(h, R – соответственно толщина и радиус  

изолированного кольца)

Таблица  2

результаты расчета расщепленных собственных частот колебаний  
несовершенного кольца при n0 = 8

Число 
волн n

Расщепленные 
частоты колебаний несо-
вершенного кольца, Гц

Расстройка, 
Гц

Величина рас-
щепления, %

fn1 fn2

2 3,13 3,13 0 0
3 8,84 8,84 0 0
4 16,90 17,00 0,10 0,59
5 27,41 27,41 0 0
6 40,2 40,2 0 0
7 55,3 55,3 0 0
8 72,5 72,8 0,30 0,41
9 92,5 92,5 0 0
10 114,7 114,7 0 0
11 139,1 139,1 0 0
12 165,7 165,9 0,20 0,12
13 194,9 194,9 0 0
14 226,3 226,3 0 0
15 259,9 259,9 0 0
16 295,1 296,1 1,0 0,34
17 334,2 334,2 0 0

Примечание . Жирным шрифтом выделены расчетные данные для случаев,  
когда расстройка и величина расщепления отличны от нуля.
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при n = n0 + n0/2 = 12 расщепление Δ из-
гибного частотного спектра составляет по-
рядка 0,12 %. При n = 2n0 = 16 значение Δ 
есть 0,34 % и т. д. по выявленной законо-
мерности.

Дополнительное исследование показы-
вает, что если кольцо по окружности имеет 
нечетное количество волн несовершенств 
формы, то расщепление частотного спек-
тра имеет место только в случаях n = n0,  
n = 2n0, n = 3n0, n = 4n0  и так далее.

Заключение

Проведенное исследование показало, 
что расщепление изгибного частотного 
спектра геометрически несовершенных 
колец имеет место не только в случае, ког-
да число волн окружных динамических 
деформаций равно числу волн несовер-
шенств формы кольца n = n0, как это при-
нято считать в настоящее время [16 – 19], 
но и в том числе в случаях, когда число 

формообразующих волн в два, три, четы-
ре и так далее раза больше волн несовер-
шенств формы (n = 2n0, 3n0, 4n0, …). Если 
число волн несовершенств кольца четное, 
то расщепление изгибного частотного 
спектра имеет место в том числе и в случае, 
когда число формообразующих волн в два 
раза меньше волн несовершенств формы  
(n0 = n/2), а также когда число формоо-
бразующих волн в полтора, в два с поло-
виной, в три с половиной и так далее раза 
больше числа волн несовершенств формы 
(n0 = 1,5 n, n0 = 2,5n, n0 = 3,5n, …). 

Описанное в статье поведение несовер-
шенных колец может привести к сложным 
видам динамических деформаций и специ-
фическим явлениям при изгибных коле-
баниях. Стоит отметить, что аналогичные 
эффекты обнаружены и на оболочках ко-
нечной длины, см. работы [23]. 
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