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Изложен ряд схем второго порядка аппроксимации, разработанных для 
расчета газодинамических течений на неструктурированных сетках. Конвек-
тивные потоки на гранях контрольных объемов вычислены по схеме Роу. Для 
повышения порядка точности использован MUSCL-подход с применением 
различных квазиодномерных схем реконструкции газодинамических перемен-
ных и ограничителей, которые делают решение монотонным. Сопоставитель-
ный анализ работоспособности рассмотренных схем проведен на двух задачах 
о течении невязкого газа, а именно трансзвукового обтекания крылового про-
филя NACA-0012 и сверхзвукового течения в канале с центральным клином. 
Выполнена оценка гладкости решений, полученных по разным схемам, дис-
сипативность схем и устойчивость процесса вычислений.
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ных) значений переменных на гранях ячей-
ки. В литературе данный способ известен 
как MUSCL-подход (MUSCL – Monotonic 
Upstream-Centered Scheme). При реализа--Centered Scheme). При реализа-Centered Scheme). При реализа- Scheme). При реализа-Scheme). При реализа-). При реализа-
ции схем повышенного порядка аппрокси-
мации требуется, однако, решить пробле-
му подавления нефизических осцилляций, 
возникающих в численном решении (как 
правило) в окрестности ударных волн. Для 
этого в процедуру построения кусочно-
полиномиальных распределений вводятся 
специальные функции-ограничители (limit-limit-
ers), которые модифицируют наклоны рас-), которые модифицируют наклоны рас-
пределений переменных в ячейках.

Концептуально, большинство методов 
контроля осцилляций основано на анализе 
одномерного скалярного уравнения пере-
носа. Для решения этого уравнения разра-
ботана надежная теория неосциллирующих 
схем. В работе [1] впервые было введе-
но понятие монотонных схем, т. е. таких, 
которые не приводят к возникновению 
осцилляций в численном решении. При 
этом было показано, что такие схемы мо-
гут быть только первого порядка точности. 
На практике используется более широкий 
класс схем, приводящих, как и монотонные 
схемы, к неосциллирующим решениям. 

А. Хартен в работе [8] ввел понятие пол-
ной вариации, которое характеризует меру 
«негладкости» решения, и рассмотрел класс 
TVD-схем (Total Variation Diminishing), для 
которых выполняется условие невозраста-
ния полной вариации любого физически 
допустимого решения. Выполнение этого 
условия приводит к классу схем, сохраняю-
щих монотонность. Недостаток TVD-схем 
заключается в том, что применение ограни-
чителей вносит значительную численную 
вязкость и порядок точности схемы умень-
шается до первого на каждом экстремуме 
решения. 

В работе [9] предложены схемы на осно-
ве LED-принципа (LED – Local Extremum 
Diminishing) [10], согласно которому воз-
никший локальный максимум не должен 
увеличиваться; примером является SLIP-
схема, где использование мягкого ограничи-

Введение

Сверхзвуковые течения могут содержать 
газодинамические разрывы, что существен-
но осложняет их численное моделирование. 
Привлекательная для практики схема ап-
проксимации конвективных потоков долж-
на обеспечивать возможность достаточно 
точного разрешения газодинамических 
разрывов на небольшом числе внутренних 
точек при отсутствии осцилляций поля те-
чения в окрестности разрывов. В работе 
С.К. Годунова [1] была предложена схема 
с использованием точного решения задачи 
Римана о распаде разрыва, исходно обла-
дающая указанными свойствами. Эта схема 
получила широкое распространение и стала 
основой для развития многих других схем, 
где применяются различные приближенные 
методы решения задачи Римана [2]. Среди 
таких методов особо широко используется 
схема Роу [3].

Схема Годунова и основанные на ней 
схемы данного типа, в своем первоначаль-
ном варианте, являются методами первого 
порядка точности. Для уточнения решения 
как в области разрывов, так и в областях 
гладкого изменения газодинамических 
переменных, применяются схемы повы-
шенного порядка точности, разработка ко-
торых началась с работ В.П. Колгана [4] 
и продолжается до настоящего времени. 
Основываясь на принципе минимальных 
значений производной, В.П. Колган, что-
бы повысить порядок точности, предложил 
формировать линейное распределение пе-
ременных внутри каждой расчетной ячей-
ки (контрольного объема) и использовать 
полученные значения на грани при реше-
нии задачи о распаде разрыва. В развитие 
этой идеи возник обобщенный подход, со-
гласно которому повышение порядка точ-
ности схемы достигается путем замены 
постоянного распределения газодинамиче-
ских величин в каждой расчетной ячейке 
линейным [5, 6] или параболическим [7]. 
При этом потоки вычисляются с исполь-
зованием уточненных (реконструирован-
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теля позволяет повысить порядок точности 
на гладких экстремумах [11]. Существуют 
схемы повышенного порядка точности, не 
использующие ограничители, например 
схемы ENO [12] и WENO [13]. Здесь по-ENO [12] и WENO [13]. Здесь по- [12] и WENO [13]. Здесь по-WENO [13]. Здесь по- [13]. Здесь по-
давление осцилляций достигается за счет 
использования «плавающего» шаблона в 
окрестности рассматриваемой ячейки, и 
они сохраняют базовый порядок точности 
на гладких экстремумах решения.

При решении многомерных задач с ис-
пользованием структурированных (регу-
лярных) сеток, схемы повышенного поряд-
ка, разработанные для одномерного случая, 
можно обобщить путем применения ква-
зиодномерного подхода вдоль каждого ко-
ординатного направления. Такой подход 
успешно применяется и получил широкое 
распространение [14 – 19].

В случае неструктурированных сеток 
выделяются два основных направления в 
конструировании схем повышенного по-
рядка точности с применением ограничи-
телей. 

Одно из них связано с применением 
квазиодномерных вычислений при локаль-
ном выделении для каждой грани некоего 
подходящего направления (аналогичного 
координатному направлению, исходно при-
сутствующему в структурированной сетке). 
Данный подход называют квазиодномер-
ным (в англоязычной литературе использу-
ются термины one-dimensional, face-based, 
multislope). Его реализация имеет свои осо-). Его реализация имеет свои осо-
бенности в каждом из двух основных под-
ходов к построению контрольных объемов: 
вокруг узла расчетной сетки (vertex-based 
arrangement) или же непосредственно фор-) или же непосредственно фор-
мируемых элементами (ячейками) исходной 
сетки (cell-centered arrangement) [20, 21]. 

Другое направление охватывает подхо-
ды, исходно предназначенные для много-
мерного случая. В них значение единого 
для расчетной ячейки скалярного ограни-
чителя вычисляется с использованием ин-
формации из всех соседних ячеек (в англо-
язычной литературе используются термины 
multidimensional, scalar, monoslope). Вычис-, scalar, monoslope). Вычис-scalar, monoslope). Вычис-, monoslope). Вычис-monoslope). Вычис-). Вычис-
ленное значение ограничителя применя-
ется при реконструкции переменных для 
всех граней, в отличие от квазиодномерно-

го подхода, при котором для каждой гра-
ни вычисляется индивидуальное значение 
ограничителя.

В работе А. Джемесона [11], где пред-
лагается SLIP-схема для структурирован-SLIP-схема для структурирован--схема для структурирован-
ных сеток, дается и ее обобщение на слу-
чай неструктурированных сеток в рамках 
квазиодномерного подхода. Однако это 
обобщение ограничено только случаем 
сеток, состоящих из треугольных элемен-
тов, причем лишь в рамках «вершинно-
центрированного» подхода (vertex-based). В 
работе [22] для такого же случая предложе-
но обобщение TVD-схемы и показано, что 
эффективность работы ограничителя силь-
но зависит от расчетной сетки, а в некото-
рых случаях вообще не удается устранить 
осцилляции. 

При использовании квазиодномерно-
го подхода в случае неструктурированных 
сеток, состоящих из произвольных элемен-
тов, для каждой грани восстанавливаются 
значения переменных в нескольких точках 
вдоль направления, пересекающего грань 
контрольного объема. Эти значения ис-
пользуются для вычисления ограничителя 
для данной грани. Впервые такой подход 
был предложен в работе [23]. 

Существуют различные варианты вос-
становления точек. Наиболее простыми и, 
благодаря этому, часто используемыми яв-
ляются способы, предложенные в работах 
[23, 24]. Некоторые методы требуют более 
сложных вычислений, например алгоритм, 
предложенный в работе [25]. В работе [26] 
предложен метод, позволяющий учесть не-
равномерность сетки, а в работе [27] алго-
ритм восстановления точек учитывает ско-
шенность элементов сетки. Во всех этих 
работах для восстановления точек исполь-
зуется значение градиента, вычисленное в 
центрах контрольных объемов.

Для некоторых методов не требуется 
значение градиента при восстановлении 
точек [28 – 30], однако в этом случае ал-
горитм реконструкции требует большого 
объема вычислений, особенно при реше-
нии трехмерных задач.

Существуют обобщения ENO- и WENO-
схем на случай неструктурированных сеток 
[31 – 34]. Однако повышенная сложность 
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алгоритма реконструкции для этих схем 
приводит при их реализации к сильному 
росту вычислительных затрат.

Практика последних десятилетий по-
зволяет заключить, что в случае неструк-
турированных сеток использование схем 
второго порядка точности, основанных на 
линейной реконструкции с применением 
ограничителей, является в большинстве слу-
чаев разумным компромиссом. Последний 
обеспечивает, с одной стороны, умеренную 
сложность и затратность вычислительного 
алгоритма, а с другой – достаточное каче-
ство численного решения широкого круга 
газодинамических задач (не включающих, 
однако, задачи аэроакустики, требующие 
для своего решения схем более высокого 
порядка точности [21]). Но даже в случае 
аппроксимации второго порядка различные 
подходы к квазиодномерной реконструкции 
переменных, включающей применение того 
или иного ограничителя, формируют боль-
шое разнообразие численных схем. В связи 
с этим возникает потребность в проведе-
нии сопоставительных тестовых расчетов, 
направленных на выявление достоинств и 
недостатков конкретных формулировок.

В настоящей работе представлены ре-
зультаты расчетов данной направленности 
с применением различных схем, разра-
ботанных для расчетов газодинамических 
течений на неструктурированных сетках в 
рамках квазиодномерного подхода к рекон-
струкции переменных. Расчеты выполнены 
с использованием гидрогазодинамического 
кода внутреннего пользования. Для вы-
числения конвективных потоков на гранях 
контрольных объемов применялась схема 
Роу.

Численный метод

Общая формулировка метода конечных 
объемов. Запишем балансовые соотноше-
ния для динамики невязкого сжимаемого 
газа в конечно-объемной формулировке. 
При этом для поиска стационарных реше-
ний будем использовать метод установле-
ния по псевдовремени τ:

0,
m

M S

d dS
Ω

∂
Ω + =

∂τ ∑∫ ∫
w

F

где Ω – контрольный объем, M – число 
граней контрольного объема, Sm – площадь 
текущей грани, 1, ,m M=  

[ , , , , ]u v w H= ρ ρ ρ ρ ρw

– вектор консервативных переменных (ρ – 
плотность; H – энтальпия; u, v, w – компо-
ненты вектора скорости), 

[ , ,

 , , ]
n n x n

y n z n

V uV pn vV

pn wV pn HV

= ρ ρ + ρ +

+ ρ + ρ

F

– вектор потоков (Vn – нормальная состав-
ляющая скорости; p – давление; nx, ny, nz – 
компоненты нормали к грани).

Схема роу. Изложение указанной схе-
мы первого порядка точности представим в 
предположении равномерности расчетной 
сетки. Величина потока Ff  на грани кон-
трольного объема складывается из основ-
ной части ‹F› и диссипативной D:

.f = −F F D

Основная часть потоков вычисляется с 
использованием значений wR и wL

 консерва-
тивных переменных в центрах ячеек («пра-
вой» и «левой»), прилегающих к грани:

1
( ( ) ( )).

2
R L= +F F w F w

Диссипация вычисляется по схеме Роу 
[3]:

1 ( , ) ( ).
2

R L R LA= −D w w w w

Матрица Якоби A ( / )= ∂ ∂F w  на грани 
вычисляется по значениям переменных, 
полученным путем осреднения по Роу зна-
чений переменных в центрах прилегающих 
ячеек:

,R Lρ = ρ ρ

( ) / ( ),R R L L R L= ρ + ρ ρ + ρV V V

H ( ) / ( ).R R L L R LH H= ρ + ρ ρ + ρ

Модуль Якобиана вычисляется как про-
изведение 

A R L,= Λ



где Λ  – диагональная матрица, состав-
ленная из модулей собственных значений 
матрицы A;  R – матрица, составленная из 

(1)

(5)

(6)

(7)

(4)

(2)

(3)
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правых собственных векторов как столб-
цов; L – обратная ей матрица.

Для предотвращения возникновения 
ударных волн разрежения абсолютные зна-
чения собственных чисел модифицируются 
следующим образом [35]:

2

,       ;

1
,       ,

2

 λ λ > ε

  λ = λ  + ε λ < ε  ε  

 

 





если

если

где ε – положительный порог, пропорцио-
нальный скорости звука.

реконструкция решения и ограничители. 
Для повышения порядка точности с ис-
пользованием MUSCL-подхода, кусочно-
постоянное распределение переменных 
заменяется кусочно-полиномиальным, в 
частности кусочно-линейным в случае схе-
мы второго порядка точности. Перед вы-
числением потока на грани проводится 
процедура реконструкции, которая позво-
ляет вычислить «левые» и «правые» значе-
ния консервативных переменных /L R

fw  на 
грани, в соответствии с распределением 
переменных в контрольном объеме. Соот-
ветственно, потоки на грани вычисляются 
с использованием этих значений.

Рассмотрим сначала процедуру линей-
ной реконструкции решения для случая 
структурированных сеток (рис. 1, a).

Для TVD-схем [8] значения переменных 
слева и справа на грани f вычисляются в 
соответствии с линейной односторонней 
экстраполяцией [36]:

1
1

( )( ),
2

L
f i i i iu u r u u −= + ψ −

1 2 1
1

1 1
( ),

2
R
f i i i

i

u u u u
r+ + +
+

 
= − ψ − 

 

где u – любая из реконструируемых пере-
менных; ψ(r) – ограничитель, введенный 
для контроля осцилляций (в случае ψ = 0 
схема переходит в схему первого порядка 
точности).

Ограничитель вычисляется как функция 
отношения двух разностей:

1

1

.i i
i

i i

u u
r

u u
+

−

−
=

−

В работе [37] получены условия, кото-
рым должна подчиняться функция огра-
ничителя ψ, с тем чтобы для схемы вы-
полнялось условие невозрастания полной 
вариации (TVD-условие):

( ) 0rψ =  при 0,r <

( )
0 , ( ) 2.

r
r

r
ψ < ψ < 

 
В представленных ниже расчетах ис-

пользовались ограничители minmod, van 
Leer и van Albada (см. таблицу):

( ) max[0,min(1, )],MM r rψ =

( ) ,
1VL

r r
r

r

+
ψ =

+

2

2
( ) .

1
VA

r r
r

r

+
ψ =

+

В работе [9] на основе LED-концепции 
была предложена SLIP-схема, согласно ко-SLIP-схема, согласно ко--схема, согласно ко-
торой значения переменных слева и спра-
ва на грани f вычисляются по следующим 
формулам:

Рис. 1. Реконструкция решения в случаях структурированной (a) и неструктурированной (b) сеток; 
f – грань; P, Q, M – обозначения точек; r – радиус-векторы

a) b)

(8)

(10)

(9)

(16)

(15)

(14)

(11)

(12)

(13)
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где 1/2 1,i i iu u− −∆ = −  3/2 2 1.i i iu u+ + +∆ = −
Функция ( , )D u v  – это ограничитель, 

введенный в работе [11]:

( , ) 1 ,
max( , )

q

r

u v
D u v

u v x

−
= −

+ ε∆

где  r = 3/2, q ≥ 2; ∆x – характерный размер 
контрольного объема; ε – положительный 
порог, позволяющий ослабить действие 
ограничителя на гладких экстремумах.

Отметим, что значения на грани, оце-
ниваемые по формулам (17) и (18), не со-
ответствуют какому-либо полиномиально-
му распределению переменных в ячейке; 
в этом состоит отличие SLIP-схемы от 
MUSCL-подхода.

В случае неструктурированных сеток 
при использовании квазиодномерного под-
хода для построения ограничителей требу-
ется восстановить значения переменных в 
двух виртуальных точках, одна из которых 

расположена слева, а другая – справа от 
грани (точки PLL и PRR на рис. 1, b): они 
будут дополнять известные значения в бли-
жайших к грани точках PL и PR.

Заметим, что в явном виде значения 
переменных в виртуальных точках PLL и PRR 
не нужны, необходимо определить только 
разности

∆– = uL – uLL, ∆+ = uRR – uR,

где верхними индексами LL и RR обозначе-
ны значения переменной в восстановлен-
ных точках PLL и PRR.

Если ∆– и ∆+ определены, то при введе-
нии разности ∆ = uR – uL  TVD-схема (см. 
формулы (20), (21)) и SLIP-схема (см. фор-SLIP-схема (см. фор--схема (см. фор-
мулы (22), (23)) записываются в следующем 
виде:
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В представленных ниже расчетах ис-
пользовались два варианта восстановления 
точек, которые были предложены в работах 
[23] и [24] (далее они именуются как мето-

Таблица

Использованные методы и схемы расчета с обозначениями

Наименование Источник/конкретизация Формула Обозначение

Способ восстановления 
точек

Bruner –  Walters [23] (24), (25) BW
Darwish – Moukalled [24] (26), (27) DM
Структурированная сетка STR

Схема вычисления
потока (схема Роу)

Без пересчета (28), (30) R1
С пересчетом (29), (30) R2

Ограничитель

Minmod [38] (14) MM
van Leer [39] (15) VL

van Albada [40] (16) VA
Jameson [11] (19) J

Примечания . Первые три ограничителя используются при реконструкции переменных  
по TVD-схеме (см. формулы (9), (10), (20), (21)), ограничитель Jameson используется в сочетании  
со SLIP-схемой (см. формулы (17), (18), (22), (23)).

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)



Механика

129

ды BW и DM соответственно).
Согласно методу BW,

2( ) ,L Lu−∆ = ∇ ⋅ r

2( ) ,R Ru+∆ = − ∇ ⋅ r .

Согласно методу DM,

2( ) ,L LRu−∆ = ∇ ⋅ − ∆r

2( ) .R LRu+∆ = ∇ ⋅ − ∆r

В случае метода DM восстановленные 
значения (точки P''LL и P''RR на рис. 1, b) на-
ходятся на прямой, соединяющей центры 
контрольных объемов; реконструирован-
ные значения переменных определяются в 
точке Q на этой прямой. 

Для метода BW восстановленные зна-BW восстановленные зна- восстановленные зна-
чения (точки P'LL и P'RR на рис. 1, b) распо-
лагаются на прямых, соединяющих центр 
грани и центры левого и правого кон-
трольных объемов, а реконструированные 
значения определяются в центре грани – 
точке M.

Варианты реализации схемы роу  
второго порядка точности

Для построения схем второго порядка 
точности вычисляются реконструирован-
ные и ограниченные значения переменных 

L
fw  и ,R

fw  при этом в случае неравномерных 
сеток используется описанный выше алго-
ритм для равномерных сеток, что обычно 
приемлемо для сеток умеренной неравно-
мерности. Здесь следует отметить, что при 
восстановлении виртуальных точек по ме-
тоду BW неравномерность сетки учитыва-BW неравномерность сетки учитыва- неравномерность сетки учитыва-
ется непосредственно.

Возможны два варианта расчета основ-
ной части потоков. В первом из них, ис-
ходящем из формулировки SLIP-схемы [9], 
для случая равномерных сеток используется 
формула (3), а в случае неравномерных се-
ток она заменяется выражением, определя-
ющим процедуру линейной интерполяции 
значений в центрах контрольных объемов, 
прилегающих к грани:

( ) ( ( ) ( )),L R L= + β −F F w F w F w

где β = ΔL/(ΔL + ΔR) (ΔL/R – расстояние от 
центра контрольного объема, расположен-

ного слева (L) либо справа (R) от грани до 
ее центра).

Во втором варианте основная часть по-
токов вычисляются с использованием ре-
конструированных значений переменных 
на грани, что является общеупотребитель-
ным для TVD-схем [14, 15]:

0,5( ( ) ( )).L R
f f= +F F w F w

Диссипативная часть потока на грани 
для обоих вариантов расчета основной ча-
сти вычисляется с использованием рекон-
струированных значений переменных:

1 A( , ) ( ).
2

R L R L
f f f f= −D w w w w

Итак, для проведения представленных 
ниже тестовых расчетов было реализовано 
два варианта схемы Роу номинально второ-
го порядка точности: в первом из них, обо-
значенном как R1 (схема без пересчета), 
вычисления проведены по формулам (28), 
(30), во втором варианте (схема с пересче-
том), обозначенном как R2, используются 
формулы (29), (30).

В формулах (17), (18), определяющих 
варианты процедуры восстановления зна-
чений переменных в виртуальных точках, 
используется значение градиента консерва-
тивных переменных в центрах контрольных 
объемов. 

В настоящей работе для расчета гра-
диента произвольной скалярной величи-
ны используется формула метода Грина –  
Гаусса:

1
( ) ,C f f

fV
∇φ = φ∑ S

где Sf – вектор площади грани; ϕf – значе-
ние переменной в центре текущей грани, 
которое оценивается посредством линей-
ной интерполяции значений из центров 
контрольных объемов.

результаты расчетов и их обсуждение

Для тестовых вычислений использовал-
ся код SINF [41], исходно оперирующий 
со структурированными сетками (разра-
ботан на кафедре гидроаэродинамики, го-
рения и теплообмена СПбПУ). В рамках 
этого конечно-объемного кода были реа-
лизованы описанные выше методы повы-

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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шения порядка точности схемы Роу, ко-
торые можно непосредственно перенести 
на случай их использования в коде, опе-
рирующем неструктурированными сет-
ками. Реконструированные значения вы-
числяются с использованием TVD-схемы  
(см. формулы (20), (21)) и SLIP-схемы  
(см. формулы (22), (23)); восстановление 
точек проводится с помощью методов BW 
и DM (см. формулы (24), (25) и (26), (27) 
соответственно).

Расчеты проводились по неявной схе-
ме метода установления (в приращениях) с 
дискретизацией стабилизирующего опера-
тора по схеме расщепления матрицы коэф-
фициентов первого порядка.

Тестирование рассматриваемых схем 
проведено на двумерных задачах о тече-
нии невязкого газа, а именно – на задаче 
трансзвукового обтекания крылового про-
филя NACA-0012 и сверхзвукового течения 
в канале с центральным клином.

Трансзвуковое обтекание крылового про-
филя NACA-0012.   Рассматривается транс-
звуковое невязкое обтекание указанно-
го профиля потоком, с числом Маха на 
бесконечности M∞ = 0,8, под углом атаки  
α∞ = 1,25°. Эта задача широко использу-
ется в литературе для оценки работоспо-
собности различных численных схем [11,  
42 – 46]. Для указанных условий реализует-
ся течение, при котором на верхней стороне 
профиля «садится» относительно сильный 
скачок уплотнения, а на нижней – слабый 
(см. рис. 2, a).

Тестовые расчеты проведены для обла-
сти, внешней границей которой служила 
окружность радиуса R; последний в 100 раз 
превышал линейный масштаб Ls; при этом 
хорда профиля составляла 1,018 Ls. Эталон-
ное решение было получено по алгоритму, 
исходно предполагающему структурирован-
ность сетки. Конкретнее, использовалась 
SLIP-схема (17), (18) с параметрами ограни--схема (17), (18) с параметрами ограни-
чителя Jameson (19), имеющими значения  
q = 3, ε = 0. Сеточная сходимость исследо-
валась посредством проведения расчетов на 
трех O-сетках, симметричных относительно 
хорды профиля; размеры сеток составляли 
42 × 161, 84 × 321 и 168 × 641 узлов.

На рис. 2, a показано распределение ко-

эффициента давления, полученное на трех 
сетках, и приведены значения коэффици-
ентов подъемной силы и сопротивления. 
По мере измельчения сетки коэффициент 
подъемной силы увеличивается, а коэффи-
циент сопротивления уменьшается. Сетка, 
содержащая 84 × 321 узлов, обеспечивает 
решение, практически сошедшееся по сет-
ке, поскольку отличие от данных, получен-
ных на сетке 168 × 641 узлов, составляет 
всего 1,0 % для коэффициента подъемной 
силы и 3,8 % для коэффициента сопротив-
ления. Полученные значения CL и CD хоро-
шо согласуются с результатами работы [43], 
где расчеты по CUSP-схеме второго поряд-
ка точности на сетке 168 × 641 узлов дали 
значения CL = 0,3569, CD = 0,02224, а также 
с данными других авторов [47]. Посколь-
ку решения на сетках 84 × 321 и 168 × 641 
узлов практически не отличаются, решение 
на сетке 168 × 641 можно считать эталон-
ным. Изолинии числа Маха для эталонного 
решения показаны на рис. 2, b.

Сопоставительные расчеты по различ-
ным схемам второго порядка точности 
проведены на сетке 42 × 161. Выбор такой 
(достаточно грубой) сетки обусловлен тем, 
что в этом случае наиболее ярко заметны 
различия в решениях по разным схемам. 
Основное внимание было уделено тести-
рованию схем, пригодных для применения 
на неструктурированных сетках. С целью 
более полного анализа проводились также 
расчеты по схемам, исходно предполагаю-
щим структурированность сетки и не тре-
бующим применения процедуры восста-
новления значений переменных в точках 
сеточного шаблона.

Результаты сопоставительных расчетов 
представлены на рис. 3 и 4, где приведены 
распределения коэффициента давления и 
изолинии числа Маха для разных схем. Рас-
пределения коэффициента давления были 
получены в окрестности скачка на верхней 
стороне профиля (рис. 3, a, c, e) и около 
передней кромки профиля (рис. 3, b, d, f). 
Полученные распределения сравнивались с 
эталонным решением.

Восстановление точек по методу BW 
приводит к возникновению осцилляций в 
численном решении около скачка, причем 
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Рис. 2. Распределения коэффициента давления для трех сеток (a)  
и изолинии числа Маха для эталонного решения (b).

Коэффициенты сопротивления и подъемной силы для сетки 42 × 161 узлов были соответственно  
CD = 0,02903, CL = 0,3329 (кривая 1), для сетки 84 × 321 – CD  = 0,02296, CL = 0,3501 (2),  

для сетки 168 × 641 – CD = 0,02212, CL = 0,3537 (3)

a) b)

Рис. 3. Распределения коэффициента давления, рассчитанные по схемам  
R1/BW/J (1), R1/BW/VL (2), R1/BW/MM (3), R1/STR/VL (4), R1/DM/VL (5), R2/STR/VL (6),  

R2/DM/VL (7), R2/DM/MM (8), R2/DM/J (9); 
распределения получены в окрестности скачка на верхней стороне профиля (a, c, e)  

и около передней кромки профиля (b, d, f)

a) b) c)

d) e) f )
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как при использовании TVD-схем, так и 
при использовании SLIP-схемы (рис. 3,a). 
Для некоторых вариантов, например  
R2/BR/VL, R2/BR/VA, возникающие 
осцилляции оказались настолько сильны-
ми, что это привело к неустойчивости схе-
мы и невозможности получить сошедшееся 
решение.

Расчеты, проведенные по схеме для 
структурированной сетки и по схеме для 
неструктурированной сетки, использующей 
процедуру восстановления точек по методу 
DM, дали решения, которые практически 
не отличаются в области скачка; при этом 
вдали от скачка (около передней кромки) 
решение на структурированной сетке ле-
жит ближе к эталонному (рис. 3, d).

Анализ результатов, полученных по 
схеме для неструктурированной сетки при 
разных подходах к расчету основной со-
ставляющей потоков показывает, что в 
случае TVD-схем использование схемы с 
пересчетом (R2) приводит к более гладкому 
решению, по сравнению со случаем схемы 
без пересчета (R1); это отчетливо видно по 
изолиниям числа Маха (рис. 4). Вместе с 
тем, осцилляций около скачка не наблю-
дается в обоих случаях (рис. 3, c). Кроме 
того, применение схемы с пересчетом при-
водит к менее диссипативной схеме: реше-
ние около передней кромки лежит ближе 

к эталонному, по сравнению со схемой 
без пересчета. Особым образом ведет себя 
SLIP-схема: при расчете основной состав--схема: при расчете основной состав-
ляющей потоков по схеме с пересчетом она 
оказывается неустойчивой.

Выбор TVD-ограничителя существенно 
влияет на диссипативность схемы, в част-
ности, использование ограничителя minmod 
приводит к более диссипативной схеме, чем 
ограничителя van Leer. При этом решение 
около скачка отличается незначительно 
(рис. 3, e). Данные вычислений по SLIP-
схеме, с расчетом основной составляющей 
потоков по схеме без пересчета, позволя-
ют заключить, что SLIP-схема сравнима по 
диссипативности с TVD-схемой, где при-TVD-схемой, где при--схемой, где при-
меняется схема с пересчетом и ограничи-
тель minmod (рис. 3, f).

Сверхзвуковое течение в канале с цен-
тральным клином. Рассмотрим вслед за 
работой [44] двумерное невязкое сверх-
звуковое течение в канале с центральным 
клином, тангенс угла α которого составляет 
1/3. В канал входит сверхзвуковой поток с 
числом Маха Min = 3,0, на выходе поток яв-
ляется также сверхзвуковым.

Эталонное решение, как и в случае за-
дачи обтекания профиля, было найдено в 
результате вычислений на структурирован-
ных сетках с использованием SLIP-схемы. 
Для исследования сеточной сходимости ис-

Рис. 4. Изолинии числа Маха рассчитанные по схемам R1/DM/VL (a) и R2/DM/VL (b)  
(см. обозначения в таблице)

a) b)
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пользовали три сетки: 41 × 121, 81 × 239 и 
161 × 477 узлов.

На рис. 5,a для трех сеток приведены 
распределения числа Маха вдоль линии  
y = 0,7. Решение, полученное на сетке 
81 × 239 узлов, практически не отличается 
от такового на сетке 161 × 477 узлов; это 

позволяет считать второе из этих решений 
эталонным.

Изолинии числа Маха для эталонно-
го решения представлены на рис. 5, b, где 
также нанесена штриховая линия, опреде-
ляющая положение косого скачка, соглас-
но хорошо известному аналитическому ре-
шению.

Сопоставительные расчеты по различ-
ным схемам проводились с использованием 
сетки 41 × 121 узлов. Их результаты приве-
дены на рис. 6 и 7, где для разных вычисли-
тельных схем представлены распределения 
числа Маха вдоль линии y = 0,7 и изолинии 
числа Маха в расчетной области.

Как и для задачи обтекания профи-
ля NACA-0012, при расчете течения в ка-
нале с клином восстановление точек по 
методу BW приводит к возникновению 
осцилляций в численном решении около 
скачка. Однако, в отличие от предыдущей 
задачи, сошедшееся решение удалось по-
лучить в том числе и для схем R2/BR/VL,  
R2/BR/VA.

Расчеты, проведенные по схеме для не-
структурированной сетки, приводят к ре-
шению, хорошо совпадающему с таковым 
по схеме для структурированной, если в 
первом случае используется процедура вос-
становления точек по методу DM (на ри-DM (на ри- (на ри-
сунках результаты не приведены).

Аналогично задаче обтекания профиля, 
в случае TVD-формулировок использова-TVD-формулировок использова--формулировок использова-

Рис. 5. Изменение числа Маха вдоль линии  
y = 0,7 для трех сеток (a) и изолинии числа 

Маха для эталонного решения (b)
В расчетах использованы сетки 41×121 узлов (1), 

81×239 (2) и 161×477 (3)

a)

b)

Рис. 6. Распределения числа Маха вдоль линии y = 0,7, рассчитанные по схемам  
R1/DM/VL (1), R2/DM/VL (2), R2/DM/MM (3), R2/DM/J (4)

a) b)
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ние схемы с пересчетом приводит к более 
гладкому решению, чем применение тако-
вой без пересчета (см. рис. 7, a, b), и, кроме 
того, приводит к менее диссипативной схе-
ме: решение вдали от скачка лежит ближе 
к эталонному. Как и ранее, SLIP-схема при 
расчете основной составляющей потоков 
по схеме с пересчетом оказалась неустой-
чивой.

Ограничитель minmod более диссипа-minmod более диссипа- более диссипа-
тивен, по сравнению с ограничителем van 
Leer. Это проявляется как в области глад-. Это проявляется как в области глад-
кого решения (см. рис. 7, b, c), так и около 
скачков (см. рис. 6, b). Такое заключение не 
противоречит представленным в литературе 
расчетным данным (см., например, работу 
[27]). Результаты наших расчетов с исполь-
зованием ограничителя van Albada показа-van Albada показа- Albada показа-Albada показа- показа-
ли, что по диссипативным свойствам он 
находится между ограничителями minmod 
и van Leer (результаты не приводятся).

Заключение

Выполнена обширная серия тестовых 
расчетов с применением различных схем 
повышенного (второго) порядка точности, 
разработанных и опубликованных различ-
ными исследователями для расчета газо-
динамических течений на неструктуриро-
ванных сетках в рамках квазиодномерного 
подхода к реконструкции переменных на 

гранях контрольных объемов с применени-
ем монотонизирующих ограничителей. Для 
вычисления потоков на гранях контроль-
ных объемов применялась схема Роу.

Предложенный в работе [23] метод вос-
становления значений переменных в вир-
туальных точках, необходимых для реали-
зации схем повышенного порядка (метод 
BW), приводит к возникновению осцилля-), приводит к возникновению осцилля-
ций в области скачков уплотнения. В случае 
«искривленных» сеток данный способ вос-
становления может приводить к неустойчи-
вости вычислений. Большей устойчивостью 
обладают вычисления, если для восстанов-
ления используется метод DM [24]. В слу-DM [24]. В слу- [24]. В слу-
чае «искривленных» сеток указанный метод 
вносит дополнительную диссипацию.

На гладкость решения существенно 
влияет способ расчета основной составляю-
щей конвективного потока: для получения 
более гладкого решения основную состав-
ляющую потоков, так же, как и численную 
диссипацию, необходимо рассчитывать с 
использованием реконструированных зна-
чений (по схеме с пересчетом). Кроме того, 
такой способ расчета основной составляю-
щей конвективного потока приводит к ме-
нее диссипативной схеме. В целом, однако, 
выбор ограничителя влияет на диссипатив-
ность схемы сильнее, чем способ расчета 
основной части потоков.

Рис. 7. Поля чисел Маха, рассчитанные с использованием разных схем:  
R1/DM/VL (a), R2/DM/VL (b), R2/DM/MM (c) и R1/DM/J (d)

a) b)

c) d)
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