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В работе сформулирована модель кавитирующих течений, в которой ис-
пользуется  лагранжево-эйлеровское описание многофазной среды и где учи-
тывается гетерогенный механизм образования кавитационых пузырей. Для мо-
делирования их роста и схлопывания применяется уравнение Рэлея – Плессе, 
дополненное уравнениями межфазного переноса массы и энергии, определя-
ющими их внутренние параметры. Разработанная модель обеспечивает каче-
ственное совпадение формы кавитационной каверны и положения ее задней 
границы с экспериментальными наблюдениями.
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Cavitation is a process of vapour and gas bubbles formation in a liquid flow.  
It occurs when a flow pressure drops below a certain level depending on liquid’s 
physical properties and its temperature. One of the important factors of cavitation 
is the presence of unsolved microscopic bubbles filled with gas and/or vapour in 
real liquids. These bubbles, or nucleation sites, evolve under pressure drops that are 
sufficient for evaporation of surrounding liquid.

A model of cavitating flows based on Euler – Lagrange description of multiphase 
medium has been developed. It took into account heterogeneous nature of cavitation 
bubbles formation. The Rayleigh – Plesset equation along with interphase mass and 
energy transfer equations were used to simulate bubbles evolution. The developed 
model provides qualitatively accurate prediction of cavity shape and its borders 
position in comparison with the experimental data. 
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 Введение

Кавитация, т. е. образование в жидкости 
полостей (пузырьков, каверн), заполнен-
ных паром или парогазовой смесью, – это 
фундаментальная проблема, которая пред-
ставляет неизменный интерес в связи с раз-
витием теории многофазных сред и огром-
ным числом ее приложений [1]. Явление 
кавитации возникает при падении давления 
ниже определенного уровня, зависящего от 
свойств жидкости и ее температуры [2 – 6]. 
Большую роль при этом играет возможное 
присутствие в жидкости микроскопических 
включений (пузырьков и твердых частиц), 
т. е. «зародышей», или ядер кавитации. 

При повышении давления в кавитиру-
ющей среде, каверны (пузырьки) коллап-
сируют, в результате чего могут образовы-
ваться ударные волны и высокоскоростные 
кумулятивные струйки, которые вызывают 
кавитационную эрозию.

Изучение кавитации имеет большое 
практическое значение, ввиду широкой 
распространенности этого явления. Иссле-
дования охватывают широкий круг вопро-
сов: от задач физиологии (например, вски-
пание крови при понижении давления [1]) 
до проблем проектирования энергетическо-
го и транспортного оборудования (гидро-
турбины, насосы, гребные винты, насосы, 
клапаны и т. п.) [3 – 4, 7], а также развития 
технологий, использующих эффекты энер-
говыделения в жидкости [2, 8 – 9].

Эрозия, которая сопутствует развитию 
кавитации, может сильно влиять на функ-
ционирование соответствующих устройств, 
поскольку приводит к снижению их про-
изводительности, вплоть до разрушения. 
Поэтому изучение эрозии также вызывает 
большой интерес для фундаментальных и 
прикладных исследований. 

Следует заметить, что эксперименталь-
ное изучение кавитации сталкивается с 
большими трудностями, связанными с экс-
тремальными значениями ее параметров и 
различными пространственно-временными 
масштабами исследуемых процессов. В этих 

условиях математическое моделирование 
становится перспективным и эффективным 
инструментом изучения кавитации [7 – 9]. 

Предлагаемая статья посвящена анализу 
одного из возможных подходов к математи-
ческому моделированию кавитации. 

Математическая модель течений  
кавитирующей жидкости

Основными подходами к моделирова-
нию течений многофазных сред являются 
эйлеровско-эйлеровское и лагранжево-
эйлеровское описания [10].

В первом случае исследуемая гетероген-
ная среда заменяется квазигомогенной сме-
сью, имеющей непрерывные (континуаль-
ные) распределения плотностей, скоростей, 
давлений и других параметров фаз. При 
этом обе фазы (несущая жидкость и пузыри) 
в этой модели занимают весь объем смеси, 
и вводится понятие объемной доли фазы; 
это позволяет определить фиктивные плот-
ности компонентов квазигомогенной смеси 
и использовать систему уравнений Навье – 
Стокса при расчетах течений с кавитацией. 

Однако для этих моделей не характерен 
учет физики процессов эволюции пузырей, 
образующихся при кавитации, а это в ряде 
случаев может быть ключевым фактором.

В рамках второго подхода движение не-
сущей фазы определяется уравнениями ди-
намики сплошной среды, а для описания 
движения дисперсной фазы (в частности, 
пузырьков) используется подход Лагранжа, 
основанный на введении набора пробных 
частиц. Расчет течений многофазной среды 
включает при этом следующие основные 
этапы:

решение уравнений несущей фазы (Эй-
леров этап);

решение уравнений движения пробных 
частиц в соответствии с полем течения не-
сущей фазы, полученным на предыдущем 
этапе (уравнений Лагранжева этапа);

решение уравнений межфазного пере-
носа для учета влияния дисперсной фазы 
на несущую;
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уточнение поля течения несущей фазы 
с учетом влияния дисперсной фазы (новый 
шаг по времени в рамках Эйлерова этапа).

Второй подход требует значительных 
вычислительных затрат, однако позволяет 
проводить расчет динамики каждой пробной 
частицы (пузыря) индивидуально, а также 
учитывать неоднородность их распределе-
ния по размерам, в отличие от эйлеровско-
эйлеровской модели, которая усредняет их 
поведение. Благодаря этому преимуществу 
развитие методов лагранжево-эйлеровского 
описания представляется наиболее целе-
сообразным.

На эйлеровском этапе движение несу-
щей фазы описывается системой уравне-
ний Навье – Стокса:
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где ,ρ  кг/м3 – плотность смеси; 
,l l v vρ = ρ α + ρ α  (α  – объемная доля веще-

ства, индексы l и v относятся к жидкости 
и пару, соответственно); V, м/c – вектор 
скорости; P, Па – давление; S, кг/м3·с – 
источниковые члены (плотности распреде-
ления массовых источников, индексы l и v 
также относятся к жидкости и пару, соот-
ветственно); ijτ  – компоненты тензора на-
пряжений.

На Лагранжевом этапе рассчитывается 
перемещение пузырей в поле скорости с 
учетом или без учета массовых сил: 
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где X = [x; y; z], F = [Vx; Vy; Vz] (Vi – компо-
ненты скорости).

Затем решается система уравнений, 
основанных на законах сохранения массы 
и энергии:
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где RB – радиус кавитационного пузырь-
ка; m – масса; UB – внутренняя энергия 
кавитационного пузырька; PB, Па – дав-
ление пара в кавитационном пузырьке;  
U12 – поток энергии через поверхность раз-
дела фаз.

Систему (3), (4) можно преобразовать 
к следующему виду, пригодному для не-
посредственного определения параметров 
пара внутри пузырька [9, 19]:
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где Ps, Па – давление насыщенного пара; 
Tl , TB, K – температуры жидкости и газа 
в пузырьке, соответственно; acη  – коэффи-
циент аккомодации; rv – удельная газовая 
постоянная; ,Σ  Н/м – коэффициент по-
верхностного натяжения; γ – показатель 
адиабаты газа.

Коэффициент аккомодации acη  равен 
0,04 в случае воды, удельная газовая посто-
янная rv = Pv/ρvTvMv (Tv – температура пара, 
Mv – молярная масса газа в пузырьке), по-
казатель адиабаты газа γ = 1,4. 

Уравнения (5), (6) дополняются уравне-
нием динамики радиального движения пу-
зырька в форме Рэлея – Плессе [11, 12]: 
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где P∞, Па – давление внешнего потока;  
µ, Па·с – динамическая вязкость.

Это уравнение описывает рост и сжатие 
сферически симметричного пузырька пара 
с учетом инерции при радиальном движе-
нии окружающей жидкости, разностью вну-
треннего и внешнего давлений (PB – P∞), а 
также вязкостью и поверхностным натяже-
нием. Процессы диффузии газа в работе не 
учитываются.

Подходы к описанию возникновения  
кавитации

Большинство моделей кавитационных 
течений используют эйлеро-эйлеровское 
описание двухфазной среды. В их основе 
могут лежать баротропные уравнения со-
стояния среды [18], термодинамические 
соотношения [17] или уравнения связи 
между источниковыми членами S, ответ-
ственными за межфазный массоперенос, и 
динамикой роста и сжатия пузырей [16, 17].  
В работах [13, 14, 16] рассматривается за-
дача об обтекании крылового профиля  
NACA���������������������������������    -66, для которой имеется экспери-
ментальная информация [15]. 

В работе [17] предложен ряд моделей 
кавитации, основанных на термодинамиче-
ских соотношениях для фазовых переходов. 
Простейшая из них основана на предполо-
жении о равновесии фаз и числе ядер ка-
витации, достаточном для пренебрежения 
временем метастабильного состояния, что 
справедливо в случаях простых течений. 
Там же рассмотрен ряд более сложных 
дифференциальных моделей, учитывающих 
метастабильность, теплообмен при фазовых 
переходах, наличие пузырьков нерастворен-
ного газа и некоторые другие факторы. Мо-
дели, использующие эйлеро-эйлеровское 
описание, дают качественно сходные рас-
пределения паросодержания и адекватно 
предсказывают размеры каверны. Однако 
они не отражает физику процессов паро-
образования и конденсации, так как ис-
пользуют допущение, что парообразование 
происходит строго при достижении давле-
ния насыщения (объемное содержание га-
зовых пузырьков в смеси предполагается 
достаточным для пренебрежения временем 
задержки фазового перехода). К недостат-

кам данного подхода следует также отнести 
зависимость результатов моделирования от 
значений эмпирических параметров, входя-
щих в уравнения; в связи с этим требуется 
их дополнительная подстройка [16, 17]. 

В последние годы различными иссле-
довательскими группами были выполне-
ны расчеты кавитационных течений с ис-
пользованием лагранжево-эйлеровского 
описания. В работе [19] выполнен расчет 
кавитационного облака с помощью Ла-
гранжева метода моделирования динами-
ки дискретных пузырьков. Несущая фаза 
представлена квазигомогенной смесью с 
переменным непрерывным распределени-
ем плотности, удовлетворяющим законам 
сохранения массы и импульса. Рост и сжа-
тие пузырьков моделировались с помо-
щью уравнения Келлера – Герринга (мо-
дификация уравнения Рэлея – Плессе).  
На основании данных о расположении 
пузырьков и их размерах рассчитывалась 
объемная доля пара, для перевода дис-
кретного распределения пузырей в объеме 
в сплошное поле плотности смеси была 
использована функция гауссовского рас-
пределения.

В этих работах использованы данные по 
наблюдаемым в жидкостях микрочастицам 
(микропузырькам), которые служат ядра-
ми («зародышами») кавитации. Согласно 
экспериментальным данным работы [4], в 
одном кубическом метре дистиллирован-
ной воды содержится около 1011 – 1012 за-
родышей, а их характерные радиусы лежат 

Рис. 1. Расчетная схема распределения  
пробных пузырей в поле несущей среды  
на основе экспериментальных данных  

работы [4] 



Математическое моделирование физических процессов

59

ются поля скорости и давления несущей 
среды, которые  используются в качестве 
исходных данных для выполнения Лагран-
жева этапа расчетов. На первом шаге про-
исходит «засеивание» расчетной области 
пробными пузырями (см. рис. 1). 

В настоящей работе начальное распре-
деление пузырей в жидкости задается в со-
ответствии с экспериментальными данны-
ми из работы [4]. При этом распределение 
кавитационных ядер по размерам заменяет-
ся кусочно-постоянной функцией; NB – ко-
личество ядер с радиусом RB (рис. 2). 

На Лагранжевом этапе алгоритма про-
водится расчет движения и изменения раз-
меров пробных пузырьков. При этом вы-
полняется интерполяция полей несущей 
фазы по схеме, приведенной на рис. 3, а, 
для определения параметров в точке распо-
ложения пузырька. Рост пробных пузырей 
описывается системой уравнений (5) – (7). 

После обработки всех имеющихся проб-
ных пузырей производится расчет объемно-
го паросодержания с учетом числа пузырей, 
попавших в каждый контрольный объем, и 
расчет численной плотности (вероятность 
нахождения) пузырьков данного сорта в 
единице объема (контрольном объеме). Ис-
пользуется схема трансляции значений из 
точек расположения пузырьков в ближай-
шие узлы вспомогательной расчетной сетки 
(рис. 3, b). Такой подход обеспечивает не-

в пределах от 1 до 6 мкм (рис. 1). Присут-
ствие этих зародышей обеспечивает возник-
новение гетерогенной нуклеации и разви-
тие кавитационных пузырей [20]. Основой 
формирования ядер кавитации служат те 
частицы или неоднородности поверхности, 
размер (радиус) которых превышает крити-
ческое значение Rcr, определяемое из соот-
ношения Лапласа: 

2
,cr

s l

R
P P

Σ
=

−

где индексы s и l относятся соответственно 
к давлению насыщенного пара и давлению 
в потоке жидкости.

В настоящей работе использована мето-
дика расчета течений с кавитацией, осно-
ванная на лагранжево-эйлеровском опи-
сании двухфазной среды и упрощенной 
модели гетерогенной нуклеации, в которой 
центрами парообразования являются толь-
ко присутствующие в жидкости паровые 
пузыри (другие факторы, такие как нали-
чие пузырьков воздуха, твердых примесей 
и шероховатости поверхности не учитыва-
ются). 

Лагранжево-эйлеровский алгоритм расчетов 
течения кавитирующих сред

На каждом временном шаге в рамках 
эйлеровского этапа алгоритма определя-

Рис. 2.  Аппроксимация спектра кавитационных ядер (пунктирная линия) 
кусочно-постоянной функцией (сплошные линии)

(8)
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прерывность поля объемного паросодержа-
ния. По полученным значениям объемной 
доли пара корректируется поле плотности, 
после чего выполняются поправки для уче-
та закона сохранения массы, и происходит 
переход к эйлеровскому этапу для нового 
шага по физическому времени.  

При движении и росте пузырьков воз-
можно их взаимодействие друг с другом и 
слияние. Слияние и дробление пузырьков 
в данной работе не учитывается. Вместо 
этого вводится условная граница между 
режимами пузырьковой кавитации и ка-
верны, определяемая значением объемного 
паросодержания αv. В последнем случае в 
области, где кавитация считается развитой 
(с высокими значениями αv), а внутренние 
параметры пузырей заморожены, возмож-
но применение эйлеро-эйлеровского опи-
сания. Такая гибридная модель сохраняет 
преимущества Лагранжева описания ди-
намики дискретных пузырьков в случаях 
пузырьковой кавитации; в то же время эта 
модель избавляет исследователя от необхо-
димости проведения трудоемких расчетов 
параметров каждого пузырька в областях с 
развитой кавитацией. 

Введенные допущения позволяют упро-
стить реализацию метода, поскольку отпа-
дает надобность моделировать дробление 
каверны и слияние отдельных пузырьков, 
сохраняя их число постоянным. При этом 

каверна представляется в виде искусствен-
ного плотного «облака» кавитационных пу-
зырей.

Тестирование модели

При моделировании процесса кавита-
ции рассмотрены следующие задачи: 

1. Эволюция одиночного пузыря при 
синусоидальных колебаниях давления жид-
кости (акустическая кавитация):

P(t) = P0 + (Pmax – |Pmin|) sin(2πt/tper),

где P0, Pmax, Pmin  – средняя, максимальная и 
минимальная величины давления; tper – пе-
риод колебаний давления.

2. Течение в узком канале переменного 
сечения (рис. 4), причем рассмотрен такой 
же канал, какой приведен в работе [7].

Применение лагранжево-эйлеровского 
описания в данном случае сопряжено с 
рядом трудностей. Одна из них относится 
к пространственным масштабам, а имен-
но – характерные размеры расчетных яче-
ек сравнимы с размерами кавитационных 
пузырей, поэтому необходимо либо вво-
дить дополнительные огрубленные сетки, 
либо строить специальные схемы для учета 
влияния распределения пузырей. В рассмо-
тренных масштабах количество пузырей в 
единице объема может оказаться меньше 
одного; в этом случае величина должна вы-
ражать вероятность нахождения пузыря в 

Рис. 3. Схема, поясняющая связь лагранжевского и эйлеровского этапов алгоритма расчета: 
a – интерполяция гидродинамических переменных из узлов сетки 1 – 4 в точку расположения пузырька М,  

b – передача информации о паросодержании в узлы сетки 1 – 4

(9)
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данном (контрольном) объеме. 
Эйлеровский этап численного решения 

выполнен нами с использованием солве-
ров, входящих в состав открытой вычисли-
тельной среды OpenFOAM; Лагранжев этап 
проведен с использованием специально 
разработанного программного модуля.

На рис. 5 показаны графики роста оди-
ночного пузыря с начальным радиусом 
RB = 2 мкм при амплитуде колебаний дав-
ления ΔP  =  200  атм и разных значениях 
температуры среды. Видно, что в момент 

второго падения давления схлопывающие-
ся пузыри возобновляют рост. Влияние 
разницы температур несущей среды оказы-
вается наиболее заметным, если сравнивать 
данные расчетов при температурах 30 °C и 
свыше 60 °С. В случае более высоких тем-
ператур рост пузырей начинается раньше, 
соответственно они набирают сравнитель-
но большую массу и инерцию, и их коллапс 
происходит с задержкой. Это приводит к 
задержке возобновления роста, и в итоге, 
к моменту третьего подъема давления пу-

Рис. 4. Схема экспериментальной установки для имитации течения в инжекторе [7]: 
1 – пластинка с каналом, 2 – окна подачи и отвода жидкости, 3 – вход в канал, входное  

давление Pin = 300 атм, 4 – выход из канала, выходное давление Pout = 52 атм

Рис. 5. Динамика роста одиночного пузыря при разных значениях температуры среды,  
°C: 30 (кривая 1), 60 (2), 90 (3); приведены колебания давления среды (кривая 4).  

Начальный радиус пузыря – 2 мкм 
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зыри в более нагретой жидкости вырастают 
до меньшего объема, чем при температуре  
30 °С. Дальнейшая их динамика обуслов-
лена влиянием двух основных факторов: 
инерцией пузырька и колебаниями внеш-
него давления. Отметим, что при расчетах 
с использованием одиночного уравнения 
Рэлея – Плессе, данного эффекта не на-
блюдается: пузырь исчезает после первого 
периода восстановления давления. 

Таким образом, учет изменения вну-
тренних параметров на этапе коллапса пу-
зыря оказывается более важным, чем на 
этапе роста, где, согласно нашим результа-

там, несущественна зависимость динамиче-
ского поведения процесса от применяемой 
для его описания модели.  

Сделанные выводы о применимости 
различных уравнений динамики пузыря 
позволяют составить схему расчета более 
сложных задач о течениях с кавитацией. 
При первоначальном расширении пузырей 
и формировании каверн, в расчетах можно 
пренебрегать изменениями внутренних па-
раметров пузыря, поскольку на этом этапе 
их учет не вносит существенного вклада в 
динамику его роста.

Таким образом, в рамках данной моде-
ли рассматриваются следующие состояния 
пробного пузыря: 

кавитационное ядро;
первичный рост пузыря;
часть области каверны;
схлопывающийся пузырь;
прекращение его существования в ре-

зультате коллапса / соударения со стенкой / в 
ыход за пределы расчетной области.

На рис. 6 приведено сравнение полу-
ченного распределения объемного паро-
содержания в момент времени t = 60 мкс 
с результатами расчетов, где применялся 
решатель �����������������������������   cavitatingFoam���������������   , и с осреднен-
ными экспериментальными данными, 
представленными в работе [7]. Результа-
ты, полученные с помощью лагранжево-
эйлеровского способа моделирования ди-
намики пробных пузырей, хотя и являются 
несколько завышенными, но оказываются 
ближе к осредненным эксперименталь-
ным результатам [7]. В обоих случаях ка-
витационная каверна распространяется за 
пределы узкой части канала. В расчетах 
с использованием эйлеро-эйлеровского 
подхода интенсивность парообразования 
занижена вследствие специфических осо-
бенностей модели.

Заключение

В данной работе сформулирована мо-
дель кавитирующего течения, которая учи-
тывает эволюцию кавитационных пузырей. 
Применяется лагранжево-эйлеровское опи-
сание среды с учетом гетерогенного меха-
низма образования пузырей. Моделирова-
ние их роста и схлопывания осуществлено с 

Рис. 6. Формы кавитационной каверны,  
полученные экспериментальным (a)  

и расчетными (b, c) путями.
 Экспериментальные данные [7] относятся  

к моменту выхода каверны за пределы канала  
(t = 60 мкс), T = 326 K, Pout = 52 атм. Представлены 

результаты модельных расчетов течений,  
выполненных в соответствии  
с эйлеровско-эйлеровским (b)  

и лагранжево-эйлеровским (c) описаниями

c)
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использованием уравнения Рэлея – Плессе 
и уравнений межфазного переноса массы 
и энергии, определяющими их внутренние 
параметры. 

Разработанная модель обеспечивает ка-
чественное совпадение формы каверны и 
положения ее задней границы с экспери-
ментальными наблюдениями.
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