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КВАНТОВАНИЕ ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ В ЗАМКНуТОй ВСЕЛЕННОй
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Энергия замкнутой Вселенной представлена в виде разности двух положи-
тельно определенных величин, одна из которых включает энергию материи и 
энергию гравитационных волн на фоне расширяющейся Вселенной. Вторая 
величина связана с расширением Вселенной и названа энергией пространства. 
Суммарная энергия замкнутой Вселенной равна нулю в любой системе отсче-
та, если выполняются классические уравнения гравитационных связей. В кван-
товой теории сформулирован принцип минимума плотности энергии материи 
на пространстве состояний Вселенной при дополнительном условии, что гра-
витационные связи выполняются в среднем. Определяемые этим принципом 
состояния Вселенной отличаются степенью возбуждения материи и, согласно 
гравитационным связям, соответствующим возбуждением пространства. Со-
стояние наименьшего возбуждения предложено рассматривать в качестве На-
чала Вселенной, а все множество решений – допустимыми физическими со-
стояниями Вселенной в разные моменты космического времени.
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quANTIZATION OF THE ENERGY DENSITY IN A CLOSED uNIVERSE

N.N. Gorobey, A.S. Lukyanenko 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

The energy of a closed universe is represented as a difference of two positive 
definite quantities, one of which includes the energy of matter and the energy of 
gravitational waves on the expanding universe background. The second quantity 
relates to the universe expansion and is called the energy of space. The whole energy 
of the universe equals zero provided the classical gravitational constraints are taken 
into account. In quantum theory a principle of the energy density of the matter 
minimum is formulated in the condition that the quantum gravitational constraints 
are also fulfilled in average. The states of the universe which satisfy the conditional 
minimal principle have different degree of the physical degrees of freedom excitation 
and, according to the gravitational constraints, corresponding excitation of space. The 
state of minimal excitation is proposed to be taken as the Beginning of the universe, 
and all the set of solutions, correspondingly, as admitted physical states of the universe 
at different moments of a cosmic time.
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будет истолковано так, что положительная 
энергия материи, наполняющей Вселенную 
(сюда входит и энергия гравитационных 
волн), полностью компенсируется отрица-
тельной энергией гравитационного поля, 
связанной с масштабным фактором, ко-
торая возникает в случае замкнутого про-
странства (100%-ый дефект массы). Прежде 
всего, энергия гравитационного поля в зам-
кнутой Вселенной разделена на две части, 
имеющие противоположные знаки: часть 
энергии, которая включает энергию грави-
тационных волн на фоне расширяющейся 
Вселенной, и собственно энергия расши-
рения пространства. Предлагаемый подход 
основан на теореме положительности энер-
гии гравитационного поля, которая перво-
начально была сформулирована для остров-
ного распределения масс с асимптотически 
плоской геометрией пространства-времени 
[7, 8]. Гамильтонова формулировка этого 
результата вместе с новыми комплексными 
каноническими переменными общей тео-
рии относительности (ОТО) предложена в 
статье [9]. В работе [10] предложено обоб-
щение этой теоремы на случай замкнутой 
Вселенной. Гамильтониан в этом случае 
имеет вид линейной комбинации связей 
ОТО , 0,1,2,3Hµ µ =  (связи являются плот-
ностями веса +1, их явный вид см. в моно-
графии [11]):

3 .H d xN Hµ µΣ
= ∫

Коэффициенты N µ  называются функ-
циями следования и сдвига и определяют 
геометрию (3+1)-разбиения пространства-
времени на пространство и время. Цен-
тральное место в этом рассмотрении зани-
мает тождество Виттена [7, 8], в котором 
используются вспомогательные биспинор-
ные поля на пространственном сечении .Σ  

В случае асимптотически плоской гео-
метрии пространства-времени вспомога-
тельное спинорное поле – решение уравне-
ния Дирака на пространственном сечении 

Введение

В основе современной квантовой космо-
логии лежит уравнение Уиллера – де Вит- 
та (УдВ) [1, 2], которое можно записать в 
следующем сжатом виде:

 0,H Ψ =

где H  – гамильтониан Вселенной, задан-
ный в произвольной системе отсчета. 

В этой теории реализован ковариант-
ный подход Дирака к квантованию дина-
мических систем со связями [3], в котором 
физическое состояние системы определя-
ется условиями равенства нулю квантовых 
связей. В результате квантовое состояние 
Вселенной не зависит от каких-либо па-
раметров системы отсчета, в том числе от 
координатного времени (проблема време-
ни в «замороженном» формализме кван-
товой теории гравитации [4, 5]). В таком 
случае параметр времени следует искать 
среди динамических переменных теории. 
Естественно в качестве таких переменных 
взять те, которые непосредственно связаны 
с расширением Вселенной, они заключены 
в ее масштабном факторе 

1/6( ) [det ( )] ,ikx g xΩ =

где ( ), , 1,2,3ikg x i k = , – поле метрического 
тензора 3D-геометрии пространственного 
сечения .Σ  

Такой выбор космического времени 
является основным при анализе решений 
уравнений Эйнштейна вблизи космологи-
ческой сингулярности (где ( ) 0)xΩ →  [6]. 
Ниже этому естественному выбору будет 
дано общее обоснование в рамках Гамиль-
тонова формализма. Время тесно связано 
с энергией, и решение проблемы времени, 
следует думать, также связано с определе-
нием энергии в замкнутой Вселенной. 

Уравнение (1) имеет вид стационарно-
го уравнения Шредингера с нулевым соб-
ственным значением энергии. В данной 
работе равенство нулю энергии Вселенной 

(1)

(2)
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входит непосредственно в выражение для 
энергии гравитационного поля. Оно не 
имеет физического смысла силового поля, 
а определяет не менее важный результат 
действия гравитационного поля – скорость 
хода времени в каждой точке простран-
ственного сечения Σ  [8]. В случае замкну-
той Вселенной тождество Виттена дает ис-
комое представление гамильтониана (2) в 
виде разности двух положительно опреде-
ленных величин:

2,H h D= −

одна из которых, h, совпадает по фор-
ме с положительной энергией гравитаци-
онного поля в асимптотически плоском 
пространстве-времени, а вторая, 2,D  связа-
на с масштабным фактором ( )xΩ  и может 
быть названа энергией расширения про-
странства или просто энергией простран-
ства. Представление (3) возникает при ис-
пользовании специальной параметризации 
функций следования и сдвига N µ  состав-
ляющими биспинорного поля Дирака ψ  на 
пространственном сечении Σ  [12]. Теперь 
составляющие биспинора ψ  определя-
ют систему отсчета и соответствующую ей 
геометрию слоения пространства-времени, 
поэтому мы будем его называть калибро-
вочным спинором. Оба слагаемых в выра-
жении (3) являются квадратичными форма-
ми на пространстве биспинорных полей, в 
частности,

( , ),h h= ψ ψ


где круглыми скобками обозначено скаляр-
ное произведение в пространстве биспи-
норных полей. 

При наличии полей материи, их энер-
гия, пропорциональная тензору энергии-
импульса, входит в квадратичную форму 
(4) также с положительным знаком [7]. Да-
лее будем называть эту величину энергией 
материи. Согласно уравнениям связей, 

0,Hµ ≈

гамильтониан (2) равен нулю, а значит и 
разность энергий материи и пространства в 
замкнутой Вселенной равна нулю. 

Располагая понятием энергии материи 
в замкнутой Вселенной, значение которой 

ограничено снизу, можно поставить за-
дачу отыскания ее минимума в квантовой 
космологии. Эта задача сформулирована в 
работе [13], где соответствующее основное 
состояние предложено рассматривать в ка-
честве Начала Вселенной. В данной работе 
принцип минимума (экстремума) энергии 
материи и вытекающие из него уравнения 
сформулируем как основу альтернативного 
УдВ (1) определения физических состоя-
ний Вселенной в квантовой космологии.  
В обычной квантовой механике стационар-
ное уравнение Шредингера

h EΨ = Ψ


возникает естественным образом в задаче 
на минимум (экстремум) среднего значе-
ния энергии (см., например, работу [14]):

h
W

Ψ Ψ
=

Ψ Ψ



на Гильбертовом пространстве состояний 
изолированной системы. 

Сама эта задача имеет смысл постольку, 
поскольку оператор энергии h



 ограничен 
снизу. Замкнутая Вселенная – это иде-
альная изолированная система, а согласно 
сформулированному выше утверждению, 
энергия материи в ней положительно опре-
делена. При квантовании квадратичная 
форма (4) превращается в оператор 

( , ),h h= ψ ψ


 

действующий в пространстве состояний 
вселенной ,Ψ  где теперь двумя «шляп-
ками» обозначен оператор, действующий в 
пространстве биспиноров ψ  и одновремен-
но в пространстве состояний Вселенной. 

Таким образом, задача минимума (экс-
тремума) должна быть сформулирована для 
функционала

( , )
.

( , )

hΨ ψ ψ Ψ
ρ =

Ψ ψ ψ Ψ





Эта величина имеет размерность плот-
ности энергии, поскольку в нормировочной 
квадратичной форме ( , )ψ ψ  в знаменателе 
предполагается интегрирование по объему 
Вселенной. Однако в формулировке этого 
принципа минимума возникнет затрудне-

(3)

(4)

(5)

(7)

(6)

(8)

(9)
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ние, связанное с тем, что физические сте-
пени свободы материи (и гравитационных 
волн) взаимодействуют также с масштаб-
ным фактором ( ).xΩ  Масштабный фактор 
определяет объем Вселенной, но из состава 
физических степеней свободы нами исклю-
чен. Указанное взаимодействие заключает-
ся в том, что оба слагаемых в правой части 
выражения (3) зависят от всех параметров 
3D-геометрии. 

Чтобы учесть эту зависимость, доста-
точно будет дополнить принцип минимума 
средней плотности энергии добавочными 
условиями, которые накладываются кван-
товыми связями на физические состояния 
Вселенной:

 0.H µΨ Ψ =  

Заметим, что к гравитационным связям 
(5) добавятся Гауссовы связи калибровоч-
ных теорий, которые лежат в основе стан-
дартной модели материи [15], которые мы 
обозначим

0,aG ≈  

где а – нумерующий индекс. 
Это добавление произойдет автомати-

чески, поскольку связи (11) содержатся в 
тензоре энергии-импульса полей материи. 
В результате приходим к условному прин-
ципу минимума (экстремума) среднего зна-
чения энергии материи в замкнутой Все-
ленной для функционала



3

( , )

( , )

[ ],a
a

h

gd x l H A Dµ
µ

Σ

Ψ ψ ψ Ψ
+

Ψ ψ ψ Ψ

+ Ψ Ψ + Ψ Ψ∫





где ( ), ( )al x A xµ  
– множители Лагранжа. 

В следующем разделе даны необходимые 
определения и явный вид представления 
(3) гамильтониана замкнутой Вселенной. 
Из тождества Виттена выведено оператор-
ное представление гравитационных связей 
и дано обоснование выбора масштабного 
фактора Вселенной в качестве внутренне-
го (многострелочного) параметра времени 
в расширяющейся Вселенной. Затем из 
условного принципа минимума (12) по-
лучим систему уравнений, среди которых 

будет искомое «стационарное» уравнение 
Шредингера. 

Гамильтониан замкнутой Вселенной

Введем спинорные переменные, кото-
рые присутствуют в тождестве Виттена и 
доказательстве теоремы положительности 
энергии гравитационного поля [7, 8]. Спи-
норное поле – это пара комплексных чисел 

2, 0,1,A C Aλ ∈ =  заданных в каждой точке 
пространственного сечения ,Σ  имеющее 
определенные трансформационные свой-
ства при преобразованиях пространствен-
ных координат (необходимые определения 
и обозначения алгебры спиноров содержат-
ся в работе [15]). При использовании спи-
норных переменных удобно также исполь-
зовать для описания гравитационного поля 
комплексные канонические переменные 
( , ),kCD

iAB Mσ  определяемые соотношениями

( ), ,AB iCD C D
iAB k ik iAB A Bgσ σ = σ σ = ε ε

,kCD kl CD
lM ≡ π σ

а также условием эрмитовости спиновых 
коэффициентов метрики:

' '
' '2 ,C D

iAB A B iC D iABn n+σ ≡ σ = −σ

где ( ), , 1,2,3lm x l mπ = , – канонические им-
пульсы, сопряженные 3D метрическому тен-
зору (они являются тензорной плотностью 
веса +1); вместе с gk(x) они образуют веще-
ственные канонические переменные гра-
витационного поля Арновитта – Дезера –  
Мизнера (АДМ) (см. работу [11]).Верхней 
чертой обозначена операция комплексного 
сопряжения.

Спин-тензоры и ',ABn  определяемые со-
отношениями ,AB BAε = −ε  01 1ε =  и

'
'

1
,

2
AA B AB

An n = ε

представляют собой, соответственно, ме-
трический тензор и произвольный унитар-
ный спин-тензор в пространстве спиноров 

2.C  Спинорные индексы поднимаются и 
опускаются с помощью ABε  и приобрета-
ют штрих при операции комплексного со-
пряжения спинора (два штриха аннигили-
руют). 

Из всех канонических скобок Пуассо-

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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на (СП) для новых переменных, выделим 
только одно СП-соотношение, относящее-
ся к масштабному фактору Ω  Вселенной:

2 3{ln ( ), ( )} ( ),x M y x yΩ = δ −

где .kCD
kCDM M≡ σ  

Масштабный фактор определяет 3D-
объем Вселенной:

3 3 .V d x
Σ

= Ω∫
Введем в пространстве спинорных по-

лей комплексную связность [17]:

( ) ,
2

kMN kMN kMN
i

A M
g

= Γ σ +

где ( )lMNΓ σ  – обычная спиновая связность 
без кручения, которая подчиняется усло-
вию эрмитовости вида (15).

Она определяет ковариантную произво-
дную

B
k A k A kA BA∇ λ ≡ ∂ λ + λ

в пространстве спинорных полей. 
Нам потребуются также биспиноры Ди-

рака

2 2.C Cψ ∈ ⊗

На пространстве биспинорных полей 
определим 3D-оператор Дирака



'
'
'

'' '

2 ,
B k C

A B k C A
k CB

AB kA C

n
D i

n

 σ ∇ λ λ 
 ψ ≡ ψ =     µσ ∇ µ   

и введем эрмитово скалярное произведение

' '3
11 2 ' 2 1 2( , ) ( ),
A AA A

AAgd xn
Σ

ψ ψ ≡ λ λ + µ µ∫ .

Оператор Дирака (21) является эрмито-
вым относительно этого скалярного произ-
ведения [12].

Тождество Виттена связывает билиней-
ную форму квадрата оператора Дирака 

2
D  

с билинейной формой другого положи-
тельно определенного оператора, который 
(с небольшой модификацией) и будет ис-
комым представлением энергии материи в 
замкнутой Вселенной. 

Пользуясь принятыми здесь обозначе-
ниями и опуская для простоты вклад полей 
материи, это тождество мы можем записать 
в виде [12]:



2

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) [ , ],D w Hψ ψ − ψ ψ = ψ ψ

где


3
1 2 '

' '
1 2 1 2

1
( , )

4

 ( ),

ik
AA

A AA A
i kk i

w gd xg n
Σ

ψ ψ ≡ ×

× ∇ λ ∇ λ + ∇ µ ∇ µ

∫  

а билинейная форма справа есть линейная 
комбинация гравитационных связей. 

В случае асимптотически плоской гео-
метрии пространства-времени тожде-
ство Виттена позволяет выразить энергию 
островной системы, которая определяется 
поверхностным интегралом на простран-
ственной бесконечности, через положи-
тельно определенную квадратичную форму, 
которая получается из выражения (24) при 

1 2 ,ψ = ψ = ψ  где биспинор ψ  является ре-
шением уравнения Дирака 

 0Dψ =

с заданным асимптотическим значением 

0.ψ  
Заметим, что появление вспомогатель-

ной спинорной переменной в ОТО, ко-
торая подчиняется дифференциальному 
уравнению (25), в дополнение к уже имею-
щимся полям материи, для самого Виттена 
оказалось сюрпризом [7]. При этом биспи-
нор ,ψ  как было указано, задает локальные 
свойства глобально-инерциальной системы 
отсчета, в которой определена энергия. 

В случае замкнутой Вселенной, поверх-
ностный интеграл и обычное определение 
энергии отсутствуют и физические след-
ствия тождества (23) будут несколько ины-
ми. Возьмем теперь произвольное биспи-
норное поле 0ψ ≠  на пространственном 
сечении Σ  и, полагая 1 2ψ = ψ = ψ  в тожде-
стве (23), запишем представление гамиль-
тониана замкнутой Вселенной (в системе 
отсчета, определяемой ψ ) в виде разности 
двух положительно определенных квадра-
тичных форм:





2
[ ] ( , ) ( , ).H w Dψ = ψ ψ − ψ ψ

Здесь гамильтониан [ ]H ψ  задан в кали-
бровке [11]:

' '0
'

1
( ),

4 2

A AA A
AAN n= λ λ + µ µ

(21)

(17)

(18)

(19)

(20)

(22)

(26)

(27)

(25)

(23)

(24)
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' '

'
1

( ).
4

A Ak k B A A
AB AN n= − σ λ λ + µ µ

Тем самым представление (3) доказано. 
Будучи квадратичным относительно кано-
нических импульсов материи и геометрии 
пространства-времени, гамильтониан зам-
кнутой Вселенной продуцирует также гео-
метрию конфигурационного пространства 
ОТО (суперпространства). Из представле-
ния гамильтониана (26) видно, что эта гео-
метрия является псевдоримановой в любой 
системе отсчета.

Теперь предложим физическую трак-
товку обоих слагаемых в правой части (26). 
Первое слагаемое отлично от нуля при лю-
бом ,ψ  поскольку оператор Дирака (21) яв-
ляется оператором эллиптического типа на 
компактном многообразии ,Σ  так что его 
спектр дискретен и отделен от нуля. Обра-
тим внимание, что этот оператор содержит 
только импульс ,kCD

kCDM M≡ σ  который, 
согласно соотношению (17), канониче-
ски сопряжен масштабному фактору 3D-
геометрии (точнее, величине 2ln( )Ω ). По 
этой причине данный вклад в гамильтони-
ан мы будем называть энергией расшире-
ния 3D-пространства Вселенной. Однако 
импульс M, пропорциональный Ω  и опре-
деляющий кинетическую энергию расши-
рения пространства, содержится также во 
второй квадратичной форме гамильтониа-
на (26). Его вклад можно оттуда «извлечь» 
ковариантным образом, если ввести полно-
стью симметричные спин-тензоры [12]:

{ )2
,

3
MNA iMN A A M iN P

i P iϕ ≡ σ ∇ λ + ε σ ∇ λ

{ )2
.

3
MNA iMN A A M iN P

i P iχ ≡ σ ∇ µ + ε σ ∇ µ

Эти спин-тензоры, как нетрудно прове-
рить, не содержат канонического импульса 
M. Теперь представление гамильтониана 
замкнутой Вселенной принимает следую-
щий окончательно вид: 



211
[ ] ( , ) [ ],

9
h D Hψ − ψ ψ = ψ

где



3
' ' '

' ' ' ' ' '

1
[ ] ( , )

2

 ( ) ( , ).

AA MM NN

A M N A M NAMN AMN

h h gd xn n n

T

Σ
ψ ≡ ψ ψ = ×

× ϕ ϕ + χ χ + ψ ψ

∫




3
' ' '

' ' ' ' ' '

1
[ ] ( , )

2

 ( ) ( , ).

AA MM NN

A M N A M NAMN AMN

h h gd xn n n

T

Σ
ψ ≡ ψ ψ = ×

× ϕ ϕ + χ χ + ψ ψ

∫


Здесь «шляпками» обозначены опера-
торы, действующие в пространстве биспи-
норных полей. 

Мы добавили в это выражение для 
энергии гравитационного поля вклад обыч-
ной материи, пропорциональный соответ-
ствующему тензору энергии-импульса [7], 
и все вместе будем трактовать как энергию 
физических степеней свободы в замкнутой 
Вселенной. При этом первое слагаемое в 
равенстве (32) представляет ту часть энер-
гии гравитационного поля, которая вклю-
чает энергию гравитационных волн на фоне 
расширяющейся Вселенной. 

Заметим, что это выражение для энер-
гии в замкнутой Вселенной совпадает с тем, 
которое получено для островного распреде-
ления масс с асимптотически плоской гео-
метрией пространства-времени, поскольку 
в этом случае биспинор ψ  подчиняется 
уравнению Дирака (25). Это видно из опе-
раторной формы равенства (32):

 

21 2
,

2 9
h D T= − ∆ + +


где 
'

'

'
' '

( )1

( )

A ik B
A i A k B

A ik B
kA i A B

n g g n

g n g g n

 ∇ ∇ λ
 ∆ψ ≡
 ∇ ∇ µ 

– оператор Бельтрами – Лапласа в про-
странстве биспинорных полей. 

Первое слагаемое в правой части равен-
ства (33), как и все это выражение, явля-
ется положительно определенным операто-
ром и представляет собой оператор энергии 
гравитационного поля в случае асимптоти-
чески плоской геометрии пространства-
времени.

Само тождество Виттена (23), справед-
ливое для любых 1 2, ,ψ ψ  ведет к оператор-
ному равенству на пространстве биспинор-
ных полей, а именно



211
0,

9
h D− =


если выполнены гравитационные связи (5). 
Равенство (35) можно явно решить от-

носительно оператора Дирака:

(28) (32)

(32)

(31)

(30)

(29)

(33)

(34)

(35)
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9
,

11
D h= ±



где квадратный корень из положительно 
определенного эрмитова оператора (33) 
может быть определен также как эрмитов 
оператор. 

Здесь операторы действуют в простран-
стве биспинорных полей. Поскольку опера-
тор Дирака линеен относительно M, прихо-
дим к выводу, что система гравитационных 
связей решена относительно канонических 
импульсов, сопряженных динамической 
переменной 2ln( ( )).xΩ  

Это представление гравитационных свя-
зей может быть положено в основу некова-
риантной формы квантовой гравитации с 
классическим «многострелочным» време-
нем [10], роль которого естественным об-
разом играет переменная 2ln( ( ))xΩ  (в каж-
дой точке x пространственного сечения Σ  
существует своя стрела времени). 

Однако операторное уравнение (36) 
само по себе не описывает эволюции Все-
ленной, пока не фиксирован конкретный 
наблюдатель. В квантовой теории это урав-
нение принимает форму нестационарного 
уравнения Шрёдингера с единым косми-
ческим параметром времени лишь в про-
екции на произвольный калибровочный 
спинор ( ) :xψ



9
( , ) , .

11
D h

 
ψ ψ = ± ψ ψ  

 



Это есть явное нарушение ковариант-
ности, поскольку калибровочный спи-
нор фиксируется произвольным образом.  
В следующем разделе предложен альтерна-
тивный вариант описания квантовой ди-
намики Вселенной без явного нарушения 
ковариантности. Вместо извлечения ква-
дратного корня в операторном уравнении 
(35) и введения классического параметра 
времени, связанного с масштабным факто-
ром ( )xΩ  и «спроектированного» на про-
извольный калибровочный спинор ( ),xψ  
сформулируем квантовую теорию, основан-
ную на принципе минимума (экстремума) 
энергии материи (12), в которой масштаб-
ный фактор квантуется наравне с осталь-
ными составляющими 3D-метрики.

Квантование плотности энергии  
в замкнутой Вселенной

Квантование осуществим стандартным 
образом – заменой канонических импуль-
сов p операторами вариационного диффе-
ренцирования на пространстве состояний 
Вселенной :Ψ

( ) ,
( )

p x
i q x

δ
≡

δ


где ( ) ( ( ), ( ))iABq x x x≡ σ φ  ( ( ))xφ  – набор по-
лей материи).

Соответственно, операторами в этом 
пространстве состояний становятся га-
мильтониан материи ,h



 определяемый 
подстановкой операторов (38) в гамильто-
ниан (31) и выражение(32), и гравитаци-
онные связи  .H µ  Заметим, что Гауссовы 
связи (11) с соответствующими множите-
лями Лагранжа уже содержатся во втором 
слагаемом оператора (32). На этом этапе 
возникнет затруднение в определении этих 
операторов, связанное с неоднозначностью 
упорядочения некоммутирующих опера-
торных множителей. Мы здесь считаем это 
затруднение техническим и не будем в него 
углубляться. 

После того как определены основные 
величины, остается выписать уравнения, 
которые вытекают из условного принципа 
экстремума (12). Вариационными параме-
трами являются: волновая функция Все-
ленной [ , ],Ψ σ φ  калибровочный биспинор 

( )xψ  и множители Лагранжа ( ), ( ).al x A xµ  
Вариация по Ψ  дает собственно ста-

ционарное уравнение Шредингера:




3

( , )
( , )

[ ] ,
a

a

h

gd x l H A D
µ

µ
Σ

ψ ψ
Ψ +

ψ ψ

+ Ψ + Ψ = ρ Ψ∫







где среднее значение двойного оператора 
энергии h





 вычисляется в системе отсчета, 
определяемой калибровочным спинором 

( ).xψ  Оно остается оператором в простран-
стве состояний Вселенной .Ψ  

Модифицированные множители Ла-
гранжа ( ), ( )

a
l x A xµ  отличаются от исхо-

дных нормировочным множителем

(36)

(37)

(38)

(39)
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( , )
.

( , )

Ψ ψ ψ Ψ

ψ ψ

Вариация по ( )xψ  дает уравнение для 
калибровочного спинора: 

3

3

 ( )
,

( )

h x

x

Ψ Ω Ψ
ψ = ρψ

Ψ Ω Ψ





где среднее значение h




 вычисляется в про-
странстве состояний Вселенной с весом 

3( )xΩ  и является оператором в простран-
стве биспинорных полей на .Σ  

Таким образом, распределение энергии 
материи, определяемое оператором ,h





 фик-
сирует систему отсчета, соответствующую 
данному состоянию Вселенной. Наконец, 
вариация по множителям Лагранжа 0, al Aµ  
дает уравнения связей (10) плюс дополни-
тельные калибровочные связи

0.aGΨ Ψ =  

Уравнений связей достаточно для опре-
деления множителей Лагранжа в равенстве 
(35), после чего самосогласованная система 
уравнений (39) и (41) образует «стационар-
ное» уравнение Шрёдингера в квантовой 
космологии. 

Обратим внимание, что при фиксиро-
ванном Ψ  оператор, действующий на 

( )xψ  в левой части равенства (41), так же 
как и 

2
,D  является эллиптическим на ком-

пактном многообразии .Σ  Его спектр дис-
кретен. Можно предположить, что и спектр 
собственных значений ρ  в этой задаче дис-
кретен, с учетом того, что Ψ  и ( )xψ  на-
ходятся самосогласованно. 

Таким образом, параметр ,ρ  который 
входит в уравнения (39) и (41), нумерует-
ся некоторым набором квантовых чисел. В 
классической космологии плотность энер-
гии материи в расширяющейся Вселенной 
уменьшается с течением космического вре-
мени, начиная от бесконечного значения. 
В рассматриваемой здесь квантовой теории 
решения «стационарного» уравнения Шрё-
дингера отличаются степенью возбуждения 
физических степеней свободы материи. 
Среди них существует состояние мини-
мального возбуждения, которое в работе 
[13] названо основным состоянием Вселен-

ной в квантовой космологии, и оно пред-
ложено там в качестве Начала Вселенной. В 
этом состоянии плотность энергии материи 
является максимальной, но конечной. 

Теперь возникает необходимость в ин-
терпретации всего набора решений «стацио-
нарного» уравнения Шрёдингера. Основное 
предположение, которое мы делаем относи-
тельно спектра допустимых значений ,ρ  со-
стоит в том, что они и реализуются в кван-
товой эволюции Вселенной. Это означает, 
что космическое время следует искать в 
упомянутом выше наборе квантовых чисел. 
В этой картине квантовой эволюции Все-
ленной параметр времени дискретен. Не-
прерывный характер эволюции с непрерыв-
ным временем следует ожидать, как обычно, 
при больших степенях возбуждения энергии 
материи. Еще одним элементом формализ-
ма является дополнительное поле калибро-
вочного спинора ( ),xψ  который определяет 
локальные свойства системы отсчета, сопут-
ствующей распределению материи в данный 
момент космического времени. Построен-
ная из него функция следования 0( ),N x  со-
гласно калибровке (27), задает скорость хода 
стандартных часов, помещенных в каждую 
точку пространства. Таким образом, вме-
сте с космическим временем фиксируется 
также система отсчета, к которой это время 
должно быть отнесено. Здесь нет наруше-
ния ковариантности, поскольку параметры 
системы отсчета определяются самосогла-
сованно с самим распределением материи в 
данном кантовом состоянии. Однако после-
довательное развитие этой интерпретации 
предполагает знание структуры квантового 
спектра плотности энергии.

Заключение

В данной работе предложено рассма-
тривать квантовую эволюцию Вселенной 
в терминах энергетического параметра –  
средней плотности энергии материи. Осно-
ванием нового подхода служит то, что ди-
намическая структура общей теории отно-
сительности в случае замкнутой Вселенной 
допускает определение понятий энергии 
материи (включая гравитационные волны) и 
энергии расширения пространства. В любой 
системе отсчета, задаваемой калибровочным 

(40)

(41)

(42)
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спинором ,ψ  эти величины являются зна-
коопределенными квадратичными формами 

,ψ  которые взаимно сокращаются, если вы-
полнены гравитационные связи. 

Таким образом, получает обоснование 
представление о замкнутой Вселенной как 
об объекте со 100%-м дефектом массы-
энергии. В таком случае квантование теории 
может быть основано на принципе мини-
мума энергии в применении к одной части 
внутренней энергии Вселенной, а именно – 
к энергии материи и гравитационных волн. 

В результате получена система урав-
нений, которая для замкнутой Вселенной 
служит аналогом стационарного уравнения 
Шредингера в обычной квантовой механи-
ке. Система включает уравнение (39), реше-
ния которого суть состояния Вселенной Ψ  
с определенным значением средней плотно-
сти энергии .ρ  Его дополняет уравнение (41) 
для калибровочного спинора ,ψ  т. е. систе-
мы отсчета, к которой должно быть отнесе-
но физическое состояние ,Ψ  а параметром 
квантования служит значение средней плот-
ности энергии .ρ  Уравнения квантовых свя-

зей (10) и (42) фиксируют неопределенные 
множители Лагранжа в уравнении Шредин-
гера (39). В этом формализме нет нарушения 
ковариантности, поскольку не требуется до-
полнительных калибровочных условий для 
фиксации множителей Лагранжа. В отличие 
от обычной ковариантной формы квантовой 
теории, основанной на уравнениях Уиллера 
– де Витта (1), здесь имеются наблюдаемые 
параметры ρ  и ( ),xψ  которые вместе мо-
гут быть связаны с космическим временем и 
системой отсчета в квантовой космологии. 
Космическое время в этом формализме яв-
ляется дискретным. Непрерывную эволю-
цию Вселенной следует ожидать лишь на 
поздних стадиях, соответствующих высокой 
степени возбуждения энергии материи.
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